Abschnitt II.

Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe des zweiten Grades.

N1
Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordneter Durchmesser. Die drei Axen

Systeme zugeordneter Complex-Cylinder. Central-Parallelepipede. Mittelpunct
des Complexes.

934. Die Gleichung (IV) gibt unmittelbar fiir jede gegebene Ebene
(¢', ', v)), indem wir ¢,/ v als constant, 7, u, » als verénderlich betrachten,
die Complex-Curve, welche diese Ebene enthiilt, im Raume durch Plan - Coor-
dinaten dargestellt. Wenn wir '147 : ot : = , statt #, «, ¢ und = - ﬁ, !
w il w>mw’ W
statt 7, u, v einfihren, so koénnen wir die angézogene Gleichung unter der
folgenden Form schreiben:
D+ Eu+Fo2 4+ 2Kdv +2L00 + QM) w?
—2(Dt'w + Lv'w + Mu'w — 0wy —RV?—St'V +Ttuw + Uu?)tw
—2(Bu W+ B+ Mt'w+ NV + Py + 00 —T¢*—Utv)umw
— (I +Kuw +Lt'w —(N—0)'" — P2 —0uv + RtV -+ St P)vw
— 24w’y — K+ G —H'w — TV — 0L'w + Pu'n'— Qv'w)uv
—2(Bt'Y —Ln'*—Gt'd Hu'?—Juv + Nudw + Ro'w' —S¢ w)tv
—2(Ct' Y — M — Gty —Hu'v + T —(N—0)v'w + 7¢ 0w —Udn')tu
+ (D24 Bv?+ Cu*—26Gu v —28V w4274 n)e?
+ (Ew? 4+ Av'* 4 C*—2Ht'v + 2 Pv'w' —2 Ut n')u?
4 (Fw'?+ Au? + Bt —2J0u —20u' ' + SR —08 X)



Fur die Gleichung des Mittelpunctes der Curve erhalten wir, indem wir
die Gleichung der Curve in Beziehung auf » differentiiren, die folgende:
D24 BEu 2+ Fo'2 - 2Ku v 200 +2M ) w

— (DO Lo W'+ Mu'w — 0wy —Rv'2— Sy +70u 4 Uu' )¢

— (Bu'w' + KW+ Mt'w + Nt'w + Pu' +0v2—T¢2— Ut i)u
—(FVW - Hu WL LEw —(N—0){ o —Pu'2— Qo V+ROVAS1%)p=0. S)e )
Die drei Coordinaten des Mittelpunctes der Curve sind hiernach, wenn wir
zugleich, der Kirze wegen,
D2+ Bu'* + Fv's + 2Kuv 2Ly L oM =5

setzen:
Dt +Lv + Mud Ouv RV Sty — Tt'w — Uy'2
= —— e e
=] ’ =t
Y] e S S SR D U ) Tt Ul
i u—(—;;}l—}—z Sk v u'v 7(? -+ + u’ (2)
=] ll
2, Fv'+ Ku' - Lt S (N:@l',u'—}—Pzﬂ—f—igzt'ZJ'*Rt'v'— iSipe
SEae o : 5
Die Gleichung der Ebene (£, ¥, V) ist.
: iy o T #
‘24 uy+ve 4w =0, )

und wird durch die vorstehenden Coordinaten-Werthe befriedigt.

235. Wenn wir 7, o, o als constant, 2" als veriinderlich betrachten,
rickt die Ebene (3) parallel mit sich selbst fort, wihrend in ihr die Com- '
plex-Curve sich fortwihrend findert. Lassen wir insbesondere ' verschwin-
den, so erhalten wir fiir den Mittelpunct der Curve in der beztiglichen durch
den’ Ahfangspunct gehenden Ebene von der gegebenen Richtung, deren
Gleichung ist:

‘v 4wy 4+ vz =0,
die folgenden Coordinaten-Werthe, die wir zur Unterscheidung accentuiren
wollen : :
A Ol B S T e
=
; = Niwt Pyl — 002 Tt + Ut'w
SRR R ey 0

s (N—=0)t"u' 4 Pu'? - Qu'v/ — Ri'v — §u'2

=2
7
U o

)

*) Die Complex-Curve tritt in der Darstellungsweise des Textes als Fliiche zweiter Cl

und ihr Mittelpunct wird wie der Mittelpunct einer solchen Fliche bestimmt.
8,189,

asse auf,
Geometrie des Raumes.
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Wir koénnen hiernach die friheren allgemeinen Coordinaten-Werthe (2) in der

folgenden Weise schreiben:
5 D g’ - M
= )

T —a — put
=
; Eu + KV -+ MU ¢
Ysmlei= =" '+”'7';*’ e S (5)
£ .
PR B . ks i o
ok

Hiernach ergibt sich die nachstehende Doppel - Gleichung:

x—a By o S Q
Df FIv + Mu~~ Ed 4 Ev 4 Me -~ FY 4 Ku L Lt (6)

der wir auch die folgende Form geben kénnen:

r—x y—y z—z

T )
dt du dv :

Die vorstehenden Doppel - Gleichungen stellen, wenn wir in ihnen z, ¥, z
als veriinderlich betrachten, eine gerade Linie dar. Aus ihnen ist 2 eliminirt.
Die dargestellte gerade Linie ist also der geometrische Ort fur die Mittel-
puncte der Complex-Curven in parallelen Ebenen, welche, bei willktrlicher
Annahme von »’, durch die Gleichung (3) dargestellt werden. Wir nennen
diese Linie einen Durchmesser des Complexes und sagen, dass er, in dem
Complexe, dem Systeme der parallelen Ebenen und insbesondere jeder dieser

Ebenen zugeordnet sei.
In einem Complexe des zweiten Grades ist jedem Systeme

paralleler Ebenen ¥m Allgemeinen ein einziger Durchmesser,zu-
geordnet, welcher die Mittelpuncte aller. Curven zweiter Classe
enthalt, die in den parallelen Ebenen liegen.

Die Complex-Curven in parallelen Ebenen bilden eine Aequatorialfliiche:
der Durchmesser der Fliche ist ein Durchmesser des Complexes.

236. Wenn der durch (6) dargestellte Durchmesser des Coniplexes auf
der Ebene (3), welcher er conjugirt ist, senkrecht stehen soll, so erhalten
wir die folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen :

DU + Ly ++ My e l
= )

TS S T .
Ev + BV + MU 2k (®)
Fv 4+ Ko 4 Lt T

welche wir in der Doppel - Gleichung:



’ ’

0 Rt u NS v
Wi e e ‘ ()
dar’ du dv

zusammenfassen konnen. Der Durchmesser ist in diesem Falle eine Axe
des Complexes. Die -letzte Doppel -Gleichung ist mit derjenigen identisch,
die wir zur Bestimmung der Richtung der drei Hauptschnitte einer Fliche

: ! e ;
zweiter Classe erhalten, welche, indem wir Ta als Plan-Coordinaten

und als verinderlich betrachten und durch 4 eine willkiirliche Constante be-
zeichnen, durch die Gleichung.
EE )

dargestellt wird.*) :

237. Diese Fliche hiangt lediglich von den sechs Complex - Constanten
N A RS T A o) ‘Da diese Constanten dieselben bleiben, wenn der
Anfangspunct der Coordinaten seine Lage beliebig @ndert (Nr. 157.), so kon-
nen wir die Fliche, parallel mit sich selbst, verschieben, ohne ihre Beziehung
zum Complexe zu #ndern. Der willkirlichen Annahme von % entsprechend,
kénnen sich die Dimensionen derselben in Jedem beliebigen Verhiltnisse
‘dndern. Wepn wir den Coordinaten-Axen eine: andere Richtung geben, so
erhalten in dem neuen Coordinaten - Systeme die obigen sechs Complex-Con-
stanten andere Werthe und dieselben Werthe entsprechen den sechs Con-
stanten der Fliche, wenn wir auch diese auf die neuen Coordinaten-Axen
beziehen.

Die so definirte Fliche, deren Mittelpunct und deren Dimensionen be-
liehig angenommen werden konnen, wollen wir die Characteristik des

Complexes nennen. Die Gleichung des Complexes wollen wir wieder in fol-
gender Weise schreiben:

A7r* + Bs + € + Do + Eo® + Fop
+ 2Gs 4+ 2Hr + 2Jrs + 2Ksy — 2Loy —2Moo
— 2N76 + 2059
—{—2Pr9—]—207‘77—]—2Rsn~2§'36—2’1’6—}—2Ug:O. (@)
Fir die Gleichung der Characteristik des Complexes erhalten wir, wenn wir
den Anfangspunct zum Mittelpuncte dieser Fliche nehmen, nach Unter-
driickung der Accente die folgende:

*). Siehe Geometrie des Raumes Nr. 103 und Nr. 152,
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D+ Fur++ I+ 2Kuv +"2L0v + 2Mlu + w2
=54+ =0 (10)
Wir haben in dieser (leichung, unbeschadet der Allgemeinheit, 4 der Einheit
gleich gesetzt. ) :

Die Characteristik eines Complexes tiberhebt uns jeder analytischen Dis-
cussion tber die Richtung der Durchmesser desselben. Einem Systeme paral-
leler Ebenen ist ein Durchmesser, der Characteristik zugeordnet und diesem
Durchmesser ist derjenige parallel, welcher in dem Complexe denselben Ebe-
nen zugeordnet ist. Dreien’ zugeordneten Durchmessern der Characteristik
sind drei Durchmesser des Complexes parallel, die wir ihrerseits als drei-
zugeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir
konnen jeden gegebenen Durchmesser des Complexes fiir einen dreier zugeord-
neter Durchmesser desselben nehmen, dann sind die beiden andern denjeni- .
gen Ebenen parallel, denen der gegebene zugeordnet ist. Jeder von drei
zugeordneten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die
jedesmaligen beiden andern parallel sind.

Ein Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen,
die auf einander senkrecht stehen. Die Ebenen, welche diesen Axen, paar-
weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des Complexes
bezeichnen. Die Axen sind den Hauptschnitten zugeordnet.

Zum Behuf der Bestimmung der zugeordneten Durchmesser eines Com-
plexes konnen wir an die Stelle der Characteristik den Asymptotenkegel der-
selben setzen, und diesen Kegel, parallel mit sich selbst, beliebig verschieben.
Nehmen wir den Anfangspunct der Coordinaten als seinen Mittelpunet, so
wird derselbe in Plan-Coordinaten durch die beiden (leichungen:

== 0 = 0]
dargestellt, in Punct-Coordinaten durch die einzige Gleichung:
(K2—EF)a2 + (L*— DF)y* + (M*— DE)z*-

+2DK—LMyz+ 2(EL—KM)zz + 2(FM—KL)zy = 0. (11)

Drei zugeordnete Durchmesser eines Complexes haben gegen “einander
eine wesentlich verschiedene Richtung, je nachdem die Characteristik des
Complexes ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid mit reellem Asymptoten-
kegel oder ein (reelles oder imagintires) Ellipsoid ist, dessen Asymptotenkegel
auf einen ellipsoidischen Punct sich reducirt. Der letztere Fall ist dadurch
angezeigt, dass die drei Ausdriicke i ‘

. o= f L e M:—DE (12)
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im Zeichen tibereinstimmen, wihrend im erstern Falle diese Uebereinstim-
mung nicht stattfindet.

258. Wenn insbesondere die Characteristik eine Umdrehungsfliche ist,
o hat der Complex, wie diese Fliche, eine” Hauptaxe und daneben unend-
lich viele Axen, die simmtlich gegen die Hauptaxe und, paarweise genom-
men, auch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser besondere Fall
ist, unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dadurch bezeich-
net, dass ; '

m ¢ e ;
0_7[1’21(/——77:11_7, (1())

und dann bestimmt die folgende Doppel - Gleichung:
‘ Ky = Ly — M- (14)

die Richtung der Hauptaxe. &)

Ein mehr untergeordneter Fall ist derjenige, dass die Characteristik in
eine Kugel tbergeht, dem entsprechend, dass die doppelte Bedingungs- Glei-
chung (13) in die folgenden Gleichungen sich aufloset:

e 8B 0 S ey,
Di— B—.F.
Dann sind alle den Raum durchziehenden Ebenen Hauptschnitte des Com-
plexes, auf welchen die zugeordneten Durchmesser senkrechf stehen. Jeder
Durchmesser des Complexes ist eine Axe desselben.

239. Wenn wir die Coordinaten-Axen, auf welche die allgemeine Glei-
chung (I) des Complexes ‘zweiten Gradés bezogen ist, irgend dreien zugeord-
neten Durchmessern des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus
‘dieser allgemeinen Gleichung, wie aus der Gleichung der Characteriétik, drei
Constanten. Dann ist namlich:

e iy,
Es ‘geschieht dieses insbesondere, wenn rechtwinklige Coordinaten- Axen den
‘Axen des Complexes parallel genommen werden. Eg kann diess unendlich
oft geschehen, wenn die Characteristik eine Rotationsaxe, der Complex eine
Hauptaxe hat. Eine ‘der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxe
parallel zu nehmen, wihrend irgend zwei gerade Linien, welche auf einander
und auf der Hauptaxe senkrecht sind, fiir die heiden anderen Coordinaten-

Axen genommen werden kénnen. Wenn nach einander 0.Y, 0Y, 0Z Qder

*) Geometrie des Raumes. Nr. 154.



Hauptaxe parallel genommen werden, so werden beziiglich die Coefficienten
F und F, D und F, D und £ einander gleich. Aus der Gleichung . eines
Complexes, welcher nur rechtwinklige zugeordnete Durchmesser hat und auf
ein beliehiges System rechtwinkliger Coordinaten-Axen hbezogen. wird, ver-
schwinden &, £, M und die drei Coefficienten 2, #/, I’ werden einander gleich.

‘Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den allgemeinen Fall be-
schrinken, dass die Characteristik eine Fliche zweiter Classe mit einem
Mittelpuncte ist. Diejenigen Falle, wo das Verschwinden von A, Z, M das
gleichzeitige Verschwinden einer der drei Constanten /2, £, F zar Folge hat,
bleiben hiernach einstweilen von der Discussion noch ausgeschlossen.

240. Wir haben fir denjenigen Durchmesser, der solchen Ebeneh, die
einer gegebenen Ebene:
La+uy+vz=0
parallel sind, zugeordnet ist, die folgende Doppel-Gleichung:
: xf’x' ol : y*/y' e : z—,z' ; (6)
Dt + Lv' + Mu Ev + Kv + Mt By ek =T
erhalten. Der successiven Annahme entsprechend, dass * °
¥ =0 und =0,

e e S )
FEE e g e
ist nach der 234. Nummer bezitiglich:
, . , /A , S
= ) M sis L biEe AR il S g
=D & 0, g o z 57
, U /2
i 7 N Bk el iR s Po e
al = o il = oot @il e (15)
’ , , R , 0 > .
E: S Fl, 2; b T} ?/ S 7;’7; 2 —k

Hiernach 16st sich die vorstehende Doppel-Gleichung nach einander in- die
folgenden drei Paare von Gleichungen auf:

M=y Lx—Dz—85 =0, :
My — Ex — U= 0, Ky —FEz +P =0, (16)
Lz——llz -eRe— Kz—Fy —0 =0,

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die beziiglich den
mit ¥Z, XZ, XV parallelen Ebenen zugeordnet sind.

Wenn wir die drei ‘Coordinaten-Axen inshesondere so annéhmen, dass
sie irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind, so
verschwinden di_e drei Constanten A, L, M und wir erhalten zur Bestimmung
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der absoluten Lage dieser drei den Coordinaten-Axen 0X, O F , 0Z parallelen
Durchmesser die folgenden drei Gleichungen - Paare

7 S
?/—_"f‘j, Z=“*D‘,
U ik, B
i g g & ool i L
. R Pl e 2
-z_—l_"f: .7/_'_"‘71,1'

Drei zugeordnete Durchmesser schneiden sich also, paarweise genommen, im
Allgemeinen nicht. Sie bestimmen aber, wie tberhaupt irgend drei gerade
Linien, welche sich nicht schneiden, ein Parallelepiped, das wir hier, weil
es fiir den Complex bezeichnend ist, mniher betrachten und ein Central-
Parallelepiped des Complexes nennen wollen,

Die vorstehenden sechs Glei- ;
chungen (17) stellen, einzeln genom- ' Z
men, die sechs Seitenebenen eines a0
Central-Parallelepipeds dar.  Jede A 1 / ,
von zwei gegeniiberliegenden Seiten- '
ebenen geht durch einen von zwei
der drei zugeordneten Durchmesser
und ist dem anderen der zwei pa- g |
rallel.  Drei sich nicht schneidende ik {
Kanten des Parallelepipeds sind die S
drei zugeordneten Durchmesser, fir s J(_

welche wir in der 12. Figur AB,
CD, EF nehmen wollen. Wir kénnen “ b ¢
dieselben sechs Gleichungen (17), die, Figur (2.
paarweise genommen, die drei zugeordneten Durchmesser des (!
stellen, auch noch in folgender Weise zusammenordnen :

omplexes daxr-

0 P
y 7o S
R S
i Z=_—77 (18)
. U T
dimdge il Voo

Dann stellen die drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten des
Parallelepipeds dar, welcher den drei zugeordneten Durchm
stehen. Diese drei Kanten DEBA B, die: such

Plicker, Geometrie,

essern gegentiber-
ihrerseits sich mnicht
30
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schneiden, bilden mit den drei in die zugeordneten Durchmesser fallenden
Kanten ein réumliches Sechseck ABCDEF. Die Eckpuncte des Sechsecks
sind sechs der acht Eckpuncte des Parallelepipeds. Drei Diagonalen des
Parallelepipeds sind die drei Diagonalen des Sechsecks, die beiden Puncte
G, H, welche die vierte Diagonale verbindet, haben zu Coordinaten

R 14 i
',L):_{_F’ ‘7/=+7D’ :_—*_f’

U 0 o (19)
‘,L.:_T’ ‘1/=_—7F’ z_-—j—'

Fir die Lingen der Kanten, welche beziiglich den drei Coordinaten-Axen
0X, OF, 0Z parallel sind, ergibt sich :

ER+ FU DO+ FT DPH ES
EFR 4 DF ? DE 4
und fiir den Mittelpunct des Parallelepipeds, dessen Coordinaten wir, zur
Unterscheidung, durch 29 y° z° bezeichnen wollen:

ER — FU DO il SR
ol Lt P g

(20)

241. Die durch die Gleichungen-Paare (18) dargestellten Kanfen des
Central - Parallelepipeds stehen zu dem Complexe in einer einfachen geometri-
schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, wenn wir zu den Gleichun-
gen derjenigen drei Complex-Cylinder zurtickgehen, deren Seiten den drei
Coordinaten-Axen parallel sind. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab-
schnitt I. § 5 Gl. 32), wenn wir, wie in der vorigen Nummer, die Coordi-
naten-Axen 0X, OF, 0Z irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Com-
plexes parallel nehmen und demnach A, L, J/ gleich Null-setzen, die fol-
genden:

Fyr 4 Ez2 4+ 20y — 2Pz = (), l

Far4 D22 — 2Rz + 252 =0, ; (22)

Ex+ Dy +2U0x — 27Ty = 0. J
Die drei Axen dieser Cylinder werden durch die drei Gleichungen-Paare (18)
dargestellt. Wiithrend drei Kanten des Central-Parallelepipeds, AB, CD, EF,
in drei zugeordnete Durchmesser des Complexes fallen, fallen die drei gegen-
iiberliegenden Kanten desselben, DE, FA, BC, in die Axen derjenigen
drei Cylinder, deren Seiten den drei zugeordneten Durchmessern
parallel sind.

242, Wenn ein Complex zweiten Grades gegeben ist und wir eine Ebenen-
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richtung willkiirlich annehmen, so ist jeder Linienrichtung, die dieser Ebenen-
richtung parallel ist, eine zweite solche Linienrichtung zugeordnet. Jeder
gegebenen Ebenenrichtung (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige
Linienrichtung zugeordnet und gegenseitig jeder gegebenen Linienrichtung
eine einzige Ebenenrichtung. Jeder gegebenen Linienrichtung sind unendlich
viele Paare von Linienrichtungen zugeordnet, welche der der gegehenen
Linienrichtung zugeordneten Ebenenrichtung parallel sind. So gibt es un-
endlich viele Systeme dreier zugeordneter Linienrichtungen, in der Art, dass
jeder gegebenen Linienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter
Linienrichtungen ,entsprechen, welche der zugeordneten Ebenenrichtung paral-
lel sind, und andererseits die Ebenenrichtung, welche irgend zweien dreier
zugeordneter Linienrichtungen parallel ist, der dritten dieser Richtungen zu-
geordnet ist. Es gibt endlich unendlich viele Systeme dreier zugeordneter
Ebenenrichtungen: sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienrichtungen
parallel.

Es gibt einerseits drei zugeordnete Durchmesser des Complexes, welche
die Richtung dreier zugeordneter Linienrichtungen haben, andrerseits drei
Axen von Complex-Cylindern, welche dieselben Richtungen haben, und die
wir ihrerseits als drei conj ugirt'e Cylinderaxen bezeichnen kénnen. Die
drei zugeordneten Durchmesser und die drei zugeordneten Cylinderaxen hil-
den ein riumliches Sechseck, dessen gegentiberliegende Seiten parallel sind.
Die Seiten desselben sind abwechselnd Durchmesser und Cylinderaxen. Jeder
Durchmesser wird von zwei Cylinderaxen geschnitten, welche derjenigen
Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung des Durchmessers zugeordnet
ist. Jede Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der-

Jjenigen Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung der Cylmderaxe zu-
geordnet ist,.

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexes
und die Axen unendlich vieler Complex - Cylinder parallel. Einerseits bilden
Jjene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfliche. Der ge-
gebenen Ebene ist ein Durchmesser des Complexes zugeordet, so wie ihr die
Axe eines Complex- Cylinders zugeordnet ist. Jener Durchmesser ist dieser
Cylinderaxe parallel. Die Axen aller Complex-Cylinder, welche der gegebe-
nen Ebene parallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Durch-
messer des Complexes, welche der Ebene parallel sind,

schneiden die zu-
geordnete Cylinderaxe,

30*
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243. Es erscheint zweckmissig, die vorstehenden geometrischen Betrach-
tungen durch einige analytische Entwicklungen zu bestitigen und zu ver-
vollstéindigen.

Die Gesammtheit aller Curven, welche in Ebenen liegen, welche der
Ebene VZ parallel sind und somit eine Aequatorialfliche bilden, wird
(Abschn. I, § 2 Nr. 163) durch die folgende Gleichung dargestellt:

Dn? + 2(Lx—S)ow 4 (Fa?—2Rx + B)v?
+2Mz+Tyurw + 2(K2*— 02— Q)uv + (B2 + 2 Mz + C)uw2 = 0. (23)
Die Ebene der Curve ist durch « bestimmt und dann die Curve in ihrer Ebene

durch die Linien-Coordinaten Z und % Wenn die Axe 0X die der Ebene

¥ Z zugeordnete Richtung haben soll, so verschwindet Z und #; wenn sie
mit dem dieser Ebene zugeordneten Durchmesser des Complexes zusammen-
fallen soll, so mussen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Diess
fordert, neben:
M= 10 E—
tiberdiess noch:
S = 0.
Dann vereinfacht sich die vorstehende Gléichung folgendergestalt:
D+ (Fx*—2Rax+B)v4 2(H2*— 02— Q) uv+(E 2242 Uz~ C)uz = 0. (24)
Dieselbe Aequatorialfliche, welche durch die vorstehende Gleichung ver-
mittelst ihrer Breitencurven dargestellt wird, wird (Abschn. I, § 5 Gl. 30)
unter Berticksichtigung, dass Z, M, S und 7' verschwinden, durch die fol-
gende Gleichung: ’
(Fvr+2Kuv+ Euz)az + Dy2z2
+ 2R+ Ouv— Uw)x + (Bv2—2Guv 4+ Cu2) = 0 (25)
vermittelst ihrer umschriebenen Complex-Cylinder, deren Axen der Coordi-
naten-Ebene ¥'Z parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkirliche

v . . . . .
Annahme von -, die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-Cy-

linder bestimmt haben, stellt die letzte Gleichung in XZ die Curve zweiter
Ordnung dar, nach welcher der beziigliche Cylinder diese Coordinaten-Ebene
schneidet. Die mit ¥'Z parallele Axe des Cylinders geht durch den Mittel-
punct dieser Durchschnitts-Curve, welcher auf der Coordinaten-Axe 0 X liegt,
und auf dieser Axe durch den Coordinaten-Werth

Ry 4 Ouv — Uu? 2

F? —:_"371(711 v+ Eu? (26)
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bestimmt ist. Beziehen wir die Coordinaten y und z auf irgend einen Punct
irgend einer mit ¥Z parallelen Cylinderaxe, so ist ‘
: e ey
e 2z
und wir erhalten
Ryz—*()yz*l]zj’ 27)
Fy*—2Kyz + Ez*’
als Gleichung des geometrischen Ortes fir die der Ebene ¥ Z paral-
lelen Axen von Complex-Cylindern.

In der letzten Gleichung ist ausgesprochen, dass in jeder durch einen
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche
der dem Durchmesser zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist; wihrend in
jeder Ebene, welche diese Richtung hat, zwei auf dem Durchmesser sich
schneidende Cylinderaxen liegen.

244. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden Cylinder-
axen, die in einer gegebenen Ebene, welche wir hier der Coordinaten - Ebene
¥ Z parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir namlich die Glei-
chung (24) in Beziehung auf « differentiiven, kommt:

(Fz—R)v® + 2Kz — O)uv + (a4 U)yw = 0,
Diese Gleichung gibt sofort den eben gefundenen Werth von 2 in » und «
(26). Die Richtung der beiden Cylinderaxen in der Ebene FZ selbst st
durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegében:
R + Ouv — Uz — 0.

Ein Complex-Cylinder, dessen Axe in einer gegebenen Ebene liegt, hat
zu zweien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-Curve
zweiter Classe, welche in dieser Ebene liegt. Die Axe des Cylinders geht
also durch den Mittelpunct der Complex - Curve. Projiciren wir auf die ge-
gebene Ebene die Complex-Curve in der ihr parallelen benachbarten Ebene
nach derienigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so wird auch
diese Projection von den beiden Cylinderseiten bertihrt; mit andern Worten,
die beiden unter sich parallelen Ebenen, welche den Cylinder nach diesen
Seiten bertihren, bertihren gleichzeitig die Aequatorialfiiche, welche 0.Y zum
Durchmesser hat. Es handelt sich hiernach darum, diejenigen Puncte der
Complex-Curve in der gegebenen Ebene zu bestimmen, in welchen die Aequa-
torialfliche von solchen Ebenen berthrt wird, die dem Durchmesser dieser
Flache parallel sind. Der der Aequatorialfliche umschriebene Cylin-
der, dessen Seiten dem Durchmesser derselben parallel sind, berihrt die
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Flache nach einer réiumlichen Curve, welche von einer Ebene in vier Puncten
geschnitten wird. Sie wird inshesondere von der gegebenen Ebene, welche
eine Breitenebene der Fliche ist, in solchen vier Puncten geschnitten, welche
die Scheitel zweier Durchmesser der Complex-Curve in der gegebenen Ebene
sind. Die beiden, diesen Durchmessern zugeordneten Durchmesser der Com-
plex-Curve sind die beiden zu construirenden, in der gegebenen Ebene liegen-
den Cylinderaxen. _

245. Wir wollen die Axe 0X, welche nach der bisherigen Annahme
mit irgend einem Durchmesser des Complexes zusammenfiel, nunmehr so ver-
schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex-
COylinders zusammenfillt. Die Gleichung desjenigen Cylinders, dessen Axe der
Coordinaten-Axe OX parallel ist, hat iiberhaupt zur (leichung (Nr. 249):

Iy —2Kyz +Ez2 20y — 2Pz + 4 —
Damit die Axe des Cylinders mit 0. zusammenfalle, erhalten wir die bei-
den Bedingungen:
=) G —0

Die allgemeine Gleichung der Complex-Curven in Plan-Coordinaten (X),
welche wir an die Spitze der Entwicklungen dieses Paragraphen gestellt
haben, stellt dann insbesondere die in einer beliebigen, durch die Cylinder-
axe gelegten Ebene:

vy +vz=0,
enthaltene Complex-Curve dar, wenn wir in derselben ¢ und »' gleich Null
setzen. Unter Berticksichtigung, dass 2 und Q verschwinden, erhalten wir
fiir diese Curve die Gleichung:
(B2 1’2/1)'—|—]’v"’)7z)~ —2(U« ~—()u'v’—Rv'2)/w
— 2(Hu'? VY tw + 2(HW v — TV ) (u
L (Cu'z—‘ZGu'v'—l—Bv 2) (2

+ AW v—v'u)? = . (28)

Der Mittelpunct dieser Curve liegt auf der Comdmaten Axe 0.X, und ist auf

dieser Axe durch den Coordinaten- Werth:
o e
b (29)
Fv'2 4 2K4'v 4 Eu?

bestimmt.

’

. o . . v
Die vorstehende Gleichung (28) stellt, wenn wir in derselben - 8ls ver-

dnderlich betrachten, eine Meridianfliche dar, welche die Axe eines Complex-



Cylinders zu ihrer Doppellinie hat. Sie ist dadurch characterisirt, dass die
Mittelpuncte ihrer simmtlichen Meridiancurven auf der Doppellinie liegen.

v’ v ; : :
246. Nach Vertauschung von o, und . Werden die beiden Gleichungen

(27) und (29) identisch. Wenn wir daher durch Z ‘die Richtung einer Cy-

linderaxe bestimmen, welche der Ebene ¥ Z parallel ist und demnach gienjenigen
Durchmesser des Complexes, der mit 0.X parallel ist, schneidet, so liegt diese
in einer Ebene, welche die Cylinderaxe O0X in dem durch (29) bestimmten
Puncte schneidet, Diejenige gerade Linie, welche in dieser Ebene liegt und

- durch diesen Punct geht und deren Richtung der Richtung der durch f; - be-
stimmten Ebene der Complex-Curve und also auch der Richtung der durch
- bestimmten Cylinderaxe conjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser des
u

Complexes.

Um hiernach den fraglichen durch den Mittelpunct der Curve (28) gehen-
den Durchmesser des Complexes zu construiren, bedienen wir uns der Cha-
racteristik der Fliche. Wir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Rich-
tungen der heiden Coordinaten-Axen OF und 0Z, der Einfachheit wegen,
mit irgend zwei zugeordneten Durchmessern der Durchschnitts-Curve der Cha-
racteristik mit der Coordinaten-Ebene ¥Z zusammenfallen lassen.  Dann
verschwindet A" aus der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser
Durchschnitts - Curve wird: ;

Fv2 4 Ewt + kw2 = 0.

Zur Bestimmung der Richtung, welche der Richtung ;v,,— zugeordnet ist, die

wir durch Z— bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung
pEsERY E

~ Wenn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) % statt % einfiihren, kommt:

P00 + EFOuv — E2Ry2

=

2

EF(Fe | E) ' (31)
Wenn wir endlich y und z auf irgend einen Punct des fraglichen mit V7
parallelen Durchmessers des Complexes beziehen, erhalten wir:

il

u z
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und hiernach

— P20y + EFOyz + E*R2? i
EF(Fy® + Bz )
Diese Gleichung stellt, wenn wir @, y, z als veranderlich betrachten , den
geometrischen Ort fur diejenigen Durchmesser des gegebenen

Complexes dar, welche der Ebene ¥Z parallel sind.

r =

Sie sagt aus, dass in jeder durch die Axe eines gegebenen Complex-
Cylinders gelegten Ebene ein einziger Durchmesser des Complexes liegt, wel-
cher der der Cylinderaxe zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist, wahrend
in jeder Ebene von dieser Richtung zwei Durchmesser liegen, welche auf der
Axe des gegebenen Cylinders sich schneiden.

Eine beliebige Ebene AFF' E G & A
schneidet den Durchmesser AB des Com-
plexes und die Axe DE des Complex-Cylin-
ders, deren Richtung ihr zugeordnet ist,
in zwei Puncten A und E. In dieser Ebene
liegen zwei Cylinderaxen AF und AF’, die
den Durchmesser AB in A, und zwei Com-
plex-Durchmesser EF und EF’, welche die
Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Rich-
tungen der beiden Durchmesser in dieser

i : Ebene sind beziiglich den Richtungen der
| ; ~ beiden Cylinderaxen in derselben conjugirt.
Figur 13. Die Ebene gehort gleichzeitig zweien Cen-

4 tral-Parallelepipeden an, welche zwei gegen-
tberliegende Kanten, die in den Durchmesser AB und die ihm parallele
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegeniiberliegenden Seitenfliichen
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC'CDH'HB. Die beiden in
dieser zweiten Ebene liegenden Durchmesser des Complexes, CD und CD’,
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden
Cylinderaxen in der zweiten, BC und B(’, die den beiden Durchmessern in
der ersten Ebene gegeniiberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central-Parallelepipede liegt in einer
Ebene, welche parallel mit den beiden gegeniiberliegenden Seitenfliichen, die
wir ihrerseits, wie bisher, der Coordinaten-Ebene ¥Z parallel nehmen wol-
len, in der Mitte zwischen beiden hindurchgeht. Sie halbirt also den Abstand




— 241 —

eines Durchmessers und einer Cylinderaxe des Complexes, welche unter sich
und mit ¥Z parallel sind. Dadurch, dass wir, parallel mit ¥ Z, die ge-
meinschaftliche Richtung beider von vorneherein annehmen, sind die beiden
gegeniiberliegenden Seitenflichen eines Parallelepipeds in lingarer Weise be-
stimmt.

Wenn wir die Gleichung (27), wie die Gleichung (32), auf .Coordi-
naten-Axen 0F und 0Z heziehen, welche zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes oder, was dasselbe heisst, zweien zigeordneten Cylinderaxen
desselben parallel sind, so verschwindet auch aus ihr A und es kommt:

NS i i B 32
ot g iy (33)

[/ . ~ .
Unter der Voraussetzung, dass é in der vorstehenden (leichung (33) und

der Gleichung (32) derselbe Werth beigelegt werde, bedeutet 2 in den beiden
(leichungen die Abstéinde einer Cylinderaxe des Complexes und eines Durch-

messers desselben, deren Richtung dieselbe und durch Z - gegeben ist, von

der Coordinaten-Ebene ¥Z. Die halbe Summe dieser Abstiande, welche wir
durch a0 bezeichnen wollen, gibt also den Abstand des Mittelpunctes des be-
ziiglichen  Central - Parallelepipeds von derselben Coordinaten-Ebene. Wenn
wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber-
einstimmung mit (21):

B U c
20 — 4[{7 — (34)
Der Werth von a0 ist unabhingig von dem beliebig angenommenen Werth

von % Ueberdiess liegen die Mittelpuncte aller Central-Parallelepipede, deren

gegeniiberliegende Kanten in den ¥ Z zugeordneten Durchmesser und die die-
ser Ebene zugeordneten Cylinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die-
ser Cylinderaxe und jenem Durchmesser. Wir zichen hieraus den Schluss,
dass alle Central-Parallelepipede, deren eine Kante in einen gegebenen Durch-
messer des Complexes und deren gegentiberliegende Kante demnach in die
dem Durchmesser parallele Cylinderaxe fallt, einen gemeinschaftlichen
Mittelpunct haben. :

Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von Central-
Parallelepipeden, welche unter sich und mit den Parallelepipeden der ersten
Reihe denselben Punct zum Mittelpuncte haben. Wir brauchen bloss zu

Plicker, Geometrie. Sl
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diesem Ende an die Stelle des gegebenen Durchmessers irgend einen neuen
zu setzen, der demselben zugeordnet ist, und, so fortfahrend, den jedesmaligern
neuen durch irgend einen ihm zugeordneten zu ersetzen. Einem gegebenen
Durchmesser der Characteristik des Complexes ist aber jeder Durchmesser,
welcher in der gegebenen zugeordneten Diametralebene liegt, zugeordnet.
Zwei gegebene Durchmesser haben also heide denjenigen zum zugeordneten
Durchmesser, nach welchem die beiden Diametralebenen, welche den beiden
gegebenen Durchmessern zugeordnet sind, sich schneiden. So konnen wir
also auch von jedem gegebenen Durchmesser eines Complexes zu jedem zwei-
ten gegebenen Durchmesser desselben in der Art ibergehen, dass wir an die
Stelle des ersten gegebenen Durchmessers zumniichst einen demselben zugeord-
neten dritten Durchmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten,
den zweiten gegebenen, der seinerseits diesem zugeordnet ist. Wir gelangen
somit zu dem folgenden Satze:

Alle Central-Parallelepipede eines gegebenen Complexes
haben denselben Punct zu ihrem Mittelpuncte.

Den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller Central-Parallelepipede wollen
wir den Mittelpunct des Complexes, jede Ebene, welche durch den-
selben geht, eine Centralebene, jede durch ihn gehende gerade Linie eine
Centrallinie desselben nennen.

Ein Complex des zweiten Grades hat im Allgemeinen einen
Mittelpunct.

Eine Ebene, welche parallel mit irgend zweien zugeordneten
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneten Cylinder-
axen eines Complexes in der Mitte zwischen denselben hindurch-
geht, ist eine Centralebene des Complexes.

Jedem Durchmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin-
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen beiden ist eine
Centrallinie des Complexes.

247. Wenn wir fir FZ eine Centralebene des Complexes und fiir die
Axe 0.X einmal den ihr zugeordneten Durchmesser, das andere Mal die ihr
zugeordnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflichen, von
welchen die eine alle durch den zugeordneten Durchmesser gehenden, mit J 2
parallelen Cylinderaxen, die andere alle durch die zugeordnete Cylinderaxe
gehenden, mit FZ parallelen Durchmesser des Complexes enthalt, durch
folgende beide Gleichungen dargestellt:
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et B e T
: Fy*+ Ez?

BBy i~ U

Fy* 4+ Ez?

Wenn wir die beiden Linienflichen und mit ihnen zugleich die beziigliche
Coordinaten-Axe 0.X parallel mit sich selbst und mit der Centralebene ver-
schieben, dndern sich ihre heiden Gleichungen nicht. Wenn, nach der Ver-
schiebung, der conjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylinderaxe zu-
sammenfillt, stellen die vorstehenden Gleichungen die heiden Flichen, auf
dasselbe Coordinaten-System bezogen, dar. In ihnen ist dann die geometri-
sche Beziehung derselben zu einander unmittelbar ausgesprochen.

Wir kénnen hierbei immer voraussetzen, dass in ¥Z die beiden Coor-
dinaten-Axen 0 F und 0 Z, welche irgend zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes parallel sind, auf einander senkrecht stehen. Wenn wir ins-
besondere fiir die gegebene Centralebene einen der drei Hauptschnitte des
Complexes, die durch den Mittelpunct desselben gehen, nehmen, so steht
auch 0X auf OF und 0Z senkrecht. Dann ist, wenn wir die Centalebene
als spiegelnde Ebene betrachten, eine der beiden Linienflichen, nach schick-
licher gegenseitiger V erschiebung derselben, das Spiegelbild der andern.

248. Wenn wir den Mittelpunct des Complexes zum Anfangspuncte der
Coordinaten nehmen und durch denselben die dvei Coordinaten-Axen parallel
mit irgend dreien zugeordneten Durchmessern und Cylinderaxen legen, so
wird die Gleichung des Complexes, indem wir K, L, M gleich Null setzen:

Ar2 4 Bst+ C+ Deg? + Eo* 2
+26Gs + 2Hr + 2Jrs
—2N76 4 20590

{F =

2P0 L 207y 4+ 2Bsn — 2856 — 276 == 2l — ) (35)
wobei die folgenden drei Bedingungs-Gleichungen (Nr. 240) erfiillt sind:
B U 0 i 12 S .
sl Tk BTl (£8)
aus welchen die folgende sich ableitet:
PRT — 0SU. (56a)
Damn bestimmen die dvei Coordinaten - Paare :
T 0 S p
e e TR e o
S R ST e 37
iGN S e s
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die Lage der drei zugeordneten Durchmesser, und dieselben drei Coordinaten-
Paare, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die Lage der drei zu-
geordneten Cylinderaxen.

Die Coordinaten-Axen werden rechtwinklige, wenn wir sie den drei
Axen des Complexes parallel nehmen. Dann ist auch das durch diese be-
stimmte Central-Parallelepiped ein rechtwinkliges. Die Quadratlinge der

Halfte seiner vier Diagonalen ist:

BoNg P \2 RN N U \2 S\2
GY (o V=10 o) [
Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei
Axen des Complexes und keine der drei zu denselben parallelen Cylinderaxen

schneidet. Wenn wir die Winkel, welche dieselbe mit den drei Coordinaten-
Axen OX, OF, 0Z bildet, durch «, 8, y bezeichnen, ist:

X =

eosw:cosﬁ:cos;/:—g:%:%=§:%:§- (39)
Der achte Theil des Inhaltes des Centralparallelepipeds ist:
PRT i +QSH
DEF, . DB (40)

249. Nachdem wir die sechs Constanten der Lage in Abrechnung ge-
bracht haben, betrigt die Anzahl der Constanten des Complexes nur noch
dreizehn, die sich, wenn wir die Bedingungs-Gleichungen (36) berticksich-
tigen, in der Gleichung (35) wiederfinden. Die einzige Bedingung, die
befriedigt werden muss, wenn wir der Gleichung des Complexes die
vorstehende Form geben wollen, besteht darin, dass keine der drei Con-
stanten 2, £, I' gleichzeitic mit A, L und M verschwindet. Dann kon-
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen,
im Allgemeinen in einziger Weise den Complex durch die Gleichung (35)
darstellen.

Die besonderen Falle, dass eine oder mehrere der drei Constanten 2,
E, F gleichzeitig mit A, L, M verschwinden, werden wir spiter (§ 3) be-
handeln.



