Abschnitt II.

Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe des zweiten Grades.

N1
Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordneter Durchmesser. Die drei Axen

Systeme zugeordneter Complex-Cylinder. Central-Parallelepipede. Mittelpunct
des Complexes.

934. Die Gleichung (IV) gibt unmittelbar fiir jede gegebene Ebene
(¢', ', v)), indem wir ¢,/ v als constant, 7, u, » als verénderlich betrachten,
die Complex-Curve, welche diese Ebene enthiilt, im Raume durch Plan - Coor-
dinaten dargestellt. Wenn wir '147 : ot : = , statt #, «, ¢ und = - ﬁ, !
w il w>mw’ W
statt 7, u, v einfihren, so koénnen wir die angézogene Gleichung unter der
folgenden Form schreiben:
D+ Eu+Fo2 4+ 2Kdv +2L00 + QM) w?
—2(Dt'w + Lv'w + Mu'w — 0wy —RV?—St'V +Ttuw + Uu?)tw
—2(Bu W+ B+ Mt'w+ NV + Py + 00 —T¢*—Utv)umw
— (I +Kuw +Lt'w —(N—0)'" — P2 —0uv + RtV -+ St P)vw
— 24w’y — K+ G —H'w — TV — 0L'w + Pu'n'— Qv'w)uv
—2(Bt'Y —Ln'*—Gt'd Hu'?—Juv + Nudw + Ro'w' —S¢ w)tv
—2(Ct' Y — M — Gty —Hu'v + T —(N—0)v'w + 7¢ 0w —Udn')tu
+ (D24 Bv?+ Cu*—26Gu v —28V w4274 n)e?
+ (Ew? 4+ Av'* 4 C*—2Ht'v + 2 Pv'w' —2 Ut n')u?
4 (Fw'?+ Au? + Bt —2J0u —20u' ' + SR —08 X)



Fur die Gleichung des Mittelpunctes der Curve erhalten wir, indem wir
die Gleichung der Curve in Beziehung auf » differentiiren, die folgende:
D24 BEu 2+ Fo'2 - 2Ku v 200 +2M ) w

— (DO Lo W'+ Mu'w — 0wy —Rv'2— Sy +70u 4 Uu' )¢

— (Bu'w' + KW+ Mt'w + Nt'w + Pu' +0v2—T¢2— Ut i)u
—(FVW - Hu WL LEw —(N—0){ o —Pu'2— Qo V+ROVAS1%)p=0. S)e )
Die drei Coordinaten des Mittelpunctes der Curve sind hiernach, wenn wir
zugleich, der Kirze wegen,
D2+ Bu'* + Fv's + 2Kuv 2Ly L oM =5

setzen:
Dt +Lv + Mud Ouv RV Sty — Tt'w — Uy'2
= —— e e
=] ’ =t
Y] e S S SR D U ) Tt Ul
i u—(—;;}l—}—z Sk v u'v 7(? -+ + u’ (2)
=] ll
2, Fv'+ Ku' - Lt S (N:@l',u'—}—Pzﬂ—f—igzt'ZJ'*Rt'v'— iSipe
SEae o : 5
Die Gleichung der Ebene (£, ¥, V) ist.
: iy o T #
‘24 uy+ve 4w =0, )

und wird durch die vorstehenden Coordinaten-Werthe befriedigt.

235. Wenn wir 7, o, o als constant, 2" als veriinderlich betrachten,
rickt die Ebene (3) parallel mit sich selbst fort, wihrend in ihr die Com- '
plex-Curve sich fortwihrend findert. Lassen wir insbesondere ' verschwin-
den, so erhalten wir fiir den Mittelpunct der Curve in der beztiglichen durch
den’ Ahfangspunct gehenden Ebene von der gegebenen Richtung, deren
Gleichung ist:

‘v 4wy 4+ vz =0,
die folgenden Coordinaten-Werthe, die wir zur Unterscheidung accentuiren
wollen : :
A Ol B S T e
=
; = Niwt Pyl — 002 Tt + Ut'w
SRR R ey 0

s (N—=0)t"u' 4 Pu'? - Qu'v/ — Ri'v — §u'2

=2
7
U o

)

*) Die Complex-Curve tritt in der Darstellungsweise des Textes als Fliiche zweiter Cl

und ihr Mittelpunct wird wie der Mittelpunct einer solchen Fliche bestimmt.
8,189,

asse auf,
Geometrie des Raumes.
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Wir koénnen hiernach die friheren allgemeinen Coordinaten-Werthe (2) in der

folgenden Weise schreiben:
5 D g’ - M
= )

T —a — put
=
; Eu + KV -+ MU ¢
Ysmlei= =" '+”'7';*’ e S (5)
£ .
PR B . ks i o
ok

Hiernach ergibt sich die nachstehende Doppel - Gleichung:

x—a By o S Q
Df FIv + Mu~~ Ed 4 Ev 4 Me -~ FY 4 Ku L Lt (6)

der wir auch die folgende Form geben kénnen:

r—x y—y z—z

T )
dt du dv :

Die vorstehenden Doppel - Gleichungen stellen, wenn wir in ihnen z, ¥, z
als veriinderlich betrachten, eine gerade Linie dar. Aus ihnen ist 2 eliminirt.
Die dargestellte gerade Linie ist also der geometrische Ort fur die Mittel-
puncte der Complex-Curven in parallelen Ebenen, welche, bei willktrlicher
Annahme von »’, durch die Gleichung (3) dargestellt werden. Wir nennen
diese Linie einen Durchmesser des Complexes und sagen, dass er, in dem
Complexe, dem Systeme der parallelen Ebenen und insbesondere jeder dieser

Ebenen zugeordnet sei.
In einem Complexe des zweiten Grades ist jedem Systeme

paralleler Ebenen ¥m Allgemeinen ein einziger Durchmesser,zu-
geordnet, welcher die Mittelpuncte aller. Curven zweiter Classe
enthalt, die in den parallelen Ebenen liegen.

Die Complex-Curven in parallelen Ebenen bilden eine Aequatorialfliiche:
der Durchmesser der Fliche ist ein Durchmesser des Complexes.

236. Wenn der durch (6) dargestellte Durchmesser des Coniplexes auf
der Ebene (3), welcher er conjugirt ist, senkrecht stehen soll, so erhalten
wir die folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen :

DU + Ly ++ My e l
= )

TS S T .
Ev + BV + MU 2k (®)
Fv 4+ Ko 4 Lt T

welche wir in der Doppel - Gleichung:



’ ’

0 Rt u NS v
Wi e e ‘ ()
dar’ du dv

zusammenfassen konnen. Der Durchmesser ist in diesem Falle eine Axe
des Complexes. Die -letzte Doppel -Gleichung ist mit derjenigen identisch,
die wir zur Bestimmung der Richtung der drei Hauptschnitte einer Fliche

: ! e ;
zweiter Classe erhalten, welche, indem wir Ta als Plan-Coordinaten

und als verinderlich betrachten und durch 4 eine willkiirliche Constante be-
zeichnen, durch die Gleichung.
EE )

dargestellt wird.*) :

237. Diese Fliche hiangt lediglich von den sechs Complex - Constanten
N A RS T A o) ‘Da diese Constanten dieselben bleiben, wenn der
Anfangspunct der Coordinaten seine Lage beliebig @ndert (Nr. 157.), so kon-
nen wir die Fliche, parallel mit sich selbst, verschieben, ohne ihre Beziehung
zum Complexe zu #ndern. Der willkirlichen Annahme von % entsprechend,
kénnen sich die Dimensionen derselben in Jedem beliebigen Verhiltnisse
‘dndern. Wepn wir den Coordinaten-Axen eine: andere Richtung geben, so
erhalten in dem neuen Coordinaten - Systeme die obigen sechs Complex-Con-
stanten andere Werthe und dieselben Werthe entsprechen den sechs Con-
stanten der Fliche, wenn wir auch diese auf die neuen Coordinaten-Axen
beziehen.

Die so definirte Fliche, deren Mittelpunct und deren Dimensionen be-
liehig angenommen werden konnen, wollen wir die Characteristik des

Complexes nennen. Die Gleichung des Complexes wollen wir wieder in fol-
gender Weise schreiben:

A7r* + Bs + € + Do + Eo® + Fop
+ 2Gs 4+ 2Hr + 2Jrs + 2Ksy — 2Loy —2Moo
— 2N76 + 2059
—{—2Pr9—]—207‘77—]—2Rsn~2§'36—2’1’6—}—2Ug:O. (@)
Fir die Gleichung der Characteristik des Complexes erhalten wir, wenn wir
den Anfangspunct zum Mittelpuncte dieser Fliche nehmen, nach Unter-
driickung der Accente die folgende:

*). Siehe Geometrie des Raumes Nr. 103 und Nr. 152,
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D+ Fur++ I+ 2Kuv +"2L0v + 2Mlu + w2
=54+ =0 (10)
Wir haben in dieser (leichung, unbeschadet der Allgemeinheit, 4 der Einheit
gleich gesetzt. ) :

Die Characteristik eines Complexes tiberhebt uns jeder analytischen Dis-
cussion tber die Richtung der Durchmesser desselben. Einem Systeme paral-
leler Ebenen ist ein Durchmesser, der Characteristik zugeordnet und diesem
Durchmesser ist derjenige parallel, welcher in dem Complexe denselben Ebe-
nen zugeordnet ist. Dreien’ zugeordneten Durchmessern der Characteristik
sind drei Durchmesser des Complexes parallel, die wir ihrerseits als drei-
zugeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir
konnen jeden gegebenen Durchmesser des Complexes fiir einen dreier zugeord-
neter Durchmesser desselben nehmen, dann sind die beiden andern denjeni- .
gen Ebenen parallel, denen der gegebene zugeordnet ist. Jeder von drei
zugeordneten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die
jedesmaligen beiden andern parallel sind.

Ein Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen,
die auf einander senkrecht stehen. Die Ebenen, welche diesen Axen, paar-
weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des Complexes
bezeichnen. Die Axen sind den Hauptschnitten zugeordnet.

Zum Behuf der Bestimmung der zugeordneten Durchmesser eines Com-
plexes konnen wir an die Stelle der Characteristik den Asymptotenkegel der-
selben setzen, und diesen Kegel, parallel mit sich selbst, beliebig verschieben.
Nehmen wir den Anfangspunct der Coordinaten als seinen Mittelpunet, so
wird derselbe in Plan-Coordinaten durch die beiden (leichungen:

== 0 = 0]
dargestellt, in Punct-Coordinaten durch die einzige Gleichung:
(K2—EF)a2 + (L*— DF)y* + (M*— DE)z*-

+2DK—LMyz+ 2(EL—KM)zz + 2(FM—KL)zy = 0. (11)

Drei zugeordnete Durchmesser eines Complexes haben gegen “einander
eine wesentlich verschiedene Richtung, je nachdem die Characteristik des
Complexes ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid mit reellem Asymptoten-
kegel oder ein (reelles oder imagintires) Ellipsoid ist, dessen Asymptotenkegel
auf einen ellipsoidischen Punct sich reducirt. Der letztere Fall ist dadurch
angezeigt, dass die drei Ausdriicke i ‘

. o= f L e M:—DE (12)
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im Zeichen tibereinstimmen, wihrend im erstern Falle diese Uebereinstim-
mung nicht stattfindet.

258. Wenn insbesondere die Characteristik eine Umdrehungsfliche ist,
o hat der Complex, wie diese Fliche, eine” Hauptaxe und daneben unend-
lich viele Axen, die simmtlich gegen die Hauptaxe und, paarweise genom-
men, auch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser besondere Fall
ist, unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dadurch bezeich-
net, dass ; '

m ¢ e ;
0_7[1’21(/——77:11_7, (1())

und dann bestimmt die folgende Doppel - Gleichung:
‘ Ky = Ly — M- (14)

die Richtung der Hauptaxe. &)

Ein mehr untergeordneter Fall ist derjenige, dass die Characteristik in
eine Kugel tbergeht, dem entsprechend, dass die doppelte Bedingungs- Glei-
chung (13) in die folgenden Gleichungen sich aufloset:

e 8B 0 S ey,
Di— B—.F.
Dann sind alle den Raum durchziehenden Ebenen Hauptschnitte des Com-
plexes, auf welchen die zugeordneten Durchmesser senkrechf stehen. Jeder
Durchmesser des Complexes ist eine Axe desselben.

239. Wenn wir die Coordinaten-Axen, auf welche die allgemeine Glei-
chung (I) des Complexes ‘zweiten Gradés bezogen ist, irgend dreien zugeord-
neten Durchmessern des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus
‘dieser allgemeinen Gleichung, wie aus der Gleichung der Characteriétik, drei
Constanten. Dann ist namlich:

e iy,
Es ‘geschieht dieses insbesondere, wenn rechtwinklige Coordinaten- Axen den
‘Axen des Complexes parallel genommen werden. Eg kann diess unendlich
oft geschehen, wenn die Characteristik eine Rotationsaxe, der Complex eine
Hauptaxe hat. Eine ‘der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxe
parallel zu nehmen, wihrend irgend zwei gerade Linien, welche auf einander
und auf der Hauptaxe senkrecht sind, fiir die heiden anderen Coordinaten-

Axen genommen werden kénnen. Wenn nach einander 0.Y, 0Y, 0Z Qder

*) Geometrie des Raumes. Nr. 154.



Hauptaxe parallel genommen werden, so werden beziiglich die Coefficienten
F und F, D und F, D und £ einander gleich. Aus der Gleichung . eines
Complexes, welcher nur rechtwinklige zugeordnete Durchmesser hat und auf
ein beliehiges System rechtwinkliger Coordinaten-Axen hbezogen. wird, ver-
schwinden &, £, M und die drei Coefficienten 2, #/, I’ werden einander gleich.

‘Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den allgemeinen Fall be-
schrinken, dass die Characteristik eine Fliche zweiter Classe mit einem
Mittelpuncte ist. Diejenigen Falle, wo das Verschwinden von A, Z, M das
gleichzeitige Verschwinden einer der drei Constanten /2, £, F zar Folge hat,
bleiben hiernach einstweilen von der Discussion noch ausgeschlossen.

240. Wir haben fir denjenigen Durchmesser, der solchen Ebeneh, die
einer gegebenen Ebene:
La+uy+vz=0
parallel sind, zugeordnet ist, die folgende Doppel-Gleichung:
: xf’x' ol : y*/y' e : z—,z' ; (6)
Dt + Lv' + Mu Ev + Kv + Mt By ek =T
erhalten. Der successiven Annahme entsprechend, dass * °
¥ =0 und =0,

e e S )
FEE e g e
ist nach der 234. Nummer bezitiglich:
, . , /A , S
= ) M sis L biEe AR il S g
=D & 0, g o z 57
, U /2
i 7 N Bk el iR s Po e
al = o il = oot @il e (15)
’ , , R , 0 > .
E: S Fl, 2; b T} ?/ S 7;’7; 2 —k

Hiernach 16st sich die vorstehende Doppel-Gleichung nach einander in- die
folgenden drei Paare von Gleichungen auf:

M=y Lx—Dz—85 =0, :
My — Ex — U= 0, Ky —FEz +P =0, (16)
Lz——llz -eRe— Kz—Fy —0 =0,

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die beziiglich den
mit ¥Z, XZ, XV parallelen Ebenen zugeordnet sind.

Wenn wir die drei ‘Coordinaten-Axen inshesondere so annéhmen, dass
sie irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind, so
verschwinden di_e drei Constanten A, L, M und wir erhalten zur Bestimmung
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der absoluten Lage dieser drei den Coordinaten-Axen 0X, O F , 0Z parallelen
Durchmesser die folgenden drei Gleichungen - Paare

7 S
?/—_"f‘j, Z=“*D‘,
U ik, B
i g g & ool i L
. R Pl e 2
-z_—l_"f: .7/_'_"‘71,1'

Drei zugeordnete Durchmesser schneiden sich also, paarweise genommen, im
Allgemeinen nicht. Sie bestimmen aber, wie tberhaupt irgend drei gerade
Linien, welche sich nicht schneiden, ein Parallelepiped, das wir hier, weil
es fiir den Complex bezeichnend ist, mniher betrachten und ein Central-
Parallelepiped des Complexes nennen wollen,

Die vorstehenden sechs Glei- ;
chungen (17) stellen, einzeln genom- ' Z
men, die sechs Seitenebenen eines a0
Central-Parallelepipeds dar.  Jede A 1 / ,
von zwei gegeniiberliegenden Seiten- '
ebenen geht durch einen von zwei
der drei zugeordneten Durchmesser
und ist dem anderen der zwei pa- g |
rallel.  Drei sich nicht schneidende ik {
Kanten des Parallelepipeds sind die S
drei zugeordneten Durchmesser, fir s J(_

welche wir in der 12. Figur AB,
CD, EF nehmen wollen. Wir kénnen “ b ¢
dieselben sechs Gleichungen (17), die, Figur (2.
paarweise genommen, die drei zugeordneten Durchmesser des (!
stellen, auch noch in folgender Weise zusammenordnen :

omplexes daxr-

0 P
y 7o S
R S
i Z=_—77 (18)
. U T
dimdge il Voo

Dann stellen die drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten des
Parallelepipeds dar, welcher den drei zugeordneten Durchm
stehen. Diese drei Kanten DEBA B, die: such

Plicker, Geometrie,

essern gegentiber-
ihrerseits sich mnicht
30
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schneiden, bilden mit den drei in die zugeordneten Durchmesser fallenden
Kanten ein réumliches Sechseck ABCDEF. Die Eckpuncte des Sechsecks
sind sechs der acht Eckpuncte des Parallelepipeds. Drei Diagonalen des
Parallelepipeds sind die drei Diagonalen des Sechsecks, die beiden Puncte
G, H, welche die vierte Diagonale verbindet, haben zu Coordinaten

R 14 i
',L):_{_F’ ‘7/=+7D’ :_—*_f’

U 0 o (19)
‘,L.:_T’ ‘1/=_—7F’ z_-—j—'

Fir die Lingen der Kanten, welche beziiglich den drei Coordinaten-Axen
0X, OF, 0Z parallel sind, ergibt sich :

ER+ FU DO+ FT DPH ES
EFR 4 DF ? DE 4
und fiir den Mittelpunct des Parallelepipeds, dessen Coordinaten wir, zur
Unterscheidung, durch 29 y° z° bezeichnen wollen:

ER — FU DO il SR
ol Lt P g

(20)

241. Die durch die Gleichungen-Paare (18) dargestellten Kanfen des
Central - Parallelepipeds stehen zu dem Complexe in einer einfachen geometri-
schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, wenn wir zu den Gleichun-
gen derjenigen drei Complex-Cylinder zurtickgehen, deren Seiten den drei
Coordinaten-Axen parallel sind. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab-
schnitt I. § 5 Gl. 32), wenn wir, wie in der vorigen Nummer, die Coordi-
naten-Axen 0X, OF, 0Z irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Com-
plexes parallel nehmen und demnach A, L, J/ gleich Null-setzen, die fol-
genden:

Fyr 4 Ez2 4+ 20y — 2Pz = (), l

Far4 D22 — 2Rz + 252 =0, ; (22)

Ex+ Dy +2U0x — 27Ty = 0. J
Die drei Axen dieser Cylinder werden durch die drei Gleichungen-Paare (18)
dargestellt. Wiithrend drei Kanten des Central-Parallelepipeds, AB, CD, EF,
in drei zugeordnete Durchmesser des Complexes fallen, fallen die drei gegen-
iiberliegenden Kanten desselben, DE, FA, BC, in die Axen derjenigen
drei Cylinder, deren Seiten den drei zugeordneten Durchmessern
parallel sind.

242, Wenn ein Complex zweiten Grades gegeben ist und wir eine Ebenen-
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richtung willkiirlich annehmen, so ist jeder Linienrichtung, die dieser Ebenen-
richtung parallel ist, eine zweite solche Linienrichtung zugeordnet. Jeder
gegebenen Ebenenrichtung (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige
Linienrichtung zugeordnet und gegenseitig jeder gegebenen Linienrichtung
eine einzige Ebenenrichtung. Jeder gegebenen Linienrichtung sind unendlich
viele Paare von Linienrichtungen zugeordnet, welche der der gegehenen
Linienrichtung zugeordneten Ebenenrichtung parallel sind. So gibt es un-
endlich viele Systeme dreier zugeordneter Linienrichtungen, in der Art, dass
jeder gegebenen Linienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter
Linienrichtungen ,entsprechen, welche der zugeordneten Ebenenrichtung paral-
lel sind, und andererseits die Ebenenrichtung, welche irgend zweien dreier
zugeordneter Linienrichtungen parallel ist, der dritten dieser Richtungen zu-
geordnet ist. Es gibt endlich unendlich viele Systeme dreier zugeordneter
Ebenenrichtungen: sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienrichtungen
parallel.

Es gibt einerseits drei zugeordnete Durchmesser des Complexes, welche
die Richtung dreier zugeordneter Linienrichtungen haben, andrerseits drei
Axen von Complex-Cylindern, welche dieselben Richtungen haben, und die
wir ihrerseits als drei conj ugirt'e Cylinderaxen bezeichnen kénnen. Die
drei zugeordneten Durchmesser und die drei zugeordneten Cylinderaxen hil-
den ein riumliches Sechseck, dessen gegentiberliegende Seiten parallel sind.
Die Seiten desselben sind abwechselnd Durchmesser und Cylinderaxen. Jeder
Durchmesser wird von zwei Cylinderaxen geschnitten, welche derjenigen
Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung des Durchmessers zugeordnet
ist. Jede Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der-

Jjenigen Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung der Cylmderaxe zu-
geordnet ist,.

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexes
und die Axen unendlich vieler Complex - Cylinder parallel. Einerseits bilden
Jjene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfliche. Der ge-
gebenen Ebene ist ein Durchmesser des Complexes zugeordet, so wie ihr die
Axe eines Complex- Cylinders zugeordnet ist. Jener Durchmesser ist dieser
Cylinderaxe parallel. Die Axen aller Complex-Cylinder, welche der gegebe-
nen Ebene parallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Durch-
messer des Complexes, welche der Ebene parallel sind,

schneiden die zu-
geordnete Cylinderaxe,

30*
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243. Es erscheint zweckmissig, die vorstehenden geometrischen Betrach-
tungen durch einige analytische Entwicklungen zu bestitigen und zu ver-
vollstéindigen.

Die Gesammtheit aller Curven, welche in Ebenen liegen, welche der
Ebene VZ parallel sind und somit eine Aequatorialfliche bilden, wird
(Abschn. I, § 2 Nr. 163) durch die folgende Gleichung dargestellt:

Dn? + 2(Lx—S)ow 4 (Fa?—2Rx + B)v?
+2Mz+Tyurw + 2(K2*— 02— Q)uv + (B2 + 2 Mz + C)uw2 = 0. (23)
Die Ebene der Curve ist durch « bestimmt und dann die Curve in ihrer Ebene

durch die Linien-Coordinaten Z und % Wenn die Axe 0X die der Ebene

¥ Z zugeordnete Richtung haben soll, so verschwindet Z und #; wenn sie
mit dem dieser Ebene zugeordneten Durchmesser des Complexes zusammen-
fallen soll, so mussen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Diess
fordert, neben:
M= 10 E—
tiberdiess noch:
S = 0.
Dann vereinfacht sich die vorstehende Gléichung folgendergestalt:
D+ (Fx*—2Rax+B)v4 2(H2*— 02— Q) uv+(E 2242 Uz~ C)uz = 0. (24)
Dieselbe Aequatorialfliche, welche durch die vorstehende Gleichung ver-
mittelst ihrer Breitencurven dargestellt wird, wird (Abschn. I, § 5 Gl. 30)
unter Berticksichtigung, dass Z, M, S und 7' verschwinden, durch die fol-
gende Gleichung: ’
(Fvr+2Kuv+ Euz)az + Dy2z2
+ 2R+ Ouv— Uw)x + (Bv2—2Guv 4+ Cu2) = 0 (25)
vermittelst ihrer umschriebenen Complex-Cylinder, deren Axen der Coordi-
naten-Ebene ¥'Z parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkirliche

v . . . . .
Annahme von -, die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-Cy-

linder bestimmt haben, stellt die letzte Gleichung in XZ die Curve zweiter
Ordnung dar, nach welcher der beziigliche Cylinder diese Coordinaten-Ebene
schneidet. Die mit ¥'Z parallele Axe des Cylinders geht durch den Mittel-
punct dieser Durchschnitts-Curve, welcher auf der Coordinaten-Axe 0 X liegt,
und auf dieser Axe durch den Coordinaten-Werth

Ry 4 Ouv — Uu? 2

F? —:_"371(711 v+ Eu? (26)
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bestimmt ist. Beziehen wir die Coordinaten y und z auf irgend einen Punct
irgend einer mit ¥Z parallelen Cylinderaxe, so ist ‘
: e ey
e 2z
und wir erhalten
Ryz—*()yz*l]zj’ 27)
Fy*—2Kyz + Ez*’
als Gleichung des geometrischen Ortes fir die der Ebene ¥ Z paral-
lelen Axen von Complex-Cylindern.

In der letzten Gleichung ist ausgesprochen, dass in jeder durch einen
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche
der dem Durchmesser zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist; wihrend in
jeder Ebene, welche diese Richtung hat, zwei auf dem Durchmesser sich
schneidende Cylinderaxen liegen.

244. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden Cylinder-
axen, die in einer gegebenen Ebene, welche wir hier der Coordinaten - Ebene
¥ Z parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir namlich die Glei-
chung (24) in Beziehung auf « differentiiven, kommt:

(Fz—R)v® + 2Kz — O)uv + (a4 U)yw = 0,
Diese Gleichung gibt sofort den eben gefundenen Werth von 2 in » und «
(26). Die Richtung der beiden Cylinderaxen in der Ebene FZ selbst st
durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegében:
R + Ouv — Uz — 0.

Ein Complex-Cylinder, dessen Axe in einer gegebenen Ebene liegt, hat
zu zweien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-Curve
zweiter Classe, welche in dieser Ebene liegt. Die Axe des Cylinders geht
also durch den Mittelpunct der Complex - Curve. Projiciren wir auf die ge-
gebene Ebene die Complex-Curve in der ihr parallelen benachbarten Ebene
nach derienigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so wird auch
diese Projection von den beiden Cylinderseiten bertihrt; mit andern Worten,
die beiden unter sich parallelen Ebenen, welche den Cylinder nach diesen
Seiten bertihren, bertihren gleichzeitig die Aequatorialfiiche, welche 0.Y zum
Durchmesser hat. Es handelt sich hiernach darum, diejenigen Puncte der
Complex-Curve in der gegebenen Ebene zu bestimmen, in welchen die Aequa-
torialfliche von solchen Ebenen berthrt wird, die dem Durchmesser dieser
Flache parallel sind. Der der Aequatorialfliche umschriebene Cylin-
der, dessen Seiten dem Durchmesser derselben parallel sind, berihrt die
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Flache nach einer réiumlichen Curve, welche von einer Ebene in vier Puncten
geschnitten wird. Sie wird inshesondere von der gegebenen Ebene, welche
eine Breitenebene der Fliche ist, in solchen vier Puncten geschnitten, welche
die Scheitel zweier Durchmesser der Complex-Curve in der gegebenen Ebene
sind. Die beiden, diesen Durchmessern zugeordneten Durchmesser der Com-
plex-Curve sind die beiden zu construirenden, in der gegebenen Ebene liegen-
den Cylinderaxen. _

245. Wir wollen die Axe 0X, welche nach der bisherigen Annahme
mit irgend einem Durchmesser des Complexes zusammenfiel, nunmehr so ver-
schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex-
COylinders zusammenfillt. Die Gleichung desjenigen Cylinders, dessen Axe der
Coordinaten-Axe OX parallel ist, hat iiberhaupt zur (leichung (Nr. 249):

Iy —2Kyz +Ez2 20y — 2Pz + 4 —
Damit die Axe des Cylinders mit 0. zusammenfalle, erhalten wir die bei-
den Bedingungen:
=) G —0

Die allgemeine Gleichung der Complex-Curven in Plan-Coordinaten (X),
welche wir an die Spitze der Entwicklungen dieses Paragraphen gestellt
haben, stellt dann insbesondere die in einer beliebigen, durch die Cylinder-
axe gelegten Ebene:

vy +vz=0,
enthaltene Complex-Curve dar, wenn wir in derselben ¢ und »' gleich Null
setzen. Unter Berticksichtigung, dass 2 und Q verschwinden, erhalten wir
fiir diese Curve die Gleichung:
(B2 1’2/1)'—|—]’v"’)7z)~ —2(U« ~—()u'v’—Rv'2)/w
— 2(Hu'? VY tw + 2(HW v — TV ) (u
L (Cu'z—‘ZGu'v'—l—Bv 2) (2

+ AW v—v'u)? = . (28)

Der Mittelpunct dieser Curve liegt auf der Comdmaten Axe 0.X, und ist auf

dieser Axe durch den Coordinaten- Werth:
o e
b (29)
Fv'2 4 2K4'v 4 Eu?

bestimmt.

’

. o . . v
Die vorstehende Gleichung (28) stellt, wenn wir in derselben - 8ls ver-

dnderlich betrachten, eine Meridianfliche dar, welche die Axe eines Complex-



Cylinders zu ihrer Doppellinie hat. Sie ist dadurch characterisirt, dass die
Mittelpuncte ihrer simmtlichen Meridiancurven auf der Doppellinie liegen.

v’ v ; : :
246. Nach Vertauschung von o, und . Werden die beiden Gleichungen

(27) und (29) identisch. Wenn wir daher durch Z ‘die Richtung einer Cy-

linderaxe bestimmen, welche der Ebene ¥ Z parallel ist und demnach gienjenigen
Durchmesser des Complexes, der mit 0.X parallel ist, schneidet, so liegt diese
in einer Ebene, welche die Cylinderaxe O0X in dem durch (29) bestimmten
Puncte schneidet, Diejenige gerade Linie, welche in dieser Ebene liegt und

- durch diesen Punct geht und deren Richtung der Richtung der durch f; - be-
stimmten Ebene der Complex-Curve und also auch der Richtung der durch
- bestimmten Cylinderaxe conjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser des
u

Complexes.

Um hiernach den fraglichen durch den Mittelpunct der Curve (28) gehen-
den Durchmesser des Complexes zu construiren, bedienen wir uns der Cha-
racteristik der Fliche. Wir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Rich-
tungen der heiden Coordinaten-Axen OF und 0Z, der Einfachheit wegen,
mit irgend zwei zugeordneten Durchmessern der Durchschnitts-Curve der Cha-
racteristik mit der Coordinaten-Ebene ¥Z zusammenfallen lassen.  Dann
verschwindet A" aus der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser
Durchschnitts - Curve wird: ;

Fv2 4 Ewt + kw2 = 0.

Zur Bestimmung der Richtung, welche der Richtung ;v,,— zugeordnet ist, die

wir durch Z— bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung
pEsERY E

~ Wenn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) % statt % einfiihren, kommt:

P00 + EFOuv — E2Ry2

=

2

EF(Fe | E) ' (31)
Wenn wir endlich y und z auf irgend einen Punct des fraglichen mit V7
parallelen Durchmessers des Complexes beziehen, erhalten wir:

il

u z
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und hiernach

— P20y + EFOyz + E*R2? i
EF(Fy® + Bz )
Diese Gleichung stellt, wenn wir @, y, z als veranderlich betrachten , den
geometrischen Ort fur diejenigen Durchmesser des gegebenen

Complexes dar, welche der Ebene ¥Z parallel sind.

r =

Sie sagt aus, dass in jeder durch die Axe eines gegebenen Complex-
Cylinders gelegten Ebene ein einziger Durchmesser des Complexes liegt, wel-
cher der der Cylinderaxe zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist, wahrend
in jeder Ebene von dieser Richtung zwei Durchmesser liegen, welche auf der
Axe des gegebenen Cylinders sich schneiden.

Eine beliebige Ebene AFF' E G & A
schneidet den Durchmesser AB des Com-
plexes und die Axe DE des Complex-Cylin-
ders, deren Richtung ihr zugeordnet ist,
in zwei Puncten A und E. In dieser Ebene
liegen zwei Cylinderaxen AF und AF’, die
den Durchmesser AB in A, und zwei Com-
plex-Durchmesser EF und EF’, welche die
Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Rich-
tungen der beiden Durchmesser in dieser

i : Ebene sind beziiglich den Richtungen der
| ; ~ beiden Cylinderaxen in derselben conjugirt.
Figur 13. Die Ebene gehort gleichzeitig zweien Cen-

4 tral-Parallelepipeden an, welche zwei gegen-
tberliegende Kanten, die in den Durchmesser AB und die ihm parallele
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegeniiberliegenden Seitenfliichen
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC'CDH'HB. Die beiden in
dieser zweiten Ebene liegenden Durchmesser des Complexes, CD und CD’,
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden
Cylinderaxen in der zweiten, BC und B(’, die den beiden Durchmessern in
der ersten Ebene gegeniiberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central-Parallelepipede liegt in einer
Ebene, welche parallel mit den beiden gegeniiberliegenden Seitenfliichen, die
wir ihrerseits, wie bisher, der Coordinaten-Ebene ¥Z parallel nehmen wol-
len, in der Mitte zwischen beiden hindurchgeht. Sie halbirt also den Abstand
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eines Durchmessers und einer Cylinderaxe des Complexes, welche unter sich
und mit ¥Z parallel sind. Dadurch, dass wir, parallel mit ¥ Z, die ge-
meinschaftliche Richtung beider von vorneherein annehmen, sind die beiden
gegeniiberliegenden Seitenflichen eines Parallelepipeds in lingarer Weise be-
stimmt.

Wenn wir die Gleichung (27), wie die Gleichung (32), auf .Coordi-
naten-Axen 0F und 0Z heziehen, welche zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes oder, was dasselbe heisst, zweien zigeordneten Cylinderaxen
desselben parallel sind, so verschwindet auch aus ihr A und es kommt:

NS i i B 32
ot g iy (33)

[/ . ~ .
Unter der Voraussetzung, dass é in der vorstehenden (leichung (33) und

der Gleichung (32) derselbe Werth beigelegt werde, bedeutet 2 in den beiden
(leichungen die Abstéinde einer Cylinderaxe des Complexes und eines Durch-

messers desselben, deren Richtung dieselbe und durch Z - gegeben ist, von

der Coordinaten-Ebene ¥Z. Die halbe Summe dieser Abstiande, welche wir
durch a0 bezeichnen wollen, gibt also den Abstand des Mittelpunctes des be-
ziiglichen  Central - Parallelepipeds von derselben Coordinaten-Ebene. Wenn
wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber-
einstimmung mit (21):

B U c
20 — 4[{7 — (34)
Der Werth von a0 ist unabhingig von dem beliebig angenommenen Werth

von % Ueberdiess liegen die Mittelpuncte aller Central-Parallelepipede, deren

gegeniiberliegende Kanten in den ¥ Z zugeordneten Durchmesser und die die-
ser Ebene zugeordneten Cylinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die-
ser Cylinderaxe und jenem Durchmesser. Wir zichen hieraus den Schluss,
dass alle Central-Parallelepipede, deren eine Kante in einen gegebenen Durch-
messer des Complexes und deren gegentiberliegende Kante demnach in die
dem Durchmesser parallele Cylinderaxe fallt, einen gemeinschaftlichen
Mittelpunct haben. :

Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von Central-
Parallelepipeden, welche unter sich und mit den Parallelepipeden der ersten
Reihe denselben Punct zum Mittelpuncte haben. Wir brauchen bloss zu

Plicker, Geometrie. Sl
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diesem Ende an die Stelle des gegebenen Durchmessers irgend einen neuen
zu setzen, der demselben zugeordnet ist, und, so fortfahrend, den jedesmaligern
neuen durch irgend einen ihm zugeordneten zu ersetzen. Einem gegebenen
Durchmesser der Characteristik des Complexes ist aber jeder Durchmesser,
welcher in der gegebenen zugeordneten Diametralebene liegt, zugeordnet.
Zwei gegebene Durchmesser haben also heide denjenigen zum zugeordneten
Durchmesser, nach welchem die beiden Diametralebenen, welche den beiden
gegebenen Durchmessern zugeordnet sind, sich schneiden. So konnen wir
also auch von jedem gegebenen Durchmesser eines Complexes zu jedem zwei-
ten gegebenen Durchmesser desselben in der Art ibergehen, dass wir an die
Stelle des ersten gegebenen Durchmessers zumniichst einen demselben zugeord-
neten dritten Durchmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten,
den zweiten gegebenen, der seinerseits diesem zugeordnet ist. Wir gelangen
somit zu dem folgenden Satze:

Alle Central-Parallelepipede eines gegebenen Complexes
haben denselben Punct zu ihrem Mittelpuncte.

Den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller Central-Parallelepipede wollen
wir den Mittelpunct des Complexes, jede Ebene, welche durch den-
selben geht, eine Centralebene, jede durch ihn gehende gerade Linie eine
Centrallinie desselben nennen.

Ein Complex des zweiten Grades hat im Allgemeinen einen
Mittelpunct.

Eine Ebene, welche parallel mit irgend zweien zugeordneten
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneten Cylinder-
axen eines Complexes in der Mitte zwischen denselben hindurch-
geht, ist eine Centralebene des Complexes.

Jedem Durchmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin-
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen beiden ist eine
Centrallinie des Complexes.

247. Wenn wir fir FZ eine Centralebene des Complexes und fiir die
Axe 0.X einmal den ihr zugeordneten Durchmesser, das andere Mal die ihr
zugeordnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflichen, von
welchen die eine alle durch den zugeordneten Durchmesser gehenden, mit J 2
parallelen Cylinderaxen, die andere alle durch die zugeordnete Cylinderaxe
gehenden, mit FZ parallelen Durchmesser des Complexes enthalt, durch
folgende beide Gleichungen dargestellt:
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et B e T
: Fy*+ Ez?

BBy i~ U

Fy* 4+ Ez?

Wenn wir die beiden Linienflichen und mit ihnen zugleich die beziigliche
Coordinaten-Axe 0.X parallel mit sich selbst und mit der Centralebene ver-
schieben, dndern sich ihre heiden Gleichungen nicht. Wenn, nach der Ver-
schiebung, der conjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylinderaxe zu-
sammenfillt, stellen die vorstehenden Gleichungen die heiden Flichen, auf
dasselbe Coordinaten-System bezogen, dar. In ihnen ist dann die geometri-
sche Beziehung derselben zu einander unmittelbar ausgesprochen.

Wir kénnen hierbei immer voraussetzen, dass in ¥Z die beiden Coor-
dinaten-Axen 0 F und 0 Z, welche irgend zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes parallel sind, auf einander senkrecht stehen. Wenn wir ins-
besondere fiir die gegebene Centralebene einen der drei Hauptschnitte des
Complexes, die durch den Mittelpunct desselben gehen, nehmen, so steht
auch 0X auf OF und 0Z senkrecht. Dann ist, wenn wir die Centalebene
als spiegelnde Ebene betrachten, eine der beiden Linienflichen, nach schick-
licher gegenseitiger V erschiebung derselben, das Spiegelbild der andern.

248. Wenn wir den Mittelpunct des Complexes zum Anfangspuncte der
Coordinaten nehmen und durch denselben die dvei Coordinaten-Axen parallel
mit irgend dreien zugeordneten Durchmessern und Cylinderaxen legen, so
wird die Gleichung des Complexes, indem wir K, L, M gleich Null setzen:

Ar2 4 Bst+ C+ Deg? + Eo* 2
+26Gs + 2Hr + 2Jrs
—2N76 4 20590

{F =

2P0 L 207y 4+ 2Bsn — 2856 — 276 == 2l — ) (35)
wobei die folgenden drei Bedingungs-Gleichungen (Nr. 240) erfiillt sind:
B U 0 i 12 S .
sl Tk BTl (£8)
aus welchen die folgende sich ableitet:
PRT — 0SU. (56a)
Damn bestimmen die dvei Coordinaten - Paare :
T 0 S p
e e TR e o
S R ST e 37
iGN S e s
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die Lage der drei zugeordneten Durchmesser, und dieselben drei Coordinaten-
Paare, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die Lage der drei zu-
geordneten Cylinderaxen.

Die Coordinaten-Axen werden rechtwinklige, wenn wir sie den drei
Axen des Complexes parallel nehmen. Dann ist auch das durch diese be-
stimmte Central-Parallelepiped ein rechtwinkliges. Die Quadratlinge der

Halfte seiner vier Diagonalen ist:

BoNg P \2 RN N U \2 S\2
GY (o V=10 o) [
Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei
Axen des Complexes und keine der drei zu denselben parallelen Cylinderaxen

schneidet. Wenn wir die Winkel, welche dieselbe mit den drei Coordinaten-
Axen OX, OF, 0Z bildet, durch «, 8, y bezeichnen, ist:

X =

eosw:cosﬁ:cos;/:—g:%:%=§:%:§- (39)
Der achte Theil des Inhaltes des Centralparallelepipeds ist:
PRT i +QSH
DEF, . DB (40)

249. Nachdem wir die sechs Constanten der Lage in Abrechnung ge-
bracht haben, betrigt die Anzahl der Constanten des Complexes nur noch
dreizehn, die sich, wenn wir die Bedingungs-Gleichungen (36) berticksich-
tigen, in der Gleichung (35) wiederfinden. Die einzige Bedingung, die
befriedigt werden muss, wenn wir der Gleichung des Complexes die
vorstehende Form geben wollen, besteht darin, dass keine der drei Con-
stanten 2, £, I' gleichzeitic mit A, L und M verschwindet. Dann kon-
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen,
im Allgemeinen in einziger Weise den Complex durch die Gleichung (35)
darstellen.

Die besonderen Falle, dass eine oder mehrere der drei Constanten 2,
E, F gleichzeitig mit A, L, M verschwinden, werden wir spiter (§ 3) be-
handeln.
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§ 2.
Particularisirung der Complexe, die einen Mittelpunct haben. Complexe, deren Linien
eine Fliche zweiten Grades umhiillen.

250. Die zwanzig Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung (T):
Ar2 + Bs* + C+ Do + Eg* + Frp
+26Gs+2Hr - 2Jrs + 2Kon—2Leon—2Moo
—2Nre 4 20s9
+2Pro 4 20rp+ 2Rsy — 2856 — 27T = b = {0),
welche, wenn wir durch eine beliebige derselben die tibrigen dividiren, ' die
neunzehn Constanten geben, welche zur Bestimmung des Complexes und
seiner Lage nothwendig sind, ordnen sich zu den folgenden sechs Gruppen
zusammen :
B C o inde E
) SR S N R
Wi )
O e RS, U
Die sechs Constanten der letzten Gruppe ordnen sich ihrerseits wieder in
verschiedener Weise zusammen, zweimal zu drei Paaren:

>

Zends o8 R und S, 7 und U,
P 0" VI

und einmal zu zwei Gruppen von drei:
PR S und S0l S

251. Wir haben im ersten Paragraphen nachgewiesen, dass, wenn die
drei Constanten A, 7, M verschwinden, die drei Coordinaten-Axen dreien
zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind. Dann kénnen wir
durch schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordinaten iiberdiess
noch drei neue Constanten aus der Gleichung des Complexes ausfallen lassen.
Wenn ,, 4, z, die Coordinaten des neuen Anfangspunctes sind, so erhalten
die sechs Constanten der letzten Gruppe die folgenden neuen Werthe, die
fae cdureh. Py, 0, R, 8o, 50 unterscheiden wollen (Nr. 15T

P0=P+ Bz, QO=Q—F3/O,
R, — R+ Fa,, So =8 — Dz, (41)
U= e =l — By

Wenn wir eine der acht Ecken des beziiglichen Central - Parallelepipeds zum
Anfangspuncte nehmen, verschwinden dre; der neuen Constanten. Je nach-
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dem (Fig. 12) diese KEcke eine derjenigen sechs ist, in welcher sich ein
Durchmesser und eine Cylinderaxe schneiden, oder eine der beiden noch
tibrigen Ecken, durch welche weder einer der drei conjugirten Durchmesser,
noch eine der drei, denselben parallelen, conjugirten Cylinderaxen gehen,
verschwinden beztiglich:

Su ) v() ) l'vtb > [{u > Sn) 5 »’ Yo > QO 5 RU ) S{» 3
])U! ()O! R()) L’vﬂ) -PUJ —(’l)} T(’), [J"), ])()3
und Sy, 0o, Uy, T i b

Die sechs neuen Constanten konnen nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn zwischen den urspriinglichen die folgenden drei Relationen bestehen :

IR s c TE 0 72 S
g e b8 S Beia 9
- —- 7 (0} 7 + 7 (01 - -+ b 0. 42)

Die Folge des Verschwindens der neuen Constanten ist, dass die drei
neuen Coordinaten-Axen mit drei zugeordneten Durchmessern
des Complexes zusammenfallen. Der neue Anfangspunct ist der
Mittelpunct des Complexes. Die Complex-Curven in den drei Coordi-
naten-Ebenen haben denselben auch zu ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte,
und zugleich sind die drei Coordinaten-Axen die Axen dreier Complex-Cylinder.
Weil das Coordinaten-System noch von drei willkiirlichen Constanten ab-
hingt, so gibt es, im Allgemeinen, in jedem Complexe ein System dreier
zugeordneter Durchmesser, welche sich im Mittelpuncte desselben schneiden.
Wenn wir den Complex auf die drei sich schneidenden Durchmesser als Coor-
dinaten- Axen beziehen, wird seine Gleichung:
Art + Bs* 4 C + Do® + Eg* + Fy?
19 e 10 M A 9
—2Nre + 2059 = 0. (43)
Diese Gleichung enthalt zehn von einander unabhingige Constante, indem
das Coordinaten -System durch neun Bedingungen particularisirt ist.
Die Coordinaten des Mittelpunctes der Complex-Curve in einer heliebigen
durch den Mittelpunct des Complexes gehenden Ebene:
l'a+udy+0vz=0
sind in Gemiissheit der Gleichungen (2):

i
Y DI L Eui4 Fv?’
— NtV .
Y s A e (44)
DU  Eu'? 4 Fv*

e LT
DR R
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Da die Werthe der drei Coordinaten -, y, = nur dann gleichzeitig ver-
schwinden, wenn gleichzeitig zwei der drei Coordinaten der Ebene ¢, ', v
verschwinden, so gibt es, ausser den drei zugeordneten Durchmessern, die
zu Coordinaten-Axen genommen worden sind, im Allgemeinen sonst keinen
Durchmesser des Complexes, der durch den Mittelpunct desselben geht.

Die drei vorstehenden (Hleichungen geben, wenn wir zwischen denselben
¢, u', v eliminiren:

DOyrz2 L EN? 2222 4 F(N— OPRary* — NO(N—0)zyz — 0. (45)
Diese Gleichung stellt den geometrischen Ort fiir den Mittelpunct der Com-
plex-Curve in einer Ebene dar, welche durch den Durchschnitt der drei zu-
geordneten Durchmesser geht und um diesen Punct beliehig gedreht wird.*)

202, Eine Particularisirang des Complexes tritt ein, wenn wir neben
den sechs Constanten der letzten Gruppe cine der drei Constanten:

N 0, N—O
verschwinden lassen. Ist O die verschwindende Constante, so geben die
drei Gleichungen (44):

0k Wy vz = 0,
Dann liegt also in jeder durch den Anfangspunct gehenden Ehbene:
o +uy+ vz =0,

der Mittelpunct der Complex-Curve auf derjenigen geraden Linie, in welcher
die Coordinaten-Ebene ¥Z von dieser Ebene geschnitten wird, - und riickt
auf dieser Linie fort, wenn die Ebene um diese Linie sich dreht. Wenn
diese Ebene insbesondere durch die Coordinaten-Axe 0. geht, verschwindet
', und in Folge davon werden y und z gleichzeitig mit gleich Null: der
Mittelpunct der Curve fallt also mit dem Anfangspuncte zusammen, oder,
mit andern Worten, alle der Coordinaten-Axe 0. zugeordneten
Durchmesser gehen durch den Anfangspunct, und liegen in der
Ebene ¥Z. Jede Linie dieser Ebene, welche durch den Anfangspunct geht,
ist ein Durchmesser des Complexes, so wie sie die Axe eines Complex-
Cylinders ist.

Wenn neben den sechs Constanten der letzten Gruppe gleichzeitig die
beiden Constanten ¥ und 0 der vorhergehenden Gruppe verschwinden, so ver-

*) Die durch die Gleichung (45) dargestellte Fliche ist eine Complexfliche, die sich in der Art
particularisirt hat, dass sie drei, sich in einem Puncte schneidende Doppellinien besitzt: die drei
Coordinaten-Axen 0X, 0 7, 0Z. Dem entsprechend kann dieselbe auf dreifache Weise durch Drehung
eines veriinderlichen Kegelschnitts um eine feste Axe erzeugt werden,
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schwinden die Werthe von 2, y, z in den Gleichungen (44). Dann gehen
alle Durchmesser des Complexes durch den Mittelpunct dessel-
ben. Sie sind zugleich die Axen der Complex-Cylinder. Jede Complex-Curve,
deren Ebene durch den Mittelpunct des Complexes geht, hat diesen Punct
auch zu ihrem Mittelpuncte. ;

Die allgemeine Gleichung (I) wird in diesem Falle:

Ar: + Bs? 4+ C + D62 + Eo? + I'y?

+ 2Gs+2Hr + 2Jrs = 0. (45)
Sie stellt einen Complex dar, der dadurch, dass simmtliche Durchmesser des-
selben in seinem Mittelpuncte sich schneiden, finf seiner Constanten ver-
loren hat und nur noch, ausser von den sechs Constanten der Lage, von
acht Constanten abhéingt, die in seiner Gleichung sich wiederfinden. Er ist
auf irgend drei zugeordnete Durchmesser als Coordinaten-Axen bezogen, fiir
welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, auch die drei Axen desselben .
nehmen konnen.

253. Wenn alle Durchmesser dés Complexes in dem Mittelpuncte des-
selben sich schneiden und irgend drei dieser Durchmesser, welche einander
zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen genommen werden, gehen die Gleichun-
gen (3), (30), (12), (21) des vorigen Abschnitts in die folgenden {tiber:

D + (Fo*+ B)v* — 26 uv + (Ba* + O)w* = 0, (#6)
2 b i u? i .
(E% 4+ F)2r + D22+ (€% — 262 1 B) — 0, (47)

(F% +B)wr+ (B +26L + €)s —2(7L + H) o+ Ao = 0, (48)

e 2 1 NS t ‘ t ;
(BL+F)y+(c+B)2 + 20ty + 28 4 4—0. @9

Durch die beiden ersten der vorstehenden Gleichungen, (46) und (47),
wird in gemischten Coordinaten diejenige Aequatorialfliche dargestellt, welche
0X zu ihrem Durchmesser hat, einmal vermittelst ihrer Breiten-Curven,
deren jedesmalige Ebene durch ax bestimmt ist, das andere Mal vermittelst
ihrer umhiillenden Complex-Cylinder, deren Axen mit XZ Winkel bilden,

. . - 1 u . .
deren trigonometrische Tangenten gleich ( — T)) sind. Aus der Gleichung
\

(47) folgt, dass die Axen simmtlicher umhiillender Complex-Cylinder in ¥ Z
liegen und die Coordinaten-Axe O.X im Anfangspuncte schneiden.

Die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen, (48) und (49), stellen
in gemischten Coordinaten diejenige Meridianfliiche dar, welche die Coordinaten-
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Axe OX zur Doppellinie hat, einmal vermittelst ihrer Meridian - Curven,
deren jedesmalige Ebene durch —‘Z—, die trigonometrische Tangente desjenigen

Winkels, den sie mit X Z bildet, bestimmt ist; das andere Mal vermittelst
ihrer umbhiillenden Complex-Kegel, deren jedesmaliger Mittelpunct auf 0.X

liegt, in einem Abstande (* —7,—0—> vom Anfangspuncte der Coordinaten. Wie

die Gleichung (48) zeigt, haben alle Meridian-Curven einen Mittelpunct, der
mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallt und als ein Mittel-
punct der Flache selbst zu betrachten ist.

2564. Wemn zugleich mit den fritheren elf Constanten auch noch die
Constante ¢ der Gruppe

: g1 4
verschwindet, so zeigt die Gleichung (46), dass alle Breiten-Curven der beztig-
lichen Aequatorialfiiche, deren Durchmesser 0.X ist, zwei zugeordnete Durch-
messer haben, die zweien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. Durch das Verschwinden von # und /7 particularisiren sich die Aequa-
torialflichen, deren Durchmesser 0 F und 02 sind, in gleicher Weise, wie
sich durch das Verschwinden von @ die Aequatorialfliiche particularisirt,
deren Durchmesser 0.X ist.

Wenn /7 und 7 gleichzeitig verschwinden, schneiden alle Complex-Kegel,
deren Mittelpunkte auf der Doppellinie der Fliche liegen, die ihr conjugirte
Diametral-Ebene in Curven, deren Mittelpuncte mit dem Mittelpuncte des
Complexes zusammenfallen (49). ;

Wenn die drei Constanten @, H, I gleichzeitig verschwinden, so sind
solche drei zugeordnete Durchmesser des Complexes zu Coordinaten - Axen
gewihlt worden, dass alle Kegel des Complexes, deren Mittelpuncte auf einem
dieser drei zugeordneten Durchmesser liegen, die Ebene der Jjedesmaligen
beiden anderen in Curven zweiter Ordnung schneiden, deren Mittelpuncte
simmtlich mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallen,

255. Die sechs Constanten

: s b L I
verschwinden gleichzeitig, wenn zu Coordinaten-Axen solche drei Durchmesser
des Complex-Kegels, dessen Mittelpunkt in den Anfangspunct fallt, genommen
werden, welche dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. - Dieser Bedingung kann, fiir einen gegebenen Complex, im Allgemeinen
n einziger Weise entsprochen werden. Denn Jje zwei concentrische Flichen

Pliicker, Geomelrie. 39
%
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zweiter Ordnung, insbesondere zwei Kegel mit demselben Mittelpuncte, haben
ein einziges System dreier zugeordneter Durchmesser gempin*). Fur die
beiden Kegel nehmen wir den Kegel des Complexes:

Az? 4 By + C22 + 2Gyz + 2Hxz + 212y = 0, (50)
dessen Mittelpunct in den Anfangspunct fillt, und den Asymptotenkegel der
Characteristik, dessen Mittelpunct wir ebenfalls in den Anfangspunct legen (11):

(B* — EF)az + (L* — DF)y + (M2 — DE)z
+ 200K — LM) yz + 2(EL — KM) 2z + 2(FM — KL)zy = 0. (51)
Das System der beiden gemeinschaftlichen drei conjugirten Durchmesser ist
das zu bestimmende Coordinaten-System.

256. In dem Falle, dass alle Durchmesser des Complexes in dem Mittel-
puncte desselben sich schneiden, und wir diejenigen drei Durchmesser dessel-
ben, welche sowohl in Beziehung auf den Complex als auch in Beziehung
auf den Complex-Kegel, der den Mittelpunct des Complexes zu seinem Mittel-
puncte hat, einander zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen nehmen, wird
die Gleichung des Complexes

r? 4+ Bs? 4 C + Do* + Ep? —{—1’17—() (52)

Diese Gleiehung enthalt finf von einander unabhingige Constanten,
die mit den neun Constanten der Lage die vierzehn Constanten geben,
von denen der Complex nur noch abhiingt.

257. Nach dem Verschwinden von &, #, 7 gehen die Gleichungen der
Aequatorialfliche in gemischten Coordinaten, (46) und (47), in die folgen-

den tiber:

]‘%—}—B Ex* 4 C

w? + v? + % el 0 (53)
711?7 + 7
D
g i 1, (54)

und lassen sich unmittelbar in die folgenden verwandeln, welche dieselbe
Aequatorialfliche bezi'wlich in Punct- und Plan-Coordinaten darstellen:

22 Dj £y
Vs —{—B+ T +C+1—O (55)
C§+B B
F*I’I; L2 + - | =T v? 4 w? =0. (.’36)

*) Siehe Geometrie des Raumes. Nr. 262.
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Die Meridianfliche, deren Doppellinie O X-ist, wird in dem fraglichen
Falle durch die folgenden Gleichungen in gemischten Coordinaten dargestellt:

l/‘l
st D J
z S
w? ; TR e o S — O, (57)
i EL L H
2 12
Pl v b
o LA ) (58)

Aus diesen Gleichungen erhalten wir unmittelbar die Gleichungen deérselben
Meridianfliiche beziiglich in Punct- und Plan-Coordinaten

Fi{: ol 4 e
e T S APV S
?r
A : 4 s s
o e i -+ Py <2 4 2 = (), (60) -
B =5 L & w?
w .

Die Aequatorialfliche, die OX zum Durchmesser, und die Meri-

dianflache, die 0X zut Doppellinie hat, bleiben auch nach der

Particularisation von der vierten Ordnung und der vierten Classe.
258.. Wenn die neue Bedingungs-Gleichung :

B — (T (61)
besteht, wonach:
da- B F. P
UL v < e

werden alle Breiten-Curven der Aequatorialfiache (55) d@hnliche und dhnlich-
liegende Curven des zweiten Grades. Die Gleichung derselben:
PSR D (B L) L (s B) (Bt €) == 0
verwandelt sich, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor
DE (P2t + B) = DF (Ea* + ()
vernachlissigen, in die folgende:

2t i 2 Gt s
Tk e g e (62)
Die Aequatorialfiiche rveducirt sich also, indem wir von den beiden Ebenen:
E(F + By= F(Ba + ¢) — 0, (63)

die sich auf der unendlich weit liegenden Doppellinie der Fliche schneiden
und die Fliche auf der Axe 0X bertihren, absehen, auf eine Fliache d es
zweiten Grades und verliert ihren, in ¥Z unendlich weit liegen-
den Doppelstrall.

32%
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Die beiden Ebenen, welche durch die (leichung (63) dargestellt werden,
sind solche zwei Ebenen, in denen sich die von Linien des Complexes um-
hitllte Curve der zweiten Classe in zwei Puncte aufgelost hat, die in einen
zusammentallen.

In #hnlicher Weise verwandelt sich die Gleichung (56), wenn wir dieselbe
DE

mit multipliciven und berticksichtigen, dass in Folge der Bedingungs-

Gleichung (61):

in die folgende:
Dz + Ew + For + Qf - = 0, (64)

die Gleichung derselben Fliche des zweiten Grades in Ebenen-Coordinaten,
welche wir eben (62) durch ihre Gleichung .in Punct-Coordinaten darge-
stellt haben.

Wir vernachlissigen hierbei zwei Puncte:

Ew - Fo* = 0, , (65)
welche auf der unendlich weit liegenden Doppelaxe liegen, die dadurch eben-
falls verschwindet. Diese beiden Puncte sind solche zwei, fiir welche sich
der von Complexlinien gebildete Kegel der zweiten Ordnung in zwei Ebenen
aufgelost hat, die in eine zusammenfallen.

Die Gleichung der Meridianfliche in Punct-Coordinaten (59) reducirt

sich, wenn wir mit [/‘IF multipliciren, in Folge der Bedingungs-Gleichung
(Gally =ats :
7L y? 22 A
Bl e S 21 )
pr TR (66)

Die Gleichung derselben Fliche in Plan-Coordinaten (60) geht, wenn wir mit
S (Cez + Ew2) ;5 (B2 + Fw?)
multipliciren, in die folgende tiber:
G > 1 e ey =
Tﬂ -+ Fu? —§~Fv2—|—gf 71)-—0.. (67)

Die Meridianfliiche reducirt sich, in Folge der Bedingungs-Gleichung (61), auf
den zweiten Grad und verliert ihre Doppellinie. Wenn wir sie als
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den geometrischen” Ort von Puncten betrachten und demgemiiss, nach der
Reduction, durch die Gleichung (66) darstellen, liegt der Grund dieser
Reduction darin, dass wir von den beiden Ebenen:

B (Fyr 4 E2?) = F (B2 + Cz2) = 0, (68)
die dem vernachlissigten Factor entsprechen, absehen. Diese beiden Ebenen
schneiden sich auf 0.X' und sind diejenigen beiden Tangential-Ebenen der
Fliche, welche sich durch 0.X an dieselbe legen lassen. Die Complex-Curve
in jeder derselben hat sich in ein System zweier Puncte aufgelost, die in
einen zusammenfallen. Wenn wir die Meridianfliche als von Ebenen um-
htillt betrachten und nach der Reduction durch die Gleichung (67) darstellen,
ist diese Reduction Folge davon, dass wir von den beiden Puncten:

BBt + Fnvy == F (Ctz + En®) — 0 (69)
absehen, welchen der vernachlissigte Factor entspricht. Diese beiden Puncte
sind diejenigen beiden, in welchen die Fliche von der Axe 0. geschnitten
wird. Der Complex-Kegel, welcher einen beliehigen dieser beiden Puncte
zum Mittelpuncte hat, artet in ein System zweier Ebenen aus, die in eine
zusammenfallen.

259. Indem wir eine Fliche des zweiten Grades als Aequatorialfliche
betrachten, ist zugleich ein Durchmesser derselben bestimmt, der einer gege-
benen Ebenen-Richtung zugeordnet ist; indem wir sie als Meridianfliche
betrachten, ist unmittelbar ein Durchmesser derselben, der fritheren Doppel-
linie entsprechend, gegeben. '

260. ‘In Polge der Bedingungs-Gleichung (61):

B —eC
gehen die Aequatonal- und die Meridian-Fliche, welche 0.X beziiglich zum
Durchmesser und zur Doppellinie haben, beide in Flichen zweiten Grades
tiiber. 'Wenn die doppelte Bedingungs-Gleichung:
AD = BE - CF (70)
befriedigt wird, werden diese beiden Flachen identisch dieselben.

Fiir ihre gemeinschaftliche Gleichung in Punet-Coordinaten konnen wir die
folgende nehmen:

el Ll e Ry (T1)

A Sies B (64
mnd=——ayeh mit —— und -2 vertau hen.
T s e tauschen
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Die doppelte Bedingungs-Gleichung (70) sagt in Verbindung damit; dass

G, i I, A, L, M verschwinden, aus, dass der Complex-Kegel und der Asymp-
toten-Kegel der Charakteristik, welche den Mittelpunct des Complexes zu
ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, identisch werden. Allgemeiner,
wenn die obigen sechs Constanten nicht verschwinden, erhalten wir aus den
beiden  Gleichungen (50) und (51), um diese Identitiit auszudrticken, die fol-
gende funffache Bedingungs-Gleichung: '

kK: — EF . L2 — DF : M2 — DFE: DK —LM:EL-—/(M:FM—](L

— e B (s G ik 1. (72)
Wenn aber die beiden genannten Kegel identisch werden, kénnen wir Jjedes
System zugeordneter Durchmesser derselben zu Cooxdmaten-Axen, jeden
beliebigen Durchmesser als Axe 0. nehmen. Die Aequatorialfliche und die
Meridianfliiche, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes beziiglich
zu ihrem Durchmesser oder zu ihrer Doppellinie hat, sind identische Flichen
des zweiten Grades,

Betrachten wir diejenigen beiden Meridianflichen, welche, bei der
gewiihlten Coordinaten-Bestimmung, beztiglich 0.X und OF zur Doppellinie
haben, so sind die Durchschnitte dieser beiden Flichen mit den drei Coordi-
naten-Ebenen identisch.- Zunichst ist beiden Flichen die in X¥ liegende
Complex-Curve gemeinsam. Aber auch die Durchschnitts-Curven in XZ und
in VZ fallen zusammen, insofern die in jeder der beiden Coordinaten-Ebenen
liegende Complex-Curve einmal Meridian-Curve der einen Meridianfliche, dann
aber auch DBreiten-Curve der mit der anderen Meridianfliche identischen
Aequatorialfliche ist. In Folge dessen fallen sammtliche Meridianflichen
und Aequatorialflichen, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes
beztiglich zu ihrer Doppellinie oder zu ihrem Durchmesser haben in dieselbe
Fliache zweiten Grades zusammen.

Alle Linien eines so particular 1%1rten Complexes zweiten
Grades, der nunmehr nur noch von neun Constanten abhingt,
umhiillen eine Fliache des zweiten Grades. Wir konnen sagen, dass
diese Flache durch die Gleichung des Complexes dargestellt werde,

Erst dadurch, dass der allgemeine Complex einer zehnfachen Be-
schrinkung unterworfen wird, geht derselbe in einen solchen tber, dessen
Linien eine Fliche zweiten Grades umbhiillen. Diese Beschriinkungen kénnen
wir: geometrisch darin zusammenfassen, dass erstens alle Durchmesser des
Complexes in demselben Puncte sich schneiden, und dass zweitens der
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Complex-Kegel und der Asymptoten-Kegel der Charakteristik des Complexes,
die diesen Punct zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, identisch die-
selben sind. Der ersten Voraussetzung entsprechen fiinf Bedingungs - (lei-
chungen, die sich in allgemeinster Form ergeben, wenn wir zwischen ‘den
acht Gleichungen, die wir durch Annullirung der acht letzten Coefficienten
der auf den neuen Anfangspunct (a0, 0, 29) bezogenen Complex-(leichung (VI)
erhalten, die drei Coordinaten 2% % 2° eliminiren. Der zweiten Voraus-
setzung entsprechen die finf Bedingungs-Gleichungen (72).

Wenn wir, in anderer Reihenfolge, - dieselben Bedingungs - Gleichungen
befriedigen, gelangen wir, durch andere Particularisationen, zu demselben ;
Resultate.

261. Wir wollen uns nochmals zu der Gleichung (52) zuriickwen-
den und diejenigen halben Durchmesser der Curven des Complexes in
den drei Coordinaten-Ebenen ¥ Z, ZX, XV » welche beztiglich in 0/ und
0Z, 0X und 0Z, O0Z uwnd OF fallen, durch 4, und Ory ay umd e, a and
by bezeichnen. Dann ist:

o ' 9 B
//1‘ o ey "[; 3 G = — ’/" b
9 (/' 2 /I 4
(lz‘:*f.’('z‘=* E’[ . ((3)
B i
BRSNS v A s THE R
s e s

Dieselben sechs Grossen, in folgender Weise zusammengestellt :
by und ¢,, a; und ¢, @ und b, ,

sind- zugleich die, beztiglich in O0F und 02 , OX und 0Z, OX und 07V fal-
lenden Halbdurchmesser der Basen in ¥ Z, XZ, XV derjenigen drei Com-
plex-Cylinder, deren Seiten mit 0X, OF, 0Z parallel sind. Wir erhalten :

a? b e = a2 b cp?. (74)

Wenn zwischen den sechs Constanten der Gleichung (69) die doppelte

Bedingungs-Gleichung (70):

AD = BE — CF
besteht, schneiden die drei Complex-Curven in den drei Coordinaten- Ebenen
die drei Coordinaten-Axen in denselben Puncten. Diese drei Complex-Curven
fallen mit den Basen der drei Complex-Cylinder zusammen.

Dann erhalten
Wir,. wenn . wir die Marken von «, 4, ¢ unterdriicken :



Dl e
R T
c A .
R o (75)
T e S
Doiga il i

Wir konnen eine der sechs Constanten der Complex-Gleichung (52) beliebig
annehmen. Setzen wir: '
C=ad,
so geben die letzten Gleichungen:
i A= b, B=ac,

D— — @, FE=—0bF=—c
Die fragliche Gleichung geht alsdann in die folgende iiber:
Bor e 4@t —ao £ Bt o, (16)

Sie stellt einen Complex dar, dessen Linie eine Fliche zweiten Grades mit
einem Mittelpunct umhiillen; sie stellt diese Fliche selbst dar.
Die Gleichung derselben Flache in Punct-Coordinaten ist:

2 2 2
- (7)

@ b* 6

und in Ebenen-Coordinaten : :
a2 - b2+ vt = nl. . (78)
262. Um eine gegebene Fliche des zweiten Grades, fiir deren allge-

meine (leichung in Punct-Coordinaten wir die folgende nehmen wollen:

ar® 4+ dy + a7 22 4+ 28 ay + 20'xz 4 2byz 4 2¢x

+ 2y + 224+ d =0, (79)
durch eine Complex-Gleichung darzustellen, brauchen wir bloss die Gleichung
des der Fliche umschriebenen Kegels zu bestimmen, welcher irgend einen

gegebenen Punct (2; 4/, 2) zu seinem Mittelpuncte hat. Fir diese Gleichung
erhalten wir, wie bekannt®):

#) Die Gleichung des Textes leitet sich auf die folgende Weise ab.
Die Gleichung einer jeden Fliche zweiten Grades, die eine gegebene Fliche zweiten Grades:
2 =0
lings der Durchschnitts-Curve mit einer Ebene:
p=20
beriihrt, fillt unter die Form
: 1 — p* =0,
wo 1 eine willkiirliche Constante bezeichnet. Fiir p ist hier die Polar-Ebene des Punctes (', 4/, #)
mit Bezug auf die gegebene Fliche (&) genommen, und 1 ist so bestimmt, dass die neue Fliche durch
den Punct (2, 9/, z’) hindurch geht.
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(@22 +dy*+a"z22 4+ 28" 2y + 25 22+ 20yz4-2ca+42cy+2¢"2 + d)
(@2 dy'*+d'22+ 28"’y 4 26 2’2 + 20’2+ 2ca’ + 20y + 2072 +d)
=[l@x+Vy+bz:te)a’+ " a+dy+bz+ Ny +Wa+by+dz+ ¢y
. ~ Fleatcy+ez+a) (80)
Die Gleichung dieses Kegels ist, wenn wir 2, ¥, Z neben z, y, z als veran-
derlich betrachten, die Complex- Gleichung der Fliche. Wir kénnen sie
wirklich unter der allgemeinen Form schreiben:
A@—2)+ Bly—y)+ Cc—2p
+ Dy —y' 20+ E(@z—a)y+4 Flay — 2y)?
+26(—y) G—2) + 2H@—2) (—2)+2 Ie—2) (y—y)
+2h 2y —a'y) (¥2—a2)+2 L(xy' —2'y) @7 —y2)+2 M(a'z—=zz) yz'—y'z)
+2N(@—2) (yZ—y2)+20(y —Y) @z—2)+2. V(2 —7Z) (zy' —2y)
+2P2—2) (¥z2—22)4-20(x— 2) (xy —2'z2)
T2R(y—y) @y — 29 +2 S —y) 47—y 2)
+27(z—2) (92 —y2)+2 U(z—2) (2"2— Zal—0
indem wir 5

ad— ¢* = A, dd — = B, ety el C,
dd"— k=D, ad' — V2 = F, ad — ' = F,
bd —c'¢” = @, vd— o' — H, V'd—ecc =1,
Vo' —ab = K, b —db = L, bl — 'V = M, :
V' —b8é =N, be—t'd—0, ¥ 1" " 81
Ve—ac” =P, ac — Ve = (),
V¢ —de = R, g = e S,
b —d'd =T, s we—bel =TI
setzen.
Dabei ist:
R R N (82)
und :
Hog N — VoW 20¢ + be, | (33)
O=0 —V' =—¥¢ 4 2bc —¥c- |

263. Um die Fliche zweiten Grades zu bestimmen, wenn ihre Com-
plex-Gleichung gegeben ist, erhalten wir aus den vorstehenden Gleichungen
(81) unmittelbar eine Reihe solcher Relationen, in welche die Constanten
der Gleichung des Complexes und der Fliche linear eingehen. Beispielsweise

ergeben sich aus den sechs Gleichungen :
Plicker, Geometrie. 33
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dd —hr=2D, Wk e ad —U'2=1F,
V' —ab =N, b’ —db =L, b —d't =M

17

die folgenden sechs zur Bestimmung der Verhiltnisse von «, &, d”, b, 0, 0"

Pty oy
i W e PO ),
M P RE =,
ey e A g
PRLHE I
DL

Wir unterlassen es, diese Relationen, aus denen sich durch Elimination der
Grossen 4, @ u. s. w. auch unmittelbar die Bedingungen ergeben, welche die
Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung zu erfiillen haben, damit die
Complexlinien eine Fliche des zweiten Grades umbhiillen, vollstindig hin-
zuschreiben.

264. So wie, wenn wir uns der Punct-Coordinaten x, y, z bedienen,
die Gleichung der einer gegebenen Fliche zweiten Grades umschriebenen
Kegelfiiiche, indem wir die Coordinaten 2/, y', =" seines Mittelpunctes eben-
falls als verfinderlich betrachten, die Complex-Gleichung der Fliche in
Strahlen-Coordinaten ist, so ist, wenn wir uns der Plan-Coordinaten
4 i, v bedienen, die Gleichung der Durchschnitts-Curve einer Fliche zwei-

’

ten Grades mit einer beliebigen schneidenden Ebene (¢, «, »), wenn wir
die Coordinaten derselben ebenfalls als veréinderlich betrachten, die Complex-
(leichung dieser Fliche in Axen-Coordinaten. In ganz analoger Weise, wie
wir von der Complex-Gleichung einer gegebenen Fliche zweiten Grades in
Strahlen-Coordinaten zu ihrer gewdhnlichen Gleichung in Punct-Coordinaten
iibergehen, konnen wir von der Complex-Gleichung derselben Fliche in
Axen-Coordinaten sogleich zur Gleichung der Fliche in Plan-Coordinaten
hergehen. Da tiberhaupt, wenn eine der beiden Gleichungen eines Com-
plexes in Strahlen- und in Axen-Coordinaten gegeben ist, es beide zugleich
sind, so ist in dem Vorstehenden auch der einfachste Weg angezeigt, um
von einer der beiden Gleichungen einer Fliche zweiten Grades in Punct- und
in Plan-Coordinaten zu der anderen derselben tiberzugehen.

265. Der Grund der Darstellbarkeit einer Fliche zweiten Grades durch
eine Complex-Gleichung liegt in der Eigenschaft dieser Flichen, dass jede
Ebene dieselbe in einer Curve der zweiten Classe schneidet und jeder
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Punct fiir dieselbe dér Mittelpunct eines Umhillungs - Kegels der zweiten
Ordnung ist. :

Die Fliche kann einerseits in eine Kegelfliche, andererseits in eine
ebene Curve ausarten. In beiden Fillen lisst sich dieselbe durch eine Glei-
chung zwischen Linien-Coordinaten darstellen.

In dem ersten Falle arten simmtliche Complex-Kegel in Systeme von
zwei Ebenen aus, welche die dargestellte Kegelfliiche bertihren. Alle durch
den Mittelpunct der Fliche gehenden geraden Linien gehoren dem Com-
plexe an.

In dem zweiten Falle artet die Complex-Curve in einer beliebigen Ebene
in ein System zweier Puncte aus, in denen die dargestellte Curve von der
gegebenen Ebene geschnitten wird. Alle in der Ebene der Curve liegenden
geraden Linien sind Linien des Complexes.

Withrend in Punct-Coordinaten sich eine ebene Curve, in Ebenen-Coordi-
naten sich eine Kegelfliche nicht durch eine Gleichung darstellen lisst,
finden beide geometrische Gebilde ihre Darstellung in Linien-Coordinaten.
Wihrend aber eine Kegelfliche, durch eine Gleichung zweiten Grades zwi-
schen Punct-Coordinaten bestimmt, von der zweiten Ordnung, und eine
ebene Curve, durch eine Gleichung zwischen Ebenen-Coordinaten gegeben,
von der zweiten Classe ist, kann ein Complex zweiten Grades nur einen
Kegel der zweiten Classe und eine Curve der zweiten Ordnung
darstellen.

Ein Kegel zweiter Classe kann sich auflosen in zwei sich in seinem
Mittelpuncte schneidende Axen; eine Curve zweiter Ordnung in zwei in ihrer
Ebene liegende Strahlen. Kegel und Curve sind nach dieser Particularisation
identisch dasselbe und finden, nach wie vor, ihre Darstellung in einer (lei-
chung zwischen Linien-Coordinaten.

Noch von einer anderen Seite kommen wir auf dieselbe Particularisation
des Complexes zweiten Grades. Die Gleichung desselben kann sich in
lineare Factoren auflosen und diese Factoren wiederum konnen der Bedin-
gung gentigen, Complexe ersten Grades von der besonderen Art darzustellen,
deren sitmmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wenn die beiden
auf diese Art dargestellten geraden Linien durch denselben Punct hindurch-
gehen, oder, was dasselbe heisst, in. derselben Ebene liegen, so haben wir
einmal den particularisirten Kegel zweiter Classe, das andere Mal die par-
ticularisirte Curve zweiter Ordnung.

33+
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§ 3.
Die unendlich weit liegenden Linien des Complexes.
Eintheilung der Complexe nach diesen Linien.

266. Wenn wir in einer gegebenen Ebene eine gerade‘ Linie beliebig
annehmen und, parallel mit sich selbst, immer weiter fortriicken lassen, so
verliert sie in unendlicher Entfernung jede Spur ihrer urspriinglichen Richtung
in der Ebene. Auch konnen wir an die Stelle der gegebenen Ebene, welche
die unendlich weit gertickte Linie enthielt, jede andere Ebene setzen, die
derselben parallel ist. Alle in parallelen Ebenen unendlich weit liegenden
geraden Linien fallen im Unendlichen in eine einzige zusammen. Die un-
endlich weit geriickte gerade Linie ist der Durchschnitt unendlich vieler
parallelen Ebenen. Sie hat, im Unendlichen, keine andere Beziehung zum
Endlichen behalten, als dass sie einer gegebenen Ebenen-Richtung, einer ge-
gebenen Ebene, parallel ist.

Wenn eine gegebene Ebene, parallel mit sich selbst, immer weiter fort-
riickt, so verliert sie ihrerseits ihre Richtung. Eine unendlich weit entfernte
Ebene ist als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten. Die in ihr
liegenden geraden Linien haben jede Beziehung zum Endlichen und somit
jede Bedeutung im gewodhnlichen Sinne verloren.

Diese geometrischen Anschauungen finden ihren unmittelbaren analy-
tischen Ausdruck. Damit eine gerade Linie:

Ti— e o,
y = sz + o0,
in einer gegebenen Ebene:
(v +uy +vz 4+ mw=0,
enthalten sei, ergeben sich die folgenden drei Relationen:
(r +us + v =0,
to - uo =im — 0
tn + ve — ws = 0.
Wenn die gerade Linie in der gegebenen Ebene unendlich weit liegt, sind
o und ¢, und, in Folge davon, auch 5 =7 ¢ — sg unendlich gross. Dann
geben die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen:
Gl =10 R0
withrend die erste Gleichung bloss ansdriickt, dass die unendlich weit gertickte
gerade Linie der gegebenen Ebene parallel ist.
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Wenn die gegebene Ebene unendlich weit riickt, wird » unendlich gross,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, es verschwinden {; w und ». Thre
Gleichung drtickt dann ihre Richtung nicht mehr aus und die vorstehenden
drei Relationen verlieren ihre Bedeutung.

267. Wenn wir wiederum fiir die allgemeine (leichung der Complexe
des zweiten Grades die folgende nehmen: :

dré{ Bs*'-L C 4 Do* Eo® 4 Fye
= B sn Hr + 21rs + 2Hoy — 2Len — 2Mge
— 2/Nr6 + 20se

+21’r@+29r17+2]2.917—2536~2T6+2[]9:0, (/)
und in derselben ¢, 6, 5 unendlich gross werden lassen und demnach gegen
diese drei Veréinderlichen die beiden dbrigen, » und s, sowie constante
Grossen und endlich gegen zweite Potenzen der erstgenannten drei Ver-
dnderlichen erste Potenzen derselben vernachlissigen, so ergibt sich fir solche

Linien des Complexes, welche unendlich weit liegen:
Do? + Eo2 + Fy? 1+ 25’97}—2[0‘77—«‘2/”96:0. (85)

Diese Gleichung stellt, wie jede Gleichung in Linien-Coordinaten, einen
Complex dar. Wir wollen denselben den Asymptoten-Complex des
gegebenen Complexes nennen. Dieser Complex subsumirt sich, nach den
Erérterungen des vorigen Paragraphen, unter diejenigen, welche einen Kegel
zweiter Classe darstellen. Der Mittelpunct *dieser Kegelfliche fillt mit dem
Coordinaten-Anfangspuncte zusammen und ihr Durchschnitt mit der unend-
lich weit liegenden Ebene ist die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umhtillte Curve zweiter Classe.

Ein jeder Complex des zweiten Grades, in dessen Gleichung die Glieder
zweiter Ordnung in 9, 6, 7 mit denselben Constanten 2, B Lot L M
multiplicirt vorkommen, wie in der Gleichung des gegebenen Complexes,
stellt mit gleicher Genauigkeit die im Unendlichen liegenden Linien des ge-
gebenen Complexes dar, als derjenige Complex, dessen Gleichung die vor-

stehende (85) ist. Es ist der Asymptoten-Complex, der seinerseits wieder
zu allen solchen Complexen in gleicher Beziehung, wie zu dem gegebenen,
steht, unter ihnen durch die Einfachheit seiner Gleichung und, dem ent-
sprechend, sowohl durch die tibersichtliche Gruppirung seiner Linien als durch
eine besondere Lage zu dem Coordinaten-Systeme ausgezeichnet.

Der Grad der Anniherung, mit welcher der Asymptoten-Complex die
unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes darstellt, ist nur
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der erste, insofern seine Gleichung mit der des gegebenen einzig in den
(liedern zweiter Ordnung der in Betracht kommenden Verinderlichen, nicht
aber auch in denen erster Ordnung, tbereinstimmt.

268. Wenn wir in der Gleichung (85) fir — o, ¢, 4 beztiglich die
obigen Werthe 7, u, v, welche diese Coordinaten fir unendlich weit entfernte
gerade Linien annehmen, einsetzen, so erhalten wir die folgende Gleichung:

D2+ Eu2 -+ Fo2 4+ 2Kuv + 2Ltv + 2Mtu= 0,

zur Bestimmung derjenigen Ebenen-Richtungen, nach welchen Linien des
Complexes unendlich weit liegen. Legen wir durch den Coordinaten-Anfangs-
punct Ebenen, welche diese Richtung haben, so umhiillen dieselben eine Kegel-
flache zweiter Classe, dieselbe Kegelfliche, welche durch die Gleichung (85)
in Linien-Coordinaten dargestellt wird. Wir konnen die Kegelfliche und mit
ihr den Asymptoten-Complex beliebig parallel mit sich selbst verschieben,
ohne die Beziehung zu dem gegebenen Complex zu andern. Denn bei einer
solchen Verschiebung bleiben nach den Coordinaten-Transformationsformeln
der 157. Nummer die Coefficienten 0, E, F, K, L, M, auf die es hier einzig
ankommt, ungeindert. Bei der Verschiebung riicken die Tangential-Ebenen
der Kegelflache parallel mit sich selbst fort. Alle unter sich parallelen
Tangential-Ebenen schneiden sich auf einer Linie des gegebenen Complexes,
welche unendlich weit liegt.

Wir habén in dem ersten Paragraphen dieses Abschnitts als Charac-
teristik eines Complexes eine Fliche zweiter Classe bezeichnet, deren Mittel-
punct und absolute Dimensionen beliebig angenommen werden kénnen, und
die, wenn wir ihren Mittelpunct in den Anfangspunct der Coordinaten legen
und durch 4 eine willkiirliche Constante bezeichnen, durch die folgende Glei-
chung dargestellt wird:

D2+ Eu? ++ Fv2 4+ 2Kuv + 2 Lto + Mtu + kw2 = (.

Nach dem Vorstehenden liegen die unendlich weit entfernten Linien des
Complexes in den Tangential-Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik,
und dieser Asymptoten-Kegel wird durch die Gleichung (85) in Linien-Coor-
dinaten dargestellt. Eine Ebene, die wir unendlich weit riicken lassen, aber
so, dass sie ihre urspriingliche Richtung noch nicht verliert, schneidet diesen
Asymptoten-Kegel, und also auch die Characteristik selbst, nach einer Curve,
die von unendlich weit liegenden Linien des Complexes umhillt wird. Es
kommt hierbei auf eine endliche Verschiebung der Characteristik und ihres
Asymptoten-Kegels nicht an.
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269. Wir kénnen uns der unendlich weit entfernten Ebene, von der
wir kaum eine geometrische Vorstellung haben, auf unendlichfach ver-
schiedene Weise nahern, indem wir von einer Ebene mit gegebener
Richtung ausgehen, die, diese Richtung beibehaltend, immer weiter fortrickt,
In einer solchen beliebigen Ebene liegt einerseits eine Complex-Curve zweiter
Classe, andererseits als Durchschnitt mit der Characteristik eine zweite solche
Curve: die beiden Curven fallen, wemn ihre Ebene unendlich weit riickt,
zusammen; mit anderen Worten, die Curven der sémmtlichen Aequatorial-
flichen eines gegebenen Complexes in Breiten-Ebenen, die unendlich weit
gertickt sind, liegen auf der Characteristik.

Wiihrend die Ebene von gegebener Richtung fortriickt, #ndert sich in
ihr fortwiihrend die Complex-Curve, welche die Aequatorialfliche beschreibt.
Die Richtung der beiden. Axen der Curve und ihr Verhiltniss nithern sich,
wenn die Ebene immer weiter riickt, der Richtung der Ebene entsprechend,
einer bestimmten Grenze. Diese Grenze ist gegeben durch die constante
Richtung und das constante Verhiltniss der Axen der Durchschnitts - Curve
der fortrickenden Ebene mit der Characteristik. Da in unendlicher Ent-
fernung Complex-Curven und Durchschnitts-Curven der Characteristik, welche
in parallelen Ebenen enthalten: sind, zusammenfallen, muss der Durchmesser
der beziiglichen Aequatorialfliche des gegebenen Complexes mit demjenigen
Durchmesser der Characteristik parallel sein, welcher der parallel mit sich
selbst fortrickenden Ebene zugeordnet ist, wie das die analytischen Ent-
wicklungen des ersten Paragraphen bestitigen.

Es bezeichnen die vorstehenden geometrischen Anschauungen die Be-
ziehungen zwischen dem gegebenen Complexe und seiner Characteristik. In
Uebereinstinimung mit denselben erhalten wir aus den Gleichungen (7) der
166. Nummer fir die drei Complex-Curven in solchen Ebenen, welche
den beliebig angenommenen Coordinaten-Ebenen Yz, Xz, XV parallel un-
endlich weit gertickt sind, indem wir erste Potenzen von , y, = und
Constante gegen zweite Potenzen derselben vernachlissigen, die folgenden drei
Gleichungen :

Dw2 4 2Lxvw + Fa2or'+ 2 Maunw + 2K 22uy 4+ Eziu® — O;
Ew: +2Mytw + Dyt + 2Hyvw + 2Lyt + Fy2pt — ), (86)
Fro2+ 2Kzumw + FEz2u? + 2Lztw + 2Mz22tu + Dzoge — 0, J
die mit den Gleichungen der Durchschnitts-Curven der drei fraglichen
Ebenen mit dem Asymptotenkegel der Characteristik zusammenfallen.
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270. Die Kegelfliiche der zweiten Classe, welche von den Linien des
Asymptoten-Complexes umhillt wird, kann reell oder imaginir 'sein, und
dementsprechend schliesst der gegebene Complex zweiten Grades entweder
solche reelle Linien ein, welche unendlich weit liegen, oder nicht. Danach
zerfallen die allgemeinen Complexe des zweiten Grades in zwei coordinirte
Arten. Complexe der ersten Art wollen wir hyperboloidische, Complexe
der zweiten Art ellipsoidische nennen. Wir sehen bei dieser Eintheilung
zuniichst von allen solchen Complexen ab, deren Asymptoten-Complex sich
irgendwie particularisirt hat. '

Hyperboloidische Complexe haben eine Characteristik mit einem
reellen Asymptotenkegel, und werden demnach analytisch dadurch bezeichnet,
dass nur zwei der drei Ausdricke:

Werthe mit gleichem Vorzeichen haben.

Ellipsoidische Complexe haben eine Characteristik, deren Asymp-
toten-Kegel sich auf einen ellipsoidischen Punct reducirt; die obigen drei
Ausdriicke haben fur solche Complexe Werthe, die alle drei im Zeichen
tibereinstimmen.

271. In hyperboloidischen Complexen bestimmen die Tangential-
Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik die Richtungen derjenigen
Ebenen, nach welchen Linien des Complexes unendlich weit liegen. Die
Complex-Curven in solchen Ebenen sind Parabeln, welche die unendlich weit
liegenden Linien berithren. Bewegt sich eine solche Ebene parallel mit sich
selbst, so beschreibt die in ihr liegende, von Linien des Complexes umhiillte
Parabel eine parabolische Aequatorialfliche (n. 232). Die Seite, nach wel-
cher der Asymptoten-Kegel der Characteristik von einer Breiten-Ebene der
Fliche beriihrt wird, bestimmt die Richtung, welcher die Richtung der Axe
der Parabel sich fortwithrend nithert, wenn die Ebene derselben immer weiter
fortriickt, was in zweifachem Sinne geschehen kann.

Jede andere Ebenen-Richtung, nach der keine Linie des Complexes un-
endlich weit liégt, bestimmt eine Aequatorialfliche, deren Breiten-Curven
einen Mittelpunct besitzen. Hier heben wir zunfchst nur hervor, dass, bei
zunehmender Entfernung einer parallel mit sich selbst fortriickenden Ebene die
Complex-Curve in ihr entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, je nachdem
die Ebene den Asymptoten-Kegel in einer Hyperbel oder einer Ellipse schneidet.
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Durch eine- gegebene gerade Linie lassen sich im Allgemeinen zwei
Ebenen legen, in denen eine Linie des hyperboloidischen Complexes unend-
lich weit liegt. Nehmen wir irgend einen Punct der gegebenen geraden
Linie als Mittelpunct des Asymptoten-Kegels der Characteristik, so sind die
beiden Tangential-Ebenen,” welche durch die gegebene Linie an diesen Kegel
sich legen lassen, die beiden fraglichen Ebenen. Sie sind reell oder imaginér,
je nachdem die Linie ausserhalb oder innerhalb des Kegels liegt, und fallen,
wenn die Linie eine Seite des Kegels ist, in eine Tangential-Ebene desselben
zusammen. Dem entsprechend konnen unter den Meridian-Curven einer
Meridianflaiche eines hyperboloidischen Complexes  zwei Parabeln auftreten.
Dieselben konnen auch zusammenfallen. Es héngt das ab von der Richtung
der Doppellinie der Meridianfliche in Beziehung auf den Asymptoten-Kegel
der Characteristik des’ Complexes. : :

Die der Doppellinie einer Meridianfliche parallelen Linien des Complexes
bilden einen der Meridianfliche ‘umschriebenen Complex-Cylinder. Dieser.
Cylinder ist ein hyperbolischer oder ein elliptischer®); je nachdem die beiden
Meridian-Ebenen, in welchen parabolische Complex-Curven liegen, reell oder
imagindr sind. Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so wird der
¢ Complex-Cylinder ein parabolischer.

Nach dem Vorstehenden sind also die von den Linien eines hyperboloi-
dischen Complexes gebildeten Cylinder elliptische oder hyperbolische, je nach-
dem die Richtung der sie erzeugenden Complex-Linien in den Asymptoten-
Kegel der Characteristik hineinfallt, oder nicht. Alle Complex-Cylinder, deren
Erzeugende einer Seite des Asymptoten-Kegéls parallel sind, sind parabolische.

272. In ellipsoidischen Complexen gibt .es tiberhaupt keine parabo-
lischen Complex-Curven. Alle Aequatorialflichen sind zwischen zwei in end-
lichem Abstande von - einander ‘befindliche ~Ebenen eingeschlossen. = Diese
Ebenen bezeichnen den Uebergang von solchen Ebenen, in welchen eine reelle
Complex-Curve liegt, zu solchen, in denen eine imaginéire Curve von Linien
des Complexes umbhiillt wird.

*

g :
*) Wir verstehen hier und im Folgenden unter einem hyperbolischen und’ einem elliptischen
Cylinder einen solchen, der von der unendlich weit entfernten Ebene beziiglich in zwei reellen oder
in zwei imaginiren geraden Linien geschnitten wird. Damach wird auch der imaginiire Cylinder als
ein elliptischer bezeichnet. Insbesondere kann sich der hyperbolische und der elliptische Cylinder in
das System zweier sich schneidender, beziiglich reeller oder imaginirer Ebenen auflgsen.
¥ Wenn die beiden Durchschuittslinien mit der unendlich entfernten Ebene in eine gerade Linie
zusammentallen, heisst der Cylinder ein parabolischer, auch wenn er sich in ein System. zweier paral-
leler, reeller oder imaginirer, Ebenen particularisirt.
Plicker, Geometrie: > 34



e v S e

Unter den Meridian-Curven einer beliebigen, dem Complexe angehorigen
Meridianfliche finden sich, keine Parabeln. Die beiden Meridian-Ebenen, in
“welchen in dem Falle hyperboloidischer Complexe Parabeln von den Linien
des Complexes umhillt werden, sind bei ellipsoidischen Complexen unab-
hingig von der Richtung der Doppellinie imagindr. In Folge dessen sind
simmtliche Cylinder, welche von Linien eines ellipsoidischen Complexes ge-
bildet werden, elliptische Cylinder. Ceik

273. Wir haben in der 163. Nummer fiir die Gleichung einer solchen
Aequatorialfliache, deren Breiten-Curven der Ebene FZ parallel sind, in
gemischten Punct- und Linien-Coordinaten x, u, », w», die folgende erhalten :

' Dw? + 2(La — S)ow 4 (Fa:— 2Rx 4 B)v?

+ 2(Mx +T)umw + 2(K2® — Oz — Quv + (Bx? +2Ux + Ol — (R (80)
Diese Gleichung enthilt dreizehn Constante, welche mit den zwei Constan-
ten, durch welche das Coordinaten-System particularisirt ist, die finfzehn -
Constanten geben, von denen die Aequatorialfiche abhiingt. :

Wenn wir die Axe 0.X so bestimmen, dass sie dem Durchmesser des
Complexes, welcher der zu ¥ Z genommenen beliebigen Ebene zugeordnet
ist, parallel lauft, so verschwinden die Constanten Z und W ; wenn sie mit
diesem Durchmesser zusammenfillt, so verschwinden gleichzeitig S und 7.
Es verschwindet A, wenn wir in ¥Z den beiden Axen O0F und 0Z eine
solche Richtung geben, dass die drei Coordinaten-Axen dreien zugeordneten
Durchmessern des Complexes parallel sind. Durch diese Coordinaten-Bestim-
mung verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfliche finf weitere
threr Constanten, indem sie in die folgende tibergeht:

Dw?+ (Fa2 — 2Rz + B)v2 — 2(0x + G)uv
+ (Fa? 4 2U0x 4 C)uz = 0. (88)
Wenn wir die Coordinaten-Ebene 7'Z parallel mit sich selbst verschieben,
bis sie durch den Mittelpunct des Complexes geht, so reducirt sich die An-
zahl der Constanten, in Gremissheit der Bedingungs-Gleichung (36):
ER = IU,
um eine sechste Einheit.

274. Fir ellipsoidische Complexe sind alle Aequatorialflichen durch eine
Gleichung von der Form der letzten, (88), darstellbar, wie wir auch die
Richtung der Ebene ¥Z wihlen mogen. Wenn wir aber bei hyperboloi-
dischen Complexen insbesondere die Breiten-Ebenen der Aequatorialfliiche
einer Tangential-Ebene des Asymptoten-Kegels der Characteristik parallel
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nehmen, so ist der zugeordnete Durchmesser der Characteristik diesen Ebenen
parallel und in Folge dessen die vorstehende Coordinaten - Bestimmung nicht
mehr moglich. Dann verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfliiche
(87) die Constante 2, so dass die Flache nur noch von vierzehn Constanten
abhingt.  Solche Aequatorialflichen haben wir parabolische genannt.

Dem Verschwinden von 2 entspricht, dass die Ebene - Z eine Tangential-
Ebene des Asymptoten-Kegels der Characteristik ist, als deren Mittelpunct
wir den Coordinaten-Anfangspunct genommen haben. Wir wollen die Axe
0Z mit derjenigen Seite des Asymptoten-Kegels zusammenfallen lassen, nach
welcher derselbe von der Ebene V' Z bertihrt wird. Dann verschwindet in
“der Gleichung der Aequatorialfliche die Constante M. Im allgemeinen Falle
sind die Coordinaten des Mittelpunctes einer beliebigen Breiten-Curve:

1) e e g Lx — S
& e

Wenn 7 verschwindet, rickt der Mittelpunct in der Ebene der Curve un-
endlich weit, und die Richtung, nach welcher er unendlich weit liegt, ist
durch die Gleichung: : '
b L
Lx— 8§
bestimmt, in welcher « den Winkel bezeichnet, den diese Richtung, die Axen-
Ric.htung der Parabel, mit 0Z bildet. Fir die unendlich weit liegende
Parabel kommt: .

tang ¢« =

o
L
Wenn W verschwindet, ist diese Axen-Richtung mit der Axe 02 parallel.
Die Richtung der Axe 0 F ist bisher noch unbestimmt geblieben. Wi
konnen dieselbe in ¥ Z senkrecht gegen 0Z nehmen. Wenn wir dann durch
OF eine zweite Tangential-Ebene an den Asymptoten-Kegel legen und die-
selbe als Ebene X¥ und die Seite des Asymptoten-Kegels, nath welcher sie
bertihrt wird, als Axe 0.Y nehmen, so verschwinden aus der Gleichung der
.Aequatorialﬂilche die zwei Constanten # und A. Dann schreibt sich die
Gleichung der Fliche unter der folgenden Form:
2Lz — S)vw — 2Rx — B)v2 + 2T uw
— 202 + Quv 4 (Ea2 +2Ux~+ C)uz = 0, (89)
Aus dieser Gleichung konnen wir durch schickliche Wahl des Anfangspunctes
noch weitere drei Constante fortschaffen.

tang o = -

34*
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275. Wenn sich der Ausdruck:

D2+ Eu? - Fv2 4 2Hup + 2Ltv,+ 2 M¢tu,
entsprechend der Bedingungs-Gleichung:

DEF — DK? — EL? — FM* 4 2KLM = 0, - (90)
in zwei Faetoren des ersten Grades auflost, so particularisirt sich
der Complex, indem er eine seiner neunzehn Constanten verliert.

Die vorstehende Bedingungs-Gleichung kommt darauf hinaus, dass, wenn
wir durch eine schickliche Annahme der Richtung der drei Coordinaten-Axen,
wie friher, A, L, M verschwinden lassen, dadurch zugleich eine der drei
Constanten 2, £, I’ verschwindet. Ist 2 die verschwindende Constante, so
wird die Gleichung des Complexes:

Ar? + Bs2 4 C+ Eo? + Fy?
4+ 26Gs 4+ 2Hr 4+ 21rs
—2Nre 4 20s9
4+ 2Pro 4 20ry + 2Rsqy — 2856 — 276 + 22U = 0. (91)

Aus dieser Gleichung, bei welcher wir, unbeschadet der Allgemeinheit,
das Coordinaten-System als ein rechtwinkliges annehmen wollen, konnen wir
noch weitere drei Constanten durch die Bestimmung des Anfangspunctes der
Coordinaten fortschaffen. .Wesentlich bei den folgenden Betrachtungen ist,
dass durch die Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen ausser 2 nicht auch
. noch eine andere der Constanten /2, £, F verschwindet.

276. Wir haben durch die Gleichung: :

D2+ Eu? + Fo? + 2Kuv + 2 Ltv + 2Mtu + kw2 = 0
die Characteristik des Complexes dargestellt. Diese Characteristik ist in
dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen Complexe
eine Fliche des zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. = Der Mittelpunct
~dieser Fliche und ihre absoluten Dimensionen, die von der willktirlichen
Constante 4 abhiéingen, konnen beliebig angenommen werden. In dem Falle
der -Complexe besonderer Art, die wir jetzt betrachten und die wir durch
die Gleichung (91) dargestellt haben, reducirt sich die Characteristik ‘auf eine
Curve zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Wir wollen diese Curve die

characteristische Curve des Complexes besonderer Art nennen.

Durch die Ebene der characteristischen Curve ist eine ausgezeichnete
Ebenen-Richtung fiir den Complex gegeben. Nehmen wir dieselbe der Coor-
dinaten-Ebene ¥ Z parallel, so verschwinden 2, L, M und die Gleichung der
Cnrve geht in" die folgende tiber:
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Eu® 4 v+ 2Kuv + kw2 = 0.
Wenn wir zwei zugeordnete Durchmesser der Curve, insbesondere die beiden
Axen derselben, zu Coordinaten-Axen OF und 0Z nehmen, so verschwindet,
A, und dann sind die Coordinaten-Axen dieselben, auf welche der'Complex
in der Gleichung (91) bezogen ist.

2717. Wir haben die Bestimmung der Richtung der zugeordneten Durch-
messer eines Complexes der allgemeinen Art auf die Betrachtung der Durch-
messer seiner characteristischen Fliche zurtickgefihrt. Die characteristische
Curve eines Complexes der besonderen Art konnen wir als die Grenze von
characteristischen Flichen ansehen, und, in Folge davon, sagen, dass von
zwei zugeordneten Durchmessern der Curve jeder zugleich allen Ebenen zu-
geordnet ist, welche nach beliebiger Richtung durch den jedesmaligen anderen
gelegt werden kénnen; dass jede durch den Mittelpunct der Curve hindurch-
gehende gerade Linie, welche nicht in der Ebene derselben liegt, dieser Ebene
zageordnet sei, und endlich, dass eine beliebige solche gerade Linie und zwei
zugeordnete Durchmesser der Curve ein System dreier zugeordneter Durch-
messer der Curve bilden.

Diese Relationen tibertragen sich unmittelbar auf Complexe der beson-
deren Art. Einer gegebenen Ebene entspricht ein Durchmesser des Com-
plexes, welcher der. Ebene der characteristischen Curve parallel ist und
dieser Ebene parallel bleibt, wie auch die Richtung der gegebenen Ebene .
sich &dndern mag; oder, mit anderen Worten, die Durchmesser aller
Aequatorialflachen des Complexes sind der Ebene seiner charac-
teristischen Curve parallel.

~ Wenn sich die gegebene Ebene um ihre Durchschnittslinie mit der
Ebene der characteristischen Curve dreht, so riickt der zugeordnete Durch-
messer des Complexes parallel mit sich selbst fort. s gibt also unendlich
viele unter sich parallele Durchmesser des Complexeq Wenn endlich die
sith drehende Ebene mit der Ebene der characteristischen Curve zusammen-
fallt, so wird der Durchmesser unbestimmt. Er verliert seine Richtung, indem
er unendlich weit riickt. .

In dem allgemeinen Falle der hypelbolmdlschen und ellipsoidischen Com-
plexe haben wir gezeigt, dass je zwei conjugirte Durchmesser von der Axe
desjenigen Complex-Cylinders geschnitten werden, dessen Seiten dem dritten
conjugirten Durchmesser parallel sind. In dem Falle der besonderen Com-
plexe, die wir hier betrachten, ist jedesmal der dritte conjugirte Durchmesser
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unendlich weit geriickt. Aber nach wie vor bestimmen je zwei beliebige,
der Central-Ebene parallele, conjugirte Durchmesser durch den Durchschnitt
ihrer zugeordneten Ebenen die Richtung der Seiten eines Complex-Cylinders,
dessen Axe die beiden Durchmesser schneidet. Wir sagen, dass dieser Cylin-
der und insbesondere seine Axe dem Systeme der be1den Durchmesser zu-
geordnet sei. ;

278. Zur Bestitigung und Erweiterung dieser Resultate wollen wir zu
den Gleichungen (5) zuriickgehen, welche in dem allgemeinen Falle der
Complexe den Durchmesser darstellen, der einer gegebenen Ebene:

ty +~uy + vz 4w =0 :
zugeordnet ist. Diese Gleichungen reduciren sich, wenn wir die Gleichung
der Complexe besonderer Art, (91), zu Grunde legen und z’, y’,‘:' in der
huheun BedeutunCr belbehalten, auf:

@ — =0,
Eu
gl T Eu Fo¥’ l (92)
4 e ) y I ;
B rem o
Danach ist; .
y—y') Fo — (2—2') Bu. (93)

Der Durchmesser ist, in Gemsssheit mit der ersten der d161 Gleichungen (92),
der Ebene ¥ Z parallel. Die brlelchung (93), in folgender Welse geschrieben ;
e f 5 L .
S s (94)
driickt unmittelbar aus, dass der Durchschnitt der gegebenen Ebene ¥ Z und
der dieser Ebene zugeordnete Durchmesser des Complexes die Richtung zweier
zugeordneter Durchmesser der characteristischen Curve haben die, nach dem
Verschwinden von A, dureh die Gleichung:
- 24 o2 kw? = 0
dargestellt wird. ! : L
Die Werthe fir 2', ', 2/, welche wir den Gleichungen (92) zu Grunde
gelegt haben, sind die folgenden:
r_ Ouwv+ Bv®> Stv — Tiu — Tu?
Eu* 4 Fy? g
2
]/,zﬂ_tv~}’uLvu~_SZ}j~—Tt +Utu 4
A (N—— tu—f—PuLf—‘)uv—Rlv;St2
Eu* + Fv?
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Der Abstand @’ des Durchmessers von der Ebene FZ bleibt. also fiir alle
Ebenen derselbe, deren Coordinaten die folgende Gleichung befriedigen :

(Buz 4 Fv2)a’ — Ouv o Ro* 4 Stv— Tty — Uys. (95)
* Alle solche Ebenen umhillen eine unendlich weit liegende Curve der zweiten
Classe. Indem in der vorstehenden Gleichung das Glied mit ¢2 fehlt, berthrt
diese Curve, unabhiéngig von der Annahme von ¥’y die in ¥'Z unendlich weit
liegende gerade Linie. Fir den Bertihrungspunct erhalten wir:

Sv — Tu = 0. : (96)

In dieser Gleichung kommt 2" nicht mehr vor.- Es ist durch dieselbe eine
fir den Complex ausgezeichnete Richtung bestimmt. :
Wenn « und » gleichzeitig verschwinden, werden die Coordinaten des
Punctes 2, y’, z’, durch welchen die Lage des Durchmessers bestimmt wird,
unendlich gross. Dabei verliert der Durchmesser, wie die Gleichungen (92)

. . . ¢ . . . 2
zeigen, i unendlicher Entfernung seine Richtung. Aber der Quotient L

behilt einen endlichen und bestimmten Werth. Wir erhalten aus (4), indem
wir # und » verschwinden lassen:
. = 7)

Der Durchmesser ist also in der durch die vorstehende Gleichung bezeichneten
Richtung parallel zu ¥ Z unendlich weit geriickt. Diese Richtung fallt mit der-
Jenigen zusammen, welche wir durch die Gleichung (96) bestimmt haben. Wir
konnen sagen, dass die unendlich vielen Durchmesser, welche im Complexe
der Ebene der characteristischen Curve zugeordnet sind, diese Ebene in dem-
selben unendlich weit liegenden Puncte schneiden. Dieser Punct ist der
Mittelpunct der in der Ebene der characteristischen Curve von Linien des
Complexes umhiillten Curve, und bleibt unverdndert, wenn die Ebene parallel
mit sich fortriickt.  Wir werden in den folgenden Nummern die analytische
Bestitigung fiir diese geometrische Folgerung erhalten.

279. Fiur die Durchschnitte der beiden, den Coordinateu - Ebenen X7
und XV zugeordneten, mit OF und 02 parallelen Durchmesser mit diesen
beiden Coordinaten-Ebenen erhalten wir

v = — —, =

i
£
P L e8y
=

BT RSTST

Setzen wir: 12 =1} ) =1y
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so verschieben wir die Ebenen X'Z und X'V so, dass, nach der Verschiebung,
die beiden diesen Ebenen zugeordneten Durchmesser die Axe O.X schneiden.

Von den Gleichungen-Paaren (18) der 240. Nummer, durch welche tiber-
haupt die Axen der drei Complex-Cylinder, deren Seiten den Coordinaten-

Axen 0X, OF, OZ parallel sind, dargestellt werden, zeigt das erste:
0 S , ’
= e = L (99)
dass eine der drei Cylinder-Axen mit O X zusammenfillt. Die beiden anderen
(leichungen-Paare geben:

(100)

Es sind also die beiden anderen Cylinder-Axen in denselben zu ¥ Z paral-
lelen Ebenen, in welchen die beiden zugeordneten Durchmesser liegen, un-
endlich weit gertickt.

Von den drei Coordinaten des Mittelpunctes des : Centralparallelepipeds,
dessen Kanten beztiglich 0 X, OF, 0Z parallel sind, fiir welche wir in dem -
allgemeinen Falle erhalten haben:
bleibt nur 2° endlich und vollkommen bestimmt, wihrend #° und z° unend-
lich gross werden. Das Verhaltniss zwischen y° und z° bleibt ein bestimmtes.
Wir erhalten fir dasselbe: ;

0 T
- — = 1l h

<

=

z

Durch diese (leichung wird dieselbe fiir den Complex ausgezeichnete
Richtung bestimmt, welche wir in der vorigen Nummer erhalten haben (97).

Der Mittelpunct des Centralparallelepipeds, welches wir ausgewihlt
haben, liegt in einer nicht nur der Richtung, sondern auch der Lage
nach bestimmten Ebene in dem durch die (leichung (101) bestimmten Sinne
unendlich weit. Wenn wir die Axe 0.Y als eine Seite des Centralparallel-
epipeds beibehalten und OF und 0Z beliebig zweien conjugirten Durch-
messern der characteristischen Curve parallel nehmen, so erhalten wir eine
Reihe von Centralparallelepipeden. Dieselben Betrachtungen, welche wir in
der 246. Nummer in dem Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen
Complexe angestellt haben, zeigen hier, dass der Mittelpunct aller dieser
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Centralparallelepipede in derselben Richtung und in derselben zu der Ebene
~der characteristischen Curve parallelen Ebene unendlich weit geriickt sind.

Wenn wir an Stelle der Axe 0.X eine andere Cylinder-Axe des Com-
plexes withlen, so erhalten wir eine neue Reihe von Centralparallelepipeden.
Der Mittelpunct aller dieser Parallelepipede ist in derselben Richtung, wie
vorhin, parallel mit der Ebene der -characteristischen Curve unendlich weit
geriickt, indem die Bestimmung dieser Richtung von der Wahl der Coordi-
naten-Axe O.X unabhingig war. Dagegen ist die Ebene, in welcher der
Mittelpunct des Parallelepipeds unendlich weit geriickt ist, im Allgemeinen
eine andere geworden. Denn wenn wir irgend zwei conjugirte Durchmesser
des Complexes auswéhlen und den éinen durch einen anderen, ihm parallelen,
ersetzen, so tndert sich dabei die in der Mitte zwischen den beiden con-
jugirten Durchmessern hindurch gehende Central-Ebene.

Wir sind so zu den folgenden Sitzen gekommen:

In .den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist
der Mittelpunct parallel mit der Ebene der characteristischen
Curve nach gegebener Richtung:

iy kT

z Zy
unendlich weit gerickt.

Alle Central-Parallelepipeda, welche dieselbe im Endlichen
liegende Cylinder-Axe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen
parallel zu der Ebene der characteristischen Curve dieselbe
Central-Ebene. :

280. Fur die Gleichung des Complexes der besonderen Art erhalten
wir, wenn wir die Axe irgend eines seiner Cylinder mit der Coordinaten-Axe
0X zusammen fallen lassen und OF und 0Z irgend zweten Durchmessern
der characteristischen Curve parallel annehmen, die folgende:

) Ar® 4 Bs? + C + Eo* 4 Fye
+ 2Gs + 2Hr + 21rs
— e e 2059

o 2y 2850 206 L 0T, — 0. (102)
Wir kénnen noch die Bedingungs-(leichung
el : (103)

hinzufiigen, und bestimmen damit, dass die der Axe 0.X zugehorige Central-
Ebene mit der Coordinaten-Ebene ¥ Z zusammentillt. Endlich koénnen wir

Plicker, Geomelrie. 35
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nach Belieben 8 oder ‘7' verschwinden lassen, indem wir eine der beiden
Axen OF, O0Z der durch die (Jlelchung (101) bestlmmten Richtung parallel
nehmen.

Unter Berueksmhtlcrung dieser Vereinfachungen enthalt die Gleichung
(102) elf von einander unabhanglge Constanten. Wenn wir zu denselben
die sieben Constanten hinzuzihlen, durch welche das Coordinaten-System
particularisirt ist, so erhalten wir die achtzehn Constanten des Complexes
der besonderen Art. _ : :

281. Der Asymptoten-Kegel der characteristischen Fliche eines Com-
plexes der allgemeinen Art wird bei Complexen der besonderen Art, die wir
hier betrachten, durch die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
vertreten.

In dem Falle der allgemeinen Complexe bestimmt die Curve, nach
welcher eine gegebene Ebene den Asymptoten-Kegel schneidet, die Natur
der Complex-Curve in derjenigen Ebene, welche parallel mit der gegebenen
unendlich weit gertickt ist. In Complexen der besonderen Art lost sich diese
Curve in die beiden Durchschnittspuncte der gegebenen Ebene mit den
Asymptoten auf. s artet also in der unendlich weit gertickten Ebene die
Complex-Curve in ein System von zwei Punkten aus, die nach der
Richtung der beiden Asymptoten unendlich weit liegen.

Alle Aequatorialflichen, deren Breiten-Ebenen einer der heiden Asymp-
toten parallel sind, sind parabolische. Wir erhalten auch dann eine para-
bolische Aequatorialfliche, wenn wir die Breiten-Ebenen derselben der Ebene
der characteristischen Curve parallel nehmen. Die Gleichung dieser Fliche ist:

— 28vmw + (Fa2—2Rx 4 B)v? 4+ 27 uw :
— 202 4 GQuv 4 (Ex2 + 202 + C)u? = 0, (104)

und demnach die Flache dadurch particularisirt, dass die Axen der Parabeln
in allen Breiten-Ebenen gleich gerichtet sind. Diese Richtung ist, in Ueber-
elnstimmung mit der 278. Nummer, dieselbe, in welcher der Mittelpunct des
Complexes unendlich weit geriickt ist.

Wenn wir dieselbe Aequatorialfliiche, statt durch ihre Breiten-Curven,
durch ihre umbhiillenden Cylinder-Flichen bestimmen, so erhalten wir nach
den Entwicklungen der 182, Nummer die folgende (leichung:

(Fy'2 + Ez!9a2?— 2Ry’'? — Oy’'z" — Uz'2) & :
+ 20y +T2)y" - z+ (By': 4+ 26y'z" + Cz'?) = 0. (105)



Dieselbe stellt den Durchschnitt mit XZ desjenigen Complex-Cylinders dar,
dessen Seiten der durch das Verhéltniss IZL bestimmten Richtung parallel sind.

In der vorstehenden Gleichung fehlt das Glied mit z= Alle Complex-
Cylinder also, deren Seiten der Ebene der characteristischen Curve parallel
sind, sind parabolische Cylinder. Die Diametral-Ebenen derselben sind mit
der genannten Ebene parallel. Insbesondere losen - sich diejenigen beiden
Cylinder, deren Seiten einer der beiden Asymptoten der characteristischen
Curve parallel sind, in Systeme von zwei‘Ebenen auf, von denen die eine
unendlich weit riickt. In Folge dessen reducirt sich die Gleichung des Cylin-
ders auf den ersten Grad. Wenn wir endlich den Seiten des Cylinders die-
Jenige Richtung geben, in welcher der Mitfelpunct des Complexes unendlich
weit gertickt ist, so kommt:

S e R
und der Cylinder zerfillt in zwei Ebenen, welche beide der Ebene der charac-
teristischen Curve parallel sind.

282. Je nachdem die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
reell oder imagindr sind, wollen wir den Complex der besonderen Art einen
hyperbolischen oder einen elliptischen nennen.

In beiden Arten von Complexen liegt in solchen Ebenen, welche der
Ebene der characteristischen Curve parallel sind, eine Linie des Complexes
unendlich weit. In elliptischen Complexen gibt es sonst keine Ebenen, welche
unendlich weit liegende Linien des Complexes enthalten. In hyperbolischen
Complexen lassen sich durch jede Linie des Raumes zwei reelle Ebenen legen,
die beziiglich den beiden Asymptoten der characteristischen Curve parallel
sind: die Complex-Curven in diesen Ebenen sind Parabeln. Mit Ausnahme
derjenigen Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene der characteristischen
Curve parallel verlaufen, sind sammtliche einem hyperbolischen Complexe
angehorige Cylinderflichen hyperbolische, die einem elliptischen Complexe
angehorigen elliptische Cylinder.

Wir konnen sagen, dass sich die in der unendlich weit liegenden Ebene
enthaltene Curve des Complexes in dem Falle der hyperbolischen Complexe
in ein System von zwei reellen, in dem Falle der elliptischen Complexe
in ein System von zwei imaginaren Puncten aufgelost hat.

283. Wenn wir, um die Gesammtheit der unendlich weit 'Iiegenden
Linien des Complexes darzustellen, nur die Glieder zweiten Grades

35 *
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betrachten, wie wir dies in dem allgemeinen Falle gethan haben (n. 267),
so erhalten wir aus der Gleiéh}mg (L0205
Eo* + Fqyt = (. : (106)

Diese Gleichung stellt in Linien-Coordinaten die beiden Asymptoten der
characteristischen Curve dar.’

Mit grosserer Anniherung aber, als es vermittelst der characteristischen
Curve geschehen kann, bestimmen wir die unendlich weit liegenden Linien
des gegebenen Complexes, wenn wir gegen zweite Potenzen von ¢ und 7,
nach wie vor, erste Potenzen derselben, sowie die Veréinderlichen 7, s und
Constante vernachlissigen, wéihrend wir erste Potenzen von ¢ heibe-
halten. Auf diese Art™) erhalten wir die folgende Gleichung:

Eo2* 4 Fp* — 2(Ss + 7)o = 0. (107)
Ein Glied mit V oder O tritt nicht hinzu. Es ist n#amlich:
— Nro + Osg = — Ny 4 (0— N)so,

das heisst, es bleibt 7¢ immer von der Ordnung der Glieder mit 5 und s¢
und kommt somit nicht in Betracht.

Die vorstehende Gleichung stellt einen neuen Complex dar, welchen wir
den Asymptoten-Complex des gegebenén nennen wollen.

Wie in dem allgemeinen Falle, ist die Anndherung des Asymptoten-
Complexes an den gegebenen vom ersten Grade, withrend dieselbe bei Nicht-
Berticksichtigung der Glieder erster Ordnung in ¢ nur von dem Grade ',
sein wrirde.

Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten beliebig verschieben, be-
halten .in der Gleichung (91), welche 2, A, L, M nicht enthilt, die beiden
Constanten § und 7" unverindert dieselben Werthe. Wie wir also den ge-
gebenen Complex und seinen Asymptoten-Complex parallel mit sich selbst
gegen einander verschieben mogen, ihre gegenseitige Beziehung zu
einander bleibt dieselbe.

Die Gleichung des Asymptoten-Complexes wird befriedigt, wenn gleich-
zeitig: 0=20,6=90, p»= 0.

LY

*) Analog hat ein Curvenzweig mit einer parabolischen Asymptote nur einen Punct, der, absolut
genommen, unendlich weit liegt, derjenige, in welchem derselbe von den Durchmessern der parabo-
lischen Asymptote geschnitten wird. Eine genauere Anschauung iiber die Lage der dem Unendlichen
sich néhernden Puncte erhalten wir durch die parabolische Asymptote selbst, deren Puncte, wenn sie
unendlich weit riicken, sowohl nach der Richtung der Axe als auch senkrecht dagegen unendlich
weit sich entfernen: aber so, dass, wenn die Grosse der Entfernung nach der Axe von der ersten
Ordnung ist, die Ordnung der Grosse der Entfernung von der Axe nur !/, betriigt.
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Alle durch den Coordinaten-Anfangspunct gehenden geraden Linien gehéren
dem Asymptoten-Complexe an. Der Complex umfasst ferner alle geraden
Linien, welche den beiden Gleichungen:

Bo* 4 Fy =0, g =
oder den folgenden beiden: : :
Eo? + Fy2 = 0y Ss + 7 = 0,

Gentige leisten. :

Eine jede gerade Linie also, welche die Axe 0.Y und die beiden in ¥ Z
liegenden Asymptoten der characteristischen Curve schneidet, ist eine Linie
des Asymptoten-Complexes. Und ferner gehort demselben jede gerade Linie
an, welche eine der heiden Asymptoten schneidet und der durch den Anfangs-
punct gehenden Ebene:

Sy + 7Tz =0,

welche diejenige Richtung bezeichnet, in welcher der Mittelpunct des gege-
benen Complexes in der Ebene der characteristischen Curve unendlich weit
gertickt ist, parallel ist. In Folge dessen artet die Complex-Curve in der
Ebene ¥Z in das System zweier Puncte aus, von denen der eine mit dem
Coordinaten-Anfangspuncte zusammenfillt und der andere in der durch die :
vorstehende Gleichung bezeichneten Richtung unendlich weit geriickt ist.
Die Aequatorialfiiiche des Asymptoten Complexes, deren Breiten-Ebenen zu
Y Z parallel sind, besteht; wie die des gegebenen Complexes, aus Parabeln.
Alle diese Parabeln werden von den beiden Ebenen beriihrt, welche sich
durch die Axe 0X und die beiden Asymptoten der Chalacteustlsehen Curve
hindurch legen lassen. Wenn die Breiten-Ebene parallel mit ¥'Z unendlich
weit riickt, artet die Parabel in ihr in das System zweier unendlich weit
liegender Puncte aus. Den Uebergang von einer Parabel in zwei unendlich
weit liegende Puncte haben wir uns so zu denken, dass auf zwei festen
Tangenten der Curve die Bertthrungspuncte unendhch weit gertickt sind.

284. Wenn die Ebene, in welcher der Mittelpunct unendlich weit ge-
riickt ist, eine der beiden Asymptoten enthilt oder unbestimmt wird, erhalten
wir eine entsprechende Particularisation des gegebenen Complexes in Beziehung
auf die Lage seiner Durchmesser und die Anordnung seiner unendlich weit
liegenden Linien. Derartige Complexe hingen, im Allgemeinen,  heztiglich
von siebenzehn oder sechszehn Constanten ab.

Wir wollen hier nur den letzten Fall betrachten, in welchem in der allge-
meinen Complex-Gleichung neben &, Z, 7 und 2 auch S und 7" verschwinden.
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Dann fallt aus der Gleichung des so particularisirten Complexes
die Veranderliche ¢ ganz aus.
Die allgemeinste Gleichungsform, in welcher diese Veranderliche fehlt, ist':
Ar: 4+ Bs* 4+ C+ 2Gs + 2Hr + 21rs
+ Eo* + Fy*+ 2Hoy
+ 2(0 — N)sog — 2Ny
+2Pro+ 207y + 2Rsy +2Up =0, (108)
Dadurch, dass wir die Coordinaten-Axen O F und 0Z zweien zugeordneten
Durchmessern der characteristischen Curve parallel nehmen, verschwindet
aus dieser Gleichung A. Indem wir die Axe 0.X, welche bisher willkiirlich
angenommen worden ist, mit der Axe eines Complex-Cylinders zusammen-
fallen lassen, verschwinden 2 und 0. Endlich erhalten wir durch Verschie-
bung der Ebene FZ parallel mit sich selbst die Relation:
Bl
Die Gleichung: : :
Ar2 4 Bs2 4+ C 4+ 26Gs + 2Hr -+ 21rs .
+ T 92 -+ F,,?:»
+ 2(0—N)sg — 2Ny
+ 2Rsy + 2Ue = 0, (109)
wobei: Rl
ist also als die allgemeine Gleichung der in, fraglicher Weise particu-
larisirten Complexe anzusehen. Sie enthilt zehn von einander unabhingige
Constanten, zu welchen noch sechs Constanten der Lage hinzugerechnet wer-
den miussen, die darauf kommen, dass einmal die Ebene ¥ 7 durch den
- Complex bestimmt ist, dass ferner die beiden Axen 0F und 0Z zugeordnete
Richtungen mit Bezug auf die characteristische Curve haben, endlich, dass
0X eine Cylinder-Axe des Complexes ist.
Der Bedingung also, dass sich ein Complex zweiten Grades durch eine
Gleichung zweiten Grades zwischen nur vier der fiunf Variabeln:
5 r, $, 6, 0, (r6 —so=n) !
darstellen lasse, entspricht einedreifache Particularisation des Complexes.®)

*) Statt, wie im Text, ¢ ausfallen zu lassen, konnen wir auch » wihlen, indem wir die Coordi-
naten-Ebene X ¥ der Ebene der characteristischen Curve parallel nehmen. Dann schreibt sich die
Gleichung dé Complexes unmittelbar als die allgemeine des zweiten Grades zwischen den vier Ver-
inderlichen r, s, 6, o, die uns als Linien-Coordinaten entgegentreten, wenn wir die gerade Linie durch ihre
Projection auf XZ und ¥Z bestimmen. Statt der fritheren Constanten.X, P, O konnen wir hier
M, T, U. verschwinden lassen, und erhalten, durch passende Verschiebung deér Coordinaten-Ebene
X ¥, die Relation: DP=ES. "



280, Es ist interessant, den so particulavisirten Complex niher zu
untersuchen. ;

Fir den Abstand desjenigen Durchmessers des Complexes, welcher einer
gegebenen Ebene:

: (& 4 uy + vz +w = 0
zugeordnet ist, von der- ihm parallelen Coordinaten-Ebene ¥ Z finden wir nach
den Formeln der 278. Nummer, indem wir S und 7' gleich Null setzen:
2 2

X = ]ll"_t_ﬁg—lf{})]?viq}i : (110)
Wenn wir dann die gegebene Ebene um ihren Durchschnitt mit der Ebene
der characteristischen Curve beliebig drehen, so bleibt der ihr zugeordnete
Durchmesser immer in derselben, durch den vorstehenden Werth von a
bestimmten Ebene, wihrend in dem allgemeinen Falle der hyperholischen
und elliptischen Complexe hei der Drehung der gegebenen Ebene der ihr zu-
geordnete Durchmesser seinen Abstand von der P*Z-Ebene findert,

Danach geht das frither gewonnene Resultat in das folgende tiber.

Die irgend zweien zugeordneten Durchmessern der characteristischen
Curve parallelen Durchmesser des Complexes liegen in zwei parallelen Ebenen,
die von einer festen Ebene gleichen Abstand haben. Wir woller diese
Ebene die Central-Ebene des gegebenen Complexes nennen. :

Die Coordinaten des Mittelpuncts des Complexes in der Central-Ebene

g s . : : 0
sind nicht mehr unendlich gross; ihre Werthe erscheinen unter der Form T

Der Mittelpunct liegt nicht mehr unendlich weit. Jeder Punct der Central-
Ebene kann als Mittelpunct des Complexes angesehen werden.

286. Bei den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, liegen,
wie in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen und. elliptischen Complexe,
in allen Ebenen, welche einer der beiden Asymptoten der characteristischen
Curve parallel sind, Linien unendlich weit, und die Complex-Curven in ihnen
sind Parabeln. In Ebenen aber, die der Central-Ebene und also beiden
Asymptoten parallel sind, werden die Complex-Curven nach dem Verschwin-
den von § und 7' durch die Gleichung:

(Fz? — 2Rz + B)vz—~ 202 + Guv+ (B2 20z - C)v2— 0 (111)
dargestellt. Sie horen auf, Parabeln zu sein, und sind in Systeme von zwei
Puncten ausgeartet, die nach Richtungen, welche von einer Ebene zur an-
deren sich andern, unendlich weit liegen. ;i
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Die Linien des Complexes in einer der Central-Ebene parallelen Ebene
bestehen also aus allen Linien der Ebene, welche zwei gegebenen parallel
sind. Diese Linien konnen .reell oder imaginir sein, sie kénnen endlich zu-
sammenfallen. Wenn die Ebene sich immer weiter yon der Central-Ebene
entfernt, néhert sich die Richtung der beiden Linien-Systeme immer mehr
der Richtung der beiden Asymptoten der characteristischen Curve.

Dem entsprechend arten die von Complex-Linien gebildeten Cylinder,
deren Seiten der Central-Ebene parallel sind, in Systeme mit dieser Ebene
paralleler Ebenen aus. Die Mittel-Ebenen zweier conjugirter Cylinder liegen
auf beiden -Seiten der Central-Ebene in gleichem Abstande von derselben.

Der Complex ist also, wenn wir zusammenfassen, in der Weise particu-
larisirt, dass jeder Punct einer in der unendlich weit entfernten Ebene
liegenden ausgezeichneten geraden Linie der Mittelpunct eines Complex-Kegels
ist, der sich in das System zweier Ebenen auflost, die sich nach der frag-
lichen Linie schneiden; ofler, was dasselbe sagt, dass jede Ebene, welche
durch eine ausgezeichnete gerade Linie der unendlich weit entfernten Ebene
sich legen lisst, eine Complex-Curve enthalt, welche sich in das System
zweier Puncte aufgelost hat, die auf der fraglichen geraden Linie liegen.

287. Wir haben in dem Vorstehenden denjenigen Fall discutirt, dass
sich der durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Complex in
Folge davon, dass sich der Ausdruck:

Do2 -+ Eo? + Fy? + 2KHoy —2Loy—2Moo -
in zwei lineare Factoren auflosen lésst, in Beziehung auf seine unendlich
weit liegenden Linien particularisirt. Wir wollen jetzt die neue Parti-
cularisirung des Complexes betrachten, wo derselbe Ausdruck das Quadrat

einer linearen Function wird, dem entsprechend, dass gleichzeitig:

K2— BEF=0, L2— DF=0, M2—DFE— 0. (112)
Es kommt das darauf hinaus, dass bei gehoériger Bestimmung der Richtung
der Coordinaten-Axen zwei der drei Constanten 2, £, FF zugleich mit &, Z, M
verschwinden. Sind Z und Z die beiden verschwindenden Constanten, so ist

die Gleichung des Cmpplexes die folgende: ;

Ar: 4+ Bs* 4+ C+2Gs + 2Hr 4 21rs
+ D62
— 2Nrs 4 20so

" 2Pro 4+ 20ry+ 2Rsy —28s6 — 276 + 2Up = 0. (113)
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288. Die Gleichungen (2) der 234. Nummer geben zur Bestimmung
desjenigen Durchmessers des Complexes, der einer gegebenen Ebene:

tx +uy +vz+w=>0

zugeordnet ist:

A w Ouv 4+ Rv? 4 Stv — Ttu — Uu?
e et e )
v = Ntv — Puv — 00+ T2 4 Utu
R e Ervwtas ey ) (114)
L (IV O)tu + Pu® 4+ Quv — Rty — St2
R TR

Alle Durchmesser des Complexes sind zu der Axe 0.X parallel.
Die Richtung der Axe 0O.X ist sonach durch den Complex gegeben. Die
sechszehn Constanten des Complexes, der durch die drei Bedingungen (112)
particularisirt ist, finden sich in den vierzehn Constanten seiner Gleichung
(113) und denjenigen zwei Constanten wieder, durch die wir die Richtung
der genannten Axe bestimmt haben. Wir kénnen also, unbeschadet der
Allgemeinheit, fiir das Coordinaten- -System, auf welches der Complex in del
Gleichung (113) bezogen ist, ein rechtwinkliges nehmen.

Zur Bestimmung derjenigen drei Cylinder-Axen, welche den.drei Coor-
dinaten-Axen 0X, OF, 0Z beziglich parallel sind, erhalten wir aus den
Gleichungen (18):

y:OO’ Z :00,
=0 z:_i -
; R (115)
'L__OO Y =1
D

Alle Cylinder- Axen des Complexes sind unendlich weit geriickt.

Durch parallele Verschiebung der Axe 0.X kénnen wir aus der obigen
Gleichung (113) die beiden mit s¢ und ¢ behafteten Glieder fortschaffen.
Wir wihlen dann zum Coordinaten- Anfangspuncte den Mittelpunct der in
der Ebene V'Z liegenden Complex-Curve, der in dem Falle der Gleichung
(113) durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt wird:

vl S
e W A

Die Axe 0.X wird dadurch derjenige Durchmesser des Complexes, Welchel

von den beiden Axen der zu OF und 0Z parallelen Cylinder, die nach 0.

unendlich weit gertickt sind, geschnitten wird. Von den Kanten des durch
Pliicker, Geometrie. 36



die Richtung der drei Coordinaten-Axen im Complexe bestimmten Central-
parallelepipeds ist nur eine im Endlichen geblieben. Dem entsprechend wer-
den die Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes, wie wir sie durch die
Gleichungen (21) bestimmt haben, sémmtlich unendlich gross. Der Quotient
je zweier derselben erscheint unter der Form 8 Der Mittelpunct des
Centralparallelepipeds ist in unbestimmter Richtung unendlich
weit gerickt.

289. Fur eine beliebige Ebene, welche die Axe 0.X enthalt und damit
allen im Endlichen liegenden Durchmessern des Complexes parallel ist, erhal-
ten die Coordinaten 2, y’, z* (114), indem ¢ verschwindet, unendlich grosse
Werthe. Aber ihr Verhiltniss bleibt ein endliches. Es ist die Complex-
Curve in einer beliebigen solchen Ebene eine Parabel und die Durchmesser-
Richtung dieser Parabel wird durch das endliche Verhiiltniss bezeichnet. Wir
finden fiir diese Richtung aus (114):

'ty iz = (Ouv + Rvz— Uu?): —o(Pu+ 0v): u(Pu -+ 0v),
und hieraus, wenn wir

’

z
3 ) Y
setzen und die Accente fortlassen:
#(Pz— Qy) = Ry* — Oyz — Uz, ' (116)
Diese Gleichung stellt eine Kegelfliche der zweiten Ordnung dar, deren Mit-
telpunct in den Coordinaten-Anfangspunct fillt und welche die Axe 0.X als
eine Seite enthilt. Diejenige zweite Seite, nach welcher die Kegelfliiche von
einer beliebigen durch die Axe 0.X gelegten Ebene geschnitten wird, gibt
die Richtung an, in welcher in der angenommenen Ebene der Mittelpunct
der Complex-Curve unendlich weit geriickt ist. Diese Richtung bleibt un-
verindert, wenn die angenommene Ebene parallel mit sich fortrickt. Denn
die Coefficienten 0, P, 0, R, U, welche in die vorstehende Gleibhung ein-
gehen, bleiben, nach den Transformationsformeln der 158. Nummer, bei einer
Verschiebung des Coordinaten-Systems ungeiéindert, sobald, wie in dem beson-
deren Falle, den wir betrachten, die Constanten Z, . A, L, M verschwinden.
Es sind also die Aequatorialfiichen des Complexes, deren Breiten-Ebenen der
Axe 0.X parallel sind, in der Art particularisirt, dass ihre Breiten-Curven,
welche Parabeln sind, dieselbe Durchmesser-Richtung besitzen. Die gemein-
same Richtung der Durchmesser aller Parabeln wird durch die Gleichung
(116) gegeben.



In dem Falle der elliptischen und hyperbolischen Complexe gab es eine
Aequatorialfiiche, welche in gleicher Weise particularisirt war: diejenige,
deren Breiten-Ebenen der Ebene der characteristischen Curve parallel waren.
Die allen Breiten-Curven dieser parabolischen Aequatorialfliche gemeinsame
Axen-Richtung bezeichnete den in der unendlich weit entfernten Ebene liegen-
den Mittelpunct des Complexes. Dem entsprechend erhalten wir fir die
Cbmplexe besonderer Art, die wir betrachten, unendlich viele Richtungen,
nach denen der Mittelpunct des Complexes unendlich weit gertickt ist, und
diese unendlich vielen Richtungen werden durch die Gleichung (116) bezeichnet.

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist
der Mittelpunct unbestimmt geworden. Der geometrische Ort
fir denselben ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene
liegende Curve der zweiten Ordnung.

290. Die Complex-Curven in allen mit 0.X parallelen Ebenen sind in
dem Falle, den wir betrachten, Parabeln. In Uebereinstimmung hiermit sind
nach den Gleichungen (115) alle Complex-Cylinder parabolische Cylinder, deren
Diametral-Ebenen die Axe 0.X parallel ist. Alle Linien, welche in der un-
endlich entfernten Ebene liegen und die Axe 0.Y schneiden, gehoren dem
Complexe an. Wir konnen sagen, dass sich die Curve, welche in der unend-
lich weit gertickten Ebene von Linien des Complexes umhillt wird, in ein
System zweier Puncte aufgelsst hat, die auf der Axe OX in un-
endlicher Entfernung zusammenfallen. Wir wollen einen derartigen
Complex, der friheren Bezeichnung entsprechend, einen parabolischen
Complex nennen.

Derjenige Cylinder, dessen Seiten der allen Durchmessern des Complexes
gemeinsamen Richtung parallel ist, 16st sich in ein System von zwei Ebenen
auf, von denen eine unendlich weitriickt.  Und wie in dem Falle der hyper-
bolischen und elliptischen Complexe derjenige Cylinder, dessen Seiten die
Richtung bezeichneten, nach welcher der Mittelpunct des Complexes unendlich
weit, gertickt war, in das System zweier, zu der Ebene der characteristischen
Curve paralleler Ebenen zerfiel, so wird sich in parabolischen Complexen ein
Jeder Cylinder, dessen Seiten eine beliebige derjenigen Richtungen besitzen,

nach welchen der Mittelpunct des Complexes unendlich weit geriickt ist, in
ein System zweier zu 0. paralleler Ebenen auflésen. Die analytische Be-
stitigung dieser Behauptung finden wir aus der Gleichung (27) der 182. Num-
mer, welche diejenigen Cylinder, deren Seiten der Ebene F Z parallel sind, —
36*
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einer beliebig angenommenen Ebene, die in keinerlei ausgezeichneter Be-
ziehung zu dem Complexe steht —, durch ihren Durchschnitt mit YZ
bestimmt. Diese Gleichung ist die folgende:
Dy'2.22 —2Ry’*— O0y'z" — Uz")x + (By'® + 26Gy’z" 4+ Cz"¥)-= 0.
Der Annahme entsprechend, dass
. By'r—0y'z'— Uz'2 —0,

das heisst, dass die Seiten des Complex-Cylinders die Richtung einer der-
jenigen beiden geraden Linien haben, nach welchen die Kegelfliche (116)
von der Ebene ¥Z geschnitten wird, zerfallt dieselbe in zwei lineare Factoren,
in welchen x nicht mehr vorkommt, und stellt also zwei zu 0.X parallele
Ebenen dar. ‘

291. Wenn wir in der Complex-Gleichung (113) gegen zweite Potenzen
von o, 6, n erste Potenzen dieser Veréinderlichen, so wie », s und Constante
vernachlissigen, so finden wir, um die unendlich weit liegenden Linien des
Complexes darzustellen:

Dio=—10): : (117)
Alle Linien, welche die Coordinaten-Axe O.X schneiden, gehoren dem vor-
stehenden Complexe an. Die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
bei hyperbolischen und elliptischen Complexen fallen also bei parabolischen
Complexen in eine gerade Linie zusammen.

Mit grosserer Anniéherung aber; als dies durch die vorstehende Gleichung
moglich ist, konnen wir die unendlich weit liegenden Linien des Complexes
darstellen, wenn wir neben der zweiten Potenz von ¢ die ersten Potenzen
von o und % beibehalten. Die resultirende Gleichung:

Do2 — 2Ny + 20— N)so+ 2(Pr+ U)o+ 2(0r + Rs)n =0 (118)
stellt einen neuen Complex dar, welchen wir den Asymptoten-Complex
des gegebenen nennen wollen. Wie wir auch den gegebenen Complex und
seinen Asymptoten-Complex gegen einander verschieben mogen, ihre gegen-
séitige Beziehung zu einander bleibt dieselbe. Denn die Coefficien-
ten O, N, 0, P, 0, R, U behalten bei einer Verschiebung des Coordinaten-
Systems parallel mit sich selbst nach den Regeln der 157. Nummer in dem
Falle, den wir betrachten, dieselben Werthe.

Der Asymptoten-Complex, der durch die Gleichung (118) dargestellt
wird, umfasst alle geraden Linien, welche durch den Coordinaten-Anfangs-
punct hindurch gehen. Fir die Gleichung derjenigen Aequatorialfltiche des-
selben, deren Breiten-Ebenen der Coordinaten-Ebene ¥Z parallel sind, erhalten
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wir aus der 165. Nummel, indem wir die Constanten B, C, E, F, ¢, K, L
M, S, T verschwinden lassen, nach Ablésung des Factors x, die folgende:

20Ry? —200yz+2DUz* + 022 — 4RUx — (. (L)
Diese Gleichung ist vom zweiten Grade und stellt ein Paraboloid dar, wel-
ches in dem Coordinaten-Anfangspuncte die Ebene ¥Z bertihrt, und dessen
Durchmesser mit 0.X" parallel sind. Die Reduction der Gleichung 4. Grades
der allgemeinen Aequatorialfiiche auf den. 2. Grad kommt hier, in Ueber-
einstimmung mit den Entwicklungen der 258. Nummer, dadurch zu Stande,
dass sich von der Aequatorialfliche zwei Ebenen absondern, in denen von
den Linien des Complexes zwei Puncte umhillt werden, die in einen zusam-
menfallen. Es sind dies in dem vorliegenden Falle die Coordinaten-Ebene
FZ und die unendlich weit liegende Ebene.

Wir erhalten fir die Meridianfliche, welche OX zur Doppellinie

hat, aus der 169. Nummer die folgende Gleichung in gemischten Coordinaten :

(R tang?p — Otang ¢ — U)tw — (Otang ¢ — P)ow — 0. (120)

Es 16st sich also die Curve in einer beliebigen Meridian-Ebene in das System

zweier Puncte auf, von denen der eine mit dem Coordinaten-Anfangspuncte
zusammenfillt und der andere in der durch die Gleichung:

(B tang? ¢ — O tang ¢ — U)¢ — (0 tang ¢ — P)v = 0 (121)
bezeichneten Richtung unendlich weit gertickt ist. Derjenige Cylinder des
gegebenen Complexes, dessen Seiten diese Richtung besitzen, lost sich in
das System zweier zu der durch den Werth von tang @ bestimmten Ebene
parallelen Ebenen auf.

292. Wir erhalten eine letzte Particularisation des Complexes, wenn
die sechs Constanten der Gruppe

DSBS W

zugleich verschwinden. Dann enthalt die allgemeine Gleichung des Com-
plexes nur noch dreizehn von einander unabhéngige Constanten.

Um diejenigen Linien darzustellen, welche in dem so particularisirten
Complexe der (absolut) unendlich weit entfernten Ebene angehoren, erhalten
wir die Identitat:

4

(0} =0}
In den Complexen besonderer Art, die wir betr achten, gehért jede in der
unendlich weit entfernten Ebene liegende gerade Linie dem Com-
plexe an. Die Complex-Curve in einer beliebigen Ehene ist eine Pa-
rabel. Simmtliche Complex-Cylinder zerfallen in Systeme von zwei Ebenen,
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und reduciren sich, indem die eine derselben unendlich weit riickt, auf den
ersten Grad. Von Centralparallelepipeden des Complexes kann keine Rede
mehr sein. Der Complex hat seinen Mittelpunct verloren.

Als Asymptoten-Complex des gegebenen bezeichnen wir denjenigen,
dessen Gleichung sich aus der des gegebenen Complexes ableitet, indem wir
die Veranderlichen », s und Constante gegen die ersten Potenzen von 0, G;
vernachléssigen. Wir erhalten so:

—2Nre¢ + 20sp
+2Pro 4 20ry + 2Rsy — 28s6 — 276 + 2Up — 0. (122)

Die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen éndert sich,
zu Folge der Form dieser Gleichung, nicht, wenn wir denselben parallel mit
sich selbst um ein endliches Stiick verschieben.

Wir mogen zunichst bemerken, dass der Asymptoten-Complex, in dessen
Gleichung sowohl die Constanten:

A3 B GO, e T
als die Constanten: '
_ ), HS I DM
fehlen, in analoger Weise in Bezug auf den Anfangspunct particularisirt ist
als in Bezug auf die unendlich weit entfernte Ebene. Alle Linien; welche
unendlich weit liegen, sowie alle Linien, welche durch den Coordinaten-
Anfangspunct hindurch gehen, gehoren dem Asymptoten-Complexe an.

Wie in dem Falle des gegebenen Complexes arten alle von Linien des
Asymptoten-Complexes gebildete Cylinderflichen in das System zweier Ebenen
aus, von denen eine unendlich weit geriickt ist. Aber hier tritt die neue
Particularisation hinzu, dass Jedesmal die andere Ebene durch den Coordi-
naten- Anfangspunct hindurchgeht. Wihrend in einer heliehigen Ebene des
Raumes eine Parabel von Linien des Complexes umhiillt wird, zerfallt die
Complex-Curve in jeder Ebene, welche durch den Coordinaten- Anfangspunct
hindurchgeht, in das System zweier Puncte, von denen der eine mit dem
Coordinaten- Anfangspuncte zusammenfillt, wihrend der andere unendlich
weit geriickt ist. Eine jede Aequatorialfliiche des Complexes artet in Folge
dessen in einen Kegel der zweiten Ordnung aus, dessen Mittelpunct in den
Coordinaten-Anfangspunct fallt und der von den zugehorigen Breiten-Ebenen
in Parabeln geschnitten wird. Insbesondere bertihrt diejenige Breiten-Ebene,
welche durch den Coordinaten-Anfangspunct geht, die Kegelfliche nach einer
Seite, welche diejenige Richtung bezeichnet, in der einer der Puncte, in.



L 987

welche sich die Complex-Curve in der fraglichen Ebene aufgelost hat, unend-
lich weit gertickt ist.

293. Wir haben in dem Vorstehenden die Lage der unendlich weit
entfernten geraden Linien und die entsprechenden Durchmesser-Verhiltnisse
bei Complexen des zweiten Grades discutirt und inshesondere durch ein-
fachere Complexe des zweiten Grades, welche wir als die Asymptoten-
Complexe der gegebenen bezeichneten, veranschaulicht. Wir sind dabei, wenn
wir zusammenfassen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der Complexe
zweiten Grades gelangt.

In hyperboloidischen Complexen umhiillen die unendlich weit liegen-
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen Complexen eine
imaginidre Curve der zweiten Classe. Diese Curve lost sich in dem Falle
der hyperbolischen Complexe in ein System von zwei reellen, in dem
Falle der elliptischen Complexe in ein System von zwei imaginéiren
Puncten auf. Fallen diese beiden Puncte zusammen, so ist der Complex ein
parabolischer. Endlich kann der Fall eintreten, dass alle der unendlich
weit liegenden Ebene angehorigen geraden Linien Linien des Complexes sind.

§ 4

Tangential- und Polar-Complexe des ersten Grades,

294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich ohne
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin fiir
die unendlich - weit liegende Ebene angestellt haben, auf eine beliebige
Ebene und, nach den Regeln des Princips der Reciprocitit, auf einen be-
liebigen Punct tibertragen. Wir lassen indess vorab eine Reihe anderer
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Sétze der vorhergehenden Para-
graphen zu erweitern und unter einen allgemeinen Giesichtspunct zu bringen.

Es sei ®2, eine homogene Function des n. Grades von beliebig vielen

Variabeln p, ¢, 7, - - - .. Tn Gemassheit des bekannten Theorems tiber homo-
gene Functionen erhalten wir alsdann:
4R, 0R, 082,
U e =n. 9, . (123)
Wir kéunen hiernach die Gleichung: _
2, =0 (124)

auch in folgender Weise schreiben:
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0, 0L, 0L,
d‘]f /) + g -q + F el ra e = (. (125)
Wenn also p’, ¢, ', ... gegebene Werthe sind, welche die Gleichung

(124) befriedigen, so befriedigen dieselben Werthe die Gleichung (125). Die
partiellen Differentialquotienten, die in dieser Gleichung vorkommen und im
Allgemeinen homogene Functionen (n — 1). Grades der Veréinderlichen sind,
erhalten dann constante Werthe, die wir, zur Unterscheidung, in dem Nach-
stehenden einklammern wollen. Wenn wir von den gegebenen Werthen
7. ¢, 7, ... zu benachbarten iibergehen, so finden wir aus (124):

(dgj;‘) dp + ({ﬁ;) dg + (6£”) dr 4 -+ .. = 0. (126)
Die folgende Gleichung:
' o ie+ (ol H U+ 1 n s =

in welcher die eingeklammerten Differentialquotienten die eben angegebene
Bedeutung haben, ist eine Gleichung des ersten Grades zwischen den Ver-
anderlichen p, ¢, 7, -« - - - . Die gepebenen Werthe p', ¢, v ii i befrie-
digen die vorstehende Gleichung, wie sie die Gleichung des ». Grades (124)
befriedigen. Denn wenn wir die letztgenannte Gleichung unter der Form
(125) schreiben, erhalten wir aus beiden Gleichungen iibereinstimmend:

() ) g o i G

Aber auch, wenn wir von den gegebenen Werthen p/, ¢, 7/, . . . . zu benach-
barten Werthen tibergehen, gibt uns die Gleichung (127) dieselbe Gleichung
(126), die uns oben die Gleichung des 7. Grades (124) gegeben hat. Dem
entsprechend wollen wir IT eine lineare Tangential-Function
der gegebenen homogenen Function des ». Grades £, nennen.

Wenn wir, statt vorauszusetzen, dass die’ constanten Werthe p/'. ¢, 7/, ..
die gegebene Function £, befriedigen, diese Werthe ganz beliebig annehinen,
so wird dadurch die Form der Function IT in keiner Weise gedndert. Wir
wollen in diesem allgemeinen Falle IT eine lineare Polar-Function der
gegebenen Function £, nennen. Durch die obige Voraussetzung geht
eine Polarfunction in eine Tangentialfunction tiber.

Wenn insbesondere » = 2, so sind die Differential- Quotienten von £,
Functionen des ersten Grades der Verianderlichen. Wir kénnen dann in der
Polarfunction IT der veréinderlichen Grossen p, ¢. 7, ..-. mit ihren constan-

ten Werthen p’, ¢/, 7', . ... gegenseitig mit einander vertauschen, ohne dass
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die Function irgend wie sich #ndert. Demgemiiss konnen wir die Gleichung
(127) in der folgenden doppelten Weise schreiben:

R 08, PRLM o s 5t o ;
Glr + G e+ (@)rt om0
, 08 ’ 082 08 5 :
5 R el s SO = 0 (129)

Das Vorstehende iibertriigt sich unmittelbar auf den Fall allgemeiner,
nicht homogener Functionen. Wir kénnen zu diesem Ende durch Einfithrung
einer neuen Verinderlichen die nicht homogene Function homogen machen,
fir die homogen gemachte Function die Polar - Function ableiten, und in
dieser, die eine homogene Function des ersten Grades ist, die eingefiihrte Ver-
anderliche und ihren constanten Werth der Einheit wieder gleich setzen.

Wenn die gegebenen Variabeln p, 7 7y «...nicht von einander unah-
hiingig sind, sondern beliebig viele (m) Bedingungs—Gleichungen:

DE_— D= (130)
zu befriedigen haben, deren Grad wir, der Einfachheit wegen, gleich dem
von £, nehmen wollen, so modificiren sich die vorstehenden Betrachtungen.
Dieselben Werthe der Versinderlichen O e , welche der Gleichung :

’ Q=1
Gentige leisten, befriedigen eine jede der Gleichungen von der folgenden (Ge-
stalt: Qo+ 2D+ 2D +.... =9, (131)
WO 2, 2, . ... unbestimmte Constanten bezeichnen, Einem gegebenen Systeme
von Werthen der Variabeln entsprechend erhalten wir in Bezu g auf eine
jede derartige Gleichung eine lineare Polarfunction.

Diese Polarfunctionen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Gleichungen
dar. Dieselben werden gemeinsam von denjenigen Werthen der Verinder-

liehen ) g lin . i f befriedigt, welche den folgenden (m + 1) Gleichungen
Gentige leisten:
()7 + (o ()
B0+ et (D tco, |
B e (), -

Es bilden also die unendlich vielen (™ linearen Polarfunctionen, welche
Plicker, Geometrie. 3
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einem gegebenen Systeme von Werthen der Variabeln p, ¢, », .... ent-
sprechen, eine (m + 1) gliedrige Gruppe.®)

Aus der mfach unendlichen Anzahl linearer Porlarfunctionen konnen
wir, einer willkiirlichen Annahme von 2, 2°, .. .. entsprechend, eine beliebig
auswithlen. Ist dann inshesondere » — 2, so lassen sich in derselben, wie
in dem Falle unabhangiger Veranderlicher, die Veriinderlichen mit den ent-
sprechenden partiellen Differentialquotienten vertauschen, ohne die Form der
Polarfunction zu dndern. Aber wihrend in dem Falle unabhéingiger Varia-
beln die eine lineare Polarfunction, welche es gab, in einer ausschliesslichen
Beziehung zu dem Systeme der gegebenen Werthe der Versinderlichen und
zu der gegebenen Gleichung stand, ist jetzt jede beliebig angenommene lineare
Polarfunction mit jeder anderen gleichberechtigt. Wir konnen sagen, dass
den gegebenen constanten Werthen p’, ¢, »’, ... . nicht sowohl jede einzelne
Polarfunction als die = fach unendliche Schaar aller Polarfunctionen zuge-
ordnet sei.

295. DBeschrimken wir uns auf drei Verdnderliche, so ist:

Qo= [P ¢ 1)
nm(R) 0+ (5) 1+ ()
Wenn wir den Veriinderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten in der
Ebene geben, so bestimmen p/, ¢/, 7* einen Punct, und die homogene Gleichung :

und wir erhalten:

2, =0 (124)
stellt eine Curve der n. Ordnung dar, withrend:
o 09, BN
n= () r+ (8)0 + () =0 am

die Gleichung der Polaren des gegebenen Punctes in Beziehung auf die
Curve darstellt, insbesondere, wenn der Punct auf der Curve liegt, die Glei-
chung der Tangente der Curve in diesem Puncte.

Das Princip der Reciprocitit in Betracht der Curven zweiter Ordnung
beruht auf der zweifachen Form, welche in dem Falle » = 2 die letzte
Gleichung annimmt.

Wenn wir den drei Verénderlichen die Bedeutung von Linien-Coordinaten
in der Ebene geben, so wird durch die drei constanten Werthe derselben

*) Wir sehen dabei von dem Falle ab, dass sich unter den Bedingungs-Gleichungen & lineare

befinden. Unter dieser Annahme werden die entsprechenden unter den Gleichungen (132), als von
den Bedingungs-Gleichungen selbst nicht verschieden, ohnehin befriedigt.
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eine gerade Linie bestimmt, und die Gleichung (124) stellt eine Curve der
n. Classe dar, withrend die Gleichung (133) den Pol dieser geraden Linie in
Beziehung auf diese Curve darstellt, inshesondere, wenn die gerade Linie
eine Tangente der Curve ist, den Bertihrungspunct auf derselben.

Fir Curven zweiter Classe gilt in Beziehung auf Reciprocitiat die in Be-
ziehung auf Curven zweiter Ordnung gemachte Bemerkung.

296. In dem Falle von vier Veriinderlichen sei:

‘szn 55 f(/)’ 7: 75 S)

e, aszn> (asz,, ? (amn)
o (‘a;T) @ ("37 gl o
Geben wir den vier Veriinderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten im
Raume, so stellt die Gleichung:

und :

R,=0 (124)
eine Fliche der n. Ordnung dar, und:
iE—0 (134)

ist die Gleichung der Polar-Ebene des Punctes (?’ ¢’y 7'y ') in Beziehung
auf diese Fliche, insbesondere, wenn der Punct auf der Fliche liegt, der
Tangential-Ebene der Fliche in diesem Puncte.

Wenn p, ¢, 7, s Plan-Coordinaten bedeuten, so stellt die Gleichung (124)
eine Fliche der ». Classe dar und (p’, ¢/, 7’y s') bezeichnet eine gegebene
Ebene. Dann ist (134) die Gleichung des Pols dieser Ebene in Beziehung
auf die Fliche, inshesondere, wenn die Ebene die Fliache berthrt, die Glei-
chung des Berithrungspunctes.

Die doppelte Form der Gleichung (134) in dem Falle, dass » — 2,
schliesst das Princip der Reciprocitat fir Flichen der zweiten Ordnung und
Flachen der zweiten Classe ein; wie es fiir Curven und Flichen der zweiten
Ordnung in eleganter Weise zuerst von Ger gonne entwickelt worden ist.

Wir konnen die vier Veriinderlichen auch als Punct- oder Linien-Coordi-
naten in der Ebene betrachten, miissen in diesem Falle aber zwischen ihnen
und also auch ihren constanten Werthen eine lineare Bedingungs-Gleichung
statuiren. Dann stellt die Gleichung (124) wiederum eine Curve der x. Ordnung
oder der n. Classe dar, und die Gleichung (134) beziiglich die Polare des
Panctes (p’, ¢/, s’) oder den Pol der geraden Linie (p’, gz 0 Be-
ziechung auf die Curve. Polare und Pol gehen in Tangente und Bertihrungs-
punct tber, wenn beztiglich der gegebene Punct auf der Curve liegt oder

37+
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die gegebene gerade Linie die Curve bertihrt. Wir kénnen zu der gegebenen
Gleichung des n. Grades die lineare Bedingungs-Gleichung, welcher die Ver-
dnderlichen p, ¢, 7, s zu gentigen haben, mit einer beliebigen (homogenen)
Function des (» — 1). Grades multiplicirt, hinzuftigen. Aber dadurch wird
die Gleichung (134) der Polaren, beziiglich des Pols, nicht gefindert, insofern
sowohl die Veranderlichen p, ¢, 7, s als ihre festen Werthe p’, ¢/, »/, s’ die
betreffende lineare Bedingungs-Gleichung befriedigen.
297. Wenn endlich:
Q=N S )
so erhalten wir:

M= ()0 () o+ () v (05) o+ () n (82)

Den Veranderlichen wollen wir die Bedeutung von Linien-Coordinaten geben,
und zwar einmal fiir dieselben die Strahlen-Coordinaten:

’

@—2) (1 —9) ¢ —2), Gz’ —y'a), @'z —a2), @y — «'y),
das andere Mal die Axen-Coordinaten: :
(v’ —u'v), (v — '), (tu’ — 'u), (. — )y (60— ), @—)
nehmen. Dann stellt in beiden Annahmen die homogene Gleichung:

Q,=0 (124)
denselben Complex des ». Grades dar, und die Gleichung:
I=0, (135)

wenn wir die constanten Werthe p’, ¢', »', 5", ¢/, u’, welche die partiellen
Differentialquotienten einschliessen, auf eine gerade Linie, auf einen Strahl
oder eine Axe heziehen, einen linearen Complex, welchen wir den Polar-
Complex der gegebenen geraden Linie (p’, ¢, 7, s’, £, «’) in Beziehung
auf den gegebenen Complex des n. Grades nennen wollen. Wenn insheson-
dere die gegebene gerade Linie dem Complexe selbst angehért, so geht der
Polar-Complex in einen Tangential-Complex iiber, das heisst, in einen
Complex ersten Grades, der die gegebene gerade Linie und alle diejenigen
Linien des gegebenen Complexes enthilt, welche der gegebenen unendlich
nahe liegen. :

298. Die sechs Coordinaten der geraden Linie sind nicht von einander
unabhiingig, sondern befriedigen eine Gleichung des zweiten Grades, welche
in der Identitit:

@—a) (g2’ — ')+ (¥ —y) @'z — 02 + 2 — 2) @y’ — &"5) — O
ihren Ausdruck findet. Dem entsprechend erhalten wir nach den Erorterungen



o heE

der 294. Nummer eine zweigliedrige Gruppe linearer Polar-Com-
plexe, welche zu der gegebenen geraden Linie und dem gegebenen Complexe
saimmtlich in derselben Beziehung stehen. Die zweigliedrige Gruppe linearer
Polar-Complexe, die einer gegebenen geraden Linie zugehoren, bestimmt eine
lineare Congruenz, von der wir inshesondere sagen konnen, dass sie der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex 7. Grades zugeordnet sei.

Wir wollen in dem Folgenden wiederum, wie frither, die sechs Linien-
Coordinaten in der vorstehenden Reihenfolge mit

7y 85 h,— 0,0, i
bezeichnen. Dann schreibt sich die Bedingungs-Gleichung, welche die Linien-
Coordinaten befriedigen miissen, unter der folgenden Form :
o (Ol S0kt A =01, (136)

Der gegebenen geraden Linie ertheilen wir die Coordinaten vk, — e gy

Ohne den gegebenen Complex #. Grades:

Qn—0

zu dndern, kénnen wir seiner Gleichung die Gleichung (136) mit einer be-
liebigen homogenen Function des (» — 2). Grades multiplicirt, hinzuaddiren.
So durften wir der allgemeinen Gleichung (I) der Complexe des zweiten
Grades nach Beliehen ein Glied 2 Py hinzufigen. Unbeschadet der Allge-
meinheit wollen wir die beliebige Function des (n—2).Grades mit, 2 bezeichnen
und bei der Bildung der Polarfunction als constant betrachten. Denn die-
Jenigen Glieder der Polarfunction, welche wir dadurch vernachlissigen, erschei-
nen mit dem Factor (— r'¢” + s'0" 4 h'y’) multiplicirt, und dieser Factor
ist gleich Null, weil die Coordinaten der angenommenen geraden Linie,
P8 slila—a’ of, n, die Gleichung (136) befriedigen miissen.

Wir kénnen sonach fiir die Gleichung des gegebenen Complexes die fol-
gende nehmen:

4+ 2(—7r6+s9 + hy) = 0. (137)
Dann wird die Gleichung des Polar-Complexes:
I+ (76" +s¢" & hn —r'c s‘o +A'y) =0, (138)

wo II die Function bezeichnet:

a0 02, e, o 02, 02, 090,
Bl ()t s = () + () o+ ()
Einem jeden Werthe von 2 entsprechend erhalten wir einen anderen Polar-

Complex.
299. Von den beiden Directricen der durch die zweigliedrige Gruppe
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der Polar-Complexe bestimmten Congruenz fillt eine mit der gegebenen
geraden Linie zusammen. Denn indem wir 2 unendlich gross nehmen, wird
die Gleichung (138):

— 716 5o +hy —r'e4+ s+ =0, (139)
und diese Gleichung stellt nach den Erorterungen der 45. Nummer einen
linearen Complex dar, der alle diejenigen Linien umfasst, welche die gege-
bene gerade Linie schneiden. Wir kénnen diesen Satz, im Anschluss an
die Betrachtungen der 71. Nummer, folgendermassen aussprechen:

Einer gegebenen geraden Linie entspricht in Bezug auf die
zweigliedrige Gruppe der ihr zugeordneten linearen Polar-Com-
plexe dieselbe gerade Linie als conjugirte Polare.

Diese letztere gerade Linie ist die zweite Directrix der durch die Polar-
Complexe bestimmten Congruenz. Wir sagen, dass diese gerade Linie der
gegebenen in Bezug auf den Complex ». Grades zugeordnet sei, und
nennen sie die Polare der gegebenen oeraden Linie mit Bezug auf
den Complex n Grades.*)

Wir kénnen in der Gleichung (138) die unbestimmte Constante 2 so
withlen, dass die Gleichung einen Complex ersten Grades der besonderen Art
darstellt, dessen simmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wir
wollen zu diesem Zwecke die Gleichung (138) in der folgenden Weise schreiben :

[Com) =20 ] r + [(Go) +30 ] s + [(F) + 0] 4
—[(=%) + 2] o+ [(° )+ a5 e + [(‘m) + 20 | =0.(140)

Dann erhalten wir zur Bestimmung von 2, nach der 45. Nummer:

[Ge) =20 |- [ — o) # o |+ [ ) ot S ot
i ) il 5 G (141)

Zufolge der Gleichung (136) wird eine Wurzel der vorstehenden Gleichung
unendlich gross, dem entsprechend, dass die eine Directrix der durch die

#) Wir mogen gleich hier bemerken, dass eine gerade Linie und ihre Polare nicht gegenseitig
zu eimander in derselben Beziehung stehn. Der Polare der gegebenen geraden Linie entspricht eine
neue gerade Linie als die ihr zugeordnete Polare u. s. f. Es gibt nur eine endliche Anzahl solcher
gerader Linien, die selbst die Polaren ihrer Polaren sind.
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zweigliedrige Gruppe (138) hestimmten Congruenz mit der gegebenen geraden
Linie zusammenfillt. Es reducirt sich daher die Gleichung (141) auf den
ersten Grad und gibt, zur Bestimmung der zweiten Directrix, welche wir
als die Polare der gegebenen geraden Linie bezeichnet haben, indem wir
der Kiirze wegen

82, 92, , 92, 09, | 08, 82,
= e T do g oy e
setzen,
@
A= —1, (p) (142)

wo in @ und £, die Werthe der Coordinaten der gegebenen geraden Linie
einzusetzen sind und wir desshalb die Klammern zugefiigt haben.

300. Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere dem gegebenen
Complexe £, angehért, so erhalten wir statt der zweigliedrigen Gruppe der
Polar-Complexe eine zweigliedrige Gruppe von Tangential-Complexen.

Die beiden Directricen der durch dieselben bestimmten Congruenz fallen
in die gegebene gerade Linie zusammen. Denn indem £, fiir die Coordinaten
der gegebenen geraden Linie verschwindet, wird der Werth von A, Wie wir
ihn durch die Gleichung (142) bestimmt haben, umnendlich gross. Die Con-
gruenz hat sich in der Art particularisirt, dass sie alle diejenigen Linien
eines linearen Complexes umfasst, die eine feste gerade Linie schneiden,
welche dem Complex selbst angehdrt (vergl. n. 68.). Diese feste gerade Linie
ist die gegebene (7, s’, &', — ¢’, o/, 7).

Nur in dem besonderen Falle, dass die gegebene gerade Linie ausser
dem gegebenen Complexe £, zugleich dem folgenden Complexe angehort:

e e ey e, de, do,

el ey e 0, (149)
wird der durch (142) gegebene Werth von 2 unbestimmt. Indem sowohl &
und @ verschwindet, erscheint 2 unter der Form 8 . Bei beliebiger An-

nahme von 2 erhalten wir jedesmal einen Tangential-Complex, dessen simmt-
liche Linien eine feste gerade Gerade schneiden. Wenn wir 2 unendlich gross
withlen, fallt diese gerade Linie mit der gegebenen zusammen. Die gege-
bene gerade Linie bleibt, nach wie vor, eine der Directricen der durch die
zweigliedrige Gruppe der Tangential-Ebene bestimmten Congruenz. Es hat
sich diese Congruenz nach den Er¢rterungen der 68. Nummer, in der Weise
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particularisirt, dass sie unendlich viele Directricen besitzt, welche in einer
Ebene liegen und innerhalb derselben durch einen Punct geheri. Alle Linien,
welche in der durch die Directricen bestimmten Ebene liegen, oder durch
ihren Schnittpunct hindurch gehen, gehdren der Congruenz an.

Wir wollen diejenigen geraden Linien, welche sowohl dem gegebenen
Complex n. Grades:

By ==
als dem aus demselben abgeleiteten Complexe 2(n — 1). Grades:
S 02, 08, 02, 09, 02, 092,
RSt Pl s e i (143)

angehoren, als die singuldren Linien des gegebenen Complexes
bezeichnen.

Die singuléren Linien eines Complexes des n. Grades bilden eine Con-
gruenz von der Ordnung und Classe 2n. (n — 1).

Einer jeden singuliren Linie entspricht, nach den vorstehenden Erérterun-
gen, eine Ebene und ein Punct in ausgezeichneter Weise. Wir wollen jene
eine singulidre Ebene, diesen einen singulidren Punct des Complexes
nennen und dieselben als der angenommenen singuléiren Linie zugehorig oder
entsprechend bezeichnen.

Noch ein letzter Fall bleibt zu berticksichtigen. Wenn:

’ ’

woe8 TR v eeel i

- (%) G G Rt

so stellt der Polar-Complex der gegebenen geraden Linie, unabhiingig von
dem besonderen Werthe, den wir 2 ertheilen mogen, die (tesammtheit aller
derjenigen geraden Linien dar, welche die gegebene schneiden. Die Polar-
Complexe sind unter sich identisch geworden und bestimmen nicht mehr
eine lineare Congruenz. Als Polare der gegebenen geraden Linie kann jede
beliebige gerade Linie angesehen werden.

Wir wollen die gegebene gerade Linie eine Doppellinie des Complexes
nennen,

Wihrend zwei Bedingungen zu erfillen sind, damit eine gegebene gerade
Linie eine singulére Linie des Complexes sei, und es also in einem gege-
benen Complexe eine Congruenz singulirer Linien gibt, sind fiinf Bedin-
gungen zu befriedigen, damit eine gegebene gerade Linie eine Doppellinie
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des Complexes sei. Weil eine gerade Linie von vier Constanten abhingt,
enthalt also ein gegebener Complex im Allgemeinen keine Doppellinien,  Es
ist dazu eine Particularisation desselben erforderlich.

301. Wir beschrianken uns in dem Folgenden auf Complexe des zwei-
ten Grades. '

Die allgemeine Gleichung des Complexes in Strahlen-Coordinaten sei:

1‘172+BS2+C+D62+E92—}—F7]2 '
4+ 26Gsh -+ 2Hrh 4 21rs 2Kon—2Lony —2Mgo
—2Nr6. 4 20s9 4 2Vhy
+ 2Pro o+ 207y - 2Rsqy — 2856 — 2The 4 2 Ui = (0] V)
Wir erhalten dann fiir die Gleichung des Polar-Complexes einer gegebenen
geraden Linie (7', s, 2, — 6, o', 4) in Strahlen-Coordinaten die Gleichung :
(Ar' + HE + Is" — No’ + P’ + 0q') r
& B O LT 0" By — S¢') s
+ (CF + 65" + Hr' 4 Vo' — To’ + Ug') h
—(— Do’ + Ly'+ Mg’ + Nr' + Ss"+ Th) o
+Be + Ky’ —Mo" +0s" + Pri + Uk'y o
+ Fy + K" — L'+ VI + Or' 4 Rs') 5 = 0. (144)
Wir kénnen in der vorstehenden Gleichung 4 und " willktirlich der Einheit
gleich setzen.

Wenn wir von der Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten (I1T)
-ausgehen, und die gegebene gerade Linie durch ihre Axen - Coordinaten
(s ¢, I, — ', 2/, ®) bestimmen, so erhalten wir fir die Gleichung des-
selben Complexes:

Dp" + LU+ Mg — Nu' + Sx’ + To') p
+(Eg AU+ Mp' 4 On’ — Py’ 1 Ua') ¢

+ F+Kg' + Lp' + Vo' — 0x’ + Ra') I
s s e Tl e L Np - Pe 400 %

+ Bx' + Go"—Ix' 4+ 0¢" + RI Sp’)
+ Co’ + 6a' —Hy' + VI +Tp' + Ug) @ = 0. (145)

Dabei ist:
7is"th':—a':9 iy
= == Sk B R _

302. Wenn wir inshesondere in der allgemeinen Gleichung der Polar-

Complexe (144) beztiglich

Pliicker, Geometrie. 38



.

’ ’ ’ ’ ’
S}/l’QJG)nJ
’

s k', 9, o3 "7’7
gy 58 e et
gleich Null setzen, so stellen die drei resultirenden (leichungen:
Ar + Hh +Is — No 4+ Po + 0y = 0,
Bs+6Gh+1Ir+4 09+ Ry — S6 = 0, (146)
Ch+ Gs+ Hr + Vy— T 4 Uo=10
die Polar-Complexe der /drei Coordinaten-Axen 0X, OF, 0Z dar. Diese
Gleichungen konnen wir unter der folgenden Form schreiben:
i 8: _ o, DL, (146)
was sich unmittelbar ergibt, wenn wir zu der Gleichung (144) zuriickgehen.
Wenn wir eine derjenigen drei geraden Linien, welche in den Ebenen ¥ Z,
XZ, XV unendlich weit liegen, fiir die gegebene nehmen, verschwinden beztiglich :

’

e e S :
Vises s Twb Bv
P8 O . .
Fur die Polar-Complexe dieser drei geraden Linien erhalten wir somit:
— Do+ Ly+ Mg+ Nr+ Ss+Th=0,
Eo+ Kky— Mo+ Os+ Pr4-Uh =0, (147)
Fyn+ Ko— Lo + Vh+ 0r + Rs =0, [
oder, unter anderer Form geschrieben:
0L 092,
662=0’ ‘59~=0’
303. Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des Complexes zweiten
Grades (V), die wir auf folgende Weise schreiben wollen:
Py = 1),
7. ¢ und folglich auch 5 gleich Null, so finden wir zur Bestimmung der
Complex-Curve in ¥V Z:
Bst+ Ch*+ De6? 4 2Gsh —28s6 — 2The = ,° — 0.  (149)
Fir die Gleichung des Pols  dieser Complex-Curve in Beziehung auf 0Z fin-
den wir, in bekannter Weise:
B WS ey e AR (150)
dh
Andererseits ist die Gleichung des Polar-Complexes der Axe 0Z:

} 5 = Ch+ G5+ Hr—To + Up + Vi — 0.

08,

/
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Fuar alle Linien dieses Polar-Complexes, welche in ¥ Z liegen, ist wiederum
7, o und 5 gleich Null, wonach die folgende Gleichung:

Ch+ Gs —T6 =0 (150)
denjenigen Punct darstellt, in welchem diese Linien sich schneiden.

Der Pol der Axe 0Z, in Beziehung auf die Complex-Curve in ¥ 7, fally
also mit dentjenigen Puncte zusammen, in welchem alle Linien des Polar-
Complexes, welche in ¥ Z liegen, sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct
beschreibt eine gerade Linie, wenn die Ebene ¥'Z um 0Z sich dreht. Diese
Linie ist also zugleich der geometrische Ort der Pole von 0Z in Beziehung
auf diejenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch 0Z gehen. Wir erhal-
ten so den folgenden Satz:

Einer beliebigen geraden Linie entspricht im Complex eine
Meridianfliche. Die Polare dieser Meridianflache fallt mit der-
Jenigen geraden Linie zusammen, welche wir als die Polare der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex bezeichnet
haben. *)

Insbesondere also ist ein Durchmesser des Complexes die Polare der
in den ihm zugeordneten parallelen Ebenen unendlich weit liegenden ge-
raden Linie.

Wenn wir den Beweis des vorstehenden Satzes auf seinen einfachsten
Ausdruck zurtickfithren, so beruht er darauf, dass es einerlei ist, ob wir in
der Function £, zuerst », ¢ und 4 gleich Null setzen und dann in Beziehung
auf / differentiiren, oder ob wir zuerst in Beziehung auf / differentiiren und
nach der Differentiation », ¢ und » gleich Null setzen. Das aber ist selbst-
verstandlich.

304. Das Vorstehende gibt eine geometrische Definition fiir die Con-
gruenz der einer gegebenen geraden Linie zugeordneten Polar-Complexe.

In :einer beliebigen durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene
liegt eine Complex-Curve zweiter Classe. Dieselbe wird, im Allgemeinen,
von der gegebenen geraden Linie in zwei Puncten geschinitten. Die Tan-
genten der Complex-Curve in diesen Puncten gehoren der fraglichen Con-

gruenz an.

Ein beliebiger Punct der gegebenen geraden Linie ist der Mittelpunct
eines Complex-Kegels zweiter Ordnung. An denselben lassen sich durch die

*) Dieser Satz tibertrigt sich unmittelbar von Complexen des zweiten Grades auf Complexe
eines beliebigen Grades.

38+
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gegebene gerade Linie, im Allgemeinen, zwei Tangential-Ebenen legen. Die
beiden Seiten, nach welchen derselbe von diesen beiden Ebenen beriihrt
wird, sind ebenfalls Linien der Congruenz.

Der durch die Polar-Complexe einer gegebenen geraden
Linie bestimmten Congruenz geh6ren unter den Linien des ge-
gebenen Complexes zweiten Grades diejenigen an, welche eine
nichste Linie desselben Complexes, die mit ihnen beziiglich in
derselben, durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegt,
in einem Puncte der gegebenen geraden Linie schneiden.

Wenn die gegebene gerade Linie selbst eine Linie des Complexes ist,
wird sie von allen Complex-Curven berithrt, die in den durch sie hindurch-
gelegten Ebenen liegen, und ist eine gemeinschaftliche Seite aller Complex-
kegel, deren Mittelpuncte auf ihr angenommen sind. Dann fallt die Polare
mit der gegebenen geraden Linie zusammen. Alle Linien, welche in einer
durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegen und durch den Be-
rithrungspunct der beziiglichen Complex-Curve mit der gegebenen geraden
Linie gehen, oder, was dasselbe ist, alle Linien, welche durch einen Punct
der gegebenen geraden Linie gehen und in derjenigen Ebene enthalten sind,
von welcher der beztigliche Complex-Kegel nach der gegebenen geraden Linie
bertihrt wird, gehéren der durch die Tangential-Complexe der ge-
gebenen geraden Linie bestimmten Congruenz an.

Die fragliche Congruenz hat mit dem gegebenen Complexe zweiten Gira-
des alle diejenigen geraden Linien gemein, welche in diesem n#chste
Linien der gegebenen sind und dieselbe schneiden.

305. Wenn die gegebene gerade Linie eine singuldre Linie des
Complexes ist, so umfasst die durch die Tangential- Complexe bestimmte
Congruenz alle solche Linien, welche in einer bestimmten, durch die gegebene
gerade Linie gelegten Ebene liegen, sowie alle solche Linien, welckie durch
einen bestimmten Punct derselben gehen. Wir haben die Ebene und den
Punct beziiglich die zugeordnete singuléire Ebene und den zugeordneten
singuléren Punct genannt.

Eine singulire Linie des Complexes wird sonach von allen Complex-
Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen, in einem festen

Puncte bertthrt; und alle Complex-Kegel, deren Mittelpuncte auf einer sin-
gularen Linie des Complexes angenommen werden, beriihren eine durch die-
selbe hindurchgehende feste Ebene.
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Dieses Resultat finden wir analytisch bestittigt. Wenn wir verlangen,
dass die Coordinaten-Axe OX eine singulére Linie des gegebenen Complexes
sein soll, so erhalten wir, indem wir in den beiden Gleichungen :

L2, =0, D =0

die Veréinderlichen: ¢

S b, 0, 0, 1
gleich Null setzen, die folgenden hbeiden Relationen zwischen den Constanten
der gegebenen Complex-Gleichung:

=1, Pl + HO = 0. (151)

Wir haben, unter der Voraussetzung, dass OX eine Linie des gegebenen
Complexes sei, dass also die Constante 4 den Werth Null habe, den Be-
rithrungspunct derselben mit der Complex-Curve in einer beliebigen durch
sie hindurchgelegten Ebene, durch die folgende Gleichung bestimmt (L)

v = Grms 2t 4. )
Es bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der beliebig angenommenen Ebene
und der Coordinaten-Ebene X7, 2, den Abstand des Bertihrungspunctes von
dem Anfangspuncte der Coordinaten. Dieser Abstand wird constant, sobald
die zweite der Bedingungs-Gleichungen (151) erfiillt ist.

Wir hahen ferner, unter derselben Voraussetzung, in der 192. Nummer
zar Bestimmung der durch 0. gelegten Tangential-Ebene eines beliehigen
Complex-Kegels, der seinen Mittelpunct auf der Axe 0.X hat, gefunden:

tang g, — 2+, (153)
und auch dieser Ausdruck erhilt einen constanten Werth, wenn die zweite
der Gleichungen (151) erfullt ist.

306. Die Gleichung (64) der 191. Nummer, durch welche wir diejenigen
unter den durch 0X gelegten Ebenen bestimmt haben, fir welche sich die
Complex-Curve in das System zweier Puncte auflost, beéitzt, wenn die zweite
der Gleichungen (151):

PI 4+ HO =0
erftllt ist, die doppelte Wurzel:
H P

Diesem Werthe von tang ¢ entsprechend 16st sich die Complex-Curve
in ein System von zwei Puncten auf, welche beide auf der Axe 0.X liegen.
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Denn der Werth von z, (152), welcher den Berithrungspunct der Complex-
Curve mit 0.X bestimmt, erscheint fiir den Werth (154) von tang ¢ unter

i
G

Ebenso hat, unter derselben Voraussetzung, die Gleichung (67) der
192. Nummer, durch die wir diejenigen Puncte der Axe 0.X bestimmt haben,
fiir welche sich der Complex-Kegel in das System zweier Ebenen auflost, die
doppelte Wurzel:

der Form

e (155)

|~

Diesem Werthe von x entsprechend 16st sich der Complex-Kegel in das
System zweier Ebenen auf, die sich nach 0X schneiden. Denn der zuge-

horige Werth von tang ¢, (153) erscheint unter der Form T? :

Dies gibt die folgende geometrische, Definition der singuliren Linien,
Puncte und Ebenen eines Complexes des zweiten Grades.

Die Verbindungslinie solcher zwei Puncte, in welche sich eine Com-
plex-Curve fiir besondere Lagen ihrer Ebenen auflost, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Durchschnittslinien solcher zwei Ebenen, in welche
ein Complex-Kegel bei einer besonderen Annahme seines Mittelpuncts zerfallt,
ist eine singulire Linie des Complexes. Diejenigen Ebenen und Puncte,
fir welche sich die Complex-Curve, beziiglich der Complex-Kegel, in der frag-
lichen Weise particularisiwt, sind singuliare Ebenen und singuldre
Puncte des Complexes.

Insbesondere also sind die acht Linien einer Complexfliche, welche wir
beztiglich als singulére Strahlen und als singulire Axen derselben bezeichnet
haben (n. 187, 189), und die vier singuliren Ebenen und vier singuliren
Puncte einer Complexfliche (n. 215) singulire Linien, Ebenen, Puncte des
Complexes. :

Wir haben in dem vorigen Paragraphen (n. 275 — n. 283) die unend-
lich weit liegende Ebene fiir eine singulire Ebene des Complexes genommen
und die ihr entsprechende singulire Linie zu ¥ Z parallel gewihlt. In Ueber-
einstimmung mit dem Vorstehenden fanden wir, dass die Complex-Curven in
allen zu ¥'Z parallelen Ebenen Parabeln sind, deren Durchmesser-Richtung
dieselbe ist (n. 281). Die gemeinsame Richtung der Durchmesser aller Pa-
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rabeln bezeichnet den der in ¥Z unendlich weit liegenden singuliren Linie
zugehorigen singuléiren Punct.
307. Wenn gleichzeitig
AL P
verschwinden, so particularisirt sich die Beziehung der singuliren Linie,
welche mit 0.X zusammenfillt, zu dem Complexe. Die Werthe von 2, (152)
und tang ¢, (153) erscheinen dann, unabhéingig von der Annahme der Ver-

finderlichen tang ¢ und 2, unter der Form T(i

die Complex-Curve in einer beliehigen durch 0.X gelegten Ebene in das
System zweier Puncte auf, welche auf 0.X liegen, und der Complex-Kegel,
dessen Mittelpunct ein beliebiger Punct von 0.¥ ist, zerfillt in das System
zweier Ebenen, die sich nach 0.X schueiden.

Fir die Gleichung des Polar-Complexes der Axe 0.Y erhalten wir unter
dieser Constanten-Bestimmung die folgende:

=0,
welche alle Linien darstellt, die die Axe 0.X schneiden. Die Axe 0X ist
eine Doppellinie des gegebenen Complexes geworden (vergl. n. 300). Eine
Doppellinie ist sonach eine singulire Linie, deren Beziehung zu dem Complexe
sich in der Weise particularisirt hat, dass ein Jeder auf ihr angenommener
Punct ein singularer Punct und jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine
singulire Ebene des Complexes ist.

In der 284.—286. Nummer haben wir die in ¥ Z unendlich weit liegende
gerade Linie zu einer Doppellinie des Complexes gewiihlt, und, dem ent-
sprechend, gefunden, dass alle Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene ¥ Z
parallel sind, in Systeme von zwei zu ¥ Z parallelen Ebenen zerfallen.

Im Allgemeinen enthilt ein gegebener Complex des zweiten Grades keine
Doppellinie. Es verlangt das eine einfache Particularisation desselben.

308. Wir wollen die (leichung des gegebenen Complexes des zweiten
Grades wiederum unter der folgenden Form schreiben:

0 (156)
Ohne den Complex selbst zu dndern, kénnen wir zu dieser Gleichung die
Identitat

Dem entsprechend 16st sich

— 76 + so + Ay = 0, (157)
mit einem beliebigen Factor multiplicirt, hinzuaddiven. Dann erhalten wir:
R4 24(—764 50 4+ hy) = 0. ; (158)
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Dem entsprechend wird die Gleichung des Polar-Complexes, der einer gege-
benen geraden Linie (»', s, 4', — ', o, ") zugeordnet ist, die folgende:

(@] + [ Go) + 20 |+ [G) s = (555 Forl

+[(%’:)+m’}o 4- [\%)Jrﬂe'] p = (159)
die sich auch unter der anderen Form schreiben lisst:
(%—la)i"-l— <%§+?v9>5'+ (‘gh@‘f‘k’?) b’

— (=54 )0 + (55 4 25 ) e + (32 + 24 Jw'=0. (160)
Wenn wir dann 2 einen festen Werth ertheilen, kniipft sich an diese dop-
pelte Form derselben Gleichung in dem némlichen Sinne eine Theorie
der Reciprocitit, wie sie Gergonne zuerst bei ebenen Curven und
Flachen der zweiten Ordnung entwickelt hat.*) Wir konnen dieselbe in den
folgenden Worten zusammenfassen:

Einer jeden geraden Linie, welche dem Polar-Complexe
einer gegebenen geraden Linie angehdrt, entspricht ein Polat-
Complex, welchem, umgekehrt, die gegebene gerade Linie
angehort.

Die Gesammtheit aller geraden Linien des Raumes mit ihren Polar-
Complexen bilden ein Polarsystem. Fir die Gleichung desselben kénnen
wir die vorstehenden beiden (159) und (160), die unter sich identisch sind,
ansehen, indem wir neben 7, s, 4, — o, ¢, 4 auch 7', s’, &', — ¢’, o', 7/,
aber unabhingig davon, als verdnderlich betrachten. Einer anderen Annahme
der unbestimmten Constante 2 entsprechend erhalten wir aus dem gegebenen
Complexe des zweiten Grades ein anderes Polarsystem, welches zu dem Com-
plexe in derselben Beziehung steht, wie das urspringlich ausgewihlte.
Withrend ein Complex des zweiten Grades von neunzehn Constanten ab-
hiéngt, ist ein jedes der Polar-Systeme, welche demselben zugehoren, durch
zwanzig Constante bestimmt.

309. Um auszudriicken, dass die gegebene gerade Linie selbst dem ihr
zugeordneten Polar-Complexe angehore, erhalten wir, unabhiingig von dem
besonderen Werthe, den wir der Constante 2 beilegen wollen, unter Bertick-
sichtigung der Gleichung (157), die folgende Bedingung:

#) Geomeétrie des Raumes. n. 258.
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[ @i e S (161)

Diejenigen Linien, welche den ihnen zugeordneten Polar-
Complexen selbst angehdren, sind in allen Polar-Systemen die-
selben und fallen mit den Linien des gegebenen Complexes des
zweiten Grades zusammen. :

Wenn in einem Polarsysteme, als dessen Gleichung wir die Gleichung
(159) betrachten wollen, der Polar-Complex einer gegebenen geraden Linie
ein Complex von der besonderen Art sein soll, dessen Linien simmtlich eine
feste gerade Linie schneiden, so erhalten wir, nach ‘den Erorterungen der
45, Nummer, indem wir, wie in der 299. Nummer,

@=—(7) G+ G @+ %6

setzen, unter Bertcksichtigung der Gleichung (157), die folgende:

: (kb e, 1 ] (162)
Diese Gleichung wird unabhiingig von dem besonderen Werthe, . den wir 2
gegeben haben, erfiillt, sobald die beiden Gleichungen:

e ) =9, () =0 ;
befriedigt werden. Es sind dies dieselben Gleichungen, durch welche wir,
in der 300. Nummer, die singuliren Linien des gegébenen Complexes he-
stimmt haben. Wir erhalten also, in Uebereinstimmung mit. dem Friiheren,
den Satz, dass die Polar-Complexe der singulﬁren Linien des gegebenen Com-
plexes in allen zugehdrigen Polar-Systemen Complexe von der beson-
deren Art sind, deren sammtliche Linien eine feste gerade Linie
schneiden.

310. Wir wollen 2 in dem Folgenden, unbeschadet der Allgemeinheit,
gleich Null setzen und das durch diesen-Werth von 2 bestimmte Polarsystem

einer néheren Betrachtung unterwerfen. Es schreibt sich dann die Gleichung
des Polarsystems unter der doppelten Form:

0B+ (8 (595~ () o+ (2) o+ (21—, a0
und:

0L , . , OIR% = 5; 02 e, Qe 5 ) (e

W"'—FW'S +. 55k —l‘W'G “i—ga'() —i—;s?'?]:.()- (164)
Sei eine gerade Linie gegeben. Derselben entspricht in dem Polar-System

ein Polar-Complex. Jeder Linie des lezteren gehort ein Polar-Complex an, der

Plitcker, Geomelrie. 39
-
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die gegebene gerade Linie enthialt. Aber im Allgemeinen haben die Polar-
Complexe, welche den Linien eines beliebig angenommenen linearen Com-
plexes entsprechen, keine gerade Linie mit einander gemein. Dazu bedarf es
einer besonderen Lage desselben gegen das gegebene Polar-System.

Die Polar-Complexe, welche zwei gegebenen geraden Linien entspre-
chen, bestimmen eine lineare Congruenz. Die gegebenen beiden geraden
Linien gehoren einem jeden derjenigen Polar-Complexe an, die den Linien
der Congruenz entsprechen. Und umgekehrt haben auch die Polar-Complexe
aller Linien einer beliebig angenommenen linearen Congruenz zwei feste ge-
rade Linien gemein. Denn vier Linien der Congruenz bestimmen durch
ihre Polar-Complexe zwei gerade Linien. Die Polar-Complexe dieser zwei
geraden Linien haben vier Linien der gegebenen Congruenz und somit alle
derselben gemein.

Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so bestimmen die; Polar-Com-
plexe ein Hyperboloid durch die Linien einer Erzeugung desselben. Eine
beliebige der Linien derselben Erzeugung, die wir als die erste bezeichnen
wollen, besitzt einen Polar-Complex, dem die gegebenen drei geraden Linien
angehoren. Die gegebenen drei geraden Linien bestimmen, als Linien “erster
Erzeugung, ein zweites Hyperboloid. Die beiden Hyperboloide entsprechen
sich gegenseitig. Die Linien der ersten Erzeugung des zweiten Hyperholoids
gehoren den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des ersten Hyper-
boloids an, und ebenso die Linien erster Erzeugung des ersten Hyperboloids
den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des zweiten Hyperboloids.
Die zweite Erzeugung jedes der beiden Hyperboloide kommt dabei nieht
weiter in Betracht. Jeder Erzeugung entsprechend ist einem gegebenen
Hyperboloide ein zweites zugeordnet.

Indem wir die drei gegebenen geraden Linien insbesondere so annehmen,
dass sie sich in einem Puncte schneiden oder dass sie in einer Ebene liegen,
bestimmen sie alle Linien, welche durch einen festen Punct hindurchgehen,
oder welche in einer festen Ebene enthalten sind. Es entspricht also in dem
Polar-Systeme jedem Puncte und jeder Ebene die eine Erzeugung eines
Hyperboloids. Der Polar-Complex, welcher einer, beliebigen Linie dieser Er-
zeugung angehort, ist von der besonderen Art, dass alle seine-Linien eine
feste gerade Linie schneiden. Diese feste gerade Linie geht beziiglich durch
den gegebenen Punct oder liegt in der gegebenen Ebene. Die Linien der
einen Erzeugung der Hyperboloids gehdren dem durch die Gleichung (162)

-
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bestimmten Complexe an. Das Hyperboloid ist nicht selbst particularisirt,
sondern nur seine Lage zu dem Polar-System.

Nehmen wir inshesondere fiir die drei sich schneidenden geraden Linien
die drei Coordinaten-Axen 0X, 0F, 0Z oder die drei in den Coordinaten-
Ebenen ¥Z, XZ, XV unendlich weit liegenden geraden Linien, so erhalten
wir zur Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches beztiglich dem Coordi-
naten-Anfangspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist,
die folgenden drei Gleichungen:

08 08 08

s e O o =% (165)
oder:
02 08 09

Unter beiden Annahmen wird die Gleichung (162):

39 00, 00 de | 99 ia
OIS0l 0s 09 0k Oy
erfillt, welche diejenigen geraden Linien darstellt, denen in dem gegebenen
Polar-System (2 = 0) solche Polar-Complexe entsprechen, deren simmtliche
Linien eine feste gerade Linie schneiden.

=0

3 § 5.
Fliche vierter Ordnung und Classe, von den singuléren Puncten des Complexes
gebildet, von den singuliren Ebenen desselben umhiillt,

311. Wir haben einen Punct, dessen Complex-Kegel sich in das System
zweier Ebenen auflost, einen singularen Punct, und eine Ebene, deren
Complex-Curve in das System zweier Puncte ausartet, eine singulire
Ebene des Complexes genannt.

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, in welche sich der Complex-
Kegel, dessen Mittelpunct ein singulirer Punct ist, aufgelost hat, so wie die
Verbindungslinie der. beiden Puncte, in welche die Complex-Curve, deren
Ebene eine singulire Ebene ist, zerfallt, sind singulédre Linien des Com-
plexes. In diesem Sinne entspricht einer Jjeden singuliren Linie ein singulérer
Punct und eine singuliare Ebene. Alle Complex-Curven, welche in Ebenen
liegen, die durch eine singulire Linie hindurchgelegt sind, bertihren dieselbe
in dem entsprechenden singuliren Puncte, und alle Complex-Kegel, deren

30+
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Mittelpuncte auf einer singuléren Linie 'angenommen sind, berithren nach
derselben die entsprechende singulire Ebene. Wir wollen den einer singu-
liren Linie entsprechenden singuldren Punct und die derselben entsprechénde
singulire Ebene als einander zugeordnet bezeichnen.

Die singuliren Linien eines gegebenen Complexes bilden eine Congruenz
vom vierten Grade. Dieselbe ist durch die zweigliedrige Gruppe zweier
Complexe des zweiten Grades bestimmt, von denen der eine der. gegebene
ist und der andere erhalten wird, wenn man in die Bedingungs-Gleichung
des zweiten Grades, welcher die Linien-Coordinaten gentigen miissen, an
Stelle der Coordinaten die nach denselben genommenen partiellen Differential-
quotienten der Gleichung des gegebenen Complexes einsetzt. Im Allgemeinen
sind vier unter den Tangenten einer gegebenen Complex-Curve und vier
unter den Seiten eines gegebenen Complex-Kegels singuléire Linien. Wenn
inshesondere die Complex-Curve sich in das System zweier Puncte oder der
Complex-Kegel . sich in das System zweier Ebenen auflost, fallen zwei von
den vier singuliren Linien beziiglich in die Verbindungslinie der beiden Puncte
oder in die Durchschnittslinie der beiden Ebenen zusammen.

512. Wenn sich die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene so par-
ticularisirt, dass sie sich in zwei Puncte auflost, welche in einen zusammen-
fallen; wollen wir die Ebene eine Doppelebene des Complexes nennen. Als
einen Doppelpunct bezeichnen wir einen solchen, der Mittelpunct eines
Complex-Kegels ist, welcher in das System zweier, in einen zusammenfallen-
der Ebenen ausgeartet ist. Derjenige Punct, welcher von den Linien des
Complexes in einer Doppel-Ebene umhiillt wird, ist darum noch kein Dop-
pelpunct, so wenig wie die Ebene, die von den durch einen Doppelpunct
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird, eine Doppelebene.

Eine jede Linie des gegebenen Complexes, welche in einer Doppelebene
liegt: oder durch einen Doppelpunct hindurchgeht, ist eine singulirve Linie
desselben. Die Doppelebenen und Doppelpuncte sind solche Ebenen und Puncte,
welche unendlich viele Linien aus der Congruenz der singuléiren Linien enthalten.

Einer jeden singuldren Linie, welche in einer Doppelebene liegt, entspricht
diese als singulire Ebene. Der jeder einzelnen singuliren Linie entsprechende
singulare Punct fillt darum noch nicht mit dem singuléren Puncte zusammen,
in welchem sie sich alle schneiden. Vielmehr entspricht einer jeden singuliren
Linie ein zweiter, im Allgemeinen von dem ersten verschiedener singulirer
Punct. Wenn sich die singulire Linie in der Doppelebene um den festen
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Punct dreht, welcher in derselben von den Linien des Complexes umhiillt
wird, beschreibt der entsprechende singulire Punct eine Curve der zwei-
ten Ordnung, welche durch den festen Punct hindurchgeht. Withrend
einer singuliren Ebene im Allgemeinen ein singulirer Punct zugeordnet ist,
entsprechen einer Doppelebene unendlich viele zugeordnete singuléire Puncte,
welche auf einer Curve der zweiten Ordnung liegen.

Einer jeden derjenigen singuléren Linien, welche durch einen Doppelpunct
hindurchgehen, entspricht dieser als singuliver Punct. Aber jeder derselben
entspricht, im ‘Allgemeinen, eine singulire Ebene, welche nicht mit der-
Jenigen festen Ebene zusammenfillt, die von den durch den Doppelpunct
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird. Alle diese Ebenen
umhillen eine Kegelfliche der zweiten Classe, die inshesondere die
feste Ebene beriihrt. Wiihrend einem singuliren Puncte im Allgemeinen
eine singulire Ebene zugeordnet ist, entsprechen einem Doppelpuncte unend-
lich viele zugeordnete singulire Ebenen, welche eine Kegelfliiche der zweiten
(Classe umbhiillen.

Die analytische Bestitigung der vorstehenden geometrischen Folgerungen
entnehmen wir der 289. und 290. Nummer, in denen die unendlich weit
entfernte Ebene fiir eine Doppelebene des Complexes genommen ist.

. 313. Eine singulire Linie kann sich in der Art particularisiren, dass
eine jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine singuléire Ebene und dass
ein jeder auf ihr angenommener Punct ein singulérer Punct ist. Solch’ eine
gerade Linie haben wir eine Doppellinie des Complexes genannt (n. 307).
Aber es verlangt eine Particularisation des gegebenen Complexes, wenn der-
selbe eine Doppellinie enthalten soll. Wir schliessen die Moglichkeit, dass
der gegebene Complex sich in der dazu ndthigen Weise particularisire, von
der ferneren Betrachtung aus.

In einem gegebenen Complexe kann es ausgezeichnete Puncte oder
Ebenen von der Art geben, dass alle durch dieselben hindurchgehenden, be-
ziiglich alle in denselben liegenden geraden Linien Linien des Complexes sind.
Dann ist jede durch den Punct hindurchgelegte Ebene eine singuliire Ebene,
jeder in der Ebene angenommene Punct ein singulirer Punct. Solch’ eine
Ebene haben wir in der 292. Nummer mit der unendlich weit entfernten
Ebene zusammenfallen lassen. Nach den Erorterungen dieser Nummer ver-
langt es eine sechsfache Particularisation, wenn fiir einen gegebenen Complex
die unendlich- weit liegende Ebene von dieser -besonderen Art sein soll.
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Im Allgemeinen also gibt es derartige Ebenen und Puncte nicht. Wir sehen
in dem Folgenden von der Moglichkeit ab, dass der gegebene Complex sich
dementsprechend particularisirt habe.

314. Damit sich ein gegebener Kegel zweiter Ordnung in das System
zweier Ebenen, oder eine gegebene Curve der zweiten Classe in das System
zweler Puncte auflose, ist eine Bedingungs-Gleichung zu erfillen. Es wird
also von den singuliren Puncten eines Complexes eine Flache gebildet,
und von den singuliren Ebenen desselben eine Fléche umbhiillt. Dagegen
sind drei Bedingungen zu erfiillen, wenn die beiden Ebenen, in welche sich
ein Complex-Kegel, beziiglich die beiden Puncte, in welche sich eine Complex-
Curve auflost, zusammenfallen sollen. FEs gibt also eine endliche Anzahl
von Doppelpuncten und Doppelebenen. :

In dem sechsten und siebenten Paragraphen des vorigen Abschnitts
haben wir nachgewiesen, dass auf der Coordinaten-Axe 0., welche wir zur
Doppellinie einer Complexfliche genommen hatten und die ganz beliebig an-
genommen worden war, vier singulire Puncte liegen und dass durch dieselbe
vier singulire Ebenen hindurchgehen (vgl. n. 215). Wir erhalten somit
unmittelbar die folgenden Sitze:

Die von den singuléiren Puncten eines Complexes des zweiten
Grades gebildete Fliche ist von der vierten Ordnung.

Die von den singuléiren Ebenen eines Complexes des zweiten
Grades umhtillte Fliache ist von der vierten Classe.

315. Um die Gleichung der Fliche der singuliren Puncte in Punct-
Coordinaten zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (II) des Complexes
zweiten Grades in Strahlen-Coordinaten aus. Wir haben auszudriicken, dass
sich der Kegel, welchen die Gleichung des Complexes darstellt, sobald wir
den Veriinderlichen «, y, z feste Werthe ertheilen, in ein System zweier
Ebenen auflose. Von den sechs Strahlen-Coordinaten:

(@0—a), =) G—2), (=" —y'2), @'z — 2 2"), (vy’ — a’y)
konnen wir die letzten drei auf folgende Weise schreiben:
(4 —9)z2—y(—2)), (¢ —2)— (@ — 29 z2) ((z — 2)y — = (g—9)).
Dadurch nimmt die Gleichung II des Complexes die folgende Form an:

a(x — ) + 20(e — o) (y —y') + ey — ¥)*

t+ 2d(x — &) (2 —2) + 2ely— 9y (e —2) + fle— 20— 0, (167
Wo 4, b, ¢, d, ¢, { Functionen des zweiten Grades in «, y, z sind. Insbe-
sondere finden wir:
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gidf Be® LBy - A Kyz — 2Pz 4 20y,

b=I1—Foy+ Kzz+ Lyz - Mz2 4 WN—0)z— Qx + Ry,

Gesi el At b Fa® - O fins - IRyl 28z)

d=H—Exz 4 Koy — Ly? + Myz — Ny + Px — Uz,

c—0—0/7—512+LL/+1V[”0~—{—01—SJ—[—Tz

[=C+Dy*+ Ex*— 2May — 2Ty 4 20Uz J

Um auszudriicken, dass sich der durch die Gleichung (167) dargestellte
Kegel in das System zweier Ebenen auflose, erhalten wir, nach der 186. Num-
mer, die folgende Bedingung: ,

acf + 2bde — ae® — cd? — fb2 = (. (169)
Wenn wir in diese Gleichung fiir «, 4, ¢, 4, ¢, [ die Werthe aus der Glei-
chung (168) einsetzen, bekommen wir die gesuchte Gleichung der Fliche.
Dieselbe ist scheinbar vom sechsten Grade. Es werden sich also bei der
wirklichen Ausfihrung der in (169) angedeuteten Multiplicationen die Glieder
finfter und sechster Ordnung in z, ¥, z fortheben.

516. Wir erhalten die Gleichung der von den singuléiren Ebenen des
Complexes pmhiillten Fliche in Ebenen- Coordinaten, wenn wir in den vor-
stehenden Gleichungen (168) nach den Vertmusehungmegeln der 153. Nummer:

L s e G e )

(168)

und
AT B Gl e OSk
beziiglich gegenseitig mit
Dl Hee ) oy S
vertauschen. Ungeiindert bleiben dabel die Constanten ]
: A5

Wenn wir nach der Vertauschung statt «, «’, statt b, 4" u. 8. w. schreiben,
s0 kommt:
g — 0 Byl Cuz— 2Cuy— 2 Sy = A
b'=M—Ctu+ Gto+ Hup — [pe + NV—0)v— Tt Uu,
c"—FE - Adv? - (07— 20 == D, I 7))
d'—=L— Bto-I Grtu — Hu> + Juv — Nu—+ S¢— Ro,
e = K — duv— G2 + Htu +Itv + Ot — Pu+ Qv,
f[=F+ Au>+ B2 — 2[tu — 20u + 2 R¢,
und wir erhalten die Gleichung der Fliche unter der folgenden Form:
a2 e e el Bl pr g ‘ (171)
Beziiglich der Reduction der vorstehenden Gleichung, die in 4, u, v scheinbar

(170)
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vom sechsten Grad ist, auf den vierten Grad in dlesen Verinderlichen gilt
das in der v vorigen Nummer Gesagte.

Wenn wir die Ausdriicke (170) far o', ', ¢', d', ¢, [ durch Einfithrung
einer vierten Verinderlichen » homogen machen und dann in die Gleichung
(171) einsetzen, so wird diese allerdings vom sechsten Grade und reducirt
nur dadurch auf den vierten, dass sich von ihr ein Factor w2 absondert.
Die Gleichung (171) sagt, geometrisch gedeutet, nicht sowohl aus, dass sich
die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene 7 w, », » in das System zweier
Puncte auflose, als dass derjenige Kegel zweiter Classe, der sich durch die
fragliche Complex-Curve und den Coordinaten- Anfangspunct als Mittelpunct
hindurchlegen lisst, in das System zweier umbhiillter Axen zerfillt. Es
findet das fiir eine jede Ebene statt, welche durch den Coordinaten-Anfangs-
punct hindurchgeht, und daher der Factor »2, welcher, gleich Null gesetzt,
den Coordinaten-Anfangspunct darstellt.

317. Eine beliebig angenommene gerade Linie schneidet die Fliche der
singuliren Puncte im Allgemeinen in vier Puncten, und es lassen sich durch
dieselbe im Allgemeinen vier Tangential-Ebenen an die Fliche der singuliren
Ebenen legen. Wenn die angenommene gerade Linie insbesondere eine:
singulare Linie des Complexes ist, so fallen zwei der vier singuliren Puncte
in den entsprechenden Punct und zwei der vier singuliren Ebenen in die
entsprechende Ebene zusammen (vergl. n. 306.). FEine singulire Linie be-
rithrt also sowohl die Fliche der singuliaren Puncte als die Flache der singu-
laven Ebenen. Berthrungs-Punct mit der ersten Fliche ist der entsprechende
singulire Punct, Bertihrungs-Ebene mit der zweiten Flache die entsprechende
singuléire Ebene.

Fir solche singulidre Linien, welche in einer Doppel-Ebene des Complexes
liegen, fallen von den vier Durchschnittspuncten mit der Fliche der singuliren
Puncte paarweise zwei zusammen. Solche Linien sind also Doppeltan-
genten der Flache der singuléren Puncte, in dem Sinne, dass sie in
zwei verschiedenen Puncten diese Fliche bertihren.

Ebenso fallen von den vier Tangential-Ebenen, welche sich, im Allgemeinen,
durch eine gegebene gerade Linie an die Fliche der singuliren Ebenen legen
lassen, paarweise zwel in eine zusammen, sobald die gegebene gerade Linie
eine der singuléren Linien ist, welche durch einen Doppelpunct des Complexes
hindurchgehen. Diese Linien sind also Doppeltangenten der Fliche
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der singularen Ebenen, in dem Sinne, dass sie nach zwei verschiedenen
Ebenen diese Fliche beriihren.

318. Die vier singuliren Linien des Complexes, welche in einer belie-
bigen Ebene liegen, berihren die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umbhiillte Curve in den ihnen entsprechenden singuliren Puncten. TIn den-
selben Puncten bertihren dieselben geraden Linien die Fliche vierter Ordnung
der singuliren Puncte. Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung dieser
Flache mit einer beliebigen Ebene beriihrt also die in dieser Ebene liegende
Complex-Curve in vier Puncten. Von den acht Durchschnitts-Puncten, welche
die beiden Curven haben mtissen, fallen jedesmal zwei in einen Bertihrungs-
punct zusammen.

Ebenso beriihrt derjenige Complex-Kegel, welcher einen beliebigen Punct
des Raumes zum Mittelpuncte hat, den Kegel vierter Classe, welcher sich
von dem beliebig angenommenen Puncte aus an die von den singuliren
Ebenen umbhiillte Fliche der vierten Classe legen lisst, nach vier geraden
Linien, welche die vier singuliren Linien sind, die durch ihn hindurchgehen.
(Gtemeinsame Tangential-Ebenen der beiden Kegel nach diesen vier geraden
Linien sind die entsprechenden singuléiren Ebenen.

Wir wollen fiir die beliebig angenommene Ebene inshesondere eine sin-
gulire Ebene wihlen. Der in derselben von Linien des Complexes umhiillte
Ort wird, nach wie vor, von dér Durchschnitts-Curve der singuléiren Ebene
mit der Fliche der singuliren Puncte in vier Puncten beriihrt. Die gemein-
samen Tangenten in den vier Bertihrungspuncten sind singuléire Linien. Die
Berthrungspuncte der singultiren Tinien sind die beztiglich  entsprechenden
singularen Puncte. Von den vier singuléren Linien, welche, im Allgemeinen,
n einer gegebenen Ebene liegen, fallen fiir eine singulire Ebene zwei in die
dieser entsprechende singulire Linie zusammen., Die beiden anderen gehen
in beliebiger Richtung jede durch einen der beiden Puncte, in welche sich
die Complex-Curve aufgelost hat. Von den vier Bertihrungspuncten der
Durchschnitts-Curve der Fliche der singuliren Puncte mit dem von den
Linien des Complexes umhillten Ort fallen also zwei in die beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der singuléren Ebene aufgelost hat,
withrend die anderen beiden mit dem der gegebenen singuliren Ebene zu-
geordneten singuliren Puncte zusammenfallen.

Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung der Fliche der

singuldren Puncte mit einer beliebigen singuldren Ebene hat in
Pliicker, Geomelrie. 40
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dem dieser Ebene zugeordneten singuléren Puncte einen Dop-
pelpunct.

Auf dieselbe Art beweisen wir den Satz:

Die Kegelfliche vierter Classe, welche sich von einem be-
liebigen singuléaren Puncte aus an die Fliche der singuldren
Ebenen legen lasst, hat die diesem Puncte zugeordnete singulare
Ebene zur Doppelebene.

319. Die analytische Bestétigung dieser geometrischen Folgerungen ent-
nehmen wir den Gleichungen (169) und (171), welche die Fliche der singu-
laren Puncte und die Fliche der singuliren Ebenen beziiglich in Punct- und
Ebenen-Coordinaten darstellen. Wenn wir annehmen, dass die Ebene XZ
eine singulire Ebene sei und dass die entsprechende singulire Linie mit 0.,
der zugeordnete singulire Punct mit 0 zusammenfalle, so erhalten wir aus
der 305. und der 306. Nummer die folgende Constanten-Bestimmung:

a0, e ) =0, P =0,

Dadurch bekommen die Ausdricke a, 4, ¢, d, ¢, £ (168), wenn wir in denselben .
zugleich y’ verschwinden lassen, die folgenden Werthe:

a—lz=

b=Kxz—Mz2+ (N—0)z — Qux,

¢c=B+4 Dz?+ Fz?—2Laz— 2Rz + 28z, ]

d——EBrz— Uz}

e=6G—Kx?+4 Mzxz + Ox 4 7z,

[=C+ Ex? + 2Ux.
Wenn wir in denselben 2 und z gegen Constante, so wie zweite Potenzen
von @ und z gegen erste vernachlissigen, so erhalten wir:

(172)

e = lz2,
b= N—0)z —0ux,
5

2 1Ta
="l Sk
e — @,
[

Und indem wir diese Werthe in die Gleichung (169):
acf + 2bde — ae? — cd?> — fb2 = 0
einsetzen, finden wir die folgende Gleichung:
BCEz: — 26Uz ((N—0)z — Qa2) — EG222
— BUz2 — C((N—0)z — Q) = 0 (174)
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um diejenigen singuliiren Puncte darzustellen, welche in der singuléiren Ebene
XZ in der Nihe des zugeordneten singuliren Punctes 0 liegen. Diese Glei-
chung enthdlt nur Glieder zweiten Grades in » und z. Die Durchschnitts-
Curve der Flache der singuliren Puncte mit der Ebene X2 besitzt also, in
Uebereinstimmung mit den Schlussfolgerungen der vorigen Nummer, im Coor-
dinaten-Anfangspuncte einen Doppelpunct. :

Wir mogen noch bemerken, dass dieser Doppelpunct ein Rﬁckkehrpunct
wird, wenn ausser den Constanten 4, H, I, P auch noch die Constante 0
verschwindet. Dann ist, nach den Erorterungen der 307, Nummer, die Axe
OX eine Doppellinie des gegebenen Complexes.

Auf dieselbe Art konnen wir nachweisen, dass der Kegel vierter Classe, '
der sich von einem beliebigen singuléren Puncte aus an die Fliche der sin-
guliren Ebenen legen lisst, die dem angenommenen singuliren Puncte zuge-
ordnete singulire Ebene zur Doppelebene hat.

520. Nach dem Vorstehenden ist jede singulire Ebene eine Tangential-
. Ebene der von den singuliren Puncten gebildeten Fliche vierter Ordnung.
Bertihrungspunet ist der zugeordnete singulire Punct. Und umgekehrt ist
jeder singulire Punct ein Punct der von den singuliren Ebenen umhiillten
Flache vierter Classe. Tangential-Ebene in demselben ist die zugeordnete
singulire Ebene. :

Die Flache vierter Ordnung, welche von den singuléren
Puncten des Complexes gebildet wird, und die Fliche vierter
Classe, welche von den singularen Ebenen desselben umhillt
wird, sind identisch.

Eine jede singulire Linie des Complexes bertihrt die Fliche vierter Ordnung
und vierter Classe der singuliren Puncte und singuliiren Ebenen. Der Beriihrungs-
punct mit der Fliche ist der entsprechende singulire Punct, die Bertihrungsebene
in demselben die entsprechende singulire Ebene. Die beiden tbrigen Schnitt-
puncte der singuléren Linie mit der Fliche sind diejenigen beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der entsprechenden singuliren Ebene
aufgelost hat. Ebenso sind die beiden tibrigen Tangential-Ebenen, welche
sich durch die singulire Linie an die Fliche legen lassen, diejenigen beiden
Ebenen, in welche der Complex-Kegel zerfillt, dessen Mittelpunct der zuge-
ordnete Punct ist. Die Richtung der einer singuléiren Ebene und ihrem zugeord-
neten singuléiren Puncte entsprechenden singuléren Linie ist durch die Fliche
der singuliren Puncte und singuliren Ebenen noch nicht gegeben. Die

40%*
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Flache hangt von weniger willkirlichen Constanten ab, als der Complex
zweiten Grades, welcher sie bestimmt.

321. Die von den singuliren Puncten des Complexes gebildete und von
den singuliren Ebenen desselben umbhiillte Fliche ist von: der vierten Ord-
nung und der vierten Classe. Sie hat also, im Allgemeinen, sechszehn Dop-
pelpuncte und sechszehn Doppelebenen. Die Moéglichkeit, dass die Fliche
sonstige Singularitéiten, insbesondere einen Doppelstrahl und eine mit dem-
selben zusammenfallende Doppelaxe besitzt, durch welche die Anzahl der
Doppelpuncte und Doppelebenen erniedrigt wiirde, bleibt ausgeschlossen, so
langeé nicht der gegebene Complex selbst particularisirt ist.

; Die Tangential-Ebenen der Fliche in einem Doppelpuncte derselben um-
hillen einen Kegel der zweiten Classe und die Berthrungspuncte derselben
mit einer ihrer Doppelebenen bilden eine Curve der zweiten Ordnung. Wir
haben in der 312. Nummer nachgewiesen, dass die singuliiren Ebenen, welche
durch einen Doppelpunct des Complexes gehen, ebenfalls einen Kegel der
zweiten Classe umhtillen, und dass die singuliren Puncte, welche in einer
Doppelebene des Complexes liegen, eine Curve der zweiten Ordnung bilden.

Die Doppelpuncte und Doppelebenen des Complexes fallen
mit den Doppelpuncten und Doppelebenen der von den singu-
laren Puncten gebildeten und von den singuliaren Ebenen um-
hillten Fléiche zusammen.

Und hieraus:

In einem Complexe zweiten Grades gibt es, im Allgemeinen,
sechszehn Doppelpuncte und sechszehn Doppelebenen.

Welcher Punct in einer Doppelebene von den Linien des Complexes um-
htillt, oder welche Ebene in einem Doppelpuncte von den Linien des Com-
plexes gebildet wird, ist durch die Fliche der singuliren Puncte und Ebenen
noch nicht bestimmt. Der Punct kann ein beliebiger Punct der Bertihrungs-
Curve, die Ebene eine beliebige Ebene des Bertihrungs-Kegels sein.

322. Wir gehen zu der Gleichung der Fliche der singuliren Puncte
und Ebenen in Plan-Coordinaten (171) zurtick:

a'c’'f +20'd e —a'e—c'dr—fb'2= 0.
Wir wollen dieselbe durch Einfiihrung einer vierten Veréinderlichen, », homo-
gen machen. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir die fir o, ¥, ¢, d, ¢, f’
gefundenen Ausdrticke (170) durch Einfiihrung dieser Veranderlichen homogen
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machen und, nach Einsetzung dieser Ausdricke in die Gleichung (171),
den Factor »? welchen dieselbe erhilt, vernachlissigen.

Wir wollen die Gleichung der Fliche in der folgenden Weise schreiben :

[=0. (175)

Dann erhalten wir fir die Gleichung des Pols einer gegebenen Ebene

(', w', v’y ») in Bezug auf diese Fliche, nach der 296. Nummer, die folgende:

G @+ (e + (8) 0o
Die rechtwinkligen Coordinaten des Pols sind also:
o

G P
dw

ow

or\’ 5N
(50)
Wenn wir die homogen gemachten Ausdricke o', 4’, ¢’, 4’, ¢, /[ in die
Gleichung (171) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung:

P, 177
und es ist, nach dem Vorhergehenden:
F = nef. (178)

Es ist also erlaubt, in den Formeln (176) die nach ¢, u, », » genommenen
Differentialquotienten der Function / beziiglich durch die folgenden Functionen

zu ersetzen:
(6F) <6F> <6‘F) <6F it 2F>
T O T T e e T Ik

323. Wir wollen insbesondere die unendlich weit liegende Ebene aus-
wiihlen. Der Einfachheit wegen setzen wir, was immer gestattet ist, in der
Gleichung des gegebenen Complexes die Constanten A, Z, M gleich Null.
Dann erhalten die homogen gemachten Ausdriicke a’, ', ¢, disellf die fol-
genden Werthe:

a' = Dw? + Bv? + Cu2 — 26Guv — 2Svw + 2Tum,

b’ = — Clu + Gev + Huv — Iv? + N—0)vw — Ttw+ Uun,

¢ = Ew? + Av2 + Ct2— 2Htv — 2Utw + 2Pow, (179)
d" = — Btv 4 Gtu — Hu® + Tuv — Nuw + Stw — Row, {

e = — duv — G2 + Htu + Itv + Otw — Pun + Ovw,
[ = Fw? 4+ Au® + Bt* — 21tu’— 20umw 4 2R¢nw.

Wenn wir in diese Ausdriicke und ihre beziiglich nach 7 , », w genommenen

Differentialquotienten die Coordinaten der unendlich weit liegenden Ebene :
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' =0,u" =0, =0,n =mn
einsetzen, erhalten wir:
o' = Dw'?, b =0,¢' = En'?,d = 0,¢ =0, /= Tn" (180)

und:
CORPT e
GD)marw. (Dm0 (D)sem|
() = 25w, () 1w, ()
(%) — 20w, (gfv) T A (%}) — 2Fw',

Es ist fiur das Folgende unnothig, die Differentialquotienten von 2’, @', ¢’
hinzuschreiben.
Nach den vorstehenden Gleichungen erhalten die vier Ausdriicke:

(@) G0 () Ge—22),

F=ac'f +2bde —a'e?—o'dd s
fir die unendlich weit entfernte Ebene, indem nur das eine Glied
aies
in Betracht kommt, die folgenden Werthe :

WOS

(g;f) — 2Dw's (ER — FU),
(%g) — 280" (FT — DQ), o
! CF) —2pw= P — E3), o

o —2I) _6pEFws _2DEFNs — 4DEFW,
Und also werden die Coordinaten des Pols der unendlich weit liegenden
Ebene mit Bezug auf die Fliche, oder, wie wir sagen konnen, die Coordi-
naten des Mittelpunctes der Fliche:
5 ER—FU , DO—FT , DP—ES

TS U T R T e i (183)
Es sind dies dieselben Ausdriicke, welche wir in der 240. Nummer fiir die
Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes gefunden haben. Und somit
haben wir den Satz:
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Der Mittelpunct eines Complexes zweiten Grades fallt mit
dem Mittelpunct der Fliache seiner singuliren Puncte und Ebe-
nen zusammen,

Damit in Uebereinstimmung riickt der Mittelpunct des Complexes un-
endlich weit, wenn die unendlich entfernte Ebene insbesondere eine singulére
Ebene ist, und fillt in unendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord-
neten singuliren Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem dieselbe
die Fliche der singuliren Puncte und Ebenen beriihrt. (Venalon.” 279.)

Wenn die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des Com-
plexes ist, so wird der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sein geometrischer
Ort ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei-
ten Ordnung. Diese Curve ist die Bertihrungs-Curve der Doppelebene mit
der Fliche der singuliren Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 289.)

Wenn endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem
Complexe sich so particularisirt, dass eine jede in ihr liegende Linie eine
Linie des Complexes, und in Folge dessen ein Jeder ihrer Puncte ein singulirer
Punct desselben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpuncte des
Complexes noch von einem solchen der Fliche der singuldren Puncte und
Ebenen mehr die Réde sein.

§ 6.

Pol einer gegebenen Ebene, Polar-Ebene, einem gegebenen Puncte mit Bezug
auf den Complex zugeordnet.

324. Wir kehren zu den Betrachtungen der drei ersten und insbeson-
dere des dritten Paragraphen dieses Abschnitts zuriick. Wir haben in den-
selben die Beziehung des gegebenen Complexes zweiten Grades zu der unendlich
weit entfernten Ebene untersucht. Es beschiftigte uns zuniéichst die Ge-
sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien,
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeordnet sind —, dann die
Gesammtheit der Cylinder des Complexes — solcher Complex-Kegel, deren
Mittelpuncte in der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihre
Mittelpuncte gehende unendlich weit entfernte Ebene —. Dann betrachteten
wir die von Linien des Complexes in der unendlich weit entfernten Ebene
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und in solchen Ebenen, welche derselben unendlich nahe liegen, umbhiillten
Curven und stellten dieselben durch.einen Complex von ausgezeichneter Ein-
fachheit und characteristischer Lage gegen das Coordinaten -System, durch
den Asymptoten-Complex des gegebenen, dar.

Alle diese Betrachtungen und darum auch alle Resultate, die wir gefun-
den haben, kénnen wir von der unendlich weit liegenden Ebene nach hekann-
ten Regeln, die schon im Vorstehenden ihren Ausdruck finden, auf eine
beliebige Ebene des Raums iibertragen. Der Grund fir diese Uebertrag-
barkeit liegt in der Tdentitit der analytischen Operationen, welche in dem
einen wie in dem anderen Falle der geometrischen Betrachtung entsprechen,

Wir wollen die beliebig angenommene Ebene insbesondere mit einer der
drei Coordinaten-Ebenen zusammenfallen lassen. Der Vertauschung der un-
endlich weit liegenden Ebene mit einer der Coordinaten-Ebenen entsprechend
erhalten wir eine Vertauschung der Linien-Coordinaten unter sich und damit
eine gegenseitige Vertauschung der Constanten in der Gleichung des gege-
benen Complexes. Wir stellen im Folgenden die Regeln fiir diese Ver-
tauschungen auf, und sind dann, fiir eine beliebige Coordinaten-Ebene, Jjeder
weiteren analytischen Entwicklung iiberhoben, indem es geniigt, in allen
fritheren Formeln nach diesen Regeln sotvohl die Verinderlichen als die Con-
stanten zu wechseln.

Bei der Uebertragung der fir die unendlich weit entfernte Ebene auf-
gestellten Siitze auf eine beliebige Ebene erweitern wir die frither gewon-
nenen Resultate, insofern es uns, nach den vorhergehenden beiden Paragraphen,
gestattet ist, die singularen Elemente des Complexes — die singuliiren Puncte,
Linien und Ebenen desselben — anschaulicher, als das friher méglich war,
in die geometrische Betrachtung einzufiihren.

32b. Wir wollen in dem Folgenden die Gleichung (V) des Complexes

zweiten Grades zu Grunde legen, welche wir durch Einfithrung einer sechsten

Veranderlichen %4 homogen und durch Zufiigung eines Gliedes 2 Vihy symme-
trisch gemacht haben. Diese (leichung ist:

Ar? 4 Bs? 4 Ch? 4 Do + Eo° + Fy?
+ 2Gsh+ 2Hrh + 21rs + 2Kon — 2Loy — 2 Moo
—2Nro+ 2059 + 2Vhy
+2Pro+20ry+ 2Rsy —2Ss6 — 2The + 2 Ulo = 0. V)
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Wir haben in der 10. Nummer fir die Strahlen-Coordinaten
TS, li=—103%0,
die folgenden sechs proportionirten Ausdriicke erhalten:
(@' —2'0), (yv' —y'v), 27’ — 2'0), (y2' — y'2), (02 —az), (xy’'—a’2).
Es bezeichnen dabei

ke
X [} z X

E oS 0l
T T T T T

die Coordinaten. zweier, beliebig auf der geraden Linie angenommener Puncte.
Der Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit der Coordi-
naten-Ebene ¥ Z entspricht die Vertauschung von
2t 7, 2 mit o,
Dem entsprechend werden die sechs Linien-Coordinaten:
o O
beztiglich durch die folgenden ersetzt:

’
z
“ ?

Seodia eial]5i00 —o‘,/é, — Ay
Von dieser Vertauschung werden nicht bertthrt die Coefficienten :

oD iR U,
withrend beziiglich
BRG]
und
e 00 T
ohne Zeicheninderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel
G Ho L w0
und

I ERs S Al
sich gegenseitig vertauschen und N sein Zeichen #ndert.
Von den Ebenen-Coordinaten: _
Uy Vs O 90
vertauschen sich die beiden, ¢ und », gegenseitig.
Inshesondere ist die Gleichung der in der unendlich weit liegenden Ebene
von Linien des Complexes umhiillten Curve:
D2 + Eu? 4 Fo2 + 2Kuv +2Ldv + 2 Miu — 0,
und daraus erhalten wir, nach den vorstehenden Vertauschungsregeln, fiir
die in ¥ Z liegende Complex-Curve, in Uebereinstimmung mit der 166. Num-
mer, die folgende Gleichung:
Dw2 4+ Cu? + Byt 2 Gup - 28vw + 27 uw = 0.

Pliick er, Geomelrie. 41
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Einer Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit einer der
beiden anderen Coordinaten-Ebenen, XZ oder XV , entsprechend erhalten
wir vollstindig analoge Vertauschungsregeln. Wir schreiben dieselben nicht
hin, indem wir auf die Vertauschungsregeln der 155. Nummer zurtickweisen,
welche einer Vertauschung der dvei Ebenen ¥Z, XZ, XV unter sich ent-
sprechen.

326. Es sei eine beliebige Ebene, P, gegeben. In derselben wird von
Linien des Complexes eine Curve, A, umhillt. Die Polare, welche einer will-
kiirlich in 7 angenommenen geraden Linie, «, mit Bezug auf den Complex
entspricht, und die wir mit 4 bezeichnen wollen » Schneidet die Ebene P in
dem Pole der Linie ¢ mit Bezug auf die Curve A. Denn die Polare einer
geraden Linie in Bezug auf den Complex ist der geometrische Ort fiir die
Pole derselben in Bezug auf die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen
von Linien des Complexes umhillten Curven. Hiermit in Uebereinstimmung
haben wir in der 236. Nummer die Richtung des einem gegebenen Systeme
paralleler Ebenen zugeordneten Durchmessers des Complexes vermége der in
der unendlich weit entfernten Ebene liegenden Complex-Curve construirt.

Es seien «, a’, «’’ drei gerade Linien der Ebene 2, welche ein in Be-
zag auf die Curve A sich selbst conjugirtes Dreieck bilden. Die drei zuge-
horigen Polaren heissen 4, 4°, 4”". Dann gehen 4, 4, 4’ beziiglich durch
den Durchschnitt von «” und «”’, von «’” und «, von « und a’. Wir wollen
b, ', b"" drei in Bezug auf die Ebene 2 einander conjugirte Polaren, oder
auch kurz, weil die Ebene 2 fest bleibt, drei einander conjugirte Po-
laren nennen. Das System' dreier conjugirter Polaren vertritt in dem Falle
einer beliebig angenommenen Ebene das System dreier conjugirter Durch-
messer in dem Falle der unendlich weit geriickten Ebene.

Die Durchschnitts-Puncte (@ a”), (& a) und (aa’) sind die Mittelpuncte
dreier Complex-Kegel, 4, 4’, 4””. Wir bezeichnen dieselben, indem wir, wie
vorhin, die Ebene P als fest betrachten, als die drei beziiglich den geraden
Linien @, @', «"" zugehérigen Complex-Kegel.

In Bezug auf einen jeden Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in 2 an-
genommen ist, ist dieser Ebene eine gerade Linie zugeordnet. Diese Linie
ist. der Durchschnitt derjenigen beiden Tangeﬁtial—Ebenen, welche den Com-
plex-Kegel langs der beiden Kanten heriihren, nach denen er von der Ebene
P geschnitten wird. Wenn die Ebene 2 insbesondere unendlich weit riickt,
wird aus dem Complex-Kegel . ein Complex-Cylinder und aus der fraglichen
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geraden Linie die Cylinder-Axe. Wir wollen diese gerade Linie — zum Un-
terschied von der Bezeichnung Polare, mit der wir diejenige gerade Linie
bezeichnet haben, die einer gegebenen mit Bezug auf den Complex zugeordnet
ist — als die Polar-Linie des Complex-Kegels mit Bezug auf die Ebene P,
oder kurz als dessen Polar-Linie bezeichnen.

Die Polar-Linien der drei Complex-Kegel 4, 4’, 4" seien ¢, ¢’, ¢’'. Wir
nennen diese drei Polar-Linien einander conjugirt und beziiglich den gege-
benen geraden Linien «, &, a”, wie deren Polaren 4, ¥, 3", zugehorig. Eine jede
Polar-Linie schneidet die ihr zugehorige Polare in einem Puncte der Ebene 2.

527. Die Polare einer beliehigen geraden Linie wird von den Polar-
Ebenen derselben mit Bezug auf simmtliche Complex-Kegel, deren Mittel-
puncte auf ihr liegen, umhillt.. Es ist also, beispielsweise, 4 der Durchschnitt
der beiden Polar-Ebenen der geraden Linie « mit Bezug auf die beiden Com-
plex-Kegel 4" und 4”. In denselben beiden Ebenen liegen aber auch be-
ziiglich die Polar-Linien der Kegel 4’ und 4", die wir vorhin mit ¢’ und ¢’
bezeichnet haben. Es wird somit 4 von ¢’ und ¢’ geschnitten.

Von drei einander conjugirten Polaren schneidet jede die zu
den beiden anderen zugehérigen Polar-Linien.

Es schneidet also auch jede von drei conjugirten Polar-Linien die zu
den beiden anderen zugehorigen Polaren.

Wenn die drei Polaren 4, 4, 4" gegeben sind, lassen sich die drei
Polar-Linien ¢, ¢’, ¢’ in linearer Weise construiren. Denn eine Jede dersel-
ben geht durch den Schnittpunct einer der drei Polaren mit der Ebene P
und schneidet die beiden anderen. Auf dieselbe Weise bestimmen sich
b, 05 b vwenn ¢, ¢’ ¢’ gegeben sind.

Drei beliebige gerade Linien, insbesondere die drei-Polaren b, b, b", be-
stimmen, als Linien einer Erzeugung, ein Hyperboloid. Demselben gehoren
als Linien zweiter Erzeugung alle diejenigen an, welche die gegebenen drei
geraden Linien schneiden. Die Polar-Linien ¢, ¢/, ¢’* sind also Linien zweiter
Erzeugung des durch die Polaren 4, 4’, 4", als Linien der ersten Erzeugung,
bestimmten Hyperboloids. Die sechs geraden Linien &, &', 4", ¢, ¢, ¢’” be-
stimmen ein dem Hyperholoide aufgeschriehenes Sechseck 6¢4” ¢4’ ¢’ (vergl.
n. 109). Dieses Sechseck vertritt bei beliebiger Annahme der Ebene 2 das
durch drei conjugirte Durchmesser und den diesen parallelen Cylinder-Axen
bestimmte Centralparallelepiped in dem Falle der unendlich weit  gertickten
Ebene.

41#
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Die drei Ebenen (4, ¢), (%', ¢’), (6", ¢”’), welche die Tangential-Ebenen
des in Rede stehenden Hyperboloids in den drei in 2 liegenden Puncten
(@, a”), (a”, @), (a, a’) sind, schneiden sich in einem Puncte 0, dem Pole
der Ebene 2 in Bezug auf das Hyperboloid. Wir kénnen diesen Punct noch
auf andere Arten bestimmen. Die Ebene (4, ¢) schneidet die Ebene 2 in einer
geraden Linie 4. Die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und d, die wir mit ¢ be-
zeichnen wollen, geht durch den gesuchten Punct. In demselben Puncte
schneiden sich die drei Diagonalen des Sechsecks 4¢’d" ¢h’ e’

Wenn die Ebene 2 unendlich weit riickt, wird aus dem Puncte 0 der
Mittelpunct des Centralparallelepipeds. Wir konnen den Mittelpunct eines
solchen ‘Parallelepipeds entweder als den Durchschnitt derjenigen drei Ebenen
definiven, welche durch je einen Durchmesser. und die ihm parallele Cylinder-
Axe hindurchgehen, oder als den gemeinsamen Durchschnitt der drei Mittel-
linien zwischen je einem Durchmesser und der parallelen Cylinderaxe, oder
endlich als  den gemeinsamen Durchschnitt der Diagonalen des Central-
parallelepipeds. $ .

328. Genau dieselben Rechnungen und Betrachtungen, durch welche
wit in der 245. und 246. Nummer nachgewiesen haben, dass alle Central-
parallelepipeda eines gegebenen Complexes denselben Mittelpunct haben, den
wir als den Mittelpunct des Complexes bezeichneten, zeigen, dass der
Pol O der Ebene P in Bezug auf das durch 4, 4°, 4”" bestimmte Hyperboloid
unabhéingig ist von der Auswahl dieser drei conjugirten Polaven.

Der Pol der Ebene 2 mit Bezug auf ein durch drei conjugirte
Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Auswahl diesei Po-
laren unabhéngig.

Der Punct O ist also der Ebene P durch den gegebenen Complex zuge-
ordnet. Wir wollen ihn den Pol der Ebene 2 mit Bezug auf den
Complex nennen.

In einem Complexe zweiten Grades ist einer gegebenen
Ebene, im Allgemeinen, ein Punect in eindeutiger Weise zu-
geordnet. :

Wir haben in der 323. Nummer nachgewiesen, dass der Mittelpunct des
Complexes zusammenfillt mit dem Mittelpuncte der durch seine singuliren
Puncte und Ebenen bestimmten Fliche. Wir haben also den Sabz:

Der Pol einer gegebenen Ebene mit Bezug auf einen Com-
plex zweiten Grades fallt mit dem Pole derselben Ebene mit



Bezug auf die von den singulidren Puncten des Complexes gebil-
dete und von den singuliren Ebenen desselben umhiillte Flache
zusammen.

329. Es sei eine beliebige Linie « der Ebene 2 gegeben. Die ihr zu-
gehorige Polare sei 4, die Polarlinie ¢. Dann haben wir die gerade Linie ¢,
welche den Pol der Ebene P mit dem Schnittpuncte der beiden geraden
Linien 4 und ¢ verbindet, in der Art construirt, dass wir durch 4 und ¢
eine Ebene legten und die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und der Schnittlinie «
dieser Ebene mit der Ebene P bestimmten. Wir untersuchen zunéchst, in
wie weit diese Construction ihre Giiltigkeit behalt, wenn die angenommene
gerade Linie « dem Complexe angehort, insbesondere, wenn dieselbe eine
singulére Linie desselben ist.

Es sei « eine Linie des gegebenen Complexes. Dann fallt die Polare 4
mit ihr zusammen. Aber auch die Polar-Linie ¢ ist von « und % nicht ver-
schieden. Denn der Pol der geraden Linie « in Bezug auf die in 2 liegende
Complex-Curve ist der Berithrungspunct derselben mit dieser Curve, und der
Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Punct ist, beriihrt die Ebene 2
nach der Tangente in diesem Puncte, das heisst, nach der angenommenen
geraden Linie «. Es fallen sonach 4 und ¢, und damit auch d, mit der ge-
raden Linie ¢ zusammen. Die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und 4 wird un-
bestimmt. Die geometrische Construction der Verbindungslinie des Pols der
geraden Linie ¢ in Bezug auf die in 2 liegende Complex-Curve mit dem
Pole der Ebene P in Bezug auf den Complex wird illusorisch.

Wenn die gerade Linie « insbesondere mit einer der vier singuléren
Linien zusammenfillt, welche in 2 liegen, so wird zunfichst ihre Polare, 4,
unbestimmt. Dieselbe kann beliebig unter denjenigen geraden Linien ange-
nommen werden, welche in der zugeordneten singuliiven Ebene durch den
zugeordneten singuliren Punct gehen. Dieser Punct ist der Bertihrungspunct
der singuliren Linie ¢« mit der in 2 liegenden Complex-Curve. Der Complex-
Kegel, welcher denselben zum Mittelpuncte hat, zerfallt in zwei sich nach
der singulédren Linie « schneidende Ebenen. Die Polar-Linie ¢ wird danach,
wie die Polare 4, unbestimmt und ist einzig der Bedingung unterworfen, in
derjenigen Ebene, welche zu den genannten beiden und der Ebene 2 harmo-
_nisch ist, durch den auf « liegenden Bertihrungspunct hindurchzugehen.
Die gesuchte Linie ¢ ist in der vierten harmonischen Ebene zu der gegebenen



— g4 —

Ebene 2 und zu den beiden Ebenen, in welchen beziiglich 4 und ¢ liegen,
enthalten, wird aber innerhalb derselben durch die allgemeine Construction
nicht vollstéindig bestimmt.

330. Wenn die gerade Linie # dem gegebenen Complexe nicht angehort,
sind, im Allgemeinen, die zugehdrige Polare, 4, und die zugehorige Polar-
Linie, ¢, verschieden. Dem entspricht, dass sich, im Allgemeinen, drei con-
Jugirte Polaren nicht schneiden. Nach den Erorterungen der 251. Nummer
gibt es ein System dreier zugeordneter Durchmesser, welche durch den Mittel-
punct des Complexes hindurchgehen. Es fallen dieselben mit den ihnen
parallelen Cylinder-Axen zusammen. Entsprechend gibt es fiir jede Ebene
drei einander zugeordnete Polaren, welche durch den Pol der Ebene hindurch-
gehen, und also mit den ihnen zugeh¢rigen Polar-Linien zusammenfallen.

Wenn wir, nach der 251. Nummer, den Complex auf diejenigen drei
Durchmesser, welche sich in seinem Mittelpuncte schneiden, als Coordinaten-
Axen heziehen, so wird seine Gleichung die folgende:

Ar? 4 Bs? + Ch? + Do? + Eo2 + Fy2
+ 2Gsh + 2Hrh + 21rs ;
— 2Nr6 42080 + 2Vhyp=2 = 0. - (184
Dann erhalten wir fiir die von den Linien desselben in der unendlich weit
entfernten Ebene umbhiillte Curve:
D2+ Fu2 + Fve = 0. (185)
Fiar die in derselben Ebene liegende Curve desjenigen Complexes, dessen
Gleichung die folgende ist:

()0 562 0L 09 O
— 55 o 6s ._6?_;_ - -W—O, (186)
finden wir:
DN+ EOu? + FVo2 — 0. (187)

In den belden Gleichungen (185) und (187) kommen nur noch die Quadrate
der Verinderlichen vor. Es sind also die beiden durch diese Gleichungen
dargestellten Curven zweiter Classe auf ein in Bezug auf beide sich selbst
conjugirtes Coordinaten-System bezogen.

Wir haben durch die Gleichung (186) im Verein mit der Gleichung
des gegebenen Complexes die singuliren Linien des letzteren bestimmt. s
sind die in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltenen vier singuléiren
Linien die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden durch die Gleichungen
(185) und (187) dargestellten Kegelschnitte. Die drei Puncte, in welchen
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die Coordinaten-Axen 0X, OF, 0Z die unendlich weit liegende Ebene
schneiden, sind also diejenigen drei Puncte, in welchen sich die
Diagonalen des von den vier in dieser Ebene liegenden singu-
lairen Linien gebildeten vollstindigen Vierseits schneiden. Es
sind die drei Diagonalen diejenigen in der unendlich weit ‘entfernten Ebene
liegenden geraden Linien, deren zugehorige Polare und Polar-Linie zusam-
menfallen, ohne dass sie selbst dem Complexe angehdren.

Die vorstehenden Betrachtungen tbertragen sich unmittelbar von der
unendlich weit liegenden Ebene auf eine beliebig angenommene.

831. Fir eine gegebene Ebene gibt es im Allgemeinen nur ein System
dreier zugeordneter Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene schneiden:
dasjenige, welches wir in der vorhergehenden Nummer construirt haben.
Diese Construction wird unbestimmt, wenn die vier singuldren Linien in der
angenommenen Ebene 2 paarweise zusammenfallen, — was eine zweifache
Particularisation der Beziehung des gegebenen Complexes zu derselben ver-
langt. Dann ist durch die beiden geraden Linien, in welche die vier singu-
laren Linien zusammenfallen, ein Durchschnittspunct, o, und eine gerade
Linie, p, die Polare von o in Bezug auf die in 2 liegende Complex-Curve,
bestimmt. Die Polare von p in Bezug auf den Complex geht durch den
Punct ¢ und den Pol der Ebene 2 in Bezug auf den Complex hindurch.
Und umgekehrt geht die Polare einer Jeden geraden Linie, welche sich in
P durch o legen lisst, durch einen Punct der geraden, Linie p und den Pol
der Ebene 2 in Bezug auf den Complex. Es gibt dann unendlich viele
Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene 2 schneiden. Eine derselben
ist ausgezeichnet. Die tibrigen sind alle der einen conjugirt und liegen in
einer durch den Pol gehenden Ebene,

Wenn alle Polaren der in 2 liegenden geraden Linien durch den Pol
von £ hindurchgehen sollen, so miissen, nach der geometrischen Construction,
die wir betrachten, alle in 2 liegenden Linien des Complexes singuliire
Linien desselben sein. Es verlangt das, so lange die gegebene Ebene keine
singulire Ebene ist, eine fiinffache Particularisation der Beziehung der
gegebenen Ebene zu dem Complexe. Denn es ist dazu erforderlich, ent-
weder dass die von Linien des Complexes (186) in der gegebenen Ebene
2 umbhiillte Curve von der in derselben Ebene liegenden Curve des gegebenen
Complexes nicht verschieden sei, oder, dass eine jede Linie der Ebéne 2 dem
Complexe (186) angehore. Ob der eine oder der andere Fall eintritt, hingt
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von der Wahl des tberzahligen Gliedes in der Gleichung des gegebenen
Complexes ab.

Wenn der gegebene Complex zweiten Grades inshesondere von der Art
ist, dass seine Linien eine Fliche des zweiten Grades umhiillen, so
schneiden sich die Polaren aller solchen geraden Linien, welche in einer
beliebigen Ebene liegen, in dem Pole dieser Ebenen in Bezug auf den Complex,
der mit dem Pole derselben in Bezug auf die Fliche zusammenfillt. Und
allerdings sind alle Linien eines solchen Complexes als singulire Linien an-
zusehen. Die Flache, die in dem allgemeinen Falle der Complexe zweiten
Grades von den singuliren Puncten desselben gebildet und von den singuléiren
Ebenen desselben umhiillt wird, ist in dem Falle der besonderen Complexe,
die eine Fliche des zweiten Grades darstellen, von dieser letzteren nicht
verschieden.

332. Wenn die gegebene Ebene P eine singulire Ebene ist, so fillt
ithr Pol mit Bezug auf den Complex, nach den Auseinandersetzungen der
279. und 323. Nummer, mit dem ihr zugeordneten singuliren Puncte zusam-
men. Dieser Punct ist der Bertthrungspunct der gegebenen singuliren Ebene
mit der Fliche der singuliren Puncte und Ebenen.

Wir tiberzeugen uns leicht von der Richtigkeit dieses Resultates. Die
Complex-Curve in der gegebenen Ebene 2 hat sich, der Voraussetzung ent-
sprechend, in das System zweier Puncte, A, und A,, aufgelést. Die Ver-
bindungslinie derselben (A, A, ) ist die der gegebenen singuliren Ebene
zugeordnete singulédre Linie. Auf derselben liegt der zugehorige singulire
Punct O, welcher der Pol der Ebene 2 ist. ] ‘

Es sei eine beliebige gerade Linie, «, der Ebene P gegeben. Ihre Polare
4 schneidet die Ebene 7 in einem Puncte der singuliren L1me (fq s ) wDer
Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Schnittpunct ist, berthrt die gege-
bene Ebene 2 nach (A, £,). Es fillt also die zu der beliebig angenommenen
geraden Linie « zugehorige Polar-Linie ¢ mit (A, A,) zusammen. Damit
ist ausgesprochen, dass der Pol der Ebene 2 auf der singuliren Linie (A, A7)
zu suchen ist. Denn die durch 4 und ¢ hindurch gelegte Ebene schneidet
die Ebene 2 wieder nach ¢, und die vierte Harmonicale zu 4, ¢ und dieser
Schnittlinie muss, weil 4/ und ¢ nicht selbst zusammenfallen, mit ¢ zusam-
menfallen.

Um den Pol auf der singuliren Linie (A, A,) zu bestimmen, lassen wir
die beliebig angenommene gerade Linie « mit (4, A,) zusammenfallen.
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Dann entsprechen ihr unendlich viele gerade Linien als Polaren: alle diejenigen,
welche in der gegebenen Ebene 2 durch den zugeordneten singuliren Punct,
- 0, hindurchgehen. Damit ist der Beweis gefithrt. Denn die vierte Harmo-
nicale zu solch’ einer Polaren, der Polar-Linie eines Complex-Kegels, dessen
Mittelpunct beliebig auf derselben angenommen ist, und der Schnittlinie der
durch die Polare und die Polarlinie bestimmten Ebene mit der gegebenen,
2, fallt mit der angenommenen Polaren selbst zusamimen.

333. Ist die gegebene Ebene 2 eine Doppelebene des Complexes, so
wird die Lage ihres Pols unbestimmt. Der geometrische Ort fiir denselben
ist diejenige Curve zweiter Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fliche
der singuliren Puncte und Ebenen berthrt. Die Complex-Curve in der Dop-
pelebene hat sich in das System zweier Puncte aufgelst, welche in einen
Punct der Bertthrungs-Curve zweiter Ordnung zusammenfallen. Die Richtung
der Verbindungslinie der beiden Puncte ist unbestimmt geworden. Eine jede
Linie, welche in 7 durch den Punct, in welchen die beiden zusammengefallen
sind, hindurchgeht, ist eine singulire Linie. Der einer jeden derselben ent-
sprechende singulire Punct kann als Pol der Ebene 2 in Bezug auf den
Complex angesehen werden. Wenn sich die singulire Linie in 2 um den
festen Punct dreht, beschreibt der entsprechende singuléire Punct jene Curve
der zweiten Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fliche der singuléren
Puncte und Ebenen beriihrt.

“Wir haben noch den Fall zu erwidhnen, dass alle in einer gegebenen
Ebene 2 liegende Linien dem Complexe angehoren, Es kann von einem
bestimmten Pole einer solchen Ebene mit Bezug auf den Complex keine
Rede mehr sein. Dem entspricht, dass sich die Ebene als isolirte Ebene von
der Fliche der singuliren Puncte absondert, wodurch diese auf die dritte
Ordnung erniedrigt wird.

334. Die unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes
haben wir durch einen besonders einfachen Complex, dessen Gleichung noch
dadurch tbersichtlicher wurde, dass wir ihn in nahe Beziehung zu dem
Coordinaten-System setzten, durch den Asymptoten-Complex des gege-
benen, dargestellt. In dem allgemeinen Falle erhielten wir die Gleichung des
Asymptoten-Complexes, wenn wir in der Gleichung des gegebenen die drei
Veriinderlichen 7, s, %4 verschwinden liessen. Dann stellte derselbe eine
Kegelfliiché zweiter Classe dar, deren Mittelpunct in den Coordinaten-Anfangs-

punct fiel und welche aus der unendlich weit entfernten Ebene die in derselben
Pliicker, Geometrie. 42
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von Linien des Complexes umbhiillte Curve herausschnitt. Wenn sich die
Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem gegebenen Complex
particularisirte, so mussten noch weitere Glieder, als nur die zweiter Ordnung -
m g, 6, 7, aus der Gleichung des gegebenen Complexes fiir die Gleichung
des Asymptoten-Complexes ausgewihlt werden, damit dieser mit derselben
Anngherung, wie in dem allgemeinen Falle, die unendlich weit liegenden
Linien des gegebenen Complexes darstelle. Der Grad der Anngherung des
Asymptoten - Complexes an den gegebenen Complex ist in allen Fallen der
erste; das heisst, die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen
Complexe bleibt unverindert, wenn wir dieselben parallel mit sich selbst
gegen einander um ein endliches Stiick verschieben. -

Aehnliche Betrachtungen lassen sich fir eine beliebige Ebene, insbeson-
dere fiir eine jede der drei Coordinaten-Ebenen , anstellen. Wir nennen
Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes mit- Bezug auf eine Coordi-
naten-Ebene denjenigen Complex, welcher mit dem gegebenen Complexe alle
in dieser Ebene und, bis auf Grossen erster Ordnung, alle in solchen Ebenen,
die von "der Coordinaten-Ebene unendlich wenig verschieden sind, liegenden
Complex-Linien gemein hat, und welcher unter denjenigen Complexen, die
mit ihm diese Eigenschaft theilen, sowohl an und fiir sich als in Beziehung
auf das Coordinaten-System der einfachste ist. :

335. Bei der Aufstellung der Gleichung des einer Coordinaten - Ebene
zugehdrigen Asymptoten-Complexes, verfahren wir wie friher in dem Falle der
unendlich weit entfernten Ebene. Wenn wir insbesondere die Ebene ¥Z aus-
wihlen, so erhalten wir zunichst, indem wir in der Gleichung des gegebenen Com-
plexes, fiir welche wir die Gleichung (V) nehmen wollen, 7, g, verschwinden lassen :

Bst 4+ Ch* 4 Do? 4 26sh — 2856 — 2T he — 0, (188)
Diese Gleichung stellt einen Complex dar, dessen Linien eine Cylinder-
flache zweiter Classe umhiillen, deren Seiten 0X parallel sind, und durch
welche aus 'Z die in dieser Ebene liegende Complex-Curve ausgeschnitten wird.

Durch passende Wahl der Coordinaten-Axen OF und 0Z in der festen
¥ Z-Ebene konnen wir, im Allgemeinen, die vorstehende Gleichung auf die
folgende Form bringen:

Bs? 4 Ch2 + Do® — 0. (189)
Wenn sich dann die Complex-Curve in ¥ Z, indem ¥ Z eine singulire Ebene
wird, in das System zweier Puncte auflost, so verschwindet eine der drei
Constanten 2, € und 2. Verschwindet 2, so miissen wir zu der Gleichung (189),
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welche in dem allgemeinen Falle den Asymptoten-Complex darstellt, aus der
Gleichung des gegebenen Complexes mnoch diejenigen Glieder hinzunehmen,
welche die Veranderliche ¢ in der ersten Potenz enthalten. Auf diese Art
«wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes :
: Bs® 4 Ch* — 2(Ly + Mg) 6 = 0. (190)
Ein Glied mit »¢ tritt nicht hinzu. Denn es ist:
— Nro+ Oso + Vhy = O—N)so + (V—N)hy.
Wenn die beiden Puncte, in welche sich die Complex-Curve in ¥ Z aufgelost
hat, der Annahme entsprechend, dass ¥Z eine Doppelebene des gegebenen
Complexes sei, in einen Punct zusammenfallen, so verschwinden in der
(Gleichung (189) zwei der drei Constanten 7, €, 2. Sind B und € die beiden
verschwindenden Constanten, so wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes,
indem wir aus der des gegebenen die Glieder erster Ordnung in s und % zu
der Gleichung (189) hinzunehmen:
De2+ 2(Lr + Ry)s + 2(Hr + Uog) h
+.2(0—Nyso'+ 2(V— N)hy = 0. (191)
Wenn endlich, der Annahme entsprechend, dass eine jede gerade Linie der
Ebene ¥Z dem gegebenen Complexe angehére, in der Gleichung (189) die
drei Constanten B, €, D zugleich verschwinden, so erhalten wir fir die
Gleichung des Asymptoten-Complexes, indem wir aus der Gleichung des
gegebenen die Glieder erster Ordnung in s, %, ¢ auswihlen:
(Ur 4 Ry)s + (Hr + Ugyh — (Ly + Mg)s
— Nro + O0so + Vig = 0. (192)

Wir verfolgen hier, indem wir auf die Entwickelungen des dritten Para-
graphen verweisen, diese Betrachtungen nicht weiter und gehen insbesondere
nicht auf eine nihere Discussion der durch die Gleichungen (190), 191), (192)
dargestellten Complexe ein. ' :

336. Ein Linien-Complex stellt ein sich selbst reciprokes Gtebilde dar,
der doppelten Anordnung entsprechend, welcher seine Gleichung fihig ist, je
nachdem wir die gerade Linie als Strahl oder als Axe betrachten. Einer
Vertauschung der’ beiden Auffassungen entspricht eine Vertauschung der
Coordinaten der geraden Linie unter sich. Die Gestalt der Gleichung des
Complexes bleibt dabei ungeindert. Darin liegt die Berechtigung, alle im
Vorstehenden enthaltenen Betrachtungen und Resultate nach den Regeln des
Princips der Reciprocitit von einer beliehigen Ebene auf einen beliebigen
Punct zu tbertragen.

42+
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Wir wollen den beliebigen Punct insbesondere mit dem ' Coordinaten-
Anfangspuncte zusammentfallen lassen. Auf ihn tbertragen sich dann alle
analytischen Entwickelungen und Beziehungen, welche wir fiir die unendlich
weit entfernte Ebene aufgestellt haben, wenn wir tberall Punct- tmd Ebenen- *
Coordinaten, Strahlen- und Axen-Coordinaten und, dem entsprechend, nach
den Regeln der 153. Nummer, die folgenden Constanten der Complex-Gleichunng :

4, B, €, R ey R s
gegenseitig mit den Constanten:

s KL SR
vertauschen. : :
Insbesondere haben wir fiir die in der unendlich weit entfernten Ebene
liegende Complex-Curve die Gleichung erhalten: ;
; D2+ Eu? + Fo2 4 2Kuv 4+ 2Ltw + 2 Mou = 0,
Diejenige Gleichung, welche sich aus derselben nach den vorstehenden Ver-
tauschungs-Regeln ableitet:; -
A+ By + €z + 2Gyz + 2Haz + 212y = 0,
stellt den Complex-Kegel dar, dessen Mittelpunct der Coordinaten - Anfangs-
punct ist.

Wenn der beliebig anzunehmende Punct, den wir mit dem Coordinaten-
Anfangspuncte haben zusammenfallen lassen, unendlich weit rickt, konnen
wir fiir ihn einen beliebigen derjenigen drei Puncte withlen, in” welchen die
unendlich weit entfernte Ebene beziiglich von den Coordinaten-Axen 0X,0V,07
geschnitten wird. Die Vertauschungs-Regeln, welche einer derartigen Annahme
entsprechen, leiten sich unmittelbar aus den vorstehenden ab, wenn wir
zunichst, nach den Erorterungen der 325. Nummer, die unendlich weit
entfernte Ebene beziiglich durch die Coordinaten-Ebenen XZ,YZ, XV ersetzen.

337. Wir beschrinken uns im Folgenden darauf, die wesentlichen
Ergebnisse, welche wir frither fir eine beliehige Ebene abgeleitet haben, fiir
einen beliebigen Punct ohne weiteren Beweis auszusprechen.

Sei O der angenommene Punct. «, «’, «’’ seien drei beliebige durch
ihn hindurchgehende gerade Linien, welche einander in Bezug auf den Complex-
Kegel A, dessen Mittelpunct in O fallt, conjugirt sind. Die Polaren dieser
drei geraden Linien mit Bezug auf den Complex, die wir mit 4, 4°, 4’
bezeichnen wollen, liegen beztiglich in den drei Ebenen («’, «”), (2", a), (¢, &).
Wir nennen die drei Polaren einander conjugirt. Die Polar-Linien des Punctes
0 in Bezug auf die in den drei Ebenen («’, «”’), (¢”, @), (a, «’) liegenden
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Complex-Curven, die ¢, ¢/, ¢’ genannt werden mogen, heissen den drei Polaren
4, 0, 0" und den drei gegebenen geraden Linien «, «’, «”’ zugehorig. Wir
bezeichnen sie als drei einander conjugirte Polar-Linien. Dann gilt zunéichst
der folgende Satz:

Von je drei conjugirten Polaren schneideti jede die den
anderen beiden zugehdrigen Polar-Linien.

Von je drei Polar-Linien schneidet also auch. jede die zu den anderen
beiden zugehorigen Polaren. Wenn der Punct O und drei conjugirte Polaren
oder Polar-Linien gegeben sind, so lassen sich, nach diesem Satze, die zuge-
horigen Polar-Linien, beziiglich Polaren, linear construiren.

Drei conjugirte Polaren als Linien einer Erzeugung und die zugehorigen
Polar-Linien als Linien der anderen Erzeugung bestimmen ein Hyperboloid.
Die Polar-Ebene des Punctes 0 in Bezug auf dieses Hyperboloid ist diej enige
Ebene, P, welche die drei Schnittpuncte je einer der drei conjugirten Polaren
mit, der ihr zugehorigen Polar-Linie enthilt. Diese Ebene #ndert sich nicht,
wenn wir an Stelle der angenommenen drei cohjugirten Polaren irgend drei
andere setzen.

Die Polar-Ebene des Punctes 0 in Bezug auf ein durch drei
conjugirte Polaren .bestimmtes Hyperboloid ist von der Aus-
wahl dieser Polaren unabhéngig.

Die Ebene 2 ist also dem Puncté O durch den gegebenen Complex
zugeordnet.  Wir wollen sie die Polar-Ebene des Punctes.”? mit Bezug
auf den Complex nennen.

Ineinem Complexe zweiten Grades ist einem gegebenen Puncte,
im Allgemeinen, eine Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet.

~ Wir kénnen dieselbe Ebene als die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes mit Bezug auf die von den singularen Puncten des
Complexes gebildete und von den singuliaren Ebenen desselben
umhiillte Fliache construiren. :

338. Wenn die angenommenen drei geraden Linien «, «’, «’’ nicht selbst
dem Complexe angehoren, so schneiden sich, im Allgemeinen, ihre zugehorigen
Polaren nicht. Solcher zugeordneter Polaren, welche sich schneiden, und die
also mit ihren zugehorigen Polar-Linien in die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes zusammenfallen, gibt es, im:Allgemeinen, nur ein System. Die
entsprechenden drei geraden Linien «, «’, «’* sind leicht zu construiren.

Durch den gegebenen Punct O gehen vier singulire Linien des Complexes
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hindurch. Die drei Durchschnitts-Linien je zweier solcher Ebenen, welche
zusammen die vier singuldren Linien enthalten, sind die gesuchten.

Einer doppelten Particularisation der Beziehung des Complexes zweiten
- Grades zu dem gegebenen Puncte entsprechend, konnen die vier singuléiren
Linien, welche durch denselben hindurchgehen, paarweise zusammenfallen,
Dann schneiden sich innerhalb der Polar-Ebene 2 des Punctes 0 die Polaren
aller solcher gerader Linien, welche in der Ebene, die die beiden singuléren
Linien enthélt, durch 0 hindurchgehen, in einem Puncte, demjenigen Puncte,
in welchem die Polar-Ebene 2 von der Polar-Linie der genannten Ebene in
Bezug auf den Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in O fallt, geschnitten wird.
Und auch die Polare dieser letzteren Linie fallt in die Ebene 2. Sie ist die
Durchschnitts-Linie derselben mit der Ebene, welche durch die beiden singu- .
liren Linien hindurchgelegt worden ist. -

Eine ftinffache Particularisation ist erforderlich , wenn alle Polaren in
der Polar-Ebene -7 enthalten sein sollen. Dann fillt eine Jjede Polare mit
der ihr zugehorigen Polar-Linie zusaminen. Es verlangt dies, dass alle durch
den Punct 0 hindurchgehenden Complex- Linien singulire Linien desselben
seien. Diese Bedingung ist insbesondere in dem Falle derjenigen Complexe
erfullt, deren Linien eine Fliche des zweiten Grades umbhiillen. Alle
Linien eines derartigen Complexes sind als singulére Linien desselben anzu-
sehen. Die Polar-Ebene eines beliebigen Punctes in Bezug auf solch’ einen
Complex fillt mit der Polar-Ebene desselben in Bezug auf die von demselben
umbhillte Fliche zusammen. Die letztere vertritt die Fliche vierter Ordnung
und Classe, welche in dem allgemeinen Falle durch die singuliren Puncte
und Ebenen des Complexes bestimmt wird. v

339. Wenn der gegebene Punct 0 inshesondere ein singuldrer Punct
ist, fillt seine Polar-Ebene mit der zugeordneten singuliren Ebene zusammen.
Es ist dieselbe die Tangential-Ebene der Fliche der singuléiren Puncte und
Ebenen in dem gegebenen singuliren Puncte. : :

Ist der gegebene Punct 0 .ein Doppelpunct des Complexes, so wird
seine Polar-Ebene unbestimmt. Sie kann beliebig unter den umbhiillenden
Ebenen  eines Kegels zweiter Classe, ‘der den angenommenen Punct zum
Mittelpuncte hat, ausgewahlt werden. Der Punct 0 ist dann ein Doppel-
punct der Fliche der singuléren Puncte und Ebenen. Die Kegelfliiche zweiter
Classe, die von seinen Polar-Ebenen umbhiillt wird, ist der Tangential-Kegel
der Fliche im Doppelpunct.
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Es kénnen endlich alle durch den Punct 0 hindurchgehenden geraden
Linien dem Complexe angehoren. Dann kann von' einer bestimmten Polay-
Ebene desselben in Bezug aul den Complex keine Rede mehi sein. Dem
entspricht, dass sich der Punct als isolirter Punct von der Fliche der singu-
laven Ebenen absondert, wodurch diese auf die dritte Classe reducirt wird.

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass in dem allgemeinen Falle der
Complexe zweiten Grades nicht, wie bei den Flichen zweiten Grades das
Entsprechen der Polar-Ebene zu dem gegebenen Punct ein reciprokes ist.
Wenn der Pol der Polar-Ebene mit Bezug auf den Complex wieder mit dem
-anfinglich gegebenen Puncte zusammenfallen oll, so ‘st eine dreifache
Particularisation der Lage der Ebene zu dem Complexe nothwendig. Es
gibt also, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe nur eine endliche
Anzahl von Puncten und Ebenen, welche sich gegenseitig in Bezug auf den
Complex entsprechen.

340. Wir haben diejenigen Linien des Complexes, welche in einer gege-
benen Ebene oder in deren Nithe liegen, durch den Asymptoten-Complex
desselben in Bezug auf die gegebene Ebene dargestellt. Auf ahnliche Weise
bestimmen wir diejenigen geraden Linien, welche in dem Complexe durch
emen gegebenen Punct und alle ihm benachbarten hindurchgehen.

Sei der gegebene Punct der Anfangspunct der Coordinaten. Dann erhalten
wir fiir den Asymptoten-Complex des gegebenen Compléxes in Bezug auf
denselben, indem wir in der Gleichung des letzteren die Verinderlichen
0, 6, 7, sowie erste Potenzen von.r, s, / gegen zweite Potenzen derselben
vernachlissigen :

ArZ—}—Bs2+C/zi’—l—QGs/z—}—‘ZHr/z—{—Q]rs == {0 (193)
Diese Gleichung stellt eine in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltene
Curve der zweiten Ordnung dar. Diejenigen geraden Linien, welche durch
den Coordinaten - Anfangspunct gehen und diese Curve schneiden, geh¢ren
dem gegebenen Complex an.

Durch schickliche Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen kénnen wir
die. vorstehende Gleichung (193) auf die Form bringen :

Ar? + Bs2 4 Ch? — 0. (194)
Wenn dann der Coordinaten—Anfahgspunct‘ insbesondere ein singulirer Punct
des Complexes wird, verschwindet eine der drei Constanten 4, B, C. Sei 4 die -
verschwindende Constante. Dann muissen - wir in der Gleichung des Asym-
ptoten-Complexes, damit derselbe mit der gleichen Annéherung, wie friiher,
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die Linien des gegebenen in der Nachbarschaft des Coordinaten-Anfangspunctes
darstelle, neben den Gliedern zweiter Ordnung in s und /4 die erster Ordnung
in 7 aus der Gleichung des gegebenen Complexes beibehalten. Wir finden so:

Bs? 4+ Ch? 4 2(Po + On)r =0. (195)
Ein Glied in 7¢ tritt nicht hinzu, weil:

— Nro+ Oso + Vhg=(0—N)so + (V—N)hy,.
Verschwinden gleichzeitig zwei der drei Constanten 4, B, C, etwa B und C,
dem Falle entsprechend, dass der Coordinaten-Anfangspunct ein Doppelpunct
des Complexes wird, so erhalten wir, indem wir neben zweiten Potenzen von »
erste Potenzen von s und % berticksichtigen miissen, die folgende (leichung
des Asymptoten-Complexes:

Ar? 4 2Ry — So)s + 2(— 7o + Ug)h
4+ 2(0—N)so 4+ 2(V—Nyhy = 0. (196)
Wenn endlich alle durch den Anfangspunct gehenden geraden Linien dem
Complexe angehéren, und, dementsprechend, 4, B, € zugleich verschwinden,
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes :
(Po+ On)r + (BRy — So)s + (—T6 + Ug) &
— Nreo 4+ Oso + Vin = 0. (197)
Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir in der 292. Nummer gefunden
hatten, um die unendlich weit entfernten Linien des gegebenen Complexes
in dem Falle darzustellen, dass in der Gleichung desselben die Glieder zweiter
Ordnung in den Verdnderlichen o, ¢, 7 fehlten.

Aehnliche Betrachtungen, wie fiir den Coordinaten-Anfangspunct, kénnen
wir fiir einen beliebigen derjenigen drei Puncte anstellen, die auf den drei
Coordinaten-Axen OX, OF, OZ unendlich weit geriickt sind.

341. Wir brechen hier die vorstehenden Entwickelungen ab, deren
Zweck die Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe zweiten Grades
gewesen ist, um uns wieder der Untersuchung der Complexfliichen zuzuwenden.
Wir heben inshesondere die grosse Analogie hervor, welche zwischen der Theorie
dieser Complexe und der Theorie der Flichen zweiten Grades herrscht; eine
Analogie, die darin ihre Erklarung findet, dass die letzteren als Complexe
zweiten Grades von besonderer Art aufgefasst werden konnen. Die Gesammtheit
der Bedingungen, welche erfiillt sein muss, damit ein gegebener Complex zweiten
Grades eine Fliche dieses Grades darstelle, kann in der einen zusammengefasst
werden, dass alle Linien eines derartigen Complexes singulare
Linien desselben sind.



