
Abschnitt L.

Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe des zweiten Grades.

6

Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordneter Durchmesser. Die drei Axen

Systeme zugeordneter Complex-Cylinder. Gentral-Parallelepipede. Mittelpunet

des Complexes.

234. Die- Gleichung (IV) gibt unmittelbar für jede gegebene Ebene

(1, W, v’), indem wir, w, v’ als constant, 7, u, v als veränderlich betrachten,

die Complex-Curve, welche diese Ebene enthält, im Raume durch Plan - Coor-

dinaten dargestellt. Wenn wir = : 2, s = , statt 7, w, v’ und = ; Es =
wen nn’ mw’ mw

statt 4, u, v einführen, so können wir die angezogene Gleichung unter der

folgenden Form schreiben:

(Di? + EuW’+ FV?’+2KuUv+2Llv+ 2Mt'uW)mw’

—2(Dt'wW + LUn’ + Mu'n’— Ouv—Rv’—Stv +TtW+ Uu’)tw

—2(Euw + KVW® +Mt’n+NtV+ Puv + Ov?— Ti?” — Ut'v)un

—2 (Fvn + Kunw+ Ll!w —(N—O)tW—Pu?—Quv+ Rt'v+St'’)vw

— 2 (Av—En?’+?—HtW—Itv—Otn+ Puw— OvVw)uv

—2(BtVv—Ln’—6Gtu+ Hu?—Ju v’ + Nuw + Rvw—St'w)tv

—(CtW—Mm?— GtV—Huv + IV?—(N—vn+ TtwW— Uum)tu

+(Dw? + Bv?’+ Cu?—26uWV— 28V w+2TuWmw)t”

+ (Em? + Av?’ + Ct?—2Ht'V +2PVw—2 Ur w)u?

+(Fw? + Au? + Bi?—2Jt'W—20uUw + lna)— &)



Für die Gleichung des Mittelpunetes der Curve erhalten wir, indem wir
die Gleichung der Curve in Beziehung auf » differentiiren ‚ die folgende:

(DE? + Eu? + FV2+2Kuvt2Ltv +2Mtu)»
— (DiW +LUn"4 Muw— OuVv’ — Rvr?— Stv +TrW+ UW2t
— (EuwW + Kl/W® +Mt'w-+ NtvV + Duo +0OvW?—-Tr2— Ur’W)u

—(PVw+Kuw+Lt’wW —(N—O)td—Pu?— QwvHRrV!HSV0. (1)
Die drei Coordinaten des Mittelpunctes der Curve sind hiernach,: wenn wir
zugleich, der Kürze wegen,

Di®+ EuW2 + Fv2 +2 Kuv 121. +2MtuW= EP
setzen: i

=  
 

Di+-IVv+Mu , OuWv + Ri? + Stv’ — Tv — U?TER Fear «Ww E:Iera ?& .
-

Bu tKvu- Mi :,' NERDrum002a= —anmwa.20...rom5
„2 Fuae Zi nn . (H-OtuW+ Pu?+0uUv—Rriv— St?

0: @
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Die Gleichung der Ebene ee Ti ist:

vatuytVztn — 0r (5)
und wird durch die vorstehenden Coordinaten-Werthe befriedigt.

255. Wenn wir 7’, «, v'als constant, »’ als veränderlich betrachten,
rückt die Ebene (3) parallel mit sich 'selbst ‚fort, während in ihr die Com- '
plex-Öurve sich fortwährend ändert. Lassen. wir insbesondere »’ verschwin-
den, so erhalten wir für den Mittelpunet der Curve in der bezüglichen durch
den’ ‚Anfangspunct gehenden Ebene von der gegebenen Richtung, deren
Gleichung ist:

latuytVz—=0,
die folgenden Coordinaten-Werthe, die wir zur Unterscheidung accentuiren
wollen:

UTeeEee
’

ee Ze NUR nnOUe Ti? + UtuDeeeER, (4. „

ee, BZEOEWF Pu? -4- Ouv — Rrv _ steeee
a

 

*) Die Complex -Curve tritt in der Darstellungsweise des Textes als Fläche zweiter Clund ihr Mittelpunet wird wie der Mittelpunct einer solchen Fläche bestimmt.8. 192.
:

asse auf,
Geometrie des Raumes.
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Wir können hiernach die früheren allgemeinen Coordinaten-Werthe(2) in der

folgenden Weise schreiben:
sr Di 20+ Mu

BSR REı—-. —= ae
&

; Eu KV + MV 5
U E Ven re ° 0

. A *

BP.FvarTHbi

Hiernach u sich die nachstehende DeGleichung:

 

  

x — a ET y—y en Zn A 6

DU+IV+HMÜ ButKkV+Mi FUt+KW+Lt’ (6)

‚der wir auch die folgende Form geben können:

mer.een
aea (M)
di du dv :

Die vorstehenden Doppel-Gleichungen stellen, wenn wir in ihnen w, y, z

als veränderlich betrachten, eine gerade Linie dar. Aus ihnen ist »’ eliminirt.

Die dargestellte gerade Linie ist also der geometrische Ort für die Mittel-

puncte der Complex-Curven in parallelen Ebenen, welche, bei willkürlicher

Annahme von »', durch die Gleichung (3) dargestellt werden. Wir nennen

diese Linie einen Durchmesser des Complexes und sagen, dass er, in dem

Complexe, dem Systeme der parallelen Ebenen und insbesondere jeder dieser-

Ebenen zugeordnet sei. |

In einem Complexe des zweiten Grades. ist jedem Systeme

paralleler Ebenen fm Allgemeinen ein einziger Durchmesser, zu-

geordnet, welcher die Mittelpuncte aller. Curven zweiter Classe

enthält, die in den parallelen Ebenen liegen.

Die Complex-Curven in parallelen Ebenen bilden eine; Acquatorialfläche:

der Durchmesser der Fläche ist ein Durchmesser des Complexes.

236. Wenn der durch (6) dargestellte Durchmesser des Complexes auf

der Ebene (3), ‘welcher er conjugirt ist, senkrecht stehen soll, so erhalten

wir die folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen:

Di’Unoeu 22
nn ?

 

ERee a
Wim wer —.
ER22]

welche wir in der Doppel-Gleichung:



  
 

  

t = u en) Be
Ge a, (9)
dt’ du dv

zusammenfassen können. Der Durchmesser ist in diesem Falle eine Axe
des Complexes. Die -letzte Doppel-Gleichung ist mit derjenigen identisch,
die wir zur Bestimmung der Richtung der drei Hauptschnitte einer Fläche

zweiter Classe erhalten, welche, indem wir = = Se als Plan-Coordinaten

und als veränderlich betrachten und durch % eine willkürlicheConstante be-
zeichnen, durch die Gleichung.

ea
dargestellt wird.*)

237. Diese Fläche hängt lediglich von den sechs Complex - Constanten
DE, E, MD M ah. 'Da diese Constanten dieselben bleiben, wenn der '
Anfangspunct der Coordinaten seine Lage beliebig ändert (Nr. 157 .), SO kön-
nen wir die Fläche, parallel mit sich selbst, verschieben, ohne ihre Beziehung
zum Complexe zu ändern. Der willkürlichen Annahme von # entsprechend,
können sich die Dimensionen derselben in jedem beliebigen Verhältnisse
‚ändern. Wenn wir den Coordinaten-Axen eine- andere Richtung geben, so
erhalten in dem neuen Coordinaten-Systeme die obigen sechs Complex-Con-
stanten andere Werthe und dieselben Werthe entsprechen den sechs Con-
stanten der Fläche, wenn wir auch diese auf die neuen Coordinaten-Axen
beziehen.

Die so definirte Fläche, deren Mittelpunet und deren Dimensionen be-liebig angenommen werden können, wollen wir die Characteristik desComplexes nennen. Die Gleichung des Complexes wollen wir wieder in fol-gender Weise schreiben:

Ar + Bst CıDe 1 Bo? + Fi
+26s +2Hr +2Jrs 2Ksyn —2Lon — 2Mec

— 2Nr6 +20so
aRre 2 20rn  2Rın — 2856 —_ 2742 U—0,. (D

Für die Gleichung der Characteristik des Complexes erhalten wir, wenn wirden Anfangspunct zum Mittelpuncte dieser Fläche nehmen, nach Unter-drückung der Accente die folgende:
 

*), Siehe Geometrie des Raumes Nr. 103 und Nr. 152.

*
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Dt:+ Ew+ F® + 2Kuv +2 Ltv+ 2Mtu+ m :

zsitm=0. (10)

Wir haben in dieser Gleichung, unbeschadet der Allgemeinheit, #der Einheit

gleich gesetzt. .

Die Characteristik eines Complexes überhebt uns jeder analytischen Dis-

cussion über die Richtung der Durchmesser desselben. Einem Systeme paral-

leler Ebenen ist ein Durchmesser, der Characteristik zugeordnet und diesem

Durchmesser ist derjenige parallel, welcher in dem Complexe denselben Ebe-

nen zugeordnet ist. Dreien' zugeordneten Durchmessern der Characteristik

sind drei Durchmesser des Complexes parallel, die wir ihrerseits als drei’

zugeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir

können jeden gegebenen Durchmesser des Complexes für einen dreier zugeord-

neter Durchmesser desselben nehmen, dann sind die beiden andern denjeni- .

gen Ebenen parallel, denen der gegebene zugeordnet ist. Jeder von drei

zugeordneten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die

jedesmaligen beiden andern parallel sind.

Ein Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen,

die auf einander senkrecht stehen. Die Ebenen, welche diesen Axen, paar-

weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des .Complexes

bezeichnen. Die Axen sind den Hauptschnitten zugeordnet.

Zum Behuf der Bestimmung der zugeordneten Durchmesser eines (om-

plexes können wir an die Stelle der Characteristik den Asymptotenkegel der-

selben setzen, und diesen Kegel, parallel mit sich selbst, beliebig verschieben.

Nehmen wir den Anfangspunet der Coordinaten als seinen Mittelpunet, so

wird derselbe in Plan-Coordinaten durch die beiden Gleichungen:

Er DU

dargestellt, in Punct-Coordinaten durch die einzige Gleichung:

(K®—ER) + (R— DPF» + (M— DE):
+2(DK— LM)yz + 2(EI—KM)az+2(FM—Klay=0. (11)

Drei zugeordnete Durchmesser eines Complexes haben gegen einander-

eine wesentlich verschiedene Richtung, je nachdem, die Characteristik des

Complexes ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid mit reellem Asymptoten-

kegel oder ein (reelles oder imaginäres) Ellipsoid ist, dessen Asymptotenkegel

auf einen ellipsoidischen Punct sich reducirt. Der letztere Fall ist dadurch

angezeigt, dass die drei Ausdrücke =

Ze IDR M:— DE (12)
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im Zeichen übereinstimmen, während im erstern Falle diese Uebereinstim-
mung nicht stattfindet.

258. Wenn insbesondere die Characteristik eine Umdrehungsfläche ist,
so hat der Complex, wie diese Fläche, eine Hauptaxe und daneben unend-
lich viele Axen, die sämmtlich gegen die Hauptaxe' und, paarweise genom-
men, auch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser besondere Fall
ist, unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dadurch bezeich-
net, dass ;

LM HM A HRE Nae: (15)
und dann bestimmt die folgende Doppel

-

Gleichung:
Kı= Ly= Mz (i4)die Richtung der Hauptaxe.*) ,

Ein mehr untergeordneter Fall ist derjenige, dass die Characteristik ineine Kugel übergeht, dem entsprechend, dass die doppelte Bedingungs- Glei-chung (13) in die folgenden Gleichungen sich auflöset:
er En N

D=-E=.F
Dann sind alle den Raum durchziehenden Ebenen Hauptschnitte des Com-
plexes, auf welchen die zugeordneten Durchmesser senkrechtstehen. JederDurchmesser des Complexes ist eine Axe desselben..

239. Wenn: wir die Coordinaten- Axen, auf welche die allgemeine Glei-chung (T) des Complexes zweiten Grades bezogen ist, irgend dreien zugeord-neten Durchmessern des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus‚dieser allgemeinen Gleichung, wie aus der Gleichung der Characteristik, dreiConstanten. Dann ist nämlich:
a gg,

Es ‚geschieht dieses insbesondere, wenn rechtwinklige Coordinaten- Axen den‚ "Axendes Complexes parallel genommen werden. Es kann diess unendlichoft geschehen, wenn die Characteristik eine Rotationsaxe, der Complex eineHauptaxe hat. Eine ‘der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxeparallel zu nehmen, während irgend zwei gerade Linien, welche auf einanderund auf der Hauptaxe senkrechtsind, für die beiden anderen Coordinaten-Axen genommen werden können. Wenn nach einander OX, OER0 der.

 

*) Geometrie des Raumes. Nr. 154.



Hauptaxe parallel genommen werden, so werden bezüglich die Coefficienten

E und F, D und F, D und# einander gleich. Aus der Gleichung .eines

-Complexes, welcher nur .rechtwinklige zugeordnete Durchmesser hat und auf

ein beliebiges System rechtwinkliger Coordinaten-Axen bezogen. wird, ver-

schwinden X, Z, M und die drei Övefficienten D, Z, F werden einander gleich.

‚Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den allgemeinen Fall be-

schränken, dass die Characteristik eine Fläche zweiter Classe mit einem

Mittelpuncte ist. Diejenigen Fälle, wo das Verschwinden von X, L, M das

gleichzeitige Verschwinden einer der drei Constanten D, Z,,F zur Folge hat,
bleiben hiernach einstweilen von der Discussion noch ausgeschlossen.

240. Wir haben für denjenigen Durchmesser, der solchen Ebenen, die

einer gegebenen Ebene:

fs+uy+Vz=0

parallel sind, zugeordnet ist, die folgende Doppel-Gleichung:.

a eu0a,
? tIv+ Mu Eu Eu EMeT er zuee

erhalten. Der successiven Annahme entsprechend, dass * Be
‚

v —=:0: und v0,

 
 

Vel Ze

ae ee,

ist nach der 234. Nummer bezüglich:
IR SsED a De erHDi, ® 0, u u x 9’

D Te ‚ U ‚ ‚ p
ee De ul Dr (15)

‚ , , R 1 i 0 5 :
Eee Ye y--5 z=(.

Hiernach löst sich die vorstehende Doppel-Gleichung nach einander in die

folgenden drei Paare von Gleichungen auf:

M&— Dy+T=0, L2—Dz:—S—=(,

My — Es — U=0, HaBe 20 (16)

Vz Ron N, Kz—Fy—0=0,

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die bezüglich den

mit FZ, XZ, XY parallelen Ebenen zugeordnet sind.

Wenn wir die drei 'Coordinaten-Axen insbesondere so annehmen, dass,

sie irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind, so

verschwinden die drei Constanten A, Z, M und wir erhalten zur Bestimmung
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der absoluten Lage dieser drei den Coordinaten- Axen 0X,O0Y,0Z parallelen
Durchmesser die folgenden drei Gleichungen - Paare:

Il Ss

eo, 0m et
U 2

eg Een 1m)
R 0Ze Ve:

Drei zugeordnete Durchmesser schneiden sich also, paarweise genommen, im
Allgemeinen nicht. Sie bestimmen aber, wie überhaupt irgend drei gerade
Linien, welche sich nicht schneiden, ein Parallelepiped, das wir hier, weil
es für den Complex bezeichnend ist, näher betrachten und ein Central-
Parallelepiped des Complexes nennen wollen.

Die vorstehenden sechs Glei-
chungen (17) stellen, einzeln genom- zZ
men, die sechs Seitenebenen eines a /
Üentral-Parallelepipeds dar. Jede &| /
von zwei gegenüberliegenden Seiten- | Re
ebenen geht durch einen von zwei
der drei zugeordneten Durchmesser Y a aa
und ist dem anderen der zwei pa- B
rallel. Drei sich nicht schneidende er

 

 

Kanten des Parallelepipeds sind die 2 3 |
drei zugeordneten Durchmesser, für 7 =u,welche wir in der 12. Figur AB, KL
CD, EF nehmen wollen. Wir können Z x
dieselben sechs Gleichungen (17), die, Figur 12.
paarweise genommen, die drei zugeordneten Durchmesser des Complexes dar-stellen, auch noch in folgender Weise zusammenordnen:

 

0 Pa a
R Ss+ E er

(18)

U MREh Fa Name

Dann stellen die drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten desParallelepipeds dar, welcher den drei zugeordneten Durchmestehen. Diese drei Kanten DE„BA, BO; die; auchPlücker, Geometrie,

ssern gegenüber-
ihrerseits sich nicht
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schneiden, bilden mit den drei in die zugeordneten Durchmesser fallenden

Kanten ein räumliches Sechseck ABCDEF. Die Eckpuncte des Sechsecks

sind sechs der acht Eckpuncte des Parallelepipeds.. Drei Diagonalen des

Parallelepipeds sind die drei Diagonalen des Sechsecks, die beiden Puncte
G, H, welche die vierte Diagonale verbindet, haben zu Coordinaten

 R J> pP
zen Er FDR ze Pr

U o Ss (19)

AN ee>;
Für die Längen der Kanten, welche bezüglich den drei Coordinaten- Axen

OX, OT, 0Z parallel sind, ergibt sich :

ER-+FU DO+FT DP+ES (20)
EF z DF 2 DE a

und für den Mittelpunct des Parallelepipeds, dessen Coordinaten wir, zur

Unterscheidung, durch x", y°, z0 bezeichnen wollen:

ERZEN DE—EL ae
eta

  

241. Die durch die Gleichungen-Paare (18) dargestellten Kanten des

Central-Parallelepipeds stehen zu dem Complexe in einer einfachen geometri-

schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, wenn wir zu den Gleichun-

gen derjenigen drei Complex-Cylinder zurückgehen, deren Seiten den drei

Coordinaten-Axen parallel sind. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab-

schnitt I. $5 Gl. 32), wenn wir, wie in der vorigen Nummer, die Coordi-

naten-Axen OA, OF, OZ irgend dreien zugeordneten Durchmessern des (om-

plexes parallel nehmen und demnach 4, Z, Y gleich Null-setzen, die fol-

genden:

FE +E2+20y—2Pz=(, |

F&®+D2—2Rr+2Sz=(, } (22)

Ex?+Dyp%+2Ur —2Ty=(. j

Die drei Axen dieser Cylinder werden durch die drei Gleichungen-Paare (18)

dargestellt. Während drei Kanten des Central-Parallelepipeds, AB, CD, EF,

in drei zugeordnete Durchmesser des Complexes fallen, fallen die drei gegen-

überliegenden Kanten desselben, DE, FA, BC, in die Axen derjenigen

dreiCylinder, deren Seiten den drei zugeordneten Durchmessern

parallel sind.

242. Wenn ein Complex zweiten Grades gegeben ist und wir eine Ebenen-
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richtung willkürlich annehmen, so ist jeder Linienrichtung, die dieser Ebenen-
richtung parallel ist, eine zweite solche Linienriehtung zugeordnet. Jeder
gegebenen Ebenenrichtung (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige
Linienrichtung zugeordnet und gegenseitig jeder gegebenen Linienrichtung
eine einzige Ebenenrichtung. Jeder gegebenen Linienrichtung sind unendlich
viele Paare von Linienrichtungen zugeordnet, welche der der gegebenen
Linienrichtung zugeordneten Ebenenrichtung parallel sind. So gibt es un-
endlich viele Systeme dreier zugeordneter Linienrichtungen, in der Art, dass
jeder gegebenen Linienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter
Linienrichtungen ‚entsprechen, welche der zugeordneten Ebenenrichtung paral-
lel sind, und andererseits die Ebenenrichtung, welche irgend zweien dreier
zugeordneter Linienrichtungen parallel ist, der dritten dieser Richtungen zu-
geordnet ist. Es gibt endlich unendlich viele Systeme dreier zugeordneter
Ebenenrichtungen: sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienrichtungen
parallel.

Es gibt einerseits drei zugeordnete Durchmesser des Complexes, welche
die Richtung dreier zugeordneter Linienriehtungen haben, andrerseits drei
Axen von Complex -Cylindern, welche dieselben Richtungen haben, und die
wir ihrerseits als drei eonjugirte Cylinderaxen bezeichnen können. Die
drei zugeordneten Durchmesser und die drei zugeordneten Cylinderaxen bil-
den ein räumliches Sechseck, dessen gegenüberliegende Seiten parallel sind.
Die Seiten desselben sind abwechselnd Durchmesser und Cylinderaxen. Jeder
Durchmesser wird von zwei Cylinderaxen geschnitten, welche derjenigen
Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung des Durchmessers zugeordnetist. Jede Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der-Jjenigen Ebenenrichtung parallel sind, die der Richtung der Cylmderaxe zu-geordnet ist.

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexesund die Axen unendlich vieler Complex -Cylinder parallel. Einerseits bildenJene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfläche. Der ge-gebenen Ebene ist ein Durchmesser des Complexes zugeordet, so wie ihr dieAxe eines Complex-Cylinders zugeordnet ist. Jener Durchmesser ist dieserCylinderaxe parallel. Die Axen aller Complex-Cylinder, welche der gegebe-nen Ebene parallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Durch-messer des Complexes, welche der Ebene parallel sind, schneiden die zu-geordnete Cylinderaxe,

30*
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245. Es erscheint zweckmässig, die vorstehenden geometrischen Betrach-
tungen durch einige analytische Entwicklungen zu bestätigen und zu ver-
vollständigen.

Die Gesammtheit aller Curven, welche in Ebenen liegen, welche der
Ebene FZ parallel sind und somit eine Aequatorialfläche bilden, wird
(Abschn. I, $2 Nr. 163) durch die folgende Gleichung dargestellt:

Dn? + 2(Lx— S)vw + (Fa —2Rz + Bw
+2(Mx+T)un + 2(K— 02— G)uv + (E® +2Mz+C)e = 0. (23)

Die Ebene der Curve ist durch x bestimmt und dann die Curve in ihrer Ebene

durch die Linien -Coordinaten - und — Wenn die Axe OX die der Ebene

FZ zugeordnete Richtung haben soll, so verschwindet Z und M; wenn sie
mit.dem dieser Ebene zugeordneten Durchmesser des Complexes zusammen-
fallen soll, so müssen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Diess
fordert, neben:

= U. ME 0;
überdiess noch:

DS 0 08

Dann vereinfacht sich die vorstehende Gleichung folgendergestalt:
Dm+(F22—2Rz+B)v”+2(Kr—02—G)uv+(Er°+2 Ux+0)e —0. (24)

Dieselbe Aequatorialfläche, welche durch die vorstehende Gleichung ver-
mittelst ihrer Breiteneurven dargestellt wird, wird (Abschn. I, 85 dl. 30)
unter Berücksichtigung, dass Z, 7, $ und 7 verschwinden, durch die fol-
gende Gleichung: ‚

(Fr +2Kuv+ Ew)a? + Dvez2
+ 2(AR +0Ow— Uw)z + (Br —2Guv-+ 2, 0 (25)

vermittelst ihrer umschriebenen Complex-Cylinder, deren Axen der Coordi-
naten-Ebene YZ parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkürliche

® . . . . .
Annahme von „, die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-Cy-

linder bestimmt haben, stellt die letzte Gleichung in XZ die Curvezweiter
Ordnung dar, nach welcher der bezügliche Cylinder diese Coordinaten-Ebene
schneidet. Die mit FZ parallele Axe des Cylinders geht durch den Mittel-
punet dieser Durchschnitts-Curve, welcher auf der Coordinaten-Axe OX liest,
und auf dieser Axe durch den Coordinaten-Werth

Rv?: +Ouv — Uu?

FR RnDrDe (26)
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bestimmtist. Beziehen wir die Coordinaten y und z auf irgend einen Punct
irgend einer mit FZ parallelen Cylinderaxe, so ist

An ae Yy
ee ee are: +7,59)

u z

und wir erhalten

weU02 (27)Fy®— 2Kyz-t Bz2 i
als Gleichung des geometrischen Ortes für die der Ebene FZ paral-
lelen Axen von Complex-Cylindern.

In der letzten Gleichung ist ausgesprochen, dass in jeder durch einen
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche
der dem Durchmesser zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist; während in
jeder Ebene, welche diese Richtung hat, zwei auf dem Durchmesser sich
schneidende Cylinderaxen liegen.

244. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden Cylinder-
axen, die in einer gegebenen Ebene, welche wir hier der Coordinaten- Ebene
YZ parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir nämlich die Glei-
chung (24) in Beziehung auf x differentiiren, kommt:

(Fz—BR” + (2 K2x— O)uv + (Kr Vu — 0.
Diese Gleichung gibt sofort den eben gefundenen Werth von x in» und «
(26). Die Richtung der beiden Cylinderaxen in der Ebene FZ selbst ist
durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegeben:

Re? + 0w—- Ver —o0.
Ein Complex-Cylinder, dessen Axe in einer gegebenen Ebene liest, hatzu zweien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-Curve

zweiter Classe, welche in dieser Ebene liegt. Die Axe des Cylinders gehtalso durch den Mittelpunct der Complex -Curvye. Projieiren wir auf die ge-gebene Ebene die Complex-Curve in der ihr parallelen benachbarten Ebenenach derjenigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so wird auchdiese Projeetion von den beiden Cylinderseiten berührt; mit andern Worten,die beiden unter sich parallelen Ebenen, welche den Cylinder nach diesenSeiten berühren, berühren gleichzeitig die Aequatorialfläche, welche O.X zumDurchmesser hat. Es handelt sich hiernach darum, diejenigen Puncte derComplex-Curve in der gegebenen Ebene zu bestimmen, in welchen die Aequa-torialfläche von solchen Ebenen berührt wird, die dem Durchmesser dieserFläche parallel sind. Der der Aequatorialfläche umschriebene Cylin-der, dessen Seiten dem Durchmesser derselben parallel sind, berührt die
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Fläche nach einer räumlichen Curve, welche von einer Ebene in vier Puncten
geschnitten wird. Sie wird insbesondere von der gegebenen Ebene, welche
eine Breitenebene der Fläche ist, in solchen vier Puneten geschnitten, welche

die Scheitel zweier Durchmesser der Complex-Curve in der gegebenen Ebene

sind. Die beiden, diesen Durchmessern zugeordneten Durchmesser der Com-

plex-Öurve sind die beiden zu construirenden, in der gegebenen Ebene liegen-

den Cylinderaxen. |

245. Wir wollen die Axe OX, welche nach der bisherigen Annahme
mit irgend einem Durchmesser des Complexes zusammenfiel, nunmehr so ver-

schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex-

Cylinders zusammenfällt. Die Gleichung desjenigen Cylinders, dessen Axe der

Coordinaten-Axe O.X parallel ist, hat überhaupt zur Gleichung (Nr. 249):

Fy —2Kyz + E2+20y—2Pz+4=(0.

Damit die Axe des Cylinders mit O.X zusammenfalle, erhalten wir die bei-
den Bedingungen:

PD, 00.

Die allgemeine Gleichung der Complex-Curven in Plan-Coordinaten (X),

welche wir an die Spitze der Entwicklungen dieses Paragraphen gestellt

haben, stellt dann insbesondere die in einer beliebigen, durch die Cylinder-

axe gelegten Ebene:

vy+vVz=0,

enthaltene Complex-Curve dar, wenn wir in derselben 7’ und »’ gleich Null
setzen. Unter Berücksichtigung, dass ? und 0 verschwinden, erhalten wir
für diese Curve die Gleichung:

(Zu? +2Kuv + FV2)w — 2(UW2— Ouv— Rv:)tw

— 2(HAu2— Ju v)tv + 2(Huv — Jvtu

+ (CW2 —2GuWV + BV2)t

+ AuW'vw— vu: = 0. . (28)

Der Mittelpunct dieser Curve liegt auf der Coordinaten-Axe O.X, und ist auf

dieser Axe durch den Coordinaten - Werth:

Av+Ouy—Dur
FvV?+2Kuv + Eu? 29)  

bestimmt.
r

. s . . V
Die vorstehende Gleichung (28) stellt, wenn wir in derselben y als ver-

änderlich betrachten, eine Meridianfläche dar, welche die Axe eines Complex-
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Cylinders zu ihrer Doppellinie hat. Sie ist dadurch characterisirt, dass die
Mittelpunete ihrer sämmtlichen Meridiancurven auf der Doppellinie liegen.

246. Nach Vertauschung von‘ = und — werden die beiden Gleichungen

(27) und (29) identisch. Wenn wir daher durch Fr (die Richtung einer Cy-

linderaxe bestimmen, welche der Ebene FZ parallel ist und demnach denjenigen
Durchmesser des Complexes, der mit 0X parallel ist, schneidet, so liegt diese
in einer Ebene, welche die Cylinderaxe OX. in dem durch (29) bestimmten
Puncte schneidet. Diejenige gerade Linie, welche in dieser Ebene liegt und

‚ durch diesen Punct geht und deren Richtung der Richtung der durch 7 be-
stimmten Ebene der Complex-Curve und also auch der Richtung der durch
— bestimmten Cylinderaxeconjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser desu

Complexes.

Um hiernach den fraglichen durch den Mittelpunet der Curve (28) gehen-
den Durchmesser des Complexes zu construiren, bedienen wir uns der Cha-
racteristik der Fläche. Wir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Rich-
tungen der beiden Coordinaten-Axen OF und OZ, der Einfachheit wegen,
mit irgend zwei zugeordneten Durchmessern der Durchschnitts-Curve der Cha-
racteristik mit der Coordinaten-Ebene FZ zusammenfallen lassen. Dann
verschwindet A aus der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser
Durchschnitts-Curve wird: r

F® + Ew + km = 0,

Zur Bestimmung der Richtung, welche der Richtung 2 zugeordnet ist, die

wir durch — bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung:

v v E
k

" Wenn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) Fr statt 7 einführen, kommt:
F?VV2 + EFOuv — E2Ru: 5BEEDE F (8)

Wenn wir endlich y und z auf irgend einen Punct des fraglichen mit FZparallelen Durchmessers des Complexes beziehen, erhalten wir:
BO Yy
=,

u z

=  
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und hiernach

—FtÜy?+EROyz + BIRz 5ee a
Diese Gleichung stellt, wenn wir x, y, z als veränderlich betrachten, den
geometrischen Ort für diejenigen Durchmesser des gegebenen
Complexes dar, welche der Ebene FZ parallel sind.

=  

Sie sagt aus, dass in jeder durch die Axe eines gegebenen Complex-
Cylinders gelegten Ebene ein einziger Durchmesser des Complexes liegt, wel-
cher der der Cylinderaxe zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist, während
in jeder Ebene von dieser Richtung zwei Durchmesser liegen, welche auf der
Axe des gegebenen Cylinders sich schneiden.

Eine beliebige Ebene AFFEG@A
schneidet den Durchmesser AB des Com-
plexes und die Axe DE des Complex-Cylin-
ders, deren Richtung ihr zugeordnet ist,
in zwei Puncten A und E. In dieser Ebene
liegen zwei Cylinderaxen AF und AF’, die
den Durchmesser AB inA, und zwei Com-
plex-Durchmesser EF und EF’, welche die
Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Rich-
tungen der beiden Durchmesser in dieser
Ebene sind bezüglich den Richtungen der
beiden Cylinderaxen in derselben conjugirt.

Figur 13. Die Ebene gehört gleichzeitig zweien Cen-
tral-Parallelepipeden an, welche zwei gegen-

überliegende Kanten, die in den Durchmesser AB und die ihm parallele
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegenüberliegenden Seitenflächen
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC’CDHHB. Die beiden in
dieser zweiten Ebene liegenden Durchmesser des Complexes, CD und mE
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden -
Cylinderaxen in der zweiten, BC und BC’, die den beiden Durchmessern in
der ersten Ebene gegenüberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central- Parallelepipede liegt in einer
Ebene, welche parallel mit den beiden gegenüberliegenden Seitenflächen , die
wir ihrerseits, wie bisher, der Coordinaten-Ebene FZ parallel nehmen wol-
len, in der Mitte zwischen beiden hindurchgeht. Sie halbirt also den Abstand
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eines Durchmessers und einer Cylinderaxe des Complexes, welche unter sich
und mit FZ parallel sind. Dadurch, dass wir, parallel mit FZ, die ge-
meinschaftliche Richtung beider von vorneherein annehmen, sind die beiden
gegenüberliegenden Seitenflächen eines Parallelepipeds in lingarer Weise be-
stimmt.

Wenn wir die Gleichung (27), wie die Gleichung (32), auf ‚Coordi-
naten-Axen OF und OZ beziehen, welche zweien zugeordneten Durchmessern
des Complexes oder, was dasselbe heisst, zweien zugeordneten Cylinderaxen
desselben parallel sind, so verschwindet auch aus ihr X und es kommt:

Er RUEU: aem 83)
Unter der Voraussetzung, dass > in der vorstehenden Gleichung (33) und

der Gleichung (32) derselbe Werth beigelegt werde, bedeutet ® in den beiden
Gleichungen die Abstände einer Cylinderaxe des Complexes und eines Durch-

messers desselben, deren Richtung dieselbe und durch Z gegeben ist, von

der Coordinaten-Ebene FZ. Die halbe Summe dieser Abstände, welche wir
durch 2° bezeichnen wollen, gibt also den Abstand des Mittelpunctes des be-
züglichen Central-Parallelepipeds von derselben Coordinaten- Ebene. Wenn
wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber-
einstimmung mit (21):

BU. can ee
Der Werth von x ist unabhängig von dem beliebig angenommenen Werth
von z. Ueberdiess liegen die Mittelpunete aller Central-Parallelepipede, deren
gegenüberliegende Kanten in den FZ zugeordneten Durchmesser und die die-
ser Ebene zugeordneten Cylinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die-
ser Cylinderaxe und jenem Durchmesser. Wir ziehen hieraus den Schluss,
dass alle Central-Parallelepipede, deren eine Kante in einen gegebenen Durch-
messer des Complexes und deren gegenüberliegende Kante demnach in die
dem Durchmesser parallele Cylinderaxe fällt, einen gemeinschaftlichen
Mittelpunct haben.

Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von Central-
Parallelepipeden, welche unter sich und mit den Parallelepipeden der ersten
Reihe denselben Punct zum Mittelpunete haben. Wir brauchen bloss zuPlücker, Geometrie.

Sl
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diesem Ende an die Stelle des gegebenen Durchmessers irgend einen neuen
zu setzen, der demselben zugeordnet ist, und, so fortfahrend, den Jedesmaliger
neuen durch irgend einen ihm zugeordneten zu ersetzen. Einem gegebenen
Durchmesser der Characteristik des Complexes ist aber jeder Durchmesser,
welcher in der gegebenen zugeordneten Diametralebene liegt, zugeordnet.
Zwei gegebene Durchmesser haben also beide denjenigen zum zugeordneten
Durchmesser, nach welchem die beiden Diametralebenen, welche den beiden
gegebenen Durchmessern zugeordnet sind, sich schneiden. So können wir
also auch von jedem gegebenen Durchmesser eines Complexes zu jedem zwei-
ten gegebenen Durchmesser desselben in der Art übergehen, dass wir an die
Stelle des ersten gegebenen Durchmessers zunächst einen demselben zugeord-
neten dritten Durchmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten,
den zweiten gegebenen, der seinerseits diesem zugeordnet ist. Wir gelangen
somit zu dem folgenden Satze:

Alle Central-Parallelepipede eines gegebenen Complexes
haben denselben Punct zu ihrem Mittelpuncte.

Den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller Central-Parallelepipede wollen
wir den Mittelpunct des Complexes, jede Ebene, welche durch den-
selben geht, eine Centralebene, jede durch ihn gehende gerade Linie eine
Centrallinie desselben nennen.

Ein Complex des zweiten Grades hat im Allgemeinen einen
Mittelpunct.

Eine Ebene, welche parallel mit irgend zweien zugeordneten
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneten Cylinder-
axen eines Complexes in der Mitte zwischen denselben hindurch-
geht, ist eine Centralebene des Complexes.

Jedem Durchmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin-
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen beiden ist eine
Centrallinie des Complexes.

247. Wenn wir für 7Z eine Centralebene des Complexes und für die
Axe 9.X einmal den ihr zugeordneten Durchmesser, das andere Mal die ihr
zugeordnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflächen, von
welchen die eine alle durch den zugeordneten Durchmesser gehenden, mit 7Z
parallelen Oylinderaxen, die andere alle durch die zugeordnete Cylinderaxe
gehenden, mit FZ parallelen Durchmesser des Complexes enthält, durch
folgende beide Gleichungen dargestellt:



Ry: — Oyz — U?

Bes!

MRNe
Ey: + Ez?

Wenn wir die beiden Linienflächen und mit ihnen zugleich die bezügliche
Coordinaten-Axe O.X parallel mit sich selbst und mit der Centralebene ver-
schieben, ändern sich ihre beiden Gleichungen nicht. Wenn, nach der Ver-
schiebung, der conjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylinderaxe zu-
sammenfällt, stellen die vorstehenden Gleichungen die beiden Flächen, auf
dasselbe Coordinaten-System bezogen, dar. In ihnen ist dann die geometri-
sche Beziehung derselben zu einander unmittelbar ausgesprochen.

Wir können hierbei immer voraussetzen, dass in F/Z die beiden Coor-
dinaten-Axen OF und OZ, welche irgend zweien zugeordneten Durchmessern
«les Complexes parallel sind, auf einander senkrecht stehen. Wenn wir ins-
besondere für die gegebene Centralebene einen der drei Hauptschnitte des
Complexes, die durch den Mittelpunct desselben gehen, nehmen, so steht
auch OX auf OF und OZ senkrecht. Dann ist, wenn wir die Centalebene
als spiegelnde Ebene betrachten, eine der beiden Linienflächen, nach schick-
licher gegenseitiger Verschiebung derselben, das Spiegelbild der andern.

248. Wenn wir den Mittelpunct des Complexes zum Anfangspuncte der
Voordinaten nehmen und durch denselben die drei Coordinaten-Axen parallel
mit irgend dreien zugeordneten Durchmessern und Cylinderaxen legen, so
wird die Gleichung des Complexes, indem wir K, L, M gleich Null setzen:

A721 Ds 61 De: +Eo+ Fr

+26s+2Hr +2Jrs

—2Nro+20so
Bro + 2077 Ren — 2856 — 275 1 2Ug = 0, (35)

wobei die folgenden drei Bedingungs-Gleichungen (Nr. 240) erfüllt sind:

v=

R U 0 1 D Ss ia u Er N
aus welchen die folgende sich ableitet:

PRT = OSU. (36a)Dann bestimmen die drei Coordinaten-Paare:
RT. 0 S D
ed awen ee
Bun a N 37= SE r> _ 7 a | ( )
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die Lage der drei zugeordneten Durchmesser, und dieselben drei Coordinaten-

Paare, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die. Lage der drei zu-

geordneten Cylinderaxen.

Die Coordinaten-Axen werden rechtwinklige, wenn wir sie den drei

Axen des Complexes parallel nehmen. Dann ist auch das durch diese be-

stimmte Central-Parallelepiped ein rechtwinkliges. Die Quadratlänge der

Hälfte seiner vier Diagonalen ist:

ee
Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei
Axen des Complexes und keine der drei zu denselben parallelen Cylinderaxen

schneidet. Wenn wir die Winkel, welche dieselbe mit den drei Coordinaten-

Axen OX, OY, 0Z bildet, durch «, ß, y bezeichnen, ist:

ae (39)

Der achte Theil des Inhaltes des Centralparallelepipeds ist:
PR? wO8® M
DER (40)

249. Nachdem wir die sechs Constanten der Lage in Abrechnung ge-

bracht haben, beträgt die Anzahl der Constanten des Complexes nur noch

dreizehn, die sich, wenn wir die Bedingungs-Gleichungen (36) berücksich-

tigen, in der Gleichung (35) wiederfinden. Die einzige Bedingung, die

befriedigt werden muss, wenn. wir der Gleichung des Complexes die

vorstehende Form geben wollen, besteht darin, dass keine der drei Con-
stanten D, Z, F gleichzeitig mit A, Z und M verschwindet. Dann kön-
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen,

im Allgemeinen in einziger Weise den Complex durch die Gleichung (35)

darstellen.

Die besonderen Fälle, dass eine oder mehrere der drei Constanten D,

E, F gleichzeitig mit A, Z, M verschwinden, werden wir später ($ 3) be-

handeln.



— 45 —

82

Partioularisirung der Complexe, die einen Mittelpunet haben. Complexe, deren Linien
eine Fläche zweiten Grades umhüllen.

250. Die zwanzig Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung (T):
Ar + B?+C0+De-+ Eo® + F2

+2@s +2 Hr -2Irs + 2Kon— 2120oy — 2M90
— 2Nr6 + 20so

+2Pre+20rn +2Rsn — 2Sso —2To RU AR
welche, wenn wir durch eine beliebige derselben die übrigen dividiren, ‘die
neunzehn Constanten geben, welche zur Bestimmung des Complexes und
seiner Lage nothwendig sind, ordnen sich zu den folgendensechs Gruppen
zusammen:

Ar ber, unde, GEHT:

DEE IR - EDEN

10,

Bord ri
Die sechs Constanten der letzten Gruppe ordnen sich ihrerseits wieder in
verschiedener Weise zusammen, zweimal zu drei Paaren:

3

und OR R und S$, T und ©,
me 0, 20: Per,

und einmal zu zwei Gruppen von drei:
a a Kund 20 SE 0)

251. Wir haben im ersten Paragraphen nachgewiesen, dass, wenn die
drei Constanten X, Z, 7 verschwinden, die drei Coordinaten-Axen dreienzugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind. Dann können wir
durch schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordinaten überdiess
noch drei neue Constanten aus der Gleichung des Complexes ausfallen lassen.
Wenn &, Yo, zu die Coordinaten des neuen Anfangspunctes sind, so erhalten
die sechs Constanten der letzten Gruppe die folgenden neuen Werthe, die
gar duech, 20,0, 8, 5,7%, unterscheiden wollen (Nr. 5m):

P=P+Ez, On - VRR,
nee See (41)
BT. Den

Wenn wir eine der acht Ecken des bezüglichen Central-Parallelepipeds zumAnfangspuncte nehmen, verschwinden drei der neuen Constanten. Je nach-
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dem (Fig. 12) diese Ecke eine derjenigen sechs ist, in welcher sich ein
Durchmesser und eine Cylinderaxe schneiden, oder eine der beiden noch
übrigen Ecken, durch welche weder einer der drei conjugirten Durchmesser,
noch eine der drei, denselben parallelen, conjugirten Cylinderaxen gehen,
verschwinden bezüglich:

018 Poe Ü,, Ro; So, 0; Oo, Ro, So,

bs O,, Ro, D, Dr Oo Des Ds: Ps,

und Sp E) 9 3 U, > P, 2 R > T, .

Die sechs neuen Constanten können nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn zwischen den ursprünglichen die folgenden drei Relationen bestehen:

R U EUR: RR :
Faa ee (22)

Die Folge des Verschwindens der neuen Constanten ist, dass die drei
neuen Coordinaten-Axen mit drei zugeordneten Durchmessern
des Complexes zusammenfallen. Der neue Anfangspunet ist der
Mittelpunet des Complexes. Die Complex-Curven in den drei Coordi-
naten-Ebenen haben denselben auch zu ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte,
und zugleich sind die drei Coordinaten-Axen die Axen dreier Complex-Cylinder.
Weil das Coordinaten-System noch von drei willkürlichen Constanten ab-
hängt, so gibt es, im Allgemeinen, in jedem Complexe ein System dreier
zugeordneter Durchmesser, welche sich im Mittelpuncte desselben schneiden.
Wenn wir den Complex auf die drei sich schneidenden Durchmesser als Coor-
dinaten-Axen beziehen, wird seine Gleichung:

Ar + B#2+C0+Doe+Eo+ Fı}

FIGae Ders
— 2720 ..20s50 0. (45)

Diese Gleichung enthält zehn von einander unabhängige Constante, indem
das Coordinaten -System durch neun Bedingungen particularisirt ist.

Die Coordinaten des Mittelpunetes der Complex-Curve in einer beliebigen
durch ‚den Mittelpunet des Complexes gehenden Ebene:

latuytVz—=0

sind in Gemässheit der Gleichungen (2):

m ar Tan
Di?+ EW: + FvV?

— N’v e
INTER es

(N—O)t' uw

Dr? autRV®'  
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Da die Werthe der drei Coordinaten x, y, z nur dann gleichzeitig ver-
schwinden, wenn gleichzeitig zwei der drei Coordinaten der Ebene 7, ı, v
verschwinden, so gibt es, ausser den drei zugeordneten Durchmessern, die
zu Coordinaten-Axen genommen worden sind, im Allgemeinen sonst keinen
Durchmesser des Complexes, der durch den Mittelpunet desselben geht.

Die drei vorstehenden Gleichungen geben, wenn wir zwischen denselben
7’, w, v’ eliminiren:

DO?y?z? + EN:a222 4 F(N— OJ2a2y? — NO(N—O)ayz = 0. (45)
Diese Gleichung stellt den geometrischen Ort für den Mittelpunet der Com-
plex-Curve in einer Ebene dar, welche durch den Durchschnitt der drei zu-
geordneten Durchmesser geht und um diesen Punct beliebig gedreht wird.*)

252. Eine Particularisirung des Complexes tritt ein, wenn wir neben
den sechs Constanten der letzten Gruppe eine der drei Constanten:

I 0, N—0
verschwinden lassen. Ist O die verschwindende Constante, so geben die
drei Gleichungen (44):

z=0, uytvVz=(0.
Dann liegt also in jeder durch den Anfangspunct gehenden Ebene:

fatuytVz=0,
der Mittelpunct der Complex-Curve auf derjenigen geraden Linie, in welcherdie Coordinaten-Ebene FZ von dieser Ebene geschnitten wird, und rücktauf dieser Linie fort, wenn die Ebene um diese Linie sich dreht. Wenndiese Ebene insbesondere durch die Coordinaten-Axe O.X geht, verschwindet, und in Folge davon werden y und z gleichzeitig mit «x gleich Null: derMittelpunet der Curve fällt also mit dem Anfangspuncte zusammen, oder,mit andern Worten, alle der Coordinaten-Axe 0X zugeordnetenDurchmesser gehen durch den Anfangspunct, und liegen in derEbene FZ. Jede Lihie dieser Ebene, welche durch den Anfangspunct geht,ist ein Durchmesser des Complexes, so wie sie die Axe eines Complex-Cylinders ist.

Wenn neben den sechs Constanten der letzten Gruppe gleichzeitig diebeiden Constanten N und O der vorhergehenden Gruppe verschwinden, so ver-

*) Die durch die Gleichung (45) dargestellte Fläche ist eine Complexflächepartieularisirt hat, dass sie drei, sich in einem Puncte schneidende DoppelliniCoordinaten-Axen OX, OF, 02. Dem entsprechend kann dieselbe auf dreieines veränderlichen Kegelschnitts um eine feste Axe erzeugt werden.

‚ die sich in der Art
en besitzt: die drei

fache Weise durch Drehung
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schwinden die Werthe von x, y, z in den Gleichungen (44). Dann gehen

alle Durchmesser des Complexes durch den Mittelpunct dessel-

ben. Sie sind zugleich die Axen der Complex-Cylinder. Jede Complex-Curve,

deren Ebene durch den Mittelpunet des Complexes geht, hat diesen Punct

auch zu ihrem Mittelpuncte.

Die allgemeine Gleichung (I) wird in diesem Falle:

Ar? + B®?+C+ Do + Eo? + Fin?

+26s +2Hr +2Jrs—=0. (45)

Sie stellt ‚einen Complex dar, der dadurch, dass sämmtliche Durchmesser des-

selben in seinem Mittelpuncte sich schneiden, fünf seiner Constanten ver-

loren hat und nur noch, ausser von den sechs Constanten der Lage, von

acht Constanten abhängt, die in seiner Gleichung sich wiederfinden. Er ist

auf irgend drei zugeordnete Durchmesser als Coordinaten-Axen bezogen, für

welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, auch die drei Axen desselben _

nehmen können.

253. Wenn alle Durchmesser des Complexes in dem Mittelpuncte des-

selben sich schneiden und irgend drei dieser Durchmesser, welche einander

zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen genommen werden, gehen die Gleichun-
gen (3), (30), (12), (21) des vorigen Abschnitts in die folgenden über:

Das + (Fa? + By» — 2Guv + (Er +Oyw — 0, (46)
2 a 2 u n(2 +) +22 + (5 —26®+B) 0, (47)

(r%; + E)m + (2% +20 + )e—aI% +H)to + Aw = 0, (48)

BE+r)e+le5re)e rast ramns ren (49)

Durch die beiden ersten der vorstehenden Gleichungen, (46) und (47),

wird in gemischten Coordinaten diejenige Aequatorialfläche dargestellt, welche

OX zu ihrem Durchmesser hat, einmal vermittelst ihrer Breiten-Curven,

deren jedesmalige Ebene durch x bestimmt ist, das andere Mal vermittelst

ihrer umhüllenden Complex-Cylinder, deren Axen mit XZ Winkel bilden,

deren trigonometrische Tangenten gleich (= ea sind. Aus der Gleichung

(47) folgt, dass die Axen sämmtlicher umhüllender Complex-Cylinder in FZ

liegen und die Coordinaten-Axe OX im Anfangspuncte schneiden.

Die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen, (45) und (49), stellen

in gemischten Coordinaten diejenige Meridianfläche dar, welche die Coordinaten-
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Axe OX zur Doppellinie hat, einmal 'vermittelst ihrer Meridian-Curven,

deren jedesmalige Ebene durch Z., die trigonometrische Tangente desjenigen
Winkels, den sie mit X Z bildet, bestimmt ist; das andere Mal vermittelst
ihrer umhüllenden Complex-Kegel, deren jedesmaliger Mittelpunct auf O.X

liegt, in einem Abstande (- =.) vom Anfangspuncte der Coordinaten. Wie
die Gleichung (48) zeigt, haben alle Meridian-Curven einen Mittelpunct, der
mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfällt und als ein Mittel-
punct der Fläche selbst zu betrachten ist.

254. Wenn zugleich mit den früheren elf Constanten auch noch die
Constante.@ der Gruppe

HN :
verschwindet, so zeigt die Gleichung (46), dass alle Breiten-Curven der bezüg-
lichen Aequaterialfläche, (deren Durchmesser QX ist, zwei zugeordnete Durch-
nesser haben, die zweien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. Durch das Verschwinden von 7 und 7 particularisiren sich die Aequa-
torialflächen, deren Durchmesser OF und OZ sind, in gleicher Weise, wie ‘
sich durch das Verschwinden von @ die Aequatorialfläche particularisirt,
deren Durchmesser 0Xist.

Wenn 4 und 7 gleichzeitig verschwinden, schneiden alle Complex-Kegel,
deren Mittelpunkte auf der Doppellinie der Fläche liegen, die ihr conjugirte
Diametral-Ebene in Curven, deren Mittelpuncte mit dem Mittelpuncte des
Complexes zusammenfallen (49). -

Wenn die drei Constanten 6, H, I gleichzeitig verschwinden, so sind.
solche drei zugeordnete Durchmesser des Complexes zu Coordinaten-Axen
gewählt worden, dass alle Kegel des Complexes, deren Mittelpuncte auf einem
dieser drei zugeordneten Durchmesser liegen, die Ebene der Jjedesmaligen
beiden anderen in Curven zweiter Ordnung schneiden, deren Mittelpuncte
sämmtlich mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallen.

255. Die sechs Constanten
; EHRTDW:

verschwindengleichzeitig, wenn zu Coordinaten-Axen solche drei Durchmesser
des Complex-Kegels, dessen Mittelpunkt in den Anfangspunct fällt, genommen
werden, welche dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel
sind. Dieser Bedingung kann, für einen gegebenen Complex, im Allgemeinen
in einziger Weise entsprochen werden. Denn je zwei concentrische FlächenPlücker, Geometrie,
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zweiter Ordnung, insbesondere zwei Kegel mit demselben Mittelpunete, haben
ein einziges System dreier 'zugeordneter Durchmesser gemein*). Für die
beiden Kegel nehmen wir den Kegel des Complexes:

Aa? + By? + 022 + 2Gyz + 2 Hxz + 2lay= 0, (50)
dessen Mittelpunet in den Anfangspunct fällt, und den Asymptotenkegel der
Characteristik, dessen Mittelpunet wirebenfalls in den Anfangspunct legen (11):

(HK? — EF)ag + (LE — DPyy: + (M® — DE)z
+ DK — LM) yz + MEL — KM) xz + FM — KL)cy =©

Das System der beiden gemeinschaftlichen drei conjugirten Durchmesser ist
das zu bestimmende Coordinaten-System. ;

256. In dem Falle, dass alle Durchmesser des Complexes in dem Mittel-
puncte desselben sich schneiden, und wir diejenigen drei Durchmesser dessel-
ben, welche sowohl in Beziehung auf den Complex als auch in Beziehung
auf den Complex-Kegel, der der Mittelpunct des Complexes zu seinem Mittel-
puncte hat, einander zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen nehmen, wird
die Gleichung des Complexes:

Ar: + B® +0 + Do + EgiSe (52)
Diese Gleichung enthält fünf von einander unabhängige Constanten,

die mit den neun Constanten der Lage die vierzehn Constanten geben,

von denen der Complex nur noch abhängt.

257. Nach dem Verschwinden von @, 4, / gehen die Gleichungen. der

Aequatorialfläche in gemischten Coordinaten, (46) und (47), in die folgen-

den über:
Fx? + B Ex?7 c PR

O
R

Ei ge+—=, (53)
‚2

E er + D

maee 2BEB ee; &

und lassen sich unmittelbar in die folgenden verwandeln, welche dieselbe

Aequatoriallläche bezüglich in Punct- und Plan-Coordinaten darstellen:
He Dy?

„PrFre t wre (65)

65as C B
BeEL Ze + grt+tm-—0. (56).

*) Siehe Geometrie des Raumes. Nr. 262.
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Die Meridianfläche, deren Doppellinie O0 X. ist, wird in dem fraglichen
Falle durch die folgenden Gleichungen in gemischten Coordinaten dargestellt:

  

 
 

a Me 0 (57)a EEE ON eyers FG+E a:
2Berp er B :

ö 5 2 2
58

eatai (58)
Aus diesen Gleichungen erhalten wir unmittelbar die Gleichungen derselben
Meridianfläche bezüglich in Punet- und Plan-Coordinaten:

FY EN2? F
Bearazatıen, (59)

z?

A Arenrn Dene 0,
wo 7 60):B5+F Ca+E (60)

Die Aequatorialfläche, die OX zum Durchmesser, und die Meri-
dianfläche, die OX zur Doppellinie hat, bleiben auch nach derParticularisation von der vierten Ordnung und der vierten (lasse.

258.. Wenn die neue Bedingungs-Gleichung:

 

DER CM (61)besteht, wonach:
DEE, E,.R
eg ‘

werden alle Breiten-Curven der Aequatorialfläche (55) ähnliche und ähnlich-liegende Curven des zweiten Grades. Die Gleichung derselben:
D(Pe® + By + D(Ex: + )2+ (Fe +D(Br tt 0)=0verwandelt sich, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor

DE (F® + D)=DF (Ba: + C)
vernachlässigen, in die folgende:

dir y: zZ EnBerne (62)Die Aequatorialfläche redueirt sich also, indem wir von den beiden Ebenen:BF + B)= Pin 20-0, (63)die sich auf der unendlich weit liegenden Doppellinie der Fläche schneidenund die Fläche auf der Axe O.X berühren, absehen, auf eine Fläche deszweiten Grades und verliert ihren, in FZ unendlich weit liegen-den Doppelstrahl. '
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Die beiden Ebenen, welche durch die Gleichung (63) dargestellt werden,

sind solche zwei Ebenen, in denen sich die von Linien des Complexes um-

hüllte Curve der zweiten Classe in zwei Puncte aufgelöst hat, die in einen

zusammenfallen.

In ähnlicher Weise verwandelt sich die Gleichung (56), wenn wir dieselbe

DE
mit multiplieiren und berücksichtigen, dass in Folge der Bedingungs- - 

Gleichung (61):

u 1 eg ekEu,z®

in die folgende:

De + Eu + Pr + = m—(, (64)

die Gleichung derselben Fläche des zweiten Grades in Ebenen -Coordinaten,

welche wir eben (62) durch ihre Gleichung .in Punct-Coordinaten darge-

stellt haben.

Wir vernachlässigen hierbei zwei Puncte:

Eu + Fr — 0, (65)
welche auf der unendlich weit liegenden Doppelaxe liegen, die dadurch eben-

falls verschwindet. Diese beiden Puncte sind solche zwei, für welche sich

der von Complexlinien gebildete Kegel der zweiten Ordnung in zwei Ebenen

aufgelöst hat, die in eine zusammenfallen.

Die Gleichung der Meridianfläche in Punct-Coordinaten (59) redueirt
Asich, wenn wir mit F multiplieiren, im Folge der Bedingungs-Gleichung

(61), auf:

 
L

Fire y 22 A a8 nn
er (66)

Die Gleichung derselben Fläche in Plan-Coordinaten (60) geht, wenn wir mit

ZUCe+ En) =20 am)

multiplieiren, in die folgende über:
GEBE 2 2CE % + Bu: + Por + en eo 0 (67)

Die Meridianfläche redueirt sich, in Folge der Bedingungs-Gleichung (61), auf

den zweiten Grad und verliert ihre Doppellinie Wenn wir sie als
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den geometrischen’ Ort von Puncten betrachten und demgemäss, nach der
Reduction, durch die Gleichung (66) darstellen, liegt der Grund dieser
Reduction darin, dass wir von den beiden Ebenen:

B(Py: + E22) —F(By% + 02) = 0, (68)
die dem vernachlässigten Factor entsprechen, absehen. Diese beiden Ebenen
schneiden sich ‚auf O.X und sind diejenigen beiden Tangential-Ebenen der
Fläche, welche sich durch OX an dieselbe legen lassen. Die Complex- Curve
in jeder derselben hat sich in ein System zweier Puncte aufgelöst, die in
einen zusammenfallen. Wenn wir die Meridianfläche als von Ebenen um-
hüllt betrachten und nach der Reduction durch die Gleichung(67) darstellen,
ist diese Reduction Folge davon, dass wir von den beiden Puncten:

E(Bt: + Fn») = F(C® + En) = 0 (69)
absehen, welchen der vernachlässigte Factor entspricht. Diese beiden Puncte
sind diejenigen beiden, in welchen die Fläche von der Axe 0.X geschnitten
wird. Der Complex-Kegel, welcher einen beliebigen dieser beiden Punete
zum Mittelpuncte hat, artet in ein System zweier Ebenen aus, die in eine
ie

259. Indem wir eine Fläche des zweiten Grades als Aequatorialfläche
er ist zugleich ein Durchmesser derselben bestimmt, der einer gege-
benen Ebenen -Richtung zugeordnet ist; indem wir sie als Meridianfläche
betrachten, ist unmittelbar ein Durchmesser Genuhenn der früheren Doppel-
linie entsprechend, gegeben.

260. ‘In Eeeder Bedingungs-Gleichung (61):

BE — GR
gehen die ieER und die Meridian-Fläche, welche OXY bezüglich zum
Durchmesser und zur Doppellinie haben, beide in Flächen zweiten Grades

_ über. Wenn die doppelte Bedingungs--Gleichung:

AD=BE=CF (70)
befriedigt, wird, werden diese beiden Flächen identisch dieselben.
Für ihre gemeinschaftliche Gleichung in Punct-Coordinaten können wir die
folgende nehmen:

 ar y: 22 AS
2aAR | 1)

BDo ch, mind uSs= Er nnn vertauschen.
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Die doppelte Bedingungs-Gleichung (70) sagt in Verbindung damit, dass

@, H, I, K, L, M verschwinden, aus, dass der Complex-Kegel und der Asymp-

.toten-Kegel der Charakteristik, welche den Mittelpunet des Complexes zu

ihrem gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, identisch werden. Allgemeiner,

wenn die obigen sechs Constanten "nicht verschwinden, erhalten wir aus den

beiden Gleichungen (50) und (51), um diese Identität auszudrücken, die fol-

gende fünffache Bedingungs-Gleichung:

KR: BF:m— DF.MY— DELDK —- IM BLIN
— As: De: a MR he 1.(12).

Wenn aber die beiden genannten Kegel identisch werden, können wir jedes

System zugeordneter Durchmesser derselben zu Coordinaten-Axen, jeden:
beliebigen Durchmesser als Axe O.X nehmen. Die Aequatorialfläche und die

Meridianfläche, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexesbezüglich

zu ihrem Durchmesser oder zu ihrer Doppellinie hat, sind identische Flächen

des zweiten Grades.

Betrachten wir diejenigen beiden Meridianflächen, welche, bei der

gewählten Coordinaten-Bestimmung, bezüglich OX und OF zur Doppellinie

haben, so sind die Durchschnitte dieser beiden Flächen mit den drei Coordi-

naten-Ebenen identisch.: Zunächst ist beiden Flächen die in XY liegende

Complex-Curve gemeinsam. Aber auch die Durchschnitts-Curven in XZ und

in FZ fallen zusammen, insofern die in jeder der beiden Coordinaten-Ebenen

liegende Complex-Curve einmal Meridian-Curve der einen Meridianfläche, dann

aber auch Breiten-Curve der mit der anderen Meridianfläche identischen

Aequatorialfläche ist. In Folge dessen fallen sämmtliche Meridianflächen

und Aequatorialflächen, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes

bezüglich zu ihrer Doppellinie oder zu ihrem Durchmesser haben, in dieselbe

Fläche zweiten Grades zusammen. i |

Alle Linien eines so partieularisirten Complexes zweiten

Grades, der nunmehr nur noch von neun Constanten abhängt,

umhüllen eine Fläche des zweiten Grades. Wir können sagen, dass

diese Fläche durch die Gleichung des Complexes dargestellt werde,

Erst dadurch, dass der allgemeine Complex einer zehnfachen Be-

schränkung unterworfen wird, geht derselbe in einen solchen über, dessen
Linien eine Fläche zweiten Grades umhüllen. Diese Beschränkungen können

wir geometrisch darin zusammenfassen, dass erstens alle Durchmesser des

Complexes in demselben Puncte sich schneiden, und dass zweitens der
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Complex-Kegel und der Asymptoten-Kegel der Charakteristik des Complexes,
die diesen Punet zum gemeinschaftlichen Mittelpunete haben, identisch die-
selben sind. Der ersten Voraussetzung entsprechen fünf Bedingungs- Glei-
chungen, die sich in allgemeinster Form ergeben, wenn wir zwischen ‘den
acht Gleichungen, die wir durch Annullirung der acht letzten Coefficienten
der auf den neuen Anfangspunct (2%, y°, 20) bezogenen Öomplex-Gleichung (VI)
erhalten, die drei Coordinaten x, y°, z° eliminiren. Der zweiten Voraus-

' setzung entsprechen die fünf Bedingungs-Gleichungen (72).
Wenn wir, in. anderer Reihenfolge, dieselben Bedingungs- Gleichungen

befriedigen, gelangen wir, durch andere Partieularisationen, zu demselben ;
Resultate.

261. Wir wollen uns nochmals zu der Gleichung (52) zurückwen-
den und diejenigen halben Durchmesser der Curven des Complexes in
den drei Coordinaten-Ebenen FZ, ZX, XF‚ welche bezüglich in OF und
0Z, OX und 0Z, 0Z und OF fallen, durch 4, und €, 4, umd c,, a, und
b, bezeichnen. Dann ist:

y C 2 Beree
% (6 ‘ A gueeEN (7)

B ANN EEEAz RL r |

Dieselben sechs Grössen, in folgender Weise zusammengestellt:
b, und c,, 4, und .c,, a, und b,,

sind: zugleich die, bezüglich in OF und 0Z ‚ 0X und 0Z, OX und OF fal-lenden Halbdurchmesser der Basen in FZ, XZ, XY derjenigen drei Com-plex-Cylinder, deren Seiten mit 0.7‚ OF, 0Z parallel sind. Wir erhalten:
abc? — a2 br c2. (74)

Wenn zwischen den sechs Constanten der Gleichung (69) die doppelteBedingungs-Gleichung (70):

AD—=-BE—CH
besteht, schneiden die drei Complex-Curven in den drei Coordinaten- Ebenendie drei Coordinaten-Axen in denselben Puneten. Diese drei Complex-Curvenfallen mit den Basen der drei Complex-Cylinder zusammen. Dann erhaltenwir,. wenn .wir die Marken von a, bi c unterdrücken:
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De
c As ; .

ren 5 (75)
TE A BES

Dese Ber )

Wir können eine der sechs Constanten der Complex-Gleichung (52) beliebig

annehmen. Setzen wir:
Be b2,

so geben die letzten Gleichungen:
S: A=be,B=.ace ’

D=-—-@2,E=—-br=—e'

Die fragliche Gleichung geht alsdann in die folgende über:
Bbertaes2-ta Dar . D2 9° +0 7°. (76)

Sie stellt einen Complex dar, dessen Linie eine Fläche zweiten Grades mit

einem Mittelpunct umhüllen; sie stellt diese Fläche selbst dar.

Die Gleichung derselben Fläche in Punct-Coordinaten ist!
rn? 2 2

ee | m)
und in Ebenen-Coordinaten:

er + ten —m. ; (75)

262. .Um eine gegebene Fläche des zweiten Grades, für deren allge-

meine Gleichung in Punct-Coordinaten wir die folgende nehmen wollen:

az: + dy? + d'z2 + 2b’ay + 2b’az + 2byz + 20%

+2cCy+2Cz+d=0, (79)

durch eine Complex-Gleichung darzustellen, brauchen wir bloss die Gleichung
des der Fläche umschriebenen Kegels zu bestimmen, ‚welcher irgend einen

gegebenen Punct (a; y', 2’) zu, seinem Mittelpuncte hat. Für diese Gleichung

erhalten wir, wie bekannt”):

 

 

*) Die Gleichung des Textes leitet sich auf die folgende Weise ab.

Die Gleichung einer jeden Fläche zweiten Grades, die eine gegebene Fläche zweiten Grades:

, 2=0

längs der Durchschnitts-Curve mit einer Ebene:
p=%

berührt, fällt unter die Form

j 2 — p?= 0,

wo A eine willkürliche Constante bezeichnet.. Für p ist hier die Polar-Ebene des Punctes («’, y', 2’)

mit Bezug auf die gegebene Fläche (2) genommen, und A ist so bestimmt, dass die neue Fläche durch

den Punct (z’, y', 2’) hindurch geht.
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(aa? +ady®+a'2?+2V’ay+23Waz + 2byz+2ca+20y+2c’z+ d)
ar+ay?+42Hd2byzZ+2cH+2cy+2c"r +4)
[arty+bzt)l+Wa +tdy+bzte)y + Watby+a'z+e”)z

+lea+ey+ez+Aj]? (80)
Die Gleichung dieses Kegels ist, wenn wir x, y, 2’ neben «, y, z als verän-
derlich betrachten, die Complex- Gleichung der Fläche. Wir können sie
wirklich unter der allgemeinen Form schreiben:

A@— a) + By—y)+ Cr):
| +DWE—y+ Ez—a2) + Play—ay)
+26W-y) @—-2)+ 24H@— 2) @-2)+2 Kae) y—y)

+24(2y'—ı'y) (a2—r7)+2 L (ay—.’y) (y’—y'z2)+2 M(2z—.ı2') (yz’—y'z)
+2N(@— a) y’—y2)+20(y—y) (#2 — 27) +2 N(z—7) (vy — a'y)

+2 Pla — 2) (#z— 27) +2 0(r — 2) (ey —.a’z)
+2Ry—y) (ay—a’y)+2 S(y—y) (yz’—y'z)

+27@— 27) y’—yz2)+2 U@—?') (z—ı7)=0,
indem wir -

ad— c: = A, dd—c?—=B, d—d—=C,
dd — =D, ad —V:—=E, ad —V:—=F,
d—c"=G, Vd—c"—=AH, V"d—clc=1,
DW —ab=K, W—adlV —=L, VW’ —dW’—=M,
We—-BeE-N, bk-VE"=0, Funr 0

V»e—al—=P, ad —Ve—=0,
W”e—de=R, edum S,
eeA  de—b" = U

setzen.

Dabei ist:

N+0+V7=0, (82)
und:

N-N—V=-Vd 280 + be,
: & ig (83)0-0 —-— V’-—Ve" +2c—Ve:|

263. Umdie Fläche zweiten Grades zu bestimmen, wenn ihre Com-
plex-Gleichung gegeben ist, erhalten wir aus den vorstehenden Gleichungen
(51) unmittelbar eine Reihe solcher Relationen, in welche die Constanten
der Gleichung des Complexes und der Fläche linear eingehen. Beispielsweise
ergeben sich aus den sechs Gleichungen:

Plücker, Geometrie.
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de — =D, moWa ad —VÜ?:=f,

WW" —ab—=Ä,. W—alV=L, WW — ad’ =M

die folgenden sechs zur Bestimmung der Verhältnisse von a, «d, «’,b, b’, b":

aL+V/F+HVK-=0,

aM +V/EK+VE=0,
aM +VD+IL=V0,

dAK+VL+09F—=0,
“K+IE+V/M=O,
PLIIEL- EDEN,

Wir unterlassen es, diese Relationen, aus denen sich durch Elimination der

Grössen a,d u. s. w. auch unmittelbar die Bedingungen ergeben, welche die

Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung zu erfüllen haben, damit die

Complexlinien eine Fläche des zweiten Grades umhüllen, vollständig hin-

|

(84)

zuschreiben.

264. So wie, wenn wir uns der Punct-Coordinaten ©, y, z bedienen,

die Gleichung der einer gegebenen Fläche zweiten Grades umschriebenen

Kegelfläche, indem wir die Coordinaten a’, y', z° seines Mittelpunctes eben-

falls als veränderlich betrachten, die Complex-Gleichung der Fläche in

Strahlen-Coordinaten ist, so ist, wenn wir uns der Plan-Coordinaten

4, % v bedienen, die Gleichung der Durchschnitts-Curve einer Fläche zwei-

ten Grades mit einer beliebigen schneidenden Ebene (/, w, v’), wenn wir

die Coordinaten derselben ebenfalls als veränderlich betrachten, die Complex-

Gleichung dieser Fläche in Axen-Coordinaten. In ganz analoger Weise, wie

wir von der Complex-Gleichung einer gegebenen Fläche zweiten Grades in

Strahlen-Coordinaten zu ihrer gewöhnlichen Gleichung in Punct-Coordinaten

übergehen, können wir von der Complex-Gleichung derselben Fläche in

Axen-Coordinaten sogleich zur Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten

übergehen. Da überhaupt, wenn eine der beiden Gleichungen eines Com-

plexes in Strahlen- und in Axen-Coordinaten gegeben ist, es beide zugleich

sind, so ist in dem Vorstehenden auch der einfachste Weg angezeigt, um

von einer der beiden Gleichungen einer Fläche zweiten Grades in Punct- und

in Plan-Coordinaten zu der anderen derselben überzugehen.

265. Der Grund der Darstellbarkeit einer Fläche zweiten Grades durch

eine Complex-Gleichung liegt in der Eigenschaft dieser Flächen, dass jede

Ebene dieselbe in einer Curve der zweiten Classe schneidet und jeder
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Punct für dieselbe der Mittelpunct eines Umhüllungs-Kegels der zweiten
Ordnungist.

Die Fläche kann einerseits in eine Kegelfläche, andererseits in eine
ebene Curve ausarten. In beiden Fällen lässt sich dieselbe durch eine Glei-
chung zwischen Linien-Coordinaten darstellen.

In dem ersten Falle arten sämmtliche Complex-Kegel in Systeme von
zwei Ebenen aus, welche die dargestellte Kegelfläche berühren. Alle durch
den Mittelpunet der Fläche gehenden geraden Linien gehören dem Com-
plexe an.

In dem zweiten Falle artet die Complex-Curve in einer beliebigen Ebene
in ein System zweier Puncte aus, in denen die dargestellte Curve von der
gegebenen Ebene geschnitten wird. Alle in der Ebene der Curve liegenden
geraden Linien sind Linien des Complexes.

Während in Punct-Coordinaten sich eine ebene Curve, in Ebenen-Coordi-
naten sich eine Kegelfläche nicht durch eine Gleichung darstellen lässt,
finden beide geometrische Gebilde ihre Darstellung in Linien-Coordinaten.
Während aber eine Kegelfläche, durch eine Gleichung zweiten Grades zwi-
schen Punct-Coordinaten bestimmt, von der zweiten Ordnung, und eine
ebene Curve, durch eine Gleichung zwischen Ebenen -Coordinaten gegeben,
von der zweiten Classe ist, kann ein Complex zweiten Grades nur einen
Kegel der zweiten (lasse und eine Curve der zweiten Ordnung
darstellen.

Ein Kegel zweiter Classe kann sich auflösen in zwei sich in seinem
Mittelpunete schneidende Axen; eine Curve zweiter Ordnung in zwei in ihrer
Ebene liegende Strahlen. Kegel und Curve sind nach dieser Partieularisation
identisch dasselbe und finden, nach wie vor, ihre Darstellung in einer Glei-
chung zwischen Linien-Coordinaten.

Noch von einer anderen Seite kommen wir auf dieselbe Particularisation
des Complexes zweiten Grades. Die Gleichung desselben kann sich in
lineare Factoren auflösen und diese Factoren wiederum können der Bedin-
gung genügen, Complexe ersten Grades von der besonderen Art darzustellen,
deren sämmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wenn die beiden
auf diese Art dargestellten geraden Linien durch denselben Punct hindurch-
gehen, oder, was dasselbe heisst, in. derselben Ebene liegen, so haben wir
einmal den particularisirten Kegel zweiter Classe, das andere Mal die par-tieularisirte Curve zweiter Ordnung.
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S3.

Die unendlich weit liegenden Linien des Complexes.

Eintheilung der Complexe nach diesen Linien.

266. Wenn wir in einer gegebenen Ebene eine gerade Linie beliebig

annehmen und, parallel mit sich selbst, immer weiter fortrücken lassen, so

verliert sie in unendlicher Entfernung jede Spur ihrer ursprünglichen Richtung

in der Ebene. Auch können wir an die Stelle der gegebenen Ebene, welche

die unendlich weit gerückte Linie enthielt, jede andere Ebenesetzen, die

derselben parallel ist. Alle in parallelen Ebenen unendlich weit liegenden

geraden Linien fallen im Unendlichen in eine einzige zusammen. Die un-

endlich weit gerückte gerade Linie ist der Durchschnitt unendlich vieler

parallelen Ebenen. Sie hat, im Unendlichen, keine andere Beziehung zum

Endlichen behalten, als dass sie einer gegebenen Ebenen-Richtung, einer ge-

gebenen Ebene, parallel ist.

Wenn eine gegebene Ebene, parallel mit sich selbst, immer weiter fort-

rückt, so verliert sie ihrerseits ihre Richtung. Eine unendlich weit entfernte

Ebene ist als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten. Die in ihr

liegenden geraden Linien haben jede Beziehung zum Endlichen und somit

jede Bedeutung im gewöhnlichen Sinne verloren.

Diese geometrischen Anschauungen finden ihren unmittelbaren analy-

tischen Ausdruck. Damit eine gerade Linie:

“—=Tr2 0,

Yy=3Sz-+ 6,

in einer gegebenen Ebene:

(a tuytvztnwm—=(,

enthalten sei, ergeben sich die folgenden drei Relationen:

rtus+tv=0,

Fo) Ro ee — W,

GN 00ns

Wenn die gerade Linie in der gegebenen Ebene unendlich weit liest, sind

o und 6, und, in Folge davon, auch „=r 6 — so unendlich gross. Dann

geben die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen:

BRU RU 0,50,

während die erste Gleichung bloss ausdrückt, dass die unendlich weit gerückte

gerade Linie der gegebenen Ebene parallel ist.
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Wenn die gegebene Ebene unendlich weit rückt, wird » unendlich gross,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, es verschwinden f, w und v. Ihre
Gleichung drückt dann ihre Richtung nicht mehr aus und die vorstehenden
drei Relationen verlieren ihre Bedeutung.

267. Wenn wir wiederum für die allgemeine Gleichung der Complexe
des zweiten Grades die folgende nehmen:

are Bee’ C- Do Ego: -+ Fn:
RS BHr + 2lrs + 2Koy — 2L6n — 2Moc

— 2Nr6 -+ 20so
+2Pre +20r9 + 2Rsn — 2856 —2T0 + 209 =0, ()

und in derselben g, 6, m unendlich gross werden lassen und demnach gegen
diese drei Veränderlichen die beiden übrigen, » und s, sowie constante
Grössen und endlich gegen zweite Potenzen der erstgenannten drei Ver-
änderlichen erste Potenzen derselben vernachlässigen, so ergibt sich für solche
Linien des Complexes, welche unendlich weit liegen:

Do: + Eo®-+ Pn: + 2Kgn — 2Lon— 2Moco—=0. (85)
Diese Gleichung stellt, wie Jede Gleichung in Linien-Coordinaten, einen

Complex dar. Wir wollen denselben den Asymptoten-Complex des
gegebenen Complexes nennen. Dieser Complex subsumirt sich, nach den
Erörterungen des vorigen Paragraphen, unter diejenigen, welche einen Kegel
zweiter Classe darstellen. Der Mittelpunct dieser Kegelfläche fällt mit dem
Coordinaten-Anfangspuncte zusammen. und ihr Durchschnitt mit der unend-
lich weit liegenden Ebene ist die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umhüllte Curve zweiter Classe.

Ein jeder Complex des zweiten Grades, in dessen Gleichung die Glieder
zweiter Ordnung in 9, 6, n mit denselben Constanten IDEERe 1:1,
multiplieirt vorkommen, wie in der Gleichung des gegebenen Complexes,
stellt mit gleicher Genauigkeit die im Unendlichen liegenden Linien des ge-
gebenen Complexes dar, als derjenige Complex, dessen Gleichung die vor-
stehende (85) ist. Es ist der Asymptoten-Complex, der seinerseits wieder
zu allen solchen Complexen in gleicher Beziehung, wie zu dem gegebenen,
steht, unter ihnen durch die Einfachheit seiner Gleichung und, dem ent-
sprechend, sowohl durch die übersichtliche Gruppirung seiner Linien als durch
eine besondere Lage zu dem Coordinaten-Systeme ausgezeichnet.

Der Grad der Annäherung, mit welcher der Asymptoten-Complex die
unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes darstellt, ist nur
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der erste, insofern seine Gleichung mit der des gegebenen einzig in den

Gliedern zweiter Ordnung der in Betracht kommenden Veränderlichen, nicht

aber auch in denen erster Ordnung, übereinstimmt.

268. Wenn wir in der Gleichung (85) für — 6, o, n bezüglich die

obigen Werthe 7, w, v, welche diese Coordinaten für unendlich weit entfernte

gerade Linien annehmen, einsetzen, so erhalten wir die folgende Gleichung:
Dt® + Eu: + Fv? +2Kuv+2Ltv+2Mtu=0,

zur Bestimmung derjenigen Ebenen-Richtungen, nach welchen Linien des

_Complexes unendlich weit. liegen. Legen wir durch den Coordinaten-Anfangs-
punct Ebenen, welche diese Richtung haben, so umhüllen dieselben eine Kegel-

fläche zweiter Classe, dieselbe Kegelfläche, welche durch die Gleichung (85)

in Linien-Coordinaten dargestellt wird. Wir können die Kegelfläche und mit

ihr den Asymptoten-Complex beliebig parallel mit sich selbst verschieben,

ohne die Beziehung zu dem gegebenen Complex zu ändern. Denn bei einer

solchen Verschiebung bleiben nach den Coordinaten- Transformationsformeln

der 157. Nummer die Üoefficienten D, Z, F,K,L, M, auf die es hier einzig

ankommt, ungeändert. Bei der Verschiebung rücken die Tangential-Ebenen

der Kegelfläche parallel mit sich selbst fort. Alle unter sich parallelen

Tangential-Ebenen schneiden sich auf einer Linie des gegebenen Complexes,

welche unendlich weit liegt.

Wir haben in dem ersten Paragraphen dieses Abschnitts als Charac-

teristik eines Complexes eine Fläche zweiter Classe bezeichnet, deren Mittel-

punct und absolute Dimensionen beliebig angenommen werden können, und

die, wenn wir ihren Mittelpunet in den Anfangspunct der Coordinaten legen

und durch # eine willkürliche Constante bezeichnen, durch die folgende Glei-

chung dargestellt wird:

Di: + Eu: + Fv? +2Kuv+2Lw+ Mu+kw—=(.

Nach dem Vorstehenden liegen die unendlich weit entfernten Linien des

Complexes in den Tangential-Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik,

und dieser Asymptoten-Kegel wird durch die Gleichung (85) in Linien-Coor-

dinaten dargestellt. Eine Ebene, die wir unendlich weit rücken lassen, aber

so, dass sie ihre ursprüngliche Richtung noch nicht verliert, schneidet diesen

Asymptoten-Kegel, und also auch die Characteristik selbst, nach einer Curve,

die von unendlich weit liegenden Linien des Complexes umhüllt wird. Es

kommt hierbei auf eine endliche Verschiebung der Characteristik und ihres

Asymptoten-Kegels nicht an.
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269. Wir können uns der unendlich weit entfernten Ebene, von der
wir kaum eine geometrische Vorstellung haben, auf unendlichfach ver-
schiedene Weise nähern, indem wir von einer Ebene mit gegebener
Richtung ausgehen, die, diese Richtung beibehaltend, immer weiter fortrückt.
In einer solchen beliebigen Ebene liegt einerseits eine Complex-Curve zweiter
Classe, andererseits als Durchschnitt mit der Characteristik eine zweite solche
Curve: die beiden Curven fallen, wenn ihre Ebene unendlich weit rückt,
zusammen; mit anderen Worten, die Curven der sämmtlichen Aequatorial-
flächen eines gegebenen Complexes in Breiten-Ebenen, die unendlich weit
gerückt sind, liegen auf der Characteristik.

Während die Ebene von gegebener Richtung fortrückt, ändert sich in
ihr fortwährend die Complex-Curve, welche die Aequatorialfläche beschreibt.
Die Richtung der beiden. Axen der Curve und ihr Verhältniss nähern sich,
wenn die Ebene immer weiter rückt, der Richtung der Ebene entsprechend,
einer bestimmten Grenze. Diese Grenze ist gegeben durch die constante
Richtung und das constante Verhältniss der Axen der Durchschnitts- Curve
der fortrückenden Ebene mit der Characteristik. Da in unendlicher Ent-
fernung Complex-Curven und Durchschnitts-Curven der Characteristik, welche
in parallelen Ebenen enthalten sind, zusammenfallen, muss der Durchmesser
der bezüglichen Aequatorialfläche des gegebenen Complexes mit demjenigen
Durchmesser der Characteristik parallel sein, welcher der parallel mit sich
selbst fortrückenden Ebene zugeordnet ist, wie das die analytischen Ent-
wicklungen des ersten Paragraphen bestätigen.

Es bezeichnen die vorstehenden geometrischen Anschauungen die Be-
ziehungen zwischen dem gegebenen Complexe und seiner Characteristik. In
Uebereinstinimung mit denselben erhalten wir aus den Gleichungen (7) der
166. Nummer für die drei Complex-Curven in solchen Ebenen, welche
den beliebig angenommenen Coordinaten-Ebenen FZ, XZ, XYparallel un-
endlich weit gerückt sind, indem wir erste Potenzen von x, y, z und
Constante gegen zweite Potenzen derselben vernachlässigen, die folgenden drei
Gleichungen:

Dw: + 2Lxvw + Fx2v2+ 2 Mxun +2KA22w+ Erw —=0,
Ew: +2Mytw+ Dy:t + 2Kyvm + 2Ly:tv 4 Fyv 0, (86)
Fn: +2Kzum + Ez:u: + 2L1ztm + 2Mzetu Dar, |

die mit den Gleichungen der Durchschnitts-Curven der drei fraglichen
Ebenen mit dem Asymptotenkegel der Characteristik zusammenfallen.
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370. Die Kegelfläche der zweiten Classe, welche von den Linien des

Asymptoten-Complexes umhüllt wird, kann reell oder imaginär sein, und

dementsprechend schliesst der gegebene Complex zweiten Grades entweder

solche reelle Linien ein, welche unendlich weit liegen, oder nicht. Danach

zerfallen die allgemeinen Complexe des zweiten Grades in zwei coordinirte

Arten. Complexe der ersten Art wollen wir hyperboloidische, Complexe

der zweiten Art ellipsoidische nennen. Wir sehen bei dieser Eintheilung

zunächst von allen solchen Complexen ab, deren Asymptoten-Complex sich

irgendwie particularisirt hat. i

Hyperboloidische Complexe haben eine Characteristik mit einem

reellen Asymptotenkegel, und werden demnach analytisch dadurch bezeichnet,

dass nur zwei der drei Ausdrücke:

LM ME KL

u e, ee.

Werthe mit gleichem Vorzeichen haben.

D— E—

Ellipsoidische Complexe haben eine Characteristik, deren Asymp-

toten-Kegel sich auf einen ellipsoidischen Punct reducirt; die obigen drei

Ausdrücke haben für solche Complexe Werthe, die alle drei im Zeichen

übereinstimmen. :

271. In hyperboloidischen Complexen bestimmen die Tangential-

Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik die Richtungen derjenigen

Ebenen, nach welchen Linien des Complexes unendlich weit liegen. Die

Complex-Curven in solchen Ebenen sind Parabeln, welche die unendlich weit

liegenden Linien berühren. Bewegt sich eine solche Ebene parallel mit sich

selbst, so beschreibt die in ihr ‚liegende, von Linien des Complexes umhüllte

Parabel eine parabolische Aequatorialfläche (n. 232). Die Seite, nach wel-

cher der Asymptoten-Kegel der Characteristik von einer Breiten-Ebene der

Fläche berührt ‚wird, bestimmt die Richtung, welcher die Richtung der Axe

der Parabel sich fortwährend nähert, wenn die Ebene derselben immer weiter

fortrückt, was in zweifachem Sinne geschehen kann.

Jede andere Ebenen-Richtung, nach der keine Linie des Complexes un-

endlich weit liest, bestimmt eine Aequatorialfläche, deren Breiten-Curven

einen Mittelpunct besitzen. Hier heben wir zunächst nur hervor, dass, bei

zunehmender Entfernung einer parallel mit sich selbst fortrückenden Ebene die

Complex-Curve in ihr entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, je nachdem

die Ebene den Asymptoten-Kegel in einer Hyperbel oder einer Ellipse schneidet.
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Durch eine. gegebene gerade Linie lassen sich im Allgemeinen zwei
‚Ebenen legen, in denen eine Linie des hyperboloidischen Complexes unend-
lich weit liest. Nehmen wir irgend einen Punct der gegebenen geraden
Linie als Mittelpunct des Asymptoten-Kegels der Characteristik, so sind die
beiden Tangential-Ebenen,welche durch. die gegebene Linie an diesen Kegel
sich legen lassen, die beiden fraglichen Ebenen. Sie sind reell oder imaginär,
je nachdem die Linie ausserhalb. oder innerhalb des Kegels liegt, und fallen,
wenn die Linie eine Seite des Kegels ist, in eine Tangential-Ebene desselben
zusammen. Dem entsprechend können unter den Meridian-Curven einer

_ Meridianfläche eines hyperboloidischen Complexes zwei Parabeln auftreten.
Dieselben können auch zusammenfallen. Es hängt das ab von der Richtung

. der Doppellinie der Meridianfläche in Beziehung auf den Asymptoten-Kegel
der Characteristik des’ Complexes.

Die der Doppellinie einer Meridianfläche parallelen Linien des Complexes
bilden einen der Meridianfläche 'umschriebenen Complex-Cylinder. Dieser.
Cylinder ist ein hyperbolischer oder ein elliptischer*),; je nachdem die beiden
Meridian-Ebenen, in welchen parabolische Complex-Curven liegen, reell oder
imaginär sind. Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so wird der

.Complex-Cylinder ein parabolischer.

Nach dem Vorstehenden sind also die von den Linien eines hyperboloi-
dischen Complexes gebildeten Cylinder elliptische oder hyperbolische, je nach-
dem die Richtung der sie erzeugenden Complex-Linien in den Asymptoten-
Kegel der Characteristik hineinfällt, oder nicht.- Alle Complex-Cylinder, deren
Erzeugende einer Seite des Asymptoten-Kegels parallel sind, sind parabolische.

272. In ellipsoidischen Complexen gibt .es überhaupt keine parabo-
lischen Complex-Curven. Alle Aequatorialflächen sind zwischen zwei in end-
lichem Abstande von einander ‘befindliche Ebenen eingeschlossen.

°

Diese
Ebenen bezeichnen den Uebergang von solchen Ebenen, in welchen eine reelle
Complex-Curve liegt, zu solchen, in denen eine imaginäre Curve von Linien
des Complexes umhüllt wird.

*) Wir verstehen hier und im Folgenden unter einem hyperbolischen und’ einem elliptischenCylinder einen solchen, der von der unendlich weit entfernten Ebene bezüglich in zwei reellen oderin zwei imaginären geraden Linien geschnitten wird. Dänach wird auch der imaginäre Cylinder alsein elliptischer bezeichnet.. Insbesondere kann sich der hyperbolische und der elliptische Eylinder indas System zweier sich schneidender, bezüglich reeller oder imaginärer Ebenen auflösen,
ß Wenn die beiden Durchschnittslinien mit der unendlich entfernten Ebene in eine gerade Liniezusammenfallen, heisst der Cylinder ein parabolischer, auch wenn ersich in ein System. zweier paral-leler, reeller oder imaginärer, Ebenen partıcularisirt.

Plücker, Geometrie.
ac



Unter den Meridian-Curven einer beliebigen, dem Complexe angehörigen
Meridianfläche finden sich, keine Parabeln. "Die beiden Meridian-Ebenen, in
‘welchen in dem Falle hyperboloidischer Complexe Parabeln von den Linien
des Complexes umhüllt werden, sind bei ellipsoidischen Complexen unab-
hängig von der Richtung der Doppellinie imaginär. In Folge dessen sind
sämmtliche Cylinder, welche von Linien eines ellipsoidischen Complexes ge-
bildet werden, elliptische Cylinder.

275. Wir haben in der 163. Nummer für die Gleiehuma einer solchen
Aequatorialfläche, deren Breiten-Curven der Ebene FZ parallel sind, in
gemischten Punct- und Linien-Coordinaten ., «, », w, die folgende erhalten:

Dw: + 2(L2.— S)vyw + (Fa: — 2Rx +B)v:
+2(M2+T)un + 2(K2? — 02 — 6)uv + (Ba? +2 Ur + O)ur—=0. (8%
Diese Gleichung enthält dreizehn Constante, welche mit den zwei Constan-
ten, durch welche das Coordinaten-System partieularisirt ist, die fünfzehn,
Constanten geben, von denen die Aequatorialfläche abhängt.

Wenn wir die Axe OX so bestimmen, dass sie dem Durchmesser. des
Uomplexes, welcher der zu FZ genommenen beliebigen ‚Ebene zugeordnet
ist, parallel läuft, so verschwinden die Constanten Z und 7; wenn sie mit
diesem Durchmesser zusammenfällt, so verschwinden gleichzeitig S und 7.
Es verschwindet A, wenn wir in FZ den beiden Axen OF und 0Z eine
solche Richtung geben, dass die drei Coordinaten-Axen dreien zugeordneten
Durchmessern des Complexes parallel sind. Durch diese Coordinaten-Bestim-
mung verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfläche fünf weitere
ihrer Constanten, indem sie in die folgende übergeht:

Dw:+.(PFa? — 2Rxz + B)v2 — 2(0x + G)uv
+22 421 Qu —0, (88)

Wenn wir die Coordinaten-Ebene FZ parallel mit sich selbst verschieben,
bis sie durch den Mittelpunet des Complexes geht, so redueirt sich die An-
zahl der Constanten, in Gemässheit der Bedingungs-Gleichung (36):

ER= FT, :
um eine sechste Einheit.

274. Für ellipsoidische Complexe sind alle Aequatorialflächen durch eine
Gleichung von der Form der letzten, (88), darstellbar, wie wir auch die
Richtung der Ebene FZ wählen mögen. Wenn wir ‘aber bei hyperboloi-
dischen Complexen insbesondere die Breiten-Ehbenen der Aequatorialfläche
einer Tangential-Ebene des Asymptoten-Kegels der Characteristik parallel
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nehmen, so ist.der zugeordnete Durchmesser der Characteristik diesen Ebenen
parallel und in Folge dessen die vorstehende Coordinaben -Bestimmung nicht
mehr möglich. „Dann verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfläche
(87) die Constante D, so dass die Fläche nur noch von vierzehn Constanten
abhängt.‘ Solche Aequatorialflächen haben wir parabolische genannt.

Dem Verschwinden von D entspricht, dass die Ebene FZ eine Tangential-
Ebene des Asymptoten- Kegels der Characteristik ist, als deren Mittelpunet
wir den Coordinaten-Anfangspunct genommen haben. Wir wollen die Axe
OZ mit derjenigen Seite des Asymptoten-Kegels zusammenfallen lassen, nach
welcher derselbe von der Ebene FZ berührt wird. Dann verschwindet inder Gleichung der Aequatorialfläche die Constante M. Im allgemeinen Fallesind die Coordinaten des Mittelpunctes einer beliebigen Breiten-Curve:

M&i+T Do.—-Sen — D 5 Be —. 

‘Wenn 2 verschwindet, rückt der Mittelpunct in der Ebene der Curve un-„endlich weit, und die Richtung, nach welcher er unendlich weit liegt, istdurch die Gleichung: !

tang ae = on

bestimmt, in welcher ‘« den Winkel bezeichnet, den diese Richtung, die Axen-Richtung der Parabel, mit 0Z bildet. Für die unendlich weit liegendeParabel kommt:

Mr
Z

Wenn M verschwindet, ist diese Axen-Richtung mit der Axe OZ parallel.Die Richtung der Axe OF ist bisher noch unbestimmt geblieben. Wirkönnendieselbe in FZ senkrecht gegen ÖZ nehmen. Wenn wir dann durchOFeine zweite Tangential-Ebene an den Asymptoten-Kegel legen und die- 'selbe als Ebene XF und die Seite des Asymptoten-Kegels, nach welcher. sieberührt wird, als Axe 0X nehmen, so verschwinden aus der Gleichung der_ Aequatorialfläche die zwei Constanten F und X. Dann schreibt sich dieGleichung der Fläche unter der folgenden Form:

tang « —

2(L& — S)vm — (ARı — B) v? +2Tumw
— 2(02 + G)uv+ (Ex: + 20x +): —=0, (89)

Aus dieser Gleichung können wir durch schickliche Wahl des Anfangspunctesnoch weitere drei Constante fortschaffen.

34*
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275. Wenn sich der Ausdruck:

Di + Eu? + Fv2 + 2Kuv + 2 Ltvu+ .2Mtu,

entsprechend der Bedingungs-Gleichung:
DEF — DE? — BL— FM H 2KLM =, (90)

in zwei Faetoren des ersten Grades auflöst, so particularisirt sich

der Complex, indem er eineseiner neunzehn Constanten verliert.

Die vorstehende Bedingungs-Gleichung kommt darauf hinaus, dass, wenn

wir durch eine schickliche Annahme der Richtung der drei Coordinaten-Axen,

wie früher, A, 2, M verschwinden lassen, dadurch zugleich eine der drei

Constanten D, E, F verschwindet. Ist D die verschwindende Constante, so

wird die Gleichung des Complexes:

Ar + Bet? +,0+ 20°4

+26@s +2Hr + 2lIrs

—2Nr6 +20so

+2Pre +20rn+2Rsy—2S5sc —2To +2Ug =. (a,

Aus dieser Gleichung, bei welcher wir, unbeschadet der Allgemeinheit,

das Coordinaten-System als ein rechtwinkliges annehmen wollen, können wir ;

noch weitere drei Constanten durch die Bestimmung des Anfangspunctes der

Coordinaten fortschaffen. „Wesentlich bei den folgenden Betrachtungen ist,

dass durch die Wahl der Richtung‘ der Coordinaten-Axen ausser I nicht auch

. noch eine andere der Constanten 2, Z, F verschwindet.

276. Wir haben durch die Gleichung: - :

Di? + Eu: + Fo? +2Kw+2L!v+2Mtu+kw —= 0

die Characteristik des Complexes dargestellt. Diese Characteristik ist in

dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen Complexe

eine Fläche des zweiten Grades mit einem Mittelpunete. Der Mittelpunct

_ dieser Fläche und ihre absoluten Dimensionen, die von der willkürlichen

Constante 4 abhängen, können beliebig angenommen werden. In dem Falle

der -Complexe "besonderer Art, die wir jetzt betrachten und die wir durch

die Gleichung (91) dargestellt haben, redueirt sich die Characteristik ‘auf eine

Curve zweiten Grades mit einem Mittelpunete. Wir wollen diese Curve die

characteristische Curve des Complexes besonderer Art nennen.

Durch die Ebene der characteristischen Curve ist eine ausgezeichnete _

Ebenen-Richtung für den Complex gegeben. Nehmen wir dieselbe der Coor-

dinaten-Ebene FZ parallel, so verschwinden D, Z, M und die Gleichung der

Cnrve geht in’ die folgende über:
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Eu + Fv + 2KwHtin—=(.

Wenn wir zwei zugeordnete Durchmesser der Curve, insbesondere die beiden
Axen derselben, zu Coordinaten-Axen OF und 0Z nehmen,so verschwindet
Ä, und dann sind die Coordinaten-Axen dieselben, auf welche der Complex
in der Gleichung (91) bezogen ist.

277. Wir haben die Bestimmung der Richtung der zugeordnetenDurch-
messer eines Complexes der allgemeinen Art auf die Betrachtung der Durch-
messer seiner characteristischen Fläche zurückgeführt. Die characteristische
Curve eines Complexes der besonderen Art können wir als die Grenze von
characteristischen Flächen ansehen, und, in Folge davon, sagen, dass von
‚zwei zugeordneten Durchmessern der Curve jeder zugleich allen Ebenen zu-
geordnet ist, welche nach beliebiger Richtung durch den jedesmaligen anderen
gelegt werden können; dass jede durch den Mittelpunet der Curve hindurch-
gehende gerade Linie, welche nicht in der Ebene derselben liegt, dieser Ebene
zugeordnet sei, und endlich, dass eine beliebige solche gerade Linie und zwei
zugeordnete Durchmesser der Curve ein System dreier zugeordneter Durch-
messer der Curve bilden.

_ Diese Relationen übertragen sich unmittelbar auf Complexe der beson-
deren Art. Einer gegebenen Ebene entspricht ein Dürchmesser des Com-
plexes, welcher der. Ebene der characteristischen Curve parallel ist und
dieser Ebene ‚parallel bleibt, wie auch die Richtung der gegebenen Ebene .
sich ändern mag; oder, mit anderen Worten, die Durchmesser aller
Aequatorialflächen des Complexes sind der Ebene seiner charac-
teristischen Curve parallel.

' Wenn sich die gegebene Ebene um ‘ihre Durchschnittslinie mit der
Ebene der characteristischen Curve dreht, so rückt der zugeordnete Durch-
messer des Complexes parallel mit -sich selbst fort. Es gibt also unendlich
viele unter sich parallele Durchmesser des Complexes. Wenn endlich die
sich drehende Ebene mit der Ebene der characteristischen Curve zusammen-
fällt, so wird der Durchmesser unbestimmt. Er verliert seine Richtung, indem
er unendlich weit rückt. k ,

In dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen Com-
plexe haben wir gezeigt, dass je zwei conjugirte Durchmesser von der Axe
desjenigen Complex-Cylinders geschnitten werden, dessen Seiten dem dritten
conjugirten Durchmesser parallel sind. In dem. Falle der besonderen Com-
plexe, die wir hier betrachten, ist jedesmal der dritte conjugirte Durchmesser
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unendlich weit gerückt. Aber nach. wie vor bestimmen je zwei beliebige,
der Central-Ebene parallele, conjugirte Durchmesser durch den Durchschnitt
ihrer zugeordneten Ebenen die Richtung der Seiten eines Complex-Cylinders,
dessen Axe die beiden Durchmesser schneidet. Wir sagen, dass dieser Cylin-
der und insbesondere seine Axe dem Pe der Ben Durchmesser zu-

geordnet sei. '
278. Zur Bestätigung und Erweiterung dieser Resultate wollen wir zu

‘den Gleichungen (5) zurückgehen, welche in dem allgemeinen Falle der

Complexe denunbe darstellen, der einer gegebenen Ebene:
fc tHtuytvzrtn—=0

zugeordnet ist. Diese Gleichungen reduciren sich, wenn wir die Bldichirie
der Complexe besonderer Art, (91), zu Grunde legen un 2, ynE2 in den
früheren Bedeutung a, auf:

200
7 Eu 3

RNTMU I Zu’me’ | BM (92)

ER, |
ee

Danachist; =

GyRi= (ee2) (93)
Der Durchmesser ist, in Gemässheit mit der ersten der drei Gleichungen (92),
der Ebene FZ parallel. Die Gleichung (93), in’ fo!gender Weise geschrieben;

u 00%
drückt unmittelbar aus, dass der Durchschnitt der gegebenen Ebene FZ und
der dieser Ebene zugeordnete Durchmesser des Complexes die Richtung zweier
zugeordneter Durchmesser der characteristischen Curve haben, die, nach dem
Verschwinden von Ä, durch die Gleichung:

ö Eu: + Fv + kn—=0

 

dargestellt wird. ! .

Die Werthe für x’, y’, z’, welche wir ‚den (Meichungen (92) zzu Grunde
gelest haben, sind die Keendn

‚_. Ouv—+ Rv? + Stv — Tiu — Du?

Be Bu? + Fv? {

Heeret ur: (4).

ndHutP#+Qw— Rw—Sst?

Eu? + Fv?
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Der Abstand x’ des Durchmessers von der Ebene FZ bleibt also für alle
Ebenen derselbe, deren Coordinaten die folgende Gleichung befriedigen:

(Zu + Pv2)a! = Out Br + So — Tu Vus. (95)
"Alle solche Ebenen umhüllen eine unendlich weit liegende Curve der zweitenClasse. Indem in der vorstehenden Gleichung das Glied mit 2 fehlt, berührtdiese Curve, unabhängig von der Annahme von x, die in 7Z unendlich weitliegende gerade Linie. Für den Berührungspunct erhalten wir:

Sr Pr 4 (96)
In dieser Gleichung kommt x’ nicht ‚mehr vor.‘ Es ist durch. dieselbe einefür den Complex ausgezeichnete Richtung bestimmt.

Wenn x und » gleichzeitig verschwinden, werden die Coordinaten desPünctes x’, y’, z’, durch welchen die Lage des Durchmessers bestimmt wird,unendlich gross. Dabei verliert der Durchmesser, wie die Gleichungen (92)
zeigen, in unendlicher Entfernung seine Richtung. Aber der Quotient ,
behält einen endlichen und bestimmten Werth. Wir erhalten aus (4), indemwir x und v verschwinden lassen:

mon (97)
Der Durchmesser ist also in der durch die vorstehende Gleichung bezeichnetenRichtung parallel zu FZ unendlich weit gerückt. Diese Richtung fällt mit der-Jenigen zusammen, welche wir durch die Gleichung (96) bestimmt haben. Wirkönnen sagen, dass die unendlich vielen Durchmesser, welche im Complexeder Ebene der characteristischen Curve zugeordnet sind, diese Ebene in dem-selben unendlich weit liegenden Puncte schneiden. Dieser Punct ist derMittelpunct der in der Ebene der characteristischen Curve von Linien desComplexes umhüllten Curve, und bleibt unverändert, wenn die Ebene parallelmit sich fortrückt. Wir werden in den folgenden Nummern die analytischeBestätigung für diese geometrische Folgerung erhalten.

279. Für die Durchschnitte der beiden, den Coordinateu-Ebenen XZund XF ‚zugeordneten, mit OF und 0Z parallelen Durchmesser mit diesenbeiden Coordinaten-Ebenen erhalten wir:

pP

5 (98)
mei

Setzen wir: BR, 00%
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so verschieben wir die Ebenen XZ und XY so, dass, nach der Verschiebung,

die beiden diesen Ebenen zugeordneten Durchmesser die Axe OX schneiden.

Von den Gleichungen-Paaren (18) der 240. Nummer, durch welche über-

haupt die Axen der drei Complex-Cylinder, deren Seiten den Coordinaten-

Axen OX, OF, 0Z parallel sind, dargestellt werden, zeigt das erste:

- 4, ; rs 2 (99)

dass eine der drei Öylinder-Axen mit OX zusammenfällt. Die beiden anderen

Gleichungen-Paare geben:

(100)

Es sind also die beiden anderen Cylinder-Axen in denselben zu FZ paral-

lelen Ebenen, in welchen die beiden zugeordneten Durchmesser liegen, un-
endlich weit gerückt.

Von den drei Coordinaten des Mittelpunctes desee

dessen Kanten bezüglich OX, OF, OZ parallel sind, für oe wir in dem -

allgemeinen Falle erhalten haben:
ER— FU DO—FT . DP—- ES

Ve Tri Üramee
bleibt nur .x° endlich und vollkommen bestimmt, während y°und z° unend-

lich gross werden. Das Verhältniss zwischen y° und z° bleibt ein bestimmtes.

Wir erhalten für dasselbe: ;
0

ug de
Durch diese Gleichung wird dieselbe für den Complex. ausgezeichnete

‚Richtung bestimmt, welche wir in der vorigen Nummer erhalten haben (97).

Der Mittelpunet des Centralparallelepipeds, welches wir ausgewählt

haben, liest in einer nicht nur der Richtung, sondern auch der Lage

nach bestimmten Ebene in dem durch die Gleichung (101) bestimmten Sinne

unendlich weit. Wenn wir die Axe OX als eine Seite des Centralparallel-

epipeds beibehalten und OF und 9Z beliebig zweien conjugirten Durch-

messern der characteristischen Curve parallel nehmen, so erhalten wir eine

Reihe von Centralparallelepipeden. Dieselben Betrachtungen, welche wir in

der 246. Nummer in dem Falle der hyperboleidischen und ellipsoidischen

Complexe angestellt haben, zeigen hier, dass: der Mittelpunct aller dieser .
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Centralparallelepipede in derselben Riehtung und in derselben zu der Ebene
der characteristischen Curve parallelen Ebene unendlich weit gerückt sind.

Wenn wir an. Stelle der Axe 0.X eine andere Cylinder-Axe des Com-
plexes wählen, so erhalten wir eine neue Reihe von Centralparallelepipeden.
Der Mittelpunct aller dieser Parallelepipede ist in derselben Richtung, wie
vorhin, parallel mit der Ebene der «characteristischen Curve unendlich weit
gerückt, indem die Bestimmung dieser Richtung von der Wahl der Coordi-
naten-Axe ON unabhängig war. Dagegen ist die Ebene, in welcher der
Mittelpunet des Parallelepipeds unendlich weit gerückt ist, im Allgemeinen
eine andere geworden. Denn wenn wir irgend zwei conjugirte Durchmesser
des Complexes auswählen und den einen durch einen anderen, ihm parallelen,
ersetzen, so ändert sich dabei die in der Mitte zwischen den beiden con-
Jugirten Durchmessern hindurch gehende Central-Ebene,

- Wir sind so zu den folgenden Sätzen gekommen:
In .den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist

der Mittelpunet parallel mit der Hhene der ee
Curve nach gegebener Richtung:

VRR T
z zn S

unendlich weit gerückt.

Alle Central-Par allelepipeda, als dieselbe im Endlichen
liegende Cylinder-Axe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen
parallel zu der Ebene der characteristischen Curve dieselbe
Central-Ebene. ;

280. Für die Gleichung des Complexes der’ besonderen Art erhalten
wir, wenn wir die Axe irgend eines seiner Cylinder mit der Coordinaten-Axe
OX zusammen fallen lassen und OF und 0Z irgend zweien Durchmessern

. der characteristischen Curve parallel annehmen, die folgende:
Ar2 E Bea 04 -Egt Ps

+26Gs +2Hr + 2lrs

—2Nro + 20so

+ 2Rsn — 2856 276 + 3000. (102)
Wir können noch die Bedingungs-Gleichung

ER = FU (103)
hinzufügen, und bestimmen, damit, dass die der Axe OX zugehörige Central-
Ebene mit der Coordinaten-Ebene FZ zusammenfällt. Endlich können wir

Plücker, Geometrie.
35
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nach Belieben 5 oder ‘7: verschwinden lassen, indem wir eine der beiden

Axen OF, OZder durch die EIG 2sa TEN parallel
nehmen.

Unter Berücksichtigüng dieser Vereinfachungen enthält die Gleichung
(102) elf von einander unabhängige Constanten. Wenn wir zu denselben
die sieben Constanten hinzuzählen, durch welche das Coordinaten-System
partieularisirt ist, so erhalten wir die achtzehn Üönstanten ‚des Complexes
der besonderen Art. R

281. Der Asymptoten-Kegel der characteristischen Fläche eines Com-
plexes der allgemeinen Art wird bei Complexen der besonderen Art, die wir
hier betrachten, durch die beiden Asymptoten der characteristischen Curve
vertreten.

In dem Falle der allgemeinen Complexe bestimmt die Curve, nach
welcher eine gegebene Ebene den Asymptoten-Kegel schneidet, die Natur
der Complex-Curve in derjenigen Ebene, welche parallel mit der gegebenen
unendlich weit gerückt ist. In Complexen der besonderen Art löst sich diese
Curve in die beiden Durchschnittspuncte der gegebenen Ebene mit den
Asymptoten auf. Es artet also in der tnendlich weit gerückten Ebene die
Complex-Curve in ein System von zwei Punkten aus, die nach der

Richtung der beiden Asymptoten unendlich weit liegen.

Alle Aequatorialflächen, deren Breiten-Ebenen einer der beiden Asymp-
toten parallel sind, sind parabolische. Wir erhalten auch dann eine para-
bolische Aequatorialfläche, wenn wir die Breiten-Ebenen derselben der Ebene
der characteristischen Curve parallel nehmen. Die Gleichung dieser Fläche ist:

— 285vw + (Fax? — 2Rax + B)v? + 2Tuw

—2(02+6)uv + (E2?+2U2 + Ow=(, (104)

und demnach die Fläche dadurch particularisirt, dass die Axen der Parabeln
in allen Breiten-Ebenen gleich gerichtet sind. Diese Richtung ist, in Ueber-
einstimmung mit der 278. Nummer, dieselbe, in welcher der Mittelpunct des
Complexes unendlich weit gerückt ist.

Wenn wir dieselbe Aequatorialfläche, statt durch ihre Breiten-Curven,

durch ihre umhüllenden Cylinder-Flächen bestimmen, so erhalten wir nach
den Entwicklungen der 182. Nummer die folgende Gleichung:

(Fy’? + Ez’2)22 — 2(Ry’: — Oy’z’ — Ur’)
+ 2(Sy’ + Tz/)y’ -z+ (By +26yz’+Cz)—=0. (105)



Dieselbe stellt den Durchschnitt mit XZ desjenigen Complex-Öylinders dar,
A: #

dessen Seiten der durch das Verhältniss 5 bestimmten Richtung parallel sind.

In der vorstehenden Gleichung fehlt. das Glied mit z%. Alle Complex-
Cylinder. also, deren Seiten der Ebene der characteristischen Curve parallel
sind, sind parabolische Cylinder. Die Diametral-Ebenen derselben sind mit
der genannten Ebene parallel. Insbesondere lösen sich diejenigen beiden
Cylinder, deren Seiten einer der beiden Asymptoten der characteristischen
‚Curve parallel sind, in Systeme von zwei Ebenen auf, von denen die eine
unendlich weit rückt. In Folge dessen reduecirt sich die Gleichung des Cylin-
ders auf den ersten Grad. Wenn wir endlich den Seiten des Cylinders_ die-
Jenige Richtung geben, in welcher der Mittelpunct des Complexes unendlich
weit gerückt ist, so kommt:

Yy + Dar 0,

und der Cylinder zerfällt in zwei Ebenen, welche beide der Ebene der charac-
teristischen Curve parallel sind.

282. Je nachdem die beiden Asymptoten der characteristischen Curve '
reell oder imaginär sind, wollen wir den Complex: der besonderen Art einen
hyperbolischen oder einen elliptischen nennen.

In beiden Arten von Complexen liegt in solchen Ebenen, welche der
Ebene der characteristischen Curve parallel sind, eine Linie des Complexes
unendlich weit. In elliptischen Complexen gibt es sonst keine Ebenen, welche
unendlich weit liegende Linien des Complexes enthalten. In hyperbolischen
Complexen lassen sich durch jede Linie des Raumes zwei reelle Ebenen legen,
die bezüglich den beiden Asymptoten der characteristischen Curve parallel
sind: die Complex-Curven in diesen Ebenen sind Paraben. Mit Ausnahme
derjenigen Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene der characteristischen
Curve parallel verlaufen, sind sämmtliche einem hyperbolischen Complexe
angehörige Cylinderflächen hyperbolische, die einem elliptischen Complexe
angehörigen elliptische Cylinder.

Wir können sagen, dass sich die in der unendlich weit liegenden Ebene
enthaltene Curve des Complexes in dem Falle der hyperbolischen Complexe
in ein System von zwei reellen, in dem Falle der elliptischen Complexe
in ein System von zwei imaginären Puncten aufgelöst hat.

283. Wenn wir, um die Gesammtheit der unendlich weit liegenden
Linien des Complexes darzustellen, nur die Glieder zweiten Grades in g,

35 *
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betrachten, wie wir dies in dem allgemeinen Falle gethan haben (n. 267),
so erhalten wir aus der GleichungA

Bot Fr —0, 2
Diese Gleichung stellt in Linien-Coordinaten die beiden Asymptoten der

characteristischen Curve dar.’

Mit grösserer Annäherung aber, als es vermittelst der characteristischen

Curve geschehen kann, bestimmen wir die unendlich weit liegenden Linien

des gegebenen Complexes, wenn wir gegen zweite Potenzen von g und n,

nach wie vor, erste Potenzen derselben, sowie die Veränderlichen 7, s und

Constante vernachlässigen, während wir erste Potenzen von 6 beibe-

halten. Auf diese Art”) erhalten wir die folgende Gleichung:

Be + Pr —2(Ss+No—0. (107)
Ein Glied mit N oder 0 tritt nicht hinzu. Es ist nämlich:

2 Nrole

das heisst, es bleibt ”6 immer von der Ordnung der Glieder mit n und se

und kommt somit nicht in Betracht.

Die vorstehende Gleichung stellt einen neuen Complex dar, welchen wir

den Asymptoten-Complex des gegebenen nennen wollen.

Wie in dem allgemeinen Falle, ist die Annäherung des Asymptoten-

Complexes an den gegebenen vom ersten Grade, während dieselbe bei Nicht-

Berücksichtigung der Glieder erster Ordnung in 6 nur von dem Grade '/,

sein würde.

Wenn wir den Anfangspunct ‘der Coordinaten beliebig verschieben, be-

halten .in der Gleichung (91), welche 2, 4, Z, M nicht enthält, die beiden

Constanten 5 und 7’ unverändert dieselben Werthe. Wie wir also den ge-

gebenen Complex und seinen Asymptoten-Complex parallel mit sich selbst

gegen einander verschieben mögen, ihre gegenseitige Beziehung zu

einander bleibt dieselbe.

Die Gleichung des Asymptoten-Complexes wird befriedigt, wenn gleich-

zeitig: o=I, 6 =d, ne.
&

*) Analog hat ein Curvenzweig mit einer parabolischen Asymptote nur einen Punct, der, absolut
genommen, unendlich weit liegt, derjenige, in welchem derselbe von den Durchmessern der parabo-
lischen Asymptote geschnitten wird. Eine genauere Anschauung über die Lage der dem Unendlichen

sich nähernden Puncte erhalten wir durch die parabolische Asymptote selbst, deren Puncte, wenn sie
unendlich weit rücken, sowohl nachder Richtung der Axe als auch senkrecht dagegen unendlich
weit sich entfernen: aber so, dass, wenn die Grösse der Entfernung nach der Axe von der ersten
Ordnungist, die Ordnung der Grösse der Entfernung von der Axe nur !/, beträgt.
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Alle durch den Coordinaten--Anfangspunct gehenden geraden Linien gehören
dem Asymptoten-Complexe an. Der Complex umfasst ferner alle geraden
Linien, welche den beiden Gleichungen:

Eoe+fn=0, or 0r
oder den folgenden beiden:

Ze + FO; Ss+T=
Genüge leisten.

Eine jede gerade Linie A welche die Ale OX und die beiden inrv2z
liegenden Asymptoten der characteristischen Curve schneidet, ist eine Linie
des Asymptoten-Complexes. Und ferner gehört demselben jede gerade Linie
an, welche eine der beiden Asymptoten schneidet und der durch den Anfangs-
punct gehenden Ebene:

y+-Tz=0,
welche diejenige Richtunga in welcher der Mittelpunct des gege-
benen Complexes in der Ebene der characteristischen Curve unendlich weit
gerückt ist, parallel ist. In Folge dessen artet die Complex-Curve in der
Ebene YZ in das System zweier Puncte aus, von denen der eine mit dem
Coordinaten-Anfangspunete zusammenfällt und der andere in der durch die
vorstehende Gleichung bezeichneten Richtung unendlich weit gerückt ist.
Die Aequatorialfläche des Asymptoten- Complexes, deren Breiten-Ebenen zu
TZ parallel sind, besteht wie die des gegebenen Complexes, aus Parabeln.
Alle diese Parabeln werden von den beiden Ebenen berührt, welche sich
durch die Axe OXund die beiden Asymptoten der ee Curve
hindurch legen lassen. Wenn die Breiten-Ebene parallel mit FZ unendlich
weit rückt, artet: die Parabel in ihr in das System zweier unendlich weit °
liegender Püncte aus. Den Uebergang von einer Parabel in zwei unendlich
weit liegende Puncte haben wir uns so zu denken, dass auf zwei festen
Tangenten der Curve die Berührungspuncte en weit gerückt sind.

284. Wenn die Ebene, in welcher der Mittelpunct. unendlich weit ge-
rückt ist, eine der beiden Asymptoten enthält oder unbestimmt wird, erhalten
wir eine entsprechende Particularisation des gegebenen Complexes in Beziehung
auf die Lage seiner Durchmesser und die Anordnung seiner unendlich weit
liegenden Linien. Derartige Complexe hängen, im Allgemeinen, , bezüglich
von siebenzehn oder sechszehn Constanten ab.

Wir wollen hier nur den letzten Fall betrachten, in welchem in der allge-
meinen Complex-Gleichung neben X, Z, W und D auch Sund Tverschwinden.
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Dann fällt aus der Gleichung des so particularisirten Complexes

die Veränderliche 6 ganz aus,

Die allgemeinste Gleichungsform, in welcher diese Veränderliche fehlt, ist’:
Ar® +Bs?+C0+26@s +2 Hr + 2Irs

+Ze’+ 9? +2 Kon re
+20 — Nse —2Nn Be

+2Prg+20rn + 2Ry +2 Up =0, (108)
Dadurch, dass wir die Coordinaten-Axen OF und 0Z zweien zugeordneten

Durchmessern der characteristischen Curve parallel nehmen, verschwindet

aus dieser Gleichung Ä. Indem wir die Axe 0X, welche bisher willkürlich

angenommen worden ist, mit der Axe eines Complex-Cylinders zusammen-

fallen lassen, verschwinden ? und 0. Endlich erhalten wir durch Verschie-

bung der Ebene FZ parallel mit sich selbst die Relation:

Ban — 10,
Die Gleichung: |

Ar® + Bs+C0+26s +2 Hr + 2lrs.
- Eo: ı Fn:

+.2(0—N)sg — 23p:
+2Ry + 200 —=0, (109)

wobei: Zah DEU,

ist also als die allgemeine Gleichung der in,fraglicher Weise particu-

larisirten Cömplexe anzusehen. Sie enthält zehn von einander unabhängige

Constanten, zu welchen noch sechs Constanten der Lage hinzugerechnet wer-

den müssen, die darauf kommen, dass einmal die Ebene FZ durch den

- Complex bestimmt ist, dass ferner die beiden Axen OF und 0Z zugeordnete

Richtungen mit Bezug auf die characteristische Curve haben, endlich, dass

OX eine Cylinder-Axe des Complexes: ist.

Der Bedingung also, dass sich ein Complex zweiten Grades durch eine

Gleichung zweiten Grades zwischen nur vier der fünf Variabeln:

: r, 8, 60,0:(0 —se=9n)

darstellen lasse, entspricht enedreifache Particularisation des Öomplexes.*)

*) Statt, wie im Text, o ausfallen 'zu lassen, können wir auch n wählen, indem wir die Coordi-
naten-Ebene X F der Ebene der characteristischen Curve parallel nehmen. Dann schreibt sich die
Gleichung d&s Complexes unmittelbar als die allgemeine des zweiten Grades zwischen den vier Ver-
änderlichen r, s, 6, 9, die uns als Linien-Coordinaten entgegentreten, wenn wir die gerade Linie durch ihre

Projeetion auf XZ und FZ bestimmen. Statt der früheren Constänten.X, P, Q-können wir hier

M, T, U, verschwinden lassen, und erhalten, durch passende Verschiebung der Coordinaten-Ebene
X, die Relation: DP=ES. =
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285. Es ist interessant, den so partieularisirten Complex näher zu
untersuchen, j

Für den Abstand desjenigen Durchmessers des Complexes, welcher einer
gegebenen Ebene:

& te +tuytvz w—(

zugeordnet ist, von der- ihm parallelen Coordinaten-Ebene FZ finden wir nach
den Formeln der 278. Nummer, indem wir 5 und 7 gleich Null setzen:

n
2 2 .BEN=a (110)

Wenn wir dann die gegebene Ebene um ihren Durchschnitt mit der Ebene
der characteristischen Curve beliebig drehen, so bleibt der ihr zugeordnete
Durchmesser immer in derselben, durch den vorstehenden Werth von «

_ bestimmten Ebene, während in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen
und elliptischen Complexe bei der Drehung der gegebenen Ebene der ihr. zu-
geordnete Durchmesser seinen Abstand von der PZ-Ebene ändert.

Danach geht das früher gewonnene Resultat in das folgende tiber.
Die irgend zweien zugeordneten Durchmessern der characteristischen

Curve parallelen Durchmesser des Complexes liegen in zwei parallelen Ebenen,
die von einer festen Ebene gleichen Abstand haben. Wir wollen diese
Ebene die Central-Ebene des gegebenen Complexes nennen.

Die Coordinaten des Mittelpuncts des Complexes in der Central-Ebene

 

e . 3 ® & 0sind nicht mehr unendlich gross; ihre Werthe erscheinen unter der Form ©

Der Mittelpunct liegt nicht mehr unendlich weit. Jeder Punct der Central-
Ebene kann als Mittelpunct des Complexes angesehen werden.

286. Bei den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, liegen,
wie in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen und. elliptischen Complexe,
in allen Ebenen, welche einer der beiden Asymptoten der characteristischen
Curve parallel sind, Linien unendlich weit, und die Complex-Curven in ihnen
sind Parabeln. In Ebenen aber, die der: Central-Ebene und also beiden
Asymptoten parallel sind, werden die Complex-Curven nach dem Verschwin-
den von 5 und 7 durch: die Gleichung:

(Fz? —2R2-+ Bv2e— 2(02 + Q)uv+ (Zr? 2 Ur + O»e=0 (111)
dargestellt. Sie hören auf, Parabeln zu sein, und sind in Systeme von zwei
Puncten ausgeartet, die nach Richtungen, welche von einer Ebene zur an-
deren sich ändern, unendlich weit liegen. r
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Die Linien des Complexes in einer der Central-Ebene parallelen Ebene

bestehen also aus allen Linien der Ebene, welche zwei gegebenen parallel

sind. Diese Linien können.reell. oder imaginär sein, sie können endlich zu-

sammenfallen. Wenn die Ebene sich immer weiter yon der Central-Ebene

entfernt, nähert sich die Richtung der beiden Linien-Systeme immer mehr

der Richtung der beiden Asymptoten der characteristischen Curve.

Dem entsprechend arten die von Complex-Linien gebildeten. Cylinder,

deren Seiten der Central-Ebene parallel sind, in Systeme mit dieser Ebene

paralleler Ebenen aus. Die Mittel-Ebenen zweier conjugirter Cylinder liegen

auf beiden Seiten der Central-Ebene in gleichem Abstande von derselben.

Der Complex ist also, wenn wir zusammenfassen, in der Weise particu-

larisirt, dass jeder Punet einer: in der unendlich weit entfernten Ebene

liegenden ausgezeichneten geraden Linie der Mittelpunct eines Complex-Kegels
ist, der sich in das System zweier Ebenen auflöst, die sich nach der frag-

lichen Linie schneiden; oder, was dasselbe sagt, dass jede Ebene, welche

durch eine ausgezeichnete gerade Linie der unendlich weit entfernten Ebene

sich legen lässt,. eine Complex-Curve enthält, welche sich in das System

zweier Puncte aufgelöst hat, die auf der fraglichen geraden Linie liegen.

287. Wir haben in dem Vorstehenden denjenigen Fall discutirt, dass

sich der durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Complex in

Folge davon, dass sich der Ausdruck:

Do? + Eo’+ Fn° + 2Kon — 2L0n— 2Moo

in zwei lineare Factoren auflösen lässt, in Beziehung auf seine unendlich

weit liegenden Linien partieularisirt. Wir wollen jetzt die neue Parti-

cularisirung des Complexes betrachten, wo derselbe Ausdruck das Quadrat

einer linearen Function wird, dem entsprechend, dass gleichzeitig:

A27-0. 2DemoDh (112)
Es das darauf himaus, dass bei gehöriger Bestimmung der Richtung

der Coordinaten-Axen zwei der drei Constanten D, Z, F zugleich mit X, Z, 7

verschwinden. Sind # und 7die beiden verschwindenden Constanten, so ist

die Gleichung des Complexes die folgende:

Ar®+Bs®+C0+26Gs+2Hr + 2I/Irs

+ Do?

—2Nrs-+20so

"+2Pro+20rn + 2Rsy—2S5sa— 270 +2%o—0:. (18)
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288. Die Gleichungen (2) der 234. Nummer geben zur Bestimmung
 desjenigen Durchmessers des Complexes, der einerrn Ebene:

tr tuytvztn—=

zugeordnet ist:

 

   

 

re w ek w Ouv—+ Rv? + Stv — Ttu — Uu?
te, FE = 2 Se Sn ai Dt: ’

=Ntv—: Ruy— 00? +7 +UÜtu
Nee ST pe » (114)

ae niO)tu—+ Pu? + Quv — Ru — St?
Ber Di

Alle Durchmesser a Complexes sind zu der Axe OXparallel.
Die Richtung der Axe OX ist sonach durch den Complex gegeben. Die
sechszehn Constanten des Complexes, der durch die drei Bedingungen (112)
particularisirt ist, finden sich in den vierzehn Constanten seiner Gleichung
(115) und denjenigen zwei Constanten wieder, durch die wir die Richtung
der genannten Axe bestimmt haben. Wir en also, unbeschadet der
Allgemeinheit, für das Coordinaten--System, auf welches der Complex in der
Gleichung (113) bezogen ist, ein rechtwinkliges nehmen.

Zur Bestimmung derjenigen drei Cylinder--Axen, welche den_drei Coor-
dinaten-Axen OX, OF, 0Z bezüglich parallel sind, erhalten wir aus den
Gleichungen (18):

Vz z Zoch

a 00 RD, £’ D’ (115)

BE Scan
a

Alle Cylinder-tan des Complexes sind unendlich weit gerückt.
Durch parallele Verschiebung der Axe O.X können wir aus der obigen

Gleichung (113) die beiden mit so und o behafteten Glieder fortschaffen.
Wir wählen dann zum Coordinaten-Anfangspuncte den Mittelpunct der in
der Ebene FZ liegenden Complex-Curve, der in dem Falle der Gleichung
(113) durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt wird:

R Ss

ai
Die Axe O.X wird dadurch derjenige Durchmesser des Complexes, welcher

von den beiden Axen der zu OF und 0Z parallelen Cylinder, die nach O.X
unendlich weit gerückt sind, geschnitten wird. Von den Kanten des durch

Plücker, Geometrie.
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die Richtung der drei Coordinaten-Axen im Complexe bestimmten Central-
parallelepipeds ist nur eine im Endlichen geblieben. Dem entsprechend wer-
den die Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes, wie wir sie durch die
Gleichungen (21) bestimmt haben, sämmtlich unendlich gross. Der Quotient

je zweier derselben erscheint unter der Form = Der Mittelpunct des

Centralparallelepipeds ist in unbestimmter Richtung unendlich
weit gerückt.

289. Für eine beliebige Ebene, welche die Axe O.X enthält und damit
allen im Endlichen liegenden Durchmessern des Complexes parallel ist, erhal-
ten die Coordinaten x’, y’, z’ (114), indem 7 verschwindet, unendlich grosse
Werthe. Aber ihr Verhältniss bleibt ein endliches. Es ist die Complex-
Curve in einer beliebigen solchen Ebene eine Parabel und die Durchmesser-
Richtung dieser Parabel wird durch das endliche Verhältniss bezeichnet. Wir
finden für diese Richtung aus (114):

a’:y’:2’= (Ouv + Rv2 — Uu2): —v(Pu + O2):u(Pu + Oo),
und hieraus, wenn wir

r
z

v y
setzen und die Accente fortlassen:

z(Pz — O0y) = Ry? — Oyz — Uz2, (116)
Diese Gleichung stellt eine Kegelfläche der zweiten Ordnung dar, deren Mit-
telpunct in den Coordinaten-Anfangspunct fällt und welche die Axe OXals
eine Seite enthält. Diejenige zweite Seite, nach welcher die Kegelfläche von
einer beliebigen durch die Axe O.X gelegten Ebene geschnitten wird, gibt
die Richtung an, in welcher in der angenommenen Ebene der Mittelpunct
der Complex-Curve unendlich weit gerückt ist. Diese Richtung bleibt un-
verändert, wenn die angenommene Ebene parallel mit sich fortrückt. Denn
die Coefficienten 0, ?, 0, R, U, welche in die vorstehende Gleichung ein-
gehen, bleiben, nach den Transformationsformeln der 158. Nummer, bei einer
Verschiebung des Coordinaten-Systems ungeändert, sobald, wie in dem beson-
deren Falle, den wir betrachten, die Constanten E, F,K, L, M verschwinden.

Es ‚sind also die Aequatorialflächen des Complexes, deren Breiten-Ebenen der
Axe OX parallel sind, in der Art partieularisirt, dass ihre Breiten-Curven,
welche Parabeln sind, dieselbe Durchmesser-Riehtung besitzen. Die gemein-
same Richtung der Durchmesser aller Parabeln wird durch die Gleichung
(116) gegeben.
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In dem Falle der elliptischen und hyperbolischen Complexe gab es eine
Aequatorialfläche, welche in gleicher Weise particularisirt war: diejenige,
deren Breiten-Ebenen der Ebene der characteristischen Curve parallel waren,
Die allen Breiten-Curven dieser parabolischen Aequatorialfläche gemeinsame
Axen-Richtung bezeichnete den in der unendlich weit entfernten Ebene liegen-
den Mittelpunct des Complexes. Dem entsprechend erhalten wir für die
Complexe besonderer Art, die wir betrachten, unendlich viele Richtungen,
nach denen der Mittelpunet des Complexes unendlich weit gerückt ist, und
diese unendlich vielen Richtungen werden durch die Gleichung (116) bezeichnet.

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist
der Mittelpunct unbestimmt geworden. Der geometrische Ort
für denselben ist eine in der unendlich. weit entfernten Ebene
liegende Curve der zweiten Ordnung.

290. Die Complex-Curven in allen mit O.XY parallelen Ebenen sind in
dem Falle, den wir betrachten, Parabeln. In Uebereinstimmung hiermit sind
nach den Gleichungen (115) alle Complex-Cylinder parabolische Cylinder, deren
Diametral-Ebenen die Axe OX parallel ist. Alle Linien, welche in der un-
endlich entfernten Ebene liegen und die Axe OY schneiden, gehören dem
Complexe an. Wir können sagen, dass sich die Curve, welche in der unend-
lich weit gerückten Ebene von Linien des Complexes umhüllt wird, in ein
System zweier Puncte aufgelöst hat, die auf der Axe OXin un-
endlicher Entfernung zusammenfallen. Wir wollen einen derartigen
Complex, der früheren Bezeichnung entsprechend, einen parabolischen
Complex nennen.

Derjenige Cylinder, dessen Seiten der allen Durchmessern des Complexes
gemeinsamen Richtung parallel ist, löst sich in ein System von zwei Ebenen
auf, von denen eine unendlich weitrückt. Und wie in dem Falle der hyper-
bolischen und elliptischen Complexe derjenige Cylinder, dessen Seiten die
Richtung bezeichneten, nach welcher der Mittelpunct des Complexes unendlich
weit gerückt war, in das System zweier, zu der Ebene der characteristischen
Curve paralleler Ebenen zerfiel, so wird sich in parabolischen Complexen ein
jeder Cylinder, dessen Seiten eine beliebige derjenigen Richtungen besitzen,
nach welchen der Mittelpunct des Complexes unendlich weit gerückt ist, in
ein System zweier zu O.X paralleler Ebenen auflösen. Die analytische Be-
stätigung dieser Behauptung finden wir aus der Gleichung (27) der 182. Num-
mer, welche diejenigen Cylinder, deren Seiten der Ebene FZ parallel sind, —
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einer beliebig angenommenen Ebene, die in keinerlei ausgezeichneter Be-
ziehung zu dem Complexe steht —, durch ihren Durchschnitt mit XZ

bestimmt. Diese Gleichung ist die folgende:
Dy’r 2 =2Ry® —-0Oy'2 = Vz) FByR + 2EANER

Der Annahme entsprechend, dass

 Ry®:=0Oyz — Uz?:=0,

das heisst, dass die Seiten des Complex-Cylinders die Richtung einer der-

jenigen beiden geraden Linien haben, nach welchen die Kegelfläche(116)
von der Ebene FZ geschnitten wird, zerfällt dieselbe in zwei lineare Factoren,

in welchen ® nicht mehr vorkommt, und stellt also zwei zu O.X parallele

Ebenen dar. ;

291. Wenn wir in der Complex-Gleichung (113) gegen zweite Potenzen

von 9, 6, n erste Potenzen dieser Veränderlichen, so wie », s und Constante

vernachlässigen, so finden wir, um die unendlich weit liegenden Linien des

Complexes darzustellen:

Do=: (117)

Alle Linien, welche die Coordinaten-Axe OA schneiden, gehören dem vor-

stehenden Complexe an. Die beiden Asymptoten der characteristischen Curve

bei hyperbolischen und elliptischen Complexen fallen also bei parabolischen

Complexen in eine gerade Linie zusammen.

Mit grösserer Annäherung aber; als dies durch die vorstehende Gleichung

möglich ist, können wir die unendlich weit liegenden Linien des Complexes

darstellen, wenn wir neben der zweiten Potenz von 6 die ersten Potenzen

von o und n beibehalten. Die resultirende Gleichung:

Do®—2Nn+2(0 — Nse +2(Pr+UÜ)g+2(Or +Rs)n=0 (118)

stellt einen neuen Complex dar, welchen wir den Asymptoten-Complex

des gegebenen nennen wollen. Wie wir auch den gegebenen Complex und

seinen Asymptoten-Complex gegen einander verschieben mögen, ihre gegen-

seitige Beziehung zu einander bleibt dieselbe. Denn die Cbefficien-

ten D, N, 0, P, 0, R, U behalten bei einer Verschiebung des Coordinaten-

Systems parallel mit sich selbst nach den Regeln der 157. Nummer in dem

Falle, den wir betrachten, dieselben Werthe.

Der Asymptoten-Complex, der durch die Gleichung (118) dargestellt

wird, umfasst alle geraden Linien, welche durch den Coordinaten-Anfangs-

punct hindurch gehen. Für die Gleichung derjenigen Aequatorialfläche des-

selben, deren Breiten-Ebenen der Coordinaten-Ebene FZ parallel sind, erhalten
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wir aus der 165. Nummer, indem wir die Constanten 2, 0, E, FR G,K,ZL
“MW, S, T verschwinden lassen, nach Ablösung des Factors x, die folgende:

2Dny  D3DOYEE2 DU: 025 ARUR0 (E)
Diese Gleichung ist vom zweiten Grade und stellt ein Paraboloid dar, wel-
ches in dem Coordinaten-Anfangspuncte die Ebene YZ berührt, und dessen
Durchmesser mit ON parallel sind. Die Reduetion der Gleichung 4. Grades
der allgemeinen Aegquatorialfläche auf den. 2. Grad kommt hier, in Ueber-
einstimmung mit den Entwicklungen der 258. Nummer, dadurch zu Stande,
dass sich von der Aequatorialfläche zwei Ebenen absondern, in denen von
den Linien des Complexes zwei Puncte umhüllt werden, die in einen zusam-
menfallen. Es sind dies in dem vorliegenden Falle die Coordinaten-Ebene
FZ und die unendlich weit liegende Ebene.

Wir erhalten für die Meridianfläche, welche OX_ zur Doppellinie
hat, aus der 169. Nummer die folgende Gleichung in gemischten Coordinaten:

(R tang?p — Otang p — U)tw — (Otangp — P)vw = 0. (120)
Es löst sich also die Curve in einer beliebigen Meridian-Ebene in das System
zweier Puncte auf, von denen der eine mit dem Coordinaten--Anfangspuncte
zusammenfällt und der andere in der durch die Gleichung:

(k tang? p — 0 tangp — U)t— (Ottang p — P)v = 0 (121)
bezeichneten Richtung unendlich weit gerückt ist. Derjenige Cylinder des
gegebenen Complexes, dessen Seiten diese Richtung besitzen, löst sich in
das System zweier zu der durch den Werth von tang p bestimmten Ebene
parallelen Ebenen auf.

232. Wir erhalten eine letzte Particularisation des Complexes, wenn
die sechs Constanten der Gruppe

DER LM:
zugleich verschwinden. Dann enthält die allgemeine Gleichung des Com-
plexes nur noch dreizehn von einander unabhängige Constanten.

Um diejenigen Linien darzustellen, welche in dem so particularisirten
Complexe der (absolut) unendlich weit entfernten Ebene angehören, erhalten
wir die Identität:

3

) —.(0)
In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten ‚ gehört jede in der
unendlich weit entfernten Ebene liegende gerade Linie dem Com-
plexe an. Die Complex-Curve in einer beliebigen Ebene ist eine Pa-
rabel. Sämmtliche Complex-Cylinder zerfallen in Systeme von zwei Ebenen,
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und redueiren sich, indem die eine derselben unendlich weit rückt, auf den
ersten Grad. Von Centralparallelepipeden des Complexes kann keine Rede
mehr sein. Der Complex hat seinen Mittelpunct verloren.

Als Asymptoten-Complex des gegebenen bezeichnen wir denjenigen,
dessen Gleichung sich aus der des gegebenen Complexes ableitet, indem wir
die Veränderlichen 7, s und Constante gegen die ersten Potenzen von 0.050
vernachlässigen. Wir erhalten so:

—2Nr7r6 + 20so
+2Pre +20r9 +2Rsy —28Sso — 27o +20 —0. (122)

Die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen ändert sich,
zu Folge der Form dieser Gleichung, nicht, wenn wir denselben parallel mit
sich selbst um ein endliches Stück verschieben.

Wir mögen zunächst bemerken, dass der Asymptoten-Complex, in dessen
Gleichung sowohl die Constanten:

i A, B,-056, HET

als die Constanten:

BD, ER: H DEM

fehlen, in analoger Weise in Bezug auf den Anfangspunct particularisirt ist
als in Bezug auf die unendlich weit entfernte Ebene. Alle Linien} welche
unendlich weit liegen, sowie alle Linien, welche durch den Coordinaten-
Anfangspunct hindurch gehen, gehören dem Asymptoten-Complexe an.

Wie in dem Falle des gegebenen Complexes arten alle von Linien des
Asymptoten-Complexes gebildete Cylinderflächen in das System zweier Ebenen
aus, von denen eine unendlich weit gerückt ist. Aber hier tritt die neue
Partieularisation hinzu, dass jedesmal die andere Ebene durch den Coordi-
naten-Anfangspunct hindurchgeht. Während in einer beliebigen Ebene des
Raumes eine Parabel von Linien des Complexes umhüllt wird, zerfällt die
Complex-Curve in jeder Ebene, welche durch den Coordinaten-Anfangspunet
hindurchgeht, in das System zweier Puncte, von denen der eine mit dem
Coordinaten- Anfangspuncte zusammenfällt, während der andere unendlich
weit gerückt ist. Eine jede Aequatorialfläche des Complexes artet in Folge
dessen in einen Kegel der zweiten Ordnung aus, dessen Mittelpunct in den
Coordinaten-Anfangspunct fällt und der von den zugehörigen Breiten-Ebenen
in Parabeln geschnitten wird. Insbesondere berührt diejenige Breiten-Ebene,
welche durch den Coordinaten-Anfangspunct geht, die Kegelfläche nach einer
Seite, welche diejenige Richtung bezeichnet, in der einer der Puncte, in.
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welche sich die Complex-Öurve in der fraglichen Ebene aufgelöst hat, unend-
lich weit gerückt ist.

293. Wir haben in dem Vorstehenden die Lage der unendlich weit
entfernten geraden Linien und die entsprechenden Durchmesser-Verhältnisse
bei Complexen des zweiten Grades discutirt und insbesondere durch ein-
fachere Complexe des zweiten Grades, welche wir als die Asymptoten-
Complexe der gegebenen bezeichneten, veranschaulicht. Wir sind dabei, wenn
wir zusammenfassen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der Complexe
zweiten Grades gelangt.

In hyperboloidischen Complexen umhüllen die unendlich weit liegen-
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen Complexen eine
imaginäre Curve der zweiten (lasse. Diese Curve löst sich in dem Falle
der hyperbolischen Complexe in ein System von zwei reellen, in dem
Falle der elliptischen Complexe in ein System von zwei imaginären
Puncten auf. Fallen diese beiden Puncte zusammen, so ist der Complex ein
parabolischer. Endlich kann der Fall eintreten, dass alle der unendlich
weit liegenden Ebene angehörigen geraden Linien Linien des Complexes sind.

$4.
Tangential- und Polar-Complexe des ersten Grades.

294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich ohne
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin für
die unendlich weit liegende Ebene angestellt haben, auf eine beliebige

. Ebene und, nach den Regeln des Princips der Reeiprocität, auf einen be-
liebigen Punct übertragen. Wir lassen indess vorab eine Reihe anderer
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Sätze der vorhergehenden Para-
graphen zu erweitern und unter einen allgemeinen Gesichtspunct zu bringen.

Es sei 2, eine homogene Function des n. Grades von beliebig vielen

 
 

 

Variabeln 9,4, r,----. In Gemässheit des bekannten Theorems über homo-
gene Functionen erhalten wir alsdann:

IR, 62, IR,
er BE Be Denen2: (123)

Wir können hiernach die Gleichung:

2,0 (124)
auch in folgender Weise schreiben:
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  082, 02, 02,
re we + BR: = q + z Be. En reed = 0. (125)

Wenn also p', 9’, r’,.... gegebene Werthe sind, welche die Gleichung

(124) befriedigen, so befriedigen dieselben Werthe die Gleichung (125). Die

partiellen Differentialquotienten, die in dieser Gleichung vorkommen und im

Allgemeinen homogene Functionen (n — 1). Grades der Veränderlichen sind,

erhalten dann constante Werthe, die wir, zur Unterscheidung, in dem Nach-

stehenden einklammern wollen. Wenn wir von den gegebenen Werthen

pP: d, r,... zu benachbarten übergehen, so finden wir aus (124):

   

  

(+ara
Die folgende Gleichung:

ereeee
in welcher die eingeklammerten Differentialguotienten die eben angegebene

Bedeutung haben, ist eine Gleichung des ersten Grades zwischen den Ver-

änderlichen p, 9 7, ++ - . Die gegebenen Werthe p’, g, v\,..... befrie-

digen die vorstehende Gleichung, wie sie die Gleichung des n. Grades (124)

befriedigen. Denn wenn wir die letztgenannte Gleichung unter der Form

(125) schreiben, erhalten wir aus beiden Gleichungen übereinstimmend:

ee
Aber auch, wenn wir von den gegebenen Werthen y/, y,»’,.... zu benach-

barten Werthen übergehen, gibt uns die Gleichung (127) dieselbe Gleichung

(126), die uns oben die Gleichung des n. Grades (124) gegeben hat. Dem

entsprechend wollen wir II eine lineare Tangential-Function

der gegebenen homogenen Function des n. Grades 2, nennen.

Wenn wir, statt vorauszusetzen, dass die constanten Werthe 7, 95, ',..

die gegebene Function 2, befriedigen, diese Werthe ganz beliebig annehmen,

so wird dadurch die Form der Function II in keiner Weise geändert. Wir

wollen in diesem allgemeinen Falle IT eine lineare Polar-Function der

gegebenen Function 2, nennen. Durch die obige Voraussetzung geht

eine Polarfunction in eine Tangentialfunction über.

Wenn insbesondere » = 2, so sind die Differential- Quotienten von 2,

Functionen des ersten Grades der Veränderlichen. Wirkönnen dann in der

Polarfunction II der veränderlichen Grössen », 9,7, ..-. mit ihren constan-

ten Werthen p’, gr’, ..... gegenseitig mit einander vertauschen, ohne dass
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die Function irgend wie sich ändert. Demgemäss können wir die Gleichung
(127) in der folgenden doppelten Weise schreiben:

  08 IR, a; nn E(a)? er zu nr‚08 ,08, r0R,
©

p t2 e. g Er 43 I EI —(. (129)

Das Vorstehende überträgt sich unmittelbar auf den Fall allgemeiner,
nicht homogener Functionen. Wir können zu diesem Ende durch Einführung
einer neuen Veränderlichen die nicht homogene Function homogen machen,
für die homogen gemachte Function die Polar-Function ableiten, und in
dieser, die eine homogene Function des ersten Grades ist, die eingeführte Ver-
änderliche und ihren constanten Werth der Einheit wieder gleich setzen.

Wenn die gegebenen Variabeln », g, ?, 2... nicht von einander unab-
hängig sind, sondern beliebig viele (m) Bedingungs-Gleichungen:

DD00. (130)
zu befriedigen haben, deren Grad wir, der Einfachheit wegen, gleich dem
von 2, nehmen wollen, so modifieiren sich die vorstehenden Betrachtungen.
Dieselben Werthe der Veränderlichen DOea se. ‚ welche der Gleichung:

Bü
Genügeleisten, befriedigen eine jede der Gleichungen von der folgenden Ge-stalt: ie aa... 0 (131)
wo 4,%,.... unbestimmte Constanten bezeichnen. Einem gegebenen Systeme
von Werthen der Variabeln entsprechend erhalten wir in Bezu g auf eineJede derartige Gleichung eine lineare Polarfunction.

Diese Polarfunctionen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Gleichungendar. Dieselben werden gemeinsam von denjenigen Werthen der Veränder-Iichen ap gun befriedigt, welche den folgenden (m + 1) Gleichungen
Genüge leisten:

 
 Der|ererdrrmo | amer|

Es bilden also die unendlich vielen (© ”) linearen Polarfunctionen, welchePlücker, Geometrie,
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einem gegebenen Systeme von Werthen der Variabeln », 9, r,.... ent-
sprechen, eine (m + 1) gliedrige Gruppe.*)

Aus der »fach unendlichen Anzahl linearer Porlarfunetionen können

wir, einer willkürlichen Annahme von 2, 2’, .... entsprechend, eine beliebig

auswählen. Ist dann insbesondere » — 2, so lassen sich in derselben, wie

in dem Falle unabhängiger Veränderlicher, die Veränderlichen mit den ent-

sprechenden partiellen Differentialquotienten vertauschen, ohne die Form der

Polarfunetion zu ändern. Aber während in dem Falle unabhängiger Varia-

beln die eine lineare Polarfunction, welche es gab, in einer ausschliesslichen

Beziehung zu dem Systeme der gegebenen Werthe der Veränderlichen und

zu der gegebenen Gleichung stand, ist jetzt jede beliebig angenommenelineare

Polarfunction mit jeder anderen gleichberechtigt. Wir können sagen, dass

den gegebenen constanten Werthen p’, 97, vr’, .... nicht sowohl jede einzelne

Polarfunction als die » fach unendliche Schaar aller Polarfunctionen zuge-

ordnet sei.

295. Beschränken wir uns auf drei Veränderliche, so ist:

2.=-/Per)

n-()o++ Chr
Wenn wir den Veränderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten in der

Ebene geben, so bestimmen 7, 9, 7

und wir erhalten:

 

einen Punct, und die homogene Gleichung:

 

Be (124)
stellt eine Curve der ». Ordnung dar, während:

Sr ÖR, In\ .
nr (133)

die Gleichung der Polaren des gegebenen Punctes in Beziehung auf die

Curve darstellt, insbesondere, wenn der Punct auf der Curve liegt, die Glei-

chung der Tangente der Curve in diesem Puncte.

Das Princip der Reciprocität in Betracht der Curven zweiter Ordnung

beruht auf der zweifachen Form, welche in dem Falle z = 2 die letzte

Gleichung annimmt.

Wenn wir den drei Veränderlichen die Bedeutung von Linien-Coordinaten

in der Ebene geben, so wird durch die drei constanten Werthe derselben

*) Wir sehen dabei von dem Falle ab, dass sich unter den Bedingungs-Gleichungen & lineare
befinden. Unter dieser Annahme werden die entsprechenden unter den Gleichungen (132), als von
den Bedingungs-Gleichungen selbst nicht verschieden, ohnehin befriedigt.
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eine gerade Linie bestimmt, und die Gleichung (124) stellt eine Curve der
n. Classe dar, während die Gleichung (133) den Pol dieser geraden Linie in
Beziehung auf diese Curve darstellt, insbesondere, wenn die gerade Linie
eine Tangente der Curve ist, den Berührungspunet auf derselben.

Für Curven zweiter Classe gilt in Beziehung auf Reeiprocität die in Be-
ziehung auf Curven zweiter Ordnung gemachte Bemerkung.

296. In dem Falle von vier Veränderlichen sei:

2,=/(pg; Pr s)

IR, IR, IR,N\ , IR,arte:
Geben wir den vier Veränderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinaten im
Raume, so stellt die Gleichung:

und:

 

a) (124)
eine Fläche der x. Ordnung dar, und:

10 (134)
ist die Gleichung der Polar-Ebene des Punctes (W075), in Beziehung
auf diese Fläche, insbesondere, wenn der Punct‘ auf der Fläche liegt, der
Tangential-Ebene der Fläche in diesem Puncte,

Wenn p, 9, r, s Plan-Coordinaten bedeuten, so stellt die Gleichung (124)
eine Fläche der n. Classe dar und (pP 9’, r', s’) bezeichnet eine gegebene
Ebene. Dann ist (134) die Gleichung des Pols dieser Ebene in Beziehung
auf die Fläche, insbesondere, wenn die Ebene die Fläche berührt, die Glei-
chung des Berührungspunctes.

Die doppelte Form der Gleichung (134) in dem Falle, dass n — 2,
schliesst das Princip der Reeiprocität für Flächen der zweiten Ordnung und
Flächen der zweiten Classe ein, wie es für Curven und Flächen der zweiten
Ordnung in eleganter Weise zuerst von Ger gonne entwickelt worden ist.

Wir können die vier Veränderlichen auch als Punct- oder Linien-Coordi-
naten in der Ebene betrachten, müssen in diesem Falle aber zwischen ihnen
und also auch ihren constanten Werthen eine lineare Bedingungs-Gleichung
statuiren. Dann stellt die Gleichung (124) wiederum eine Curve der n. Ordnung
oder der n. Classe dar, und die Gleichung (134) bezüglich die Polare des
Punctes (p’, g‘, »’, s‘) oder den Pol der geraden Linie (p, g’, r’, s’) in Be-
ziehung auf die Curve. Polare und Pol gehen in Tangente und Berührungs-
punct über, wenn bezüglich der gegebene Punct auf der Curve liest oder
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die gegebene gerade Linie die Curve berührt. Wir können zu der gegebenen
Gleichung des ». Grades die lineare Bedingungs-Gleichung, welcher die Ver-
änderlichen p, 9, ”, s zu genügen haben, mit einer beliebigen (homogenen)
Function des (n — 1). Grades multiplieirt, hinzufügen. Aber dadurch wird
die Gleichung (134) der Polaren, bezüglich des Pols, nicht geändert, insofern

sowohl die Veränderlichen », g, r, s als ihre festen Werthe p’, g’, r’, s’ die

betreffende lineare Bedingungs-Gleichung befriedigen.

297. Wenn endlich:

= /(. Br St u),

so erhalten wir:

u (Be)+) ar) ererer).
Den Veränderlichen wollen wir die Bedeutung von Linien-Coordinaten geben,

und zwar einmal für dieselben die Strahlen-Coordinaten:

2), W- 9), @ 2), Yz’ —y'2), @z— 22’), (ay’— a’),
das andere Mal die Axen-Coordinaten:

(wv! — wu’), (u — iv’), u! — u), (ef); (@— w), @=- 9)

nehmen. Dann stellt in beiden Annahmen die homogene Gleichung:

 
 

2, ei Ö (124)

denselben Complex des ». Grades dar, und die Gleichung:

1-0, (135)

wenn wir die constanten Werthe »', 97, vr’, s’, t', w’, welche die partiellen

Differentialquotienten einschliessen, auf eine gerade Linie, auf einen Strahl

oder eine Axe beziehen, einen linearen Complex, welchen wir den Polar-

Complex der gegebenen geraden Linie (p/, 9’, r’, s’, /, u’) in Beziehung

auf den gegebenen Complex des n. Grades nennen wollen. Wenn insbeson-

dere die gegebene gerade Linie dem Complexe selbst angehört, so geht der

Polar-Complex in einen Tangential-Complex über, das heisst, in einen

Complex ersten Grades, der die gegebene gerade Linie und alle diejenigen

Linien des gegebenen Complexes enthält, welche der gegebenen unendlich

nahe liegen.

298. Die sechs Coordinaten der geraden Linie sind nicht von einander
unabhängig, sondern befriedigen eine Gleichung des zweiten Grades, welche
in der Identität:

@-a)ye -yd+Yy—-N@r— a2) +@— 2) ey —ay) -
ihren Ausdruck findet. Dem entsprechend erhalten wir nach den Erörterungen
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der 294. Nummer eine zweigliedrige Gruppe linearer Polar-Com-
plexe, welche zu der gegebenen geraden Linie und dem gegebenen Complexe
sämmtlich in derselben Beziehung stehen. Die zweigliedrige Gruppe linearer
Polar-Complexe, die einer gegebenen geraden Linie zugehören, bestimmt eine
lineare Congruenz, von der wir insbesondere sagen können, dass sie der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex x. Grades zugeordnetsei.

Wir wollen in dem Folgenden wiederum, wie früher, die sechs Linien-
Coordinaten in der vorstehenden Reihenfolge mit

75.85 N, — 0,0, N

bezeichnen. Dann schreibt sich die Bedingungs-Gleichung, welche die Linien-
Coordinaten befriedigen müssen, unter der folgenden Form:

10 S0r, im 01. (136)
Der gegebenen geraden Linie ertheilen wir die Coordinaten rn,—6:

Ohne den gegebenen Complex . Grades:
20

zu ändern, können wir seiner Gleichung die Gleichung (136) mit einer be-
liebigen homogenen Function des (r — 2). Grades multiplieirt, hinzuaddiren.
So durften wir der allgemeinen Gleichung (I) der Complexe des zweiten
Grades nach Belieben ein Glied 2 Vn hinzufügen. Unbeschadet der Allge-
meinheit wollen wir die beliebige Function des (rn — 2).Grades mit; 2 bezeichnen
und bei der Bildung der Polarfunction als constant betrachten. Denn die-
jenigen Glieder der Polarfunetion, welche wir dadurch vernachlässigen, erschei-
nen mit dem Factor (— r’0’+s’0’ + h’n'‘) multiplieirt, und dieser Factor
ist gleich Null, weil die Coordinaten der angenommenen geraden Linie,
7,3N, die Gleichung (136) befriedigen müssen.

Wir können sonach für die Gleichung des gegebenen Complexes die fol-
gende nehmen:

2.+r— ro +se+h)=0. (137)
Dann wird die Gleichung des Polar-Complexes:

Narr+se Hin —ro+sot kAn)=0, (138)
wo II die Function bezeichnet:

a0, 2, Ba, 6Q, 6, Q,2-5) ar (tt e (- ae0( 2
Einem jeden Werthe von % entsprechend erhalten wir einen anderen Polar-
Complex.

299. Von den beiden Directricen der durch die zweigliedrige Gruppe
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der Polar-Complexe bestimmten Congruenz fällt eine mit der gegebenen

geraden Linie zusammen. Denn indem wir % unendlich gross nehmen, wird

die Gleichung (138):

—r60+se’+hn —rco+seoe+hn=t0, (139)

und diese Gleichung stellt nach den Erörterungen der 45. Nummer einen

linearen Complex dar, der alle diejenigen Linien umfasst, welche die gege-

bene gerade Linie schneiden. Wir können diesen Satz, im Anschluss an
die Betrachtungen der 71. Nummer, folgendermassen aussprechen:

Einer gegebenen geraden Linie entspricht in Bezug auf die

zweigliedrige Gruppe der ihr zugeordneten linearen Polar-Com-

plexe dieselbe gerade Linie als conjugirte Polare

Diese letztere gerade Linie ist die zweite Directrix der durch die Polar-

Complexe bestimmten Congruenz. Wir sagen, dass diese gerade Linie der

gegebenen in Bezug auf den Complex n. Grades zugeordnet sei, und

nennen sie die Polare der gegebenen gernden Linie mit Bezug auf

den Complex zn. Grades.*)

Wir können in der Gleichung (138) die unbestimmte Constante 2 so

wählen, dass die Gleichung einen Complex ersten Grades der besonderen Art

darstellt, dessen sämmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wir

wollen zu diesem Zwecke die Gleichung (138) in der folgenden Weise schreiben:

(9) -ae]r+ [raue + [era]
[=) rar] + [E) 4 2r]o + [*2e) arp=o.cun
Dann erhalten wir zur Bestimmung von 2, nach der 45. Nummer:

lee
+dr] a4)

Zufolge der Gleichung (136) wird eine Wurzel der vorstehenden Gleichung

unendlich gross, dem entsprechend, dass die eine Directrix der durch die

       

 

    

*) Wir mögen gleich hier bemerken, dass eine gerade Linie und ihre Polare nicht gegenseitig
zu einander in derselben Beziehung stehn. Der Polare der gegebenen geraden Linie entspricht eine

neue gerade Linie als die ihr zugeordnete Polare u. s. f. Es gibt nur eine endliche Anzahl solcher
gerader Linien, die selbst die Polaren ihrer Polaren sind.
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zweigliedrige Gruppe (138) bestimmten Congruenz mit der gegebenen geraden
Linie zusammenfällt. Es redueirt sich daher die Gleichung (141) auf den
ersten Grad und gibt, zur Bestimmung der zweiten Directrix, welche wir
als die Polare der gegebenen geraden Linie bezeichnet haben, indem wir
der Kürze wegen

   
  

 

12, 09,

,

02, 88,

,

00, 89,
ER rr ea re.

setzen,

4). (142)
wo in ® und 2, die Werthe der Coordinaten der gegebenen geraden Linie
einzusetzen sind und wir desshalb die Klammern zugefügt haben.

300. Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere dem gegebenen
Complexe 2, angehört, so erhalten wir statt der zweigliedrigen Gruppe der
Polar-Complexe eine zweigliedrige Gruppe von Tangential-Complexen.

Die beiden Directricen der durch dieselben bestimmten Congruenz fallen
in die gegebene gerade Linie zusammen. Denn indem 2, für die Coordinaten
der gegebenen geraden Linie verschwindet, wird der Werth von A, wie wir
ihn durch die Gleichung (142) bestimmt haben, unendlich gross. Die Con-
gruenz hat sich in der Art particularisirt, dass sie alle diejenigen Linien
eines linearen Complexes umfasst, die eine feste gerade Linie schneiden,
welche dem Complex selbst angehört (vergl. n. 68.). Diese feste gerade Linie
ist die gegebene (r’, s’, A’, — 0’, o’, N).

Nur in dem ein Falle, dass die gegebene gerade Linie ausser
dem gegebenen Complexe 2, zugleich dem folgenden Complexe angehört:

 

se a oe oe ag, 1Paatmet.
wird der durch (142) gegebene Werth von 4 unbestimmt. Indem sowohl 2

und ® verschwindet, erscheint } unter der Form e . Bei beliebiger An-

nahme von 2% erhalten wir jedesmal einen Tangential--Complex, dessen sämmt-
liche Linien eine feste gerade Gerade schneiden. Wenn wir % unendlich gross
wählen, fällt diese gerade Linie mit der gegebenen zusammen. Die gege-
bene gerade Linie bleibt, nach wie vor, eine der Direetricen der durch die
zweigliedrige Gruppe der Tangential-bene bestimmten Congruenz. Es hat
sich diese Congruenz nach den Erörterungen der 68. Nummer, in der Weise
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partieularisirt, dass sie unendlich viele Directricen besitzt, welche in einer
Ebene liegen und innerhalb derselben durch einen Punct gehen. Alle Linien,
welche in der durch die Direetricen bestimmten Ebene liegen, oder durch
ihren Schnittpunct hindurch gehen, gehören der Congruenz an.

Wir wollen diejenigen geraden Linien, welche sowohl dem gegebenen
Complex n. Grades:

2-0

als dem aus demselben abgeleiteten Complexe 2(n — 1). Grades:

Im 6 = 09 0 I, IR
IT Tut (128)

 

angehören, als die singulären Linien des gegebenen Complexes
bezeichnen.

Die singulären Linien eines Complexes des z. Grades bilden eine Con-
gruenz von der Ordnung und Classe 2n. (n — 1).

Einer jeden singulären Linie entspricht, nach den vorstehenden Erörterun-
gen, eine Ebene und ein Punct in ausgezeichneter Weise. Wir wollen jene
eine singuläre Ebene, diesen einen singulären Punct des Complexes
nennen und dieselben als der angenommenen singulären Linie zugehörig oder
entsprechend bezeichnen.

Noch ein letzter Fall bleibt zu berücksichtigen. Wenn:
2 ‚
BEa

ON ON N oo 0
= “ 36) (32) () (35) (5) (m

so stellt der Polar-Complex der gegebenen geraden Linie, unabhängig von
dem besonderen Werthe, den wir % ertheilen mögen, die Gesammtheit aller
derjenigen geraden Linien dar, welche die gegebene schneiden. Die Polar-
Complexe sind unter sich identisch geworden und bestimmen nicht mehr
eine lineare Congruenz. Als Polare der gegebenen geraden Linie kann jede

beliebige gerade Linie angesehen werden.

Wir wollen die gegebene gerade Linie eine Doppellinie des Complexes
nennen.

Während zwei Bedingungen zu erfüllen sind, damit eine gegebene gerade
Linie eine singuläre Linie des Complexes sei, und es also in einem gege-
benen Complexe eine Congruenz singulärer Linien gibt, sind fünf Bedin-
gungen zu befriedigen, damit eine gegebene gerade Linie eine Doppellinie
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des Complexes sei. Weil eine gerade Linie von vier Constanten abhängt,
enthält also ein gegebener Complex im Allgemeinen keine Doppellinien. Es
ist dazu eine Particularisation desselben erforderlich.

301. Wir beschränken uns in dem Folgenden auf Complexe des zwei-
ten Grades.

Die allgemeine Gleichung ice Complexes in Strahlen-Coordinaten sei:
Ar®+Bs®-+C-+ Do: +.Eo: 200y2

+26sh+2Hrh+2Irs+2Kon— 2Lon — 2 Mes
—2Nr7r6.+20sg +2Vhn

+2Prg+2079 +2Rsn —2Sso —2Tho +2 Ule = 0. (V)
Wir erhaltena für die un des Polar-Complexes einer gegebenen

geraden Linie (r', s’, A, — o', 05») in Strahlen-Coordinaten die Gleichung:
(Ar’ En ER — No’ + Po’ +0Oy')r
+ (Bs’ + Gh’ + Ir’ +00’+ Rn’ — So’) s
IOR ET GE MAR ln — Tal Uo)h

— (—- Do’ + Im + Mo’ + Nr’ + Ss’ 7%)
+ (Zo’+ An — Mo’ +0s’ + Pr! 4 Uh’)o

+@m + Ko — Lo + VW +Or +RN)y—0. (144)
Wir können in der vorstehenden Gleichung % und A’ willkürlich der Einheit
gleich setzen.

Wenn wir von der Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten (II)
und die gegebene gerade Linie durch ihre Axen-Coordinaten

(, 95, 0, — x», x, ©’) bestimmen, so erhalten wir für die Gleichung des-
selben

(Dp + LU + Mg’ — Nu +Sm + To’) p
+(Zg HÄU + Mp +02 — Pu ı Uo’)g
t@’+ Kg + Ip +V0’— 082 + Ra)
MopePg +0)
+Br +60’ — I+0+RVı Sp’) x
+ lo +e7 — Hr +V! + TV + U)o—0. (145)

Dabei ist:

a6gi5

—,#@:m:o.;p':g‘:
302. Wenn wir insbesondere in der ne Gleichung der Polar-

Complexe (144) bezüglich
Plücker, Geometrie.
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S; 0; 020155

iR:

hg,
ee,

gleich Null setzen, so stellen die drei resultirenden Gleichungen:
Ar+ Hh+Is—-No+Pe-+0n=0, a
Bs+6h+I1Ir+0o +Rn— Seo —=0, (146)
Ch+6s+Hr + Vn—-To+UVo—=0

die Polar-Complexe der ‚drei Coordinaten-Axen 0X, OF, 0Z dar. Diese
Gleichungen können wir unter der folgenden Form schreiben:

IR 82 8
en en ae (146)

was sich unmittelbar ergibt, wenn wir zu der Gleichung (144) zurückgehen.
Wenn wir eine derjenigen drei geraden Linien, welche in den Ebenen FZ,

NZ, XYunendlich weit liegen, IEdieBr nehmen, verschwinden Perseich:

   

De
Ban, De

ae,
Für die Polar-Complexe dieser Aee Linien erhalten wir somit:

= Dot mMtNiBd
"Bot AyM164Ppimo (147)
FaLe |

oder, unter anderer Form geschrieben:

en = 0, 7 Far d, Fe Zur (148)

303. Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des Complexes zweiten
Grades (V), die wir auf folgende Weise schreiben wollen:

or 08
r, g und folglich auch n gleich Null, so finden wir zur Bestimmung der
Complex-Curve in FZ:

Bs® + Ch®+ Do°+20sh— 28Sso —2Tho= AP —=0. (14)
Für die Gleichung des Pols dieser Complex-Curvein Beziehung auf 0Z fin-
den wir, in bekannter Weise:

”

   

 u A a 5mg Ch ERDoN (150)

Andererseits ist die Gleichung des Polar-Complexes der Axe 02:

enter-Th

‘
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Für alle Linien dieses Polar-Complexes, welche in YZ liegen, ist wiederum
r, g und n gleich Null, wonach die folgende Gleichung:

Ch+G6Gs—- To—=0 (150)
denjenigen Punct darstellt, in welchem diese Linien sich schneiden.

Der Pol der Axe OZ, in Beziehung auf die Complex-Curve in FZ, fällt
also mit demjenigen Puncte zusammen, in welchem alle Linien des Polar-
Complexes, welche in FZ liegen, sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct
beschreibt eine gerade Linie, wenn die Ebene FZ um 0Z sich dreht. Diese
Linie ist also zugleich der geometrische Ort der Pole von OZ in Beziehung
auf diejenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch OZ gehen. Wir erhal-
ten so den folgenden Satz:

Einer beliebigen geraden Linie entspricht im Complex eine
Meridianfläche. Die Polare dieser Meridianfläche fällt mit der-
jenigen geraden Linie zusammen, welche wir als die Polare der
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex bezeichnet
haben. *)

Insbesondere also ist ein Durchmesser des Complexes die Polare der
in den ihm zugeordneten parallelen Ebenen unendlich weit liegenden ge-
raden Linie.

Wenn wir den Beweis des vorstehenden Satzes auf seinen einfachsten
Ausdruck zurückführen, so beruht er darauf, dass es einerlei ist, ob wir in
der Function 2, zuerst », g und 7 gleich Null setzen und dann in Beziehung
auf A differentiiren, oder ob wir zuerst in Beziehung auf % differentiiren und
nach der Differentiation ”, eg und 7 gleich Null setzen. Das aberist selbst-
verständlich.

304. Das Vorstehende gibt eine geometrische Definition für die Con-
gruenz der einer gegebenen geraden Linie zugeordneten Polar-Complexe.

In :einer beliebigen durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene
liegt eine Complex-Curve zweiter Classe. Dieselbe wird, im Allgemeinen,
von der gegebenen geraden Linie in zwei Puncten gescHhitten. Die Tan-
genten der Complex-Curve in diesen Puncten gehören der fraglichen Con-
gruenz an. ’ j

Ein beliebiger Punet der gegebenen geraden Linie ist der Mittelpunct
eines Complex-Kegels zweiter Ordnung. An denselben lassen sich durch die

*) Dieser Satz überträgt sich unmittelbar von Complexen des zweiten Grades auf Complexeeines beliebigen Grades.
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gegebene gerade Linie, im Allgemeinen, zwei Tangential-Ebenen legen. Die
beiden Seiten, nach welchen derselbe von diesen beiden Ebenen berührt
wird, sindebenfalls Linien der Congruenz.

Der durch die Polar-Complexe einer gegebenen geraden
Linie bestimmten Congruenz gehören unter den Linien des ge-
gebenen Complexes zweiten Grades diejenigen an, welche eine
nächste Linie desselben Complexes, die mit no bezüglich in
derselben, durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegt,
in einem Puncte der gegebenen geraden Linie schneiden.

Wenn die gegebene gerade Linie selbst eine Linie des Complexes ist,
wird sie von allen Complex-Curven berührt, die in den durch sie hindurch-
gelegten Ebenen liegen, und ist eine gemeinschaftliche Seite aller Complex-
kegel, deren Mittelpuncte auf ihr angenommen sind. Dann fällt die Polare
mit der gegebenen geraden Linie zusammen. Alle Linien, welche in einer
durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegen und durch den Be-
rührungspunct der bezüglichen Complex-Curve mit der gegebenen geraden
Linie gehen, oder, was dasselbe ist, alle Linien, welche durch einen Punct
der gegebenen geraden Linie gehen und in derjenigen Ebene enthalten sind,
von welcher der bezügliche Complex-Kegel nach der gegebenen geraden Linie
berührt wird, gehören der durch die Tangential-Complexe der ge-
gebenen geraden Linie bestimmten Congruenz an.

Die fragliche Congruenz hat mit dem gegebenen Complexe zweiten Gra-
des alle diejenigen geraden Linien gemein, welche in diesem nächste
Linien der gegebenen sind und dieselbe schneiden.

305. Wenn die gegebene gerade Linie eine singuläre Linie des
Complexes ist, so umfasst die durch die Tangential-Complexe bestimmte
Congruenz alle solche Linien, welche in einer bestimmten, durch die gegebene
gerade Linie gelegten Ebene liegen, sowie alle solche Linien, welche durch
einen ‚bestimmten Punct derselben gehen. Wir haben die Ebene und den

Punct bezüglich die zugeordnete singuläre Ebene und den zugeordneten
singulären Punct genannt.

Eine singuläre Linie des Complexes wird sonach von allen Complex-

Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen, in einem festen
Punete berührt; und alle Complex-Kegel, deren Mittelpunete auf einer sin-
gulären Linie des Complexes angenommen werden, berühren eine durch die-
selbe hindurchgehende feste Ebene.
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Dieses Resultat finden wir analytisch bestätigt. Wenn wir verlangen,
dass die Coordinaten-Axe OXeine singuläre Linie des gegebenen Complexes
sein soll, so erhalten wir, indem wir in den beiden Gleichungen:

20, Dr
die Veränderlichen: .

s; Rh, 0,0, 9
gleich Null setzen, die folgenden beiden Relationen zwischen den Constanten
der gegebenen Complex-Gleichung:

Zr PI+-H0=0. (151)
Wir haben, unter der Voraussetzung, dass O.X eine Linie des gegebenen
Complexes sei, dass also die Constante A den Werth Null habe, den Be-
rührungspunct derselben mit der Complex-Curve in einer beliebigen durch
sie hindurchgelesten Ebene, durch die folgende Gleichung bestimmt a, ng

et, "= Ks)
Es bezeichnet g den Winkel zwischen der beliebig angenommenen Ebene
und der Coordinaten-Ebene XZ% x, den Abstand des Berührungspunctes von
dem Anfangspuncte der Coordinaten. Dieser Abstand wird constant, sobald
die zweite der Bedingungs-Gleichungen (151) erfüllt ist.

Wir haben ferner, unter derselben Voraussetzung, in der 192. Nummer
zur Bestimmung der durch O.X gelegten Tangential-Ebene eines beliebigen
Complex-Kegels, der seinen Mittelpunct auf der Axe OX hat, gefunden:

bang 9 = 0, (153)
und auch dieser Ausdruck erhält einen constanten Werth, wenn. die zweite
der Gleichungen (151) erfüllt ist.

306. Die Gleichung (64) der 191. Nummer, durch welche wir diejenigen
unter den durch OX gelegten Ebenen bestimmt haben, für welche sich die
Complex-Curve in das System zweier Puncte auflöst, besitzt, wenn die zweite
der Gleichungen (151):

PI+H0=0
erfüllt ist, die doppelte Wurzel:

H JA

Diesem Werthe von tang p entsprechend löst sich die Complex-Curve
in ein System von zwei Puncten auf, welche beide auf der Axe O.X liegen.
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Denn der Werth von x, (152), welcher den Berührungspunct der Complex-

Curve mit O.X bestimmt, erscheint für den Werth (154) von tang p unter

der Form n :

Ebenso hat, unter derselben Voraussetzung, die Gleichung (67) der

192. Nummer, durch die wir diejenigen Puncte der Axe 0.X bestimmt haben,

für welche sich der Complex-Kegel in das System zweier Ebenen auflöst, die

doppelte Wurzel:

:— ee I
Be pP FR | (155).

Diesem Werthe von x entsprechend löst sich der Complex-Kegel in das
System zweier Ebenen auf, die sich nach OX schneiden. Denn der zuge-

hörige Werth von tang p, (155) erscheint unter der Form n :

Dies gibt die folgende geometrische, Definition der singulären Linien,

Puncte und Ebenen eines Complexes des zweiten Grades.

Die Verbindungslinie solcher zwei Püncte, in welche sich eine Com-

plex-Curve für besondere Lagen ihrer Ebenen auflöst, oder, was auf dasselbe

hinauskommt, die Durchschnittslinien solcher zwei ‚Ebenen, in welche

ein Complex-Kegel bei einer besonderen Annahme seines Mittelpuncts zerfällt,

ist eine singuläre Linie des Complexes. Diejenigen Ebenen und Puncte,

für welche sich die Complex-Curve, bezüglich der Complex-Kegel, in der frag-

lichen Weise partieularisırt, sind singuläre Ebenen und sin guläre

Puncte des Complexes.

Insbesondere also sind die acht Linien einer Complexfläche, welche wir

bezüglich als singuläre Strahlen und als singuläre Axen derselben bezeichnet

haben (n. 187, 189), und die vier singulären Ebenen und vier singulären

Puncte einer Complexfläche (n. 215) singuläre Linien, Ebenen, Puncte des

Complexes. i

Wir haben in dem vorigen Paragraphen (n. 275 — n. 283) die unend-

lich weit liegende Ebene für eine singuläre Ebene des Complexes genommen

und die ihr entsprechende singuläre Linie zu FZ parallel gewählt. In Ueber-

einstimmung mit dem Vorstehenden fanden wir, dass die Complex-Curven in

allen zu FZ parallelen Ebenen Parabeln sind, deren Durchmesser-Richtung

dieselbe ist (n. 281). Die gemeinsame Richtung der Durchmesser aller Pa-
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rabeln bezeichnet den der in FZ unendlich weit liegenden singulären Linie
zugehörigen singulären Punct.

307. Wenn gleichzeitig

4, H,1,Po9
verschwinden, so particularisirt sich die Beziehung der singulären Linie,
welche mit O.X zusammenfällt, zu dem Complexe. Die Werthe von x, (152)
und tang p, (153) erscheinen dann, unabhängig von der Annahme der Ver-
änderlichen tang p und x, unter der Form Dem entsprechend löst sich

a
Wr

die Complex-Curve in einer beliebigen durch O.X gelegten Ebene in das
System zweier Puncte auf, welche auf O.X liegen, und der Complex- Kegel,
dessen Mittelpunet ein beliebiger Punct von O.X ist, zerfällt in das System
zweier Ebenen, die sich nach O.X schneiden.

Für die Gleichung des Polar-Complexes der Axe O.Y erhalten wir unter
dieser Constanten-Bestimmung die folgende:

o—=(,
welche alle Linien darstellt, die die Axe O.X schneiden. Die Axe 0X ist
eine Doppellinie des gegebenen Complexes geworden (vergl. n. 300). Eine
Doppellinie ist sonach eine singuläre Linie, deren Beziehung zu dem Complexe
sich in der Weise partieularisirt hat, dass ein jeder auf ihr angenommener
Punct ein singulärer Punct und jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine
singuläre Ebene des Complexes ist.

In der 284.— 286. Nummer haben wir die in PZ unendlich weit liegende
gerade Linie zu einer Doppellinie des Complexes gewählt, und, dem ent-
sprechend, gefunden, dass alle Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene FZ
parallel sind, in Systeme von zwei zu FZ parallelen Ebenen zerfallen.

Im Allgemeinen enthält ein gegebener Complex des zweiten Grades keine
Doppellinie. Es verlangt das eine einfache Particularisation desselben.

308. Wir wollen die Gleichung des gegebenen Complexes des zweiten
Grades wiederum unter der folgenden Form schreiben:

; 0, 0. (156)
Ohne den Complex selbst zu ändern, können wir zu dieser Gleichung die
Identität

70 +0 4-0, (157)
mit einem beliebigen Factor multiplieirt, hinzuaddiren. Dann erhalten wir:

2H+ı- tr te +0. (158)
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Dem entsprechend wird die Gleichung des Polar-Complexes, der einer gege-
benen geraden Linie (7’, s’, h’, — 6’, 0’, n’) zugeordnet ist, die folgende:

retro
+[GHle + ln) Ha], (150)

die sich auch unter der anderen Form schreiben lässt: |

GE) +re)Bin)
ter)re ta )e ++20)—0. (160)

Wenn wir dann % einenfesten Werth ertheilen, knüpft sich an diese dop-

pelte Form derselben Gleichung in dem nämlichen Sinne eine Theorie

der Reciprocität, wie sie Gergonne zuerst bei ebenen Curven und

Flächen der zweiten Ordnung entwickelt hat.*) Wir können dieselbe in den

folgenden Worten zusammenfassen:

Einer jeden geraden Linie, welche dem Polar-Complexe

einer gegebenen geraden Linie angehört, entspricht ein Polar-

Complex, welchem, umgekehrt, die gegebene gerade Linie

 

 

 

angehört.

Die Gesammtheit aller geraden Linien des Raumes mit ihren Polar-

Complexen bilden ein Polarsystem. Für die Gleichung desselben können

wir die vorstehenden beiden (159) und (160), die unter sich identisch sind,

ansehen, indem wir neben 7, ,,—6,90,n auch vr, s, A, — 0,05, 9,

aber unabhängig davon, als veränderlich betrachten. Einer anderen Annahme

der unbestimmten Constante % entsprechend erhalten wir aus dem gegebenen

Complexe des zweiten Grades ein anderes Polarsystem, welches zu dem Com-

plexe in derselben Beziehung steht, wie das ursprünglich ausgewählte.

Während ein Complex des zweiten Grades von neunzehn Constanten ab-

hängt, ist ein jedes der Polar-Systeme, welche demselben zugehören, durch

zwanzig Öonstante bestimmt.

309. Um auszudrücken, dass die gegebene gerade Linie selbst dem ihr

zugeordneten Polar-Complexe angehöre, erhalten wir, unabhängig von dem

besonderen Werthe, den wir der Constante 2 beilegen wollen, unter Berück-

sichtigung der Gleichung (157), die folgende Bedingung:

*) Geometrie des Raumes. n. 258.
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FE +lr+:..=@=0 (161)
Diejenigen Linien, welche den ihnen zugeordneten Polar-

Complexen selbst angehören,sind in allen Polar-Systemen die-
selben und fallen mit den Linien des gegebenen Complexes des
zweiten Grades zusammen. E

Wenn in einem Polarsysteme, als dessen Gleichung wir die Gleichung
(159) betrachten wollen, der Polar-Complex einer gegebenen geraden Linie
ein Complex von der besonderen Art sein soll, dessen Linien sämmtlich eine
feste gerade Linie schneiden, so erhalten wir, nach ‘den Erörterungen der
45. Nummer, indem wir, wie in der 299. Nummer,

=)(+2) 2) + (2) ae)
setzen, unter Berücksichtigung der Gleichung (157), die folgende:

Ei (162)
Diese Gleichung wird unabhängig von dem besonderen Werthe, .den wir 2
gegeben haben, erfüllt, sobald die beiden Gleichungen:

x | @=-0, @=0 |
befriedigt werden. Es sind dies dieselben Gleichungen, durch welche wir,
in der 300. Nummer, die singulären Linien des gegebenen Complexes be-
stimmt haben. Wir erhalten also, in Uebereinstimmung mit. dem Früheren,
den Satz, dass die Polar-Complexe der singulären Linien des gegebenen Com-

plexes in allen zugehörigen Polar-Systemen Complexe von der beson-
deren Art sind, deren sämmtliche Linien eine feste gerade Linie
schneiden.

310. Wir wollen 2 in dem Folgenden, unbeschadet der Allgemeinheit,
5 gleich Null setzen und das durch diesen-Werth von } bestimmte Polarsystem

einer näheren Betrachtung unterwerfen. Es schreibt sich dann die Gleichung
des Polarsystems unter der doppelten Form:
=e (2)rer)ed (70, (163) 

In
- nnd:

DD, 2. ., LO OR, Or , 2,aund eere) Tan. (164)

Sei eine gerade Linie gegeben. Derselben entspricht in dem Polar-System
ein Polar-Complex. Jeder Linie des lezteren gehört ein Polar-Complex an, der

Plücker, Geometrie.
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die gegebene gerade Linie enthält. Aber im Allgemeinen haben die Polar-
Complexe, welche den Linien eines beliebig angenommenen linearen Com-
plexes entsprechen, keine gerade Linie mit einander gemein. Dazu bedarf es
einer besonderen Lage desselben gegen das gegebene Polar-System.

Die Polar-Complexe, welche zwei gegebenen. geraden Linien entspre-
chen, bestimmen eine lineare (Co:ongruenz. Die gegebenen beiden geraden
Linien gehören einem jeden derjenigen Polar-Complexe an, die den Linien
der Congruenz entsprechen. Und umgekehrt haben auch die Polar-Complexe
aller Linien einer beliebig angenommenen linearen Congruenz zwei feste ge-
rade Linien gemein. Denn vier Linien der Congruenz bestimmen durch
ihre Polar-Complexe zwei gerade Linien. Die Polar-Complexe dieser zwei .
geraden Linien haben vier Linien ar gegebenen en und somit alle
derselben gemein.

Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so bestimmen die; Polar-Com-
plexe ein Hyperboloid durch die Linien einer Erzeugung desselben. Eine
beliebige der Linien derselben Erzeugung, die wir als die erste bezeichnen
wollen, besitzt einen Polar-Complex, dem die gegebenen drei geraden Linien
angehören. Die gegebenen drei geraden Linien bestimmen, als Linien ‘erster
Erzeugung, ein zweites Hyperboloid. Die beiden Hyperboloide entsprechen
sich gegenseitig. Die Linien der ersten Erzeugung des zweiten Hyperboloids
gehören den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des ersten Hyper-
boloids an, und ebenso die Linien erster Erzeugung des ersten Hyperboloids
den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des zweiten Hyperboloids.
Die zweite Erzeugung jedes der beiden Hyperboloide kommt dabei nieht
weiter in Betracht. Jeder Erzeugung entsprechend ist einem gegebenen
Hyperboloide ein zweites zugeordnet.

Indem wir die drei gegebenen geraden Linien insbesondere so annehmen,
dass sie sich in einem Puncte schneiden oder dass sie in einer Ebene liegen,
bestimmen sie alle Linien, welche durch einen festen Punct hindurchgehen,
oder welche in einer festen Ebene enthalten sind. Es entspricht also in dem
Polar-Systeme jedem Puncte und jeder Ebene die eine Erzeugung eines
Hyperboloids. Der Polar--Complex, welcher einer, beliebigen Linie dieser Er-
zeugung angehört, ist von der besonderen Art, dass alle seine-Linien eine
feste gerade Linie schneiden. Diese feste gerade Linie geht bezüglich durch
den gegebenen Punct oder liegt in der gegebenen Ebene. Die Linien der’
einen Erzeugung der Hyperboloids gehören dem durch die Gleichung (162)
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bestimmten Complexe an. Das Hyperboloid ist nicht selbst partieularisirt,
sondern nur seine Lage zu dem Polar-System.

Nehmen wir insbesondere für die drei sich schneidenden geraden Linien
die drei Coordinaten-Axen OX, OF, 0Z oder die drei in den Coordinaten-
Ebenn FZ, AZ, Ar unendlich weit liegenden geraden Linien ‚ so erhalten
wir zur Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches bezüglich dem Coordi-
naten-Anfangspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist,
die folgenden drei Gleichungen:

8 082 2

 

im: wert m (165)
oder:

IR 8% 02| E a’ me (166)
Unter beiden Annahmen wird die Gleichung (162):
ER 00192,9
om 20 Be 0

erfüllt, welche diejenigen geraden Linien darstellt, denen in dem gegebenen
Polar-System (2 = 0) solche Polar-Complexe entsprechen, deren sämmtliche
Linien eine feste gerade Linie schneiden.

En s>
Fläche vierter Ordnung und Classe, von den singulären Puneten des Complexes

gebildet, von den singulären Ebenen desselben umhüllt.

311. Wir haben einen Punct, dessen Complex-Kegel sich in das System
zweier Ebenen auflöst, einen singulären Punet, und eine Ebene, deren
Complex-Curve in das System zweier Puncte ausartet, eine singuläre
Ebene des Complexes genannt. -

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen,‘ in welche sich der Complex-
Kegel, dessen Mittelpunct ein singulärer Punct ist, aufgelöst hat, so wie die
Verbindungslinie der. beiden Puncte, in welche die Complex-Curve, deren
Ebene eine singuläre Ebene ist, zerfällt, sind singuläre Linien des Com-
plexes. In diesem Sinne entspricht einer jeden singulären Linie ein singulärer
Punet und eine singuläre Ebene. Alle Complex-Curven, welche in Ebenen
liegen, die durch eine singuläre Linie hindurchgelest sind, berühren dieselbe
in dem entsprechenden singulären Puncte, und alle Complex-Kegel, deren

39*



Be

Mittelpunete auf einer singulären Linie angenommen sind, berühren nach
derselben die entsprechende singuläre Ebene. Wir wollen den einer singu-
lären Linie entsprechenden singulären Punct und die derselben entsprechende
singuläre Ebene als einander zugeordnet bezeichnen.
Die singulären Linien eines gegebenen Complexes bilden eine Congruenz
vom vierten Grade. Dieselbe ist durch die zweigliedrige Gruppe zweier
Complexe des zweiten Grades bestimmt, von denen der eine der: gegebene
ist und der andere erhalten wird, wenn man in die Bedingungs-Gleichung
des zweiten Grades, welcher die Linien-Coordinaten genügen müssen, an
Stelle der Coordinaten die nach denselben genommenen partiellen Differential-
quotienten der Gleichung des gegebenen Complexes einsetzt. Im Allgemeinen
sind vier unter den Tangenten einer gegebenen Complex-Curve und vier
unter den Seiten eines gegebenen Complex-Kegels singuläre Linien. Wenn
insbesondere die Complex-Curve sich in das System zweier Puncte oder der
Complex-Kegel. sich in das System zweier Ebenen auflöst, fallen zwei von
den vier singulären Linien bezüglich in die Verbindungslinie der beiden Puncte
oder in die Durchschnittslinie der beiden Ebenen zusammen.

312. Wenn sich die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene so par-
tieularisirt, dass sie sich in zwei Puncte auflöst, welche in einen zusammen-
fallen, wollen wir die Ebene eine Doppelebene des Complexes nennen. Als
einen Doppelpunct bezeichnen wir einen solchen, der Mittelpunct eines
Complex-Kegels ist, welcher in das System zweier, in einen zusammenfallen-
der Ebenen ausgeartet ist. Derjenige Punct, welcher von den Linien des
Complexes in einer Doppel-Ebene umhüllt wird, ist darum noch kein Dop-
pelpunct, so wenig wie die Ebene, die von den durch einen Doppelpunct
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird, eine Doppelebene.

Eine jede Linie des gegebenen Complexes, welche in einer Doppelebene
liegt oder durch einen Doppelpunct hindurchgeht, ist eine singuläre Linie

desselben. Die Doppelebenen und Doppelpuncte sind solche Ebenen und Puncte,

welche unendlich viele Linien aus der Congruenz der singulären Linien enthalten.

Einer jeden singulären Linie, welche in einer Doppelebeneliegt, entspricht

diese als singuläre Ebene. Der jeder einzelnen singulären Linie entsprechende
singuläre Punct fällt darum noch nicht mit dem singulären Puncte zusammen,
in welchemsie sich alle schneiden. Vielmehr entspricht einer jeden singulären
Linie ein zweiter, im Allgemeinen von dem ersten verschiedener singulärer

Punct. Wenn sich die singuläre Linie in der Doppelebene um den festen
”
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Punct dreht, welcher in derselben von den Linien des Complexes umhüllt
wird, beschreibt der entsprechende singuläre Punct eine Curve der zwei-
ten Ordnung, welche durch den festen Punct hindurchgeht. Während
einer singulären Ebene im Allgemeinen ein singulärer Punet zugeordnet ist,
entsprechen einer Doppelebene unendlich viele zugeordnete singuläre Puncte,
welche auf einer Curve der zweiten Ordnung liegen.
Einer jeden derjenigen singulären Linien, welche dureh einen Doppelpunct
hindurchgehen, entspricht dieser als singulärer Punct. Aber jeder derselben
entspricht, im "Allgemeinen, eine singuläre Ebene, welche nicht mit der-
jenigen festen Ebene zusammenfällt, die von den durch den Doppelpunet
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird.. Alle diese Ebenen
umhüllen eine Kegelfläche der zweiten (lasse, die insbesondere die
feste Ebene berührt. Während einem singulären Puncte im Allgemeinen
eine singuläre Ebene zugeordnet ist, entsprechen einem Doppelpuncte unend-
lich viele zugeordnete singuläre Ebenen, welche eine Kegelfläche der zweiten
Classe umhüllen.

Die analytische Bestätigung der vorstehenden geometrischen Folgerungen
entnehmen wir der 289. und 290. Nummer, in denen die unendlich weit
entfernte Ebene für eine Doppelebene des Complexes genommenist.
$ 313. Eine singuläre Linie kann sich in der Art partieularisiren, dass

eine jede durch sie hindurchgelegte. Ebene eine singuläre Ebene und dass
ein jeder auf ihr angenommener Punct ein singulärer Punct ist. Solch’ eine
gerade Linie haben wir eine Doppellinie des Complexes genannt (n. 307).
Aber es verlangt eine Partieularisation des gegebenen Complexes, wenn der-
selbe eine Doppellinie enthalten soll. Wir schliessen. die Möglichkeit, dass
der gegebene Complex sich in der dazu nöthigen Weise partieularisire, von
der ferneren Betrachtung aus.

In einem gegebenen Complexe kann es ausgezeichnete Puncte oder
Ebenen von der Art geben, dass alle durch dieselben hindurchgehenden, be-
züglich alle in denselben liegenden geraden Linien Linien des Complexes sind.
Dann ist jede durch den Punet hindurchgelegte Ebene eine singuläre Ebene,
jeder in der Ebene angenommene Punct ein singulärer Punct. Solch’ eine
Ebene haben wir in der 292. Nummer mit der unendlich weit entfernten
Ebene zusammenfallen lassen. Nach den Erörterungen dieser Nummer ver-
‚langt es eine sechsfache Partieularisation, wenn fir einen gegebenen Complex
die unendlich. weit liegende Ebene von dieser -besonderen Art sein soll.
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Im Allgemeinen also gibt es derartige Ebenen und Puncte nicht. Wir sehen
in dem Folgenden von der Möglichkeit ab, dass der gegebene Complex sich
dementsprechend partieularisirt habe.

314. Damit sich ein gegebener Kegel zweiter Ordnung in das System
zweier Ebenen, oder eine gegebene Curve der zweiten Classe in das System
zweier Puncte auflöse, ist eine Bedingungs-Gleichung zu erfüllen. Es wird
also von den singulären Puncten eines Complexes eine Fläche gebildet,
und von den singulären Ebenen desselben eine Fläche umhüllt. Dagegen
sind drei Bedingungen zu erfüllen, wenn die beiden Ebenen, in welche sich
ein Complex-Kegel, bezüglich die beiden Puncte, in welche sich eine Complex-
Curve auflöst, zusammenfallen sollen. . Es gibt also eine endliche Anzahl
von Doppelpuncten und Doppelebenen. ß

In dem sechsten und siebenten Paragraphen des vorigen Abschnitts
haben wir nachgewiesen, dass auf. der Coordinaten-Axe O.X, welche wir zur
Doppellinie einer Complexfläche genommen hatten und die ganz beliebig an-
genommen worden war, vier singuläre Punete liegen und dass durch dieselbe
vier singuläre Ebenen hindurchgehen (vgl. n. 215). Wir erhalten somit
unmittelbar die folgenden Sätze:

Die von den singulären Puncten eines Complexes des zweiten
Grades gebildete Fläche ist von der vierten Ordnung.

Die von den singulären Ebenen eines Complexes des zweiten
Grades umhüllte Fläche ist von der vierten (lasse.

315. Um die Gleichung der Fläche der singulären Puncte in Punct-
Coordinaten zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (II) des Complexes
zweiten Grades in Strahlen-Coordinaten aus. Wir haben auszudrücken, dass
sich der Kegel, welchen die Gleichung des Complexes darstellt, sobald wir
den Veränderlichen x, y, z feste Werthe ertheilen, in ein System zweier

Ebenen auflöse. Von den sechs Strahlen-Coordinaten:

@— 27), y—y), @—2)), 2’ — y’2), (@’2 — 22), (ey’— 2'y)
können wir die letzten drei auf folgende Weise schreiben:

W-N2—-91E-2)), @eE-2)-@—- 2)2), (a 2)yauy)).
Dadurch nimmt die Gleichung II des Complexes die folgende Form an:

aa 2) + aa) y—y)+eyg—y)
+24 — 2) @—2) + 2ey-Y)@—-2)+ f@— 20, (167)

wo .a, b, c, d, e, f Functionen des zweiten Grades in x, y, z sind. Insbe-
sondere finden wir:
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= At Ex? + Fy - 2Kyz —2Pz + 20y,
9=I— Fay4 Kaz+ Lyz — Mz2 + (N—0)2-— 0x + Ry,
aieaeA28z,
d= H— Exz + Kay— Ly® $ Myz — Ny+Pax—Uz,
ek Dya Hr: Lay M&2- 02: $Sy+Tz,
(= CH# Dy: + Ex — 2May—2Ty + 2Ur. J
Um auszudrücken, dass sich der durch die Gleichung (167) dargestellte

Kegel in das System zweier Ebenen auflöse, erhalten wir, nach der 186. Num-
ner, die folgende Bedingung:

acf + 2bde— ae — cd — fe —0. (169)
Wenn wir in diese Gleichung für «, b, ec, d, e, f die Werthe aus der Glei-
chung (168) einsetzen, bekommen wir die gesuchte Gleichung der Fläche.
Dieselbe ist scheinbar vom sechsten Grade. Es werden sich also ‚bei der
wirklichen Ausführung der in (169) angedeuteten Multiplicationen die Glieder
fünfter und sechster Ordnung in z, y, z fortheben.

316. Wir. erhalten die Gleichung der von den singulären Ebenen des
Complexes mhüllten Fläche in Ebenen-Coordinaten ‚ wenn wir in den vor-
stehenden Gleichungen (168) nach den Vertauschungsregeln der 153. Nummer;

Um 3

(168)

und

ADC GER BeOo
bezüglich gegenseitig mit

DB, 2, Bol Ms SZ U
vertauschen. Ungeändert bleiben dabei die Constanten j

2208
Wenn wir nach der Vertauschung statt «a, a’, statt db, b’ u. 8. w. schreiben,
so kommt:

@=D-I Bv24 (u _2Guv 285% a2
’=M—(Ctu+Gw-+ Huv — Iv: +—-0)v— Tt+Uu,
"—=E+ AV + CR —2Hw-— 2Ur 4 2.P», (170)
d—=L—-Btw- Gru— Hu: + Zuv— Nu+ St— Ro,
e = K— duv— Gr 1 Hiu + /tv+ 0t— Put Ov,
f=F+ Au + Be — 2 lu — 20u + 2kt,

und wir erhalten die Gleichung der Fläche unter der folgenden Form:
af. 2eraeLa: (171)

"Bezüglich der Reduction der vorstehenden Gleichung, die in 4, u, v scheinbar
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vom’ sechsten Grad ist, auf den vierten Grad in diesen Veränderlichen gilt

das in der vvorigen den Gesagte.

Wenn wir die Ausdrücke (170) ir... 0.0, 0, er dereh Einführung

einer vierten Veränderlichen » homogen machen und dann in die. Gleichung

(171) einsetzen, so wird diese allerdings vom sechsten Gradeund reducirt

nur dadurch auf den vierten, dass sich von ihr ein Factor w® absondert.

Die Gleichung (171) sagt, geometrisch gedeutet, nicht sowohl aus, dass sich.

die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene 4 u, v, w in das System zweier

Puncte auflöse, als dass derjenige Kegel zweiter Classe, der sich durch die

fragliche Complex-Curve und den Coordinaten-Anfangspunct als Mittelpunct

hindurchlegen lässt, in das System zweier umhüllter Axen zerfällt. Es

findet das für eine jede Ebene statt, welche durch den Coordinaten-Anfangs-

punet hindurchgeht, und daher der Factor »2, welcher, gleich Nullan

den Coordinaten-Anfangspunet: darstellt. a

317. Eine beliebig angenommene gerade Toni schneidet die Fläche der

singulären Puncte im Allgemeinen in vier Puncten, und es lassen sich durch

dieselbe im Allgemeinen vier Tangential-Ebenen an die Fläche ‚der singulären

Ebenen legen. Wenn die angenommene gerade Linie insbesondere eine

singuläre Linie des Complexes ist, so fallen zwei der vier singulären Puncte

in den entsprechenden Punct und zwei der vier singulären Ebenen in die

entsprechende Ebene zusammen (vergl. n. 306.). Eine singuläre Linie be-

rührt also sowohl die Fläche der singulären Puncte als die Fläche der singu-

lären Ebenen. Berührungs-Punct mit der ersten Fläche ist der entsprechende

singuläre Punct, Berührungs-Ebene mit der zweiten Fläche die entsprechende

singuläre Ebene.

Für solche singuläre Linien, welche in einer Doppel-Ebene des Complexes

liegen, fallen von den vier Durchschnittspuncten mit der Fläche der singulären

Puncte paarweise zwei zusammen. Solche Linien sind‘ also Doppeltan-

senten der Fläche der singulären Puncte, in dem Sinne, dass sie in

zwei verschiedenen Puncten diese Fläche berühren.

Ebenso fallen von den vier Tangential-Ebenen, welche sich, im Allgemeinen,

durch eine gegebene gerade Linie an die Fläche der singulären Ebenen legen

lassen, paarweise zwei in eine zusammen, sobald die gegebene gerade Linie

eine der singulären Linien ist, welche durch .einen Doppelpunet des Complexes

hindurchgehen. Diese Linien sind also Doppeltangenten der Fläche
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der singulären Ebenen, in dem Sinne, dass sie nach zwei verschiedenen
Ebenen diese Fläche berühren.

318. Die vier singulären Linien des Complexes, welche in einer belie-
bigen Ebene liegen, berühren die in dieser Ebene von Linien des Complexes
umhüllte Curve in den ihnen entsprechenden singulären Puncten. In den-
selben Puneten berühren dieselben geraden Linien die Fläche vierter Ordnung
der singulären Puncte. Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung dieser
Fläche mit einer beliebigen Ebene berührt also die in dieser Ebene liegende
Complex-Curve in vier Puncten. Von den acht Durchschnitts-Puncten, welche
die beiden Öurven haben müssen, fallen jedesmal zwei in einen Berührungs-
punct zusammen.

Ebenso berührt derjenige Complex-Kegel, welcher einen beliebigen Punct
des Raumes zum Mittelpuncte hat, den Kegel vierter Classe, welcher sich
von dem beliebig angenommenen Puncte aus an die von den singulären
Ebenen umhüllte Fläche der vierten lasse legen lässt, nach vier geraden
Linien, welche die vier singulären Linien sind, die durch ihn hindurchgehen.
Gemeinsame Tangential-Ebenen der beiden Kegel nach diesen vier geraden
Linien sind die entsprechenden singulären Ebenen.

Wir wollen für die beliebig angenommene Ebene insbesondere eine sin-
guläre Ebene wählen. Der in derselben von Linien des Complexes umhüllte
Ort wird, nach wie vor, von der Durchschnitts-Curve der singulären Ebene
mit der Fläche der singulären Puncte in vier Puncten berührt. Die gemein-
samen Tangenten in den vier Berührungspuncten sind singuläre Linien. Die
Berührungspuncte der singulären Linien sind die bezüglich entsprechenden
singulären Puncte. Von den vier singulären Linien, welche, im Allgemeinen,
in einer gegebenen Ebene liegen, fallen für eine singuläre Ebene zwei in die
dieser entsprechende singuläre Linie zusammen. Die beiden anderen gehen
in beliebiger Richtung jede durch einen der beiden Puncte, in welche sich
die Complex-Curve aufgelöst hat. Von den vier Berührungspuncten der
Durchschnitts-Curve der Fläche der singulären Puncte mit dem von den
Linien des Complexes umhüllten Ort fallen also zwei in die beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der singulären Ebene aufgelöst hat,
während die anderen beiden mit dem der gegebenen singulären Ebene zu-
geordneten singulären Puncte zusammenfallen,

Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung der Fläche der
singulären Puncte mit einer beliebigen singulären Ebene hatinPlücker, Geometrie.
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dem dieser Ebene zugeordneten singulären Puncte einen Dop-
pelpunct.

Auf dieselbe Art beweisen wir den Satz:
Die Kegelfläche vierter Classe, welche sich von einem be-

liebigen singulären Puncte aus an die Fläche der singulären
Ebenen legen lässt, hat die diesem Punctezugeordnete singuläre
Ebene zur Doppelebene.

319. Die analytische Bestätigung dieser geometrischen Folgerungen ent-
nehmen wir den Gleichungen (169) und (171), welche die Fläche der singu-
lären Puncte und die Fläche der singulären Ebenen bezüglich in Punct- und
Ebenen-Coordinaten darstellen. Wenn wir annehmen, dass die Ebene YZ
eine singuläre Ebene sei und dass die entsprechende singuläre Linie mit O.X,
der zugeordnete singuläre Punct mit 0 zusammenfalle, so erhalten wir aus
der 305. und der 306. Nummer die folgende Constanten-Bestimmung:

Is V, A 0), 1% P=V0.
Dadurch bekommen die Ausdrückea, b, c, d, e, / (168), wenn wir in denselben.
zugleich y’ verschwinden lassen, die folgenden Werthe:

n-2

b=Kaz — Mz:+(N—0)z— 0x,

e=B+Dz?+ Fx®— 2Lasz—2Rr + 28z,

d= — Exz — Uz,

e=G— Kz’+Maxiz+0:+Tz,

f=C+ Ex:+2Da.

Wenn wir in denselben x und z gegen Constante, so wie zweite Potenzen
von x und z gegen erste vernachlässigen, so erhalten wir:

(172)

ar Bra2,

b=(N—0)z— 0x,

c== BD.
2 18
Ali BL

e=G,

= ib

Und indem wir diese Werthe in die Gleichung (169):

acf +2bde— ae — cd — fe —=0
einsetzen, finden wir die folgende Gleichung:

BCEzZ? — 2GUz ((N—0)z— 02) — E@?z:
— BU°z2 — C((N—0)z — 02): = 0 (174)
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um diejenigen singulären Puncte darzustellen, welche in der singulären Ebene
AZ in der Nähe des zugeordneten singulären Punctes O liegen. Diese Glei-
chung enthält nur Glieder zweiten Grades in x und z. Die Durchschnitts--
Curve der Fläche der singulären Punete mit der Ebene YZ besitzt also, in
Uebereinstimmung mit den Schlussfolgerungen der vorigen Nummer, im Coor-
dinaten-Anfangspuncte einen Doppelpunct. i

Wir mögen noch bemerken, dass dieser Doppelpunct ein Rückkehrpunet
wird, wenn ausser den Constanten A, H, I, P.auch noch die Constante 0
verschwindet. Dann ist, nach den Erörterungen der 307. Nummer, die Axe
OX eine Doppellinie des gegebenen Complexes.

Auf dieselbe Art können wir nachweisen, dass der Kegel vierter Classe, "
der sich von einem beliebigen singulären Puncte aus an die Fläche der sin-
gulären Ebenen legen lässt, die dem angenommenen singulären Punete zuge-
ordnete singuläre Ebene zur Doppelebene hat.

320. Nach dem Vorstehenden ist jede singuläre Ebene eine Tangential-
‚ Ebene der von den singulären Puneten gebildeten Fläche vierter Ordnung.
Berührungspunct ist der zugeordnete singuläre Punct. Und umgekehrt ist
jeder singuläre Punct ein Punct der von den singulären Ebenen umhüllten
Fläche vierter Classe. Tangential-Ebene in demselben ist die zugeordnete
singuläre Ebene.

Die Fläche vierter Ordnung, welche von den singulären
Puncten des Complexes gebildet wird, und die Fläche vierter
Classe, welche von den singulären Ebenen desselben umhüllt
wird, sind identisch.

Eine jede singuläre Linie des Complexes berührt die Fläche vierter Ordnung
und vierter (lasse der singulären Puncte und Singulären Ebenen. Der Berührungs-
punct mit der Fläche ist der entsprechende singuläre Punct, die Berührungsebene
in demselben die entsprechende singuläre Ebene. Die beiden übrigen Schnitt-
puncte der singulären Linie mit der Fläche sind diejenigen beiden Puncte,
in welche sich die Complex-Curve in der entsprechenden singulären Ebene
aufgelöst hat. Ebenso sind die beiden übrigen Tangential-Ebenen, welche
sich durch die singuläre Linie an die Fläche legen lassen, diejenigen beiden
Ebenen, in welche der Complex-Kegel zerfällt, dessen Mittelpunct der zuge-
ordnete Punct ist. Die Richtung der einer singulären Ebene und ihrem zugeord-
neten singulären Puncte entsprechenden singulären Linie ist durch die Fläche
der singulären Puncte und singulären Ebenen noch nicht gegeben. Die
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Fläche hängt von weniger willkürlichen Constanten ab, als der Complex
zweiten Grades, welcher sie bestimmt.

321. Die von den singulären Puncten des Complexes gebildete und von
den singulären Ebenen desselben umhüllte Fläche ist von: der vierten Ord-
nung und der vierten Classe. Sie hat also, im Allgemeinen, sechszehn Dop-
pelpunete und sechszehn Doppelebenen. Die Möglichkeit, dass die Fläche
sonstige Singularitäten, insbesondere einen Doppelstrahl und eine mit dem-
selben zusammenfallende Doppelaxe besitzt, durch welche die Anzahl der
Doppelpuncte und Doppelebenen erniedrigt würde, bleibt ausgeschlossen, so
lange nicht der gegebene Complex selbst particularisirt ist.

Die Tangential-Ebenen der Fläche in einem Doppelpuncte derselben um-
hüllen einen Kegel der zweiten Classe und die Berührungspuncte derselben
mit einer ihrer Doppelebenen bilden eine Curve der zweiten Ordnung. Wir
haben in der 312. Nummer nachgewiesen, dass die singulären Ebenen, welche
durch einen Doppelpunct des Complexes gehen, ebenfalls einen Kegel der
zweiten Classe umhüllen, und dass die singulären Puncte, welche in einer
Doppelebene des Complexes liegen, eine Curve der zweiten Ordnung bilden.

Die Doppelpunete und Doppelebenen des Complexes fallen
mit den Doppelpuneten und Doppelebenen der von den singu-
lären Puncten gebildeten und von den singulären Ebenen um-
hüllten Fläche zusammen.

Und hieraus:

In einem Complexe zweiten Grades gibt es, im Allgemeinen,
sechszehn Doppelpuncte und sechszehn Doppelebenen.

Welcher Punet in einer Doppelebene von den Linien des Complexes um-
hüllt, oder welche Ebene in einem Doppelpuncte von den Linien des Com-
plexes gebildet wird, ist durch die Fläche der singulären Puncte und Ebenen
noch nicht bestimmt. Der Punct kann ein beliebiger Punct der Berührungs-
Curve, die Ebene eine beliebige Ebene des Berührungs-Kegels sein.

322. Wir gehen zu der Gleichung der Fläche der singulären Puncte
und Ebenen in Plan-Coordinaten (171) zurück:

acf +2bde — ae? — cd: — fbr—0.

Wir wollen dieselbe durch Einführung einer vierten Veränderlichen, »w, homo-
gen machen. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir die für d, U, dd, e, f’
gefundenen Ausdrücke (170) durch Einführung dieser Veränderlichen homogen
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machen und, nach Einsetzung dieser Ausdrücke in die Gleichung (171),
den Factor »®, welchen dieselbe erhält, vernachlässigen.

Wir wollen die Gleichung der Fläche in der folgenden Weise schreiben:
f=0: (175)

Dann erhalten wir für die Gleichung des Pols einer gegebenen Ebene
(", w‘, v’, w’) in Bezug auf diese Fläche, nach der 296. Nummer, die folgende:

ardee
Die rechtwinkligen Coordinaten des Pols sind also:

ka re)
Wenn wir die homogen gemachten Ausdrücke a’, b’, ce’, d', 2 mche
Gleichung (171) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung:

 

PU, (177)
und es ist, nach dem Vorhergehenden:

ID (178)
Es ist also erlaubt, in den Formeln (176) die nach f, u, v, w genommenen
Differentialqguotienten der Function f bezüglich durch die folgenden Functionen
zu ersetzen:

(5) a) a rn 2 =)

2 ou) Non) No Bao)

323. Wir wollen insbesondere die unendlich weit liegende Ebene aus-
wählen. Der Einfachheit wegen setzen wir, was immer gestattet ist, in der
Gleichung des gegebenen Complexes die Constanten X, Z, M gleich Null.
Dann erhalten die homogen gemachten Ausdrücke @’, db’; ec’, 222 2 die fol
genden Werthe:

a’ — Do: + Bv2 + Cus — 2Gu — 2Som + 2Tun,
"= — Clu + Gtv + Huv — v2 + (N—0) vw — Ttw- Uum,
ce = Em: + Av? + Ct? — 2Htv — 2 Utm + 2Pom, (179)
d’ = — Btv+ Gtu— Hu: + Iuv — Numw + Stw — Rvm, (
e = — Auv — G? + Htu + Itv + Otm — Pum + Ovm,
f = Fo: + Au: + Bt2 — 2 ItW— 20umw + 2Rtm.

Wenn wir in diese Ausdrücke und ihre bezüglich nach 1, u, », w genommenen
Differentialquotienten die Coordinaten der unendlich weit liegenden Ebene:



a

"(VW =-0,"”’-0,n&n
einsetzen, erhalten wir:

“= DV’ —-0,.e=Ent,d=-0,e—0, = Fn»': (180)

 

 

 

 

und:

= (Fr) = - 20m, (2) = amns,

rm (m) 20m (181)
3) 230, (5) 2, (GE)
(95) - 22”, () 2m, (35) = 2m.

Es ist für das Folgende unnöthig, die Differentialguotienten von D’, dr ve:
hinzuschreiben.

Nach den vorstehenden Gleichungen erhalten die vier Ausdrücke:

DEDEaBzerE
F=zuef 2602

-

Derne —f’b’:,
für die unendlich weit entfernte Ebene, indem nur das eine Glied

ae

in Betracht kommt, die folgenden Werthe:

($F) = 22m (ER— FD),

wo:

E — 2En5 (FT— DO),du
| 2 R | (182)(GE) 2m (DP— Es),

5-22) = 6DEFn'5 _2DEFn's -ADEFn".dw w

Und also werden die Coordinaten des Pols der unendlich weit liegenden
Ebene mit Bezug auf die Fläche, oder, wie wir sagen können, die Coordi-
naten des Mittelpunctes der Fläche:

Es sind dies dieselben Ausdrücke, welche wir in der 240. Nummer für die
Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes gefunden haben. Und somit
haben wir den Satz:
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Der Mittelpunct eines Complexes zweiten Grades fällt mit
dem Mittelpunet der Fläche seiner singulären Puncte und Ebe-
nen zusammen.

Damit in Uebereinstimmung rückt der Mittelpunet des Complexes un-
endlich weit, wenn die unendlich entfernte.Ebene insbesondere eine singuläre
Ebene ist, und fällt in unendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord-
neten singulären Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem dieselbe
die Fläche der singulären Puncte und Ebenen berührt. eralı an. 279)

Wenn die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des Com-
plexes ist, so wird der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sein geometrischer
Ort ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei-
ten Ordnung. Diese Curve ist die Berührungs-Curve der Doppelebene mit
der Fläche der singulären Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 289.)

Wenn.endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem
Complexe sich so particularisirt, dass eine jede in ihr liegende Linie eine
Linie des Complexes, und in Folge dessen ein jeder ihrer Punete ein singulärer
Punet desselben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpuncte des
Complexes noch von einem solchen der Fläche der singulären Puncte und
Ebenen mehr die Rede sein.

“

S 6.

Pol einer gegebenen Ebene, Polar-Ebene, einem gegebenen Puncte mit Bezug
auf den Complex zugeordnet.

324. Wir kehren zu den Betrachtungen der drei ersten und insbeson-
dere des dritten Paragraphen dieses Abschnitts zurück. Wir haben in den-
selben die Beziehung des gegebenen Complexes zweiten Grades zu der unendlich
weit entfernten Ebene untersucht. Es beschäftigte uns zunächst die Ge-
sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien,
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeordnet sind —, dann die
Gesammtheit der Cylinder des Complexes — solcher Complex-Kegel, deren
Mittelpuncte in der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihre
Mittelpuncte gehende unendlich weit entfernte Ebene —. Dann betrachteten
wir die von Linien des Complexes in der unendlich weit entfernten Ebene
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und in solchen Ebenen, welche derselben unendlich nahe liegen, umhüllten
Curven und stellten dieselben durch ‚einen Complex von ausgezeichneter Ein-
fachheit und characteristischer Lage gegen das Coordinaten-System, durch
den Asymptoten-Öomplex des gegebenen, dar.

Alle diese Betrachtungen und darum auch alle Resultate, die wir gefun-
den haben, können wir von der unendlich weit liegenden Ebene nach bekann-
ten Regeln, die schon im Vorstehenden ihren Ausdruck finden, auf eine
beliebige Ebene des Raums übertragen. Der Grund für diese Uebertrag-
barkeit liegt in der Identität der analytischen Operationen, welche in dem
einen wie in dem anderen Falle der geometrischen Betrachtung entsprechen.

Wir wollen die beliebig angenommene Ebene insbesondere mit einer der
drei Coordinaten-Ebenen zusammenfallen lassen. Der Vertauschung der un-
endlich weit liegenden Ebene mit einer der Coordinaten-Ebenen entsprechend
erhalten wir eine Vertauschung der Linien-Coordinaten unter sich und damit
eine gegenseitige Vertauschung der Constanten in der Gleichung des gege-
benen Complexes. Wir stellen im Folgenden die Regeln für diese Ver-
tauschungen auf, und sind dann, für eine beliebige Coordinaten-Ebene, Jeder
weiteren analytischen Entwicklung überhoben, indem es genügt, in allen
früheren Formeln nach diesen Regeln sowohl die Veränderlichen als die Con-
stanten zu wechseln.

Bei der Uebertragung der für die unendlich weit entfernte Ebene auf-
gestellten Sätze auf eine beliebige Ebene erweitern wir die früher gewon-
nenen Resultate, insofern es uns, nach den vorhergehenden beiden Paragraphen,
gestattet ist, die singulären Elemente des Complexes — die singulären Puncte,
Linien und Ebenen desselben — anschaulicher, als das früher möglich war,
in die geometrische Betrachtung einzuführen.

325. Wir wollen in dem Folgenden die Gleichung (V) des Complexes
zweiten Grades zu Grunde legen, welche wir durch Einführung einer sechsten
Veränderlichen 4 homogen und durch Zufügung eines Gliedes 2V’Ay symme-
trisch gemacht haben. Diese Gleichung ist:

Ar®+Bs®+Ch?+ Do: + Eo!+ Fr:

+26sh +2Hrh + 2 Irs +2 Kon — 2Lon — 2Meo

—2Nr6 +20so +2Vhn

+2Prge+20r9+2Rsy —28Ss0o — 2Tho +2Uhe —=0. (V)
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Wir haben in der 10. Nummer für die Strahlen-Ooordinaten
EN

die folgenden sechs proportionirten Ausdrücke erhalten:
(ar — a), Ye — y'n),@r — zn), (yz’ — y’2),(@'2— 22’), (ay’ — #2)

Es bezeichnen dabei

x 2 a 2
uARTETa Mi

die Coordinaten- zweier, beliebig auf der geraden Linie angenommener Puncte,
Der Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit der Coordi-

naten-Ebene FZ entspricht die Vertauschung von
2, me 75 04 mit m.

Dem entsprechend werden die sechs Linien-Coordinaten:
Sl 081 06m

bezüglich durch die folgenden ersetzt:

r
z

’ Tr

0% TriN30 Eh Es

Von dieser Vertauschung werden nicht berührt die Coefficienten:
DaDeERU,

während bezüglich

BROT N
und

u Er ON
ohne Zeichenänderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel

 HE0
und

TR |
sich gegenseitig vertauschen und N sein Zeichen ändert.

Von den Ebenen-Coordinaten: -

UN

vertauschen sich die beiden, 7 und w, gegenseitig.
Insbesondereist die Gleichung der in der unendlich weit liegenden Ebene
von Linien des Complexes umhüllten Curve: |

De Bu I Bil DKuv 2Liv £ 2Min = 5
und daraus erhalten wir, nach den vorstehenden Vertauschungsregeln, für
die in FZ liegende Complex-Curve, in Uebereinstimmung mit der 166. Num-
mer, die folgende Gleichung:

Dw: + Cu: + Bv2— 2Guv — 2 Svw +2T7Tuın = 0,
Plücker, Geometrie.
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Einer Vertauschung der unendlich weit liegenden Ebene mit einer der
beiden anderen Coordinaten-Ebenen, XZ oder XF‚ entsprechend erhalten
wir vollständig analoge Vertauschungsregeln. Wir schreiben dieselben nicht
hin, indem wir auf die Vertauschungsregeln der 155. Nummer zurückweisen,
welche einer Vertauschung der drei Ebenen FZ, XZ, XV unter sich ent-
sprechen.

326. Es sei eine beliebige Ebene, 2, gegeben. In derselben wird von
Linien des Complexes eine Curve, X, umhüllt. Die Polare, welche einer will-
kürlich in ? angenommenen geraden Linie, «, mit Bezug auf den Complex
entspricht, und die wir mit 4 bezeichnen wollen ‚ schneidet die Ebene ? in
dem Pole der Linie « mit Bezug auf die Curve X. Denn die Polare einer
geraden Linie in Bezug auf den Complex ist der geometrische Ort für die
Pole derselben in Bezug auf die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen
von Linien des Complexes umhüllten Curven. Hiermit in Uebereinstimmung
haben wir in der 236. Nummer die Richtung des einem gegebenen Systeme
paralleler Ebenen zugeordneten Durchmessers des Complexes vermöge der in
der unendlich weit entfernten Ebene liegenden Complex-Curve construirt.

Es seien a, a’, a’’ drei gerade Linien der Ebene ?, welche ein in Be-
zug auf die Curve X sich selbst conjugirtes Dreieck bilden. Die drei zuge-
hörigen Polaren heissen D, 5’, b’. Dann gehen 2, », »"’ bezüglich durch
den Durchschnitt von «@’ und a”, von a’und a, von « und a’. Wir wollen
b, b’, b’’ drei in Bezug auf die Ebene ? einander conjugirte Polaren, oder
auch kurz, weil die Ebene ? fest bleibt, drei einander conjugirte Po-
laren nennen. Das System dreier conjugirter Polaren vertritt in dem Falle
einer beliebig angenommenen Ebene das System dreier conjugirter Durch-
messer in dem Falle der unendlich weit gerückten Ebene,

Die Durchschnitts-Puncte (a’ a’’), (a’’ a) und (aa’) sind die Mittelpunste
dreier Complex-Kegel, A, 4’, 4’. Wir bezeichnen dieselben, indem wir, wie
vorhin, die Ebene 7? als fest betrachten, als die drei bezüglich den geraden
Linien a, a’, a’’ zugehörigen Complex-Kegel.

In Bezug auf einen jeden Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in ? an-
genommen ist, ist dieser Ebene eine gerade Linie zugeordnet. Diese Linie
ist der Durchschnitt derjenigen beiden Tangential-Ebenen ‚ welche den Com-
plex-Kegel längs der beiden Kanten berühren, nach denen er von der Ebene
P geschnitten wird. Wenn die Ebene 2? insbesondere unendlich weit rückt,
wird aus dem Complex-Kegel .ein Complex-Cylinder und aus der fraglichen
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geraden Linie die Cylinder-Axe. Wir wollen diese gerade Linie — zum Un-
terschied von der Bezeichnung Polare, mit der wir diejenige gerade Linie
bezeichnet haben, die einer gegebenen mit Bezug auf den Complex zugeordnet
ist — als die Polar-Linie des Complex-Kegels mit Bezug auf die Ebene 2,
oder kurz als dessen Polar-Linie bezeichnen.

Die Polar-Linien der drei Complex-Kegel A, 4’, 4’’ seien c, ac WVar
nennen diese drei Polar-Linien einander conjugirt und bezüglich den gege-
benen geraden Linien «, d', ad’, wie deren Polaren 5, Y, 3”, zugehörig. Eine jede
Polar-Linie schneidet die ihr zugehörige Polare in einem Puncte der Ebene 2,

327. Die Polare einer beliebigen geraden Linie wird von den Polar-
Ebenen derselben mit Bezug auf sämmtliche Complex-Kegel, deren Mittel-
puncte auf ihr liegen, umhüllt.. Es ist also, beispielsweise, 5. der Durchschnitt
der beiden Polar-Ebenen der geraden Linie « mit Bezug auf die beiden Com-
plex-Kegel A’ und A”. In denselben beiden Ebenen liegen aber auch be-
züglich die Polar-Linien der Kegel 4’ und 4’, die wir vorhin mit e’ und ec”
bezeichnet haben. Es wird somit 2 von e’ und c’”’ geschnitten.

Von drei einander conjugirten Polaren schneidet Jede die zu
den beiden anderen zugehörigen Polar-Linien.

Es schneidet also auch jede von drei conjugirten Polar-Linien die zu.
den beiden anderen zugehörigen Polaren.

Wenn die drei Polaren 5, 2’, 4’ gegeben sind, lassen sich die drei
Polar-Linien c, ec’, c’’ in linearer Weise construiren. Denn eine jede dersel-
ben geht durch den Schnittpunct einer der drei Polaren mit der Ebene ?
und schneidet die beiden anderen. Auf dieselbe. Weise bestimmen sich:
Dede br wenn 0 02 c gegeben sind.

Drei beliebige gerade Linien, insbesondere die drei-Polaren 2, 2’, 2”, be-
stimmen, als Linien einer Erzeugung, ein Hyperboloid. Demselben gehören
als Linien zweiter Erzeugung alle diejenigen an, welche die gegebenen drei
geraden Linien schneiden. Die Polar-Linien c, ce’, c’’ sind also Linien zweiter
Erzeugung des durch die Polaren 2, D’, 5”, als Linien der ersten Erzeugung,
bestimmten Hyperboloids. Die sechs geraden Linien 5, 57, 5”, c, c”, ec’ be-
stimmen ein dem Hyperboloide aufgeschriebenes Sechseck be’b’’ ch’ e’’ (vergl.
n. 109). Dieses Sechseck vertritt bei beliebiger Annahme der Ebene ? das
durch drei conjugirte Durchmesser und den diesen parallelen Cylinder-Axen
bestimmte Centralparallelepiped in dem Falle der unendlich weit gertickten
Ebene.
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Die drei Ebenen (2, ec), (D’, ce’), (b’”’, e’’), welche die Tangential-Ebenen
des in Rede stehenden Hyperboloids in den drei in ? liegenden Puncten
(@', a”), (a, a), (a, a’) sind, schneidensich in einem Punete 0, dem Pole
der Ebene P in Bezug auf das Hyperboloid. Wir können diesen Punct noch
auf andere Arten bestimmen. Die Ebene (2, c) schneidet die Ebene 2? in einer
geraden Linie d. Die vierte Harmonicale zu 2, e und d, die wir mit e be-
zeichnen wollen, geht durch den gesuchten Punct. In demselben Puncte
schneiden sich die drei Diagonalen des Sechsecks be’b’ch!e”,

Wenn die Ebene ? unendlich weit rückt, wird aus dem Puncte 0 der
Mittelpunet des Centralparallelepipeds. Wir können den Mittelpunct eines
solchen -Parallelepipeds entweder als den Durchschnitt derjenigen drei Ebenen
definiren, welche durch je einen Durchmesser, und die ihm parallele Cylinder-
Axe hindurchgehen, oder als den gemeinsamen Durchschnitt der drei Mittel-
linien zwischen je einem Durchmesser und der parallelen Cylinderaxe, oder
endlich als den gemeinsamen Durchschnitt der Diagonalen des Central-
parallelepipeds. ya Be

328. Genau dieselben Rechnungen und Betrachtungen, durch welche
wir in der 245. und 246. Nummer nachgewiesen haben, dass alle Central-
parallelepipeda eines gegebenen Complexes denselben Mittelpunct haben, den
wir als den Mittelpunct des Complexes bezeichneten, zeigen, dass der
Pol 0 der Ebene ? in Bezug auf das durch 2, 5’, d’’ bestimmte Hyperboloid
unabhängig ist von der Auswahl dieser drei conjugirten Polaren.

Der Pol der Ebene Pmit Bezug auf ein durch drei eonjugirte
Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der- Auswahl dieser Po-
laren unabhängig.

Der Punct 0 ist also der Ebene ? durch den gegebenen Complex zuge-
ordnet. Wir wollen ihn den Pol der Ebene 2 mit Bezug auf den
Complex nennen.

In einem Complexe zweiten Grades ist einer gegebenen
Ebene, im Allgemeinen, ein Punet in eindeutiger Weise zu-
geordnet.

Wir haben in der 323. Nummer nachgewiesen, dass der Mittelpunct des
Complexes zusammenfällt mit dem Mittelpuncte der durch seine singulären
Puncte und Ebenen bestimmiten Fläche. Wir haben also den Satz:

‚ Der Pol einer gegebenen Ebene mit Bezug auf einen Com-
plex zweiten Grades fällt mit dem Pole derselben Ebene mit
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Bezug auf die von den singulären Puncten des Complexes gebil-
dete und von den singulären Ebenen desselben umhüllte Fläche
zusammen.

329. Es sei eine beliebige Linie « der Ebene ? gegeben. Die ihr zu-
gehörige Polare sei d, die Polarlinie e. Dann haben wir die geradeLinie o,
welche den Pol der Ebene ? mit dem Schnittpunete der beiden geraden
Linien 4 und c verbindet, in der Art construirt ‚ dass wir durch 2 und:e
eine Ebene legten und die vierte Harmonicale zu 6, ce und der Schnittlinie 7
dieser Ebene mit der Ebene ? bestimmten. Wir untersuchen zunächst, in
wie weit diese Construction ihre Gültigkeit behält, wenn die angenommene
gerade Linie « dem Complexe angehört, insbesondere, wenn dieselbe eine
singuläre Linie desselben ist.

Es sei a eine Linie des gegebenen Complexes. Dann fällt die Polare 3
mit ihr zusammen. Aber auch die Polar-Linie e ist von « und > nicht ver-
schieden. Denn der Pol der geraden Linie « in Bezug auf die in 2? liegende
Complex-Curve ist der Berührungspunct derselben mit dieser Curve, und der
Complex-Kegel, dessen Mittelpunet dieser Punct ist, berührt die Ebene P
nach der Tangente in diesem Puncte, das heisst, nach der angenommenen
geraden Linie «. Es fallen sonach 5 und c, und damit auch d, mit der ge-
raden Linie « zusammen. Die vierte Harmonicale zu b, c und 4 wird un-
bestimmt. Die geometrische Construction der Verbindungslinie des Pols der
geraden Linie @« in Bezug auf die in ? liegende Complex-Curve mit dem
Pole der Ebene ? in Bezug auf den Complex wird illusorisch.

Wenn die gerade Linie « insbesondere mit einer der vier singulären
Linien zusammenfällt, welche in ? liegen, so wird zunächst ihre Polare, 2,
unbestimmt. Dieselbe kann beliebig unter denjenigen geraden Linien ange-
nommen werden, welche in der zugeordneten Singulären Ebene durch den
zugeordneten singulären Punet gehen. Dieser Punct ist der Berührungspunct
der singulären Linie « mit der in ? liegenden Complex-Curve. Der Complex-
Kegel, welcher denselben zum Mittelpuncte hat, zerfällt in zwei sich nach
der singulären Linie « schneidende Ebenen. Die Polar-Linie « wird danach,
wie die Polare b, unbestimmt und ist einzig der Bedingung unterworfen, in
derjenigen Ebene, welche zu den genannten beiden und der EbeneP harmo-

‚nisch ist, durch den auf a liegenden Berührungspunct hindurchzugehen.
Die gesuchte Linie e ist in der vierten harmonischen Ebene zu der gegebenen



—

Ebene ? und zu den beiden Ebenen, in welchen bezüglich 5 und ce liegen,
enthalten, wird aber innerhalb derselben durch die allgemeine Construction |
nicht vollständig bestimmt.

330. Wenn die gerade Linie « dem gegebenen Complexe nicht angehört,
sind, im Allgemeinen, die zugehörige Polare, 5, und die zugehörige Polar-
Linie, c, verschieden. Dem entspricht, dass sich, im Allgemeinen, drei con-
Jugirte Polaren nicht schneiden. Nach den Erörterungen der 251. Nummer
gibt es ein System dreier zugeordneter Durchmesser, welche durch den Mittel-
punet des Complexes hindurchgehen. Es fallen dieselben mit den ihnen
parallelen Oylinder-Axen zusammen. Entsprechend gibt es für jede Ebene
drei einander zugeordnete Polaren, welche durch den Pol der Ebene hindurch-
gehen, und also mit den ihnen zugehörigen Polar-Linien zusammenfallen.

Wenn wir, nach der 251. Nummer, den Complex auf diejenigen drei
Durchmesser, welche sich in seinem Mittelpunete schneiden, als Coordinaten-
Axen beziehen, so wird seine Gleichung die folgende:

Ar: + Bs: + Ch? + Do? + Eg: + Fr?

+26sh + 2Hrh + 2lrs

—2Nr6 +20 +2V/y=zaA—=0. .

.

(184)
Dann erhalten wir für die von den Linien desselben in der unendlich weit
entfernten Ebene umhüllte Curve:

DE+Ew + Fe —0. (155)
Für die in derselben Ebene liegende Curve desjenigen Complexes, dessen
Gleichung die folgende ist: i

62 08 062 08Imutrntnnn (186)
finden wir:

DNA HOLE FR ZEN (187)
In den beiden Gleichungen (185) und (187) kommen nur noch die Quadrate
der Veränderlichen vor. Es sind also die beiden durch diese Gleichungen
dargestellten Curven zweiter Classe auf ein in Bezug auf beide sich selbst
conjugirtes Coordinaten-System bezogen.

Wir haben durch die Gleichung (186) im Verein mit der Gleichung
des gegebenen Complexes die singulären Linien des letzteren bestimmt. Es
sind die in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltenei vier singulären
Linien die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden durch die Gleichungen
(155) und (187) dargestellten Kegelschnitte. Die drei Puncte, in welchen
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die Coordinaten-Axen 0X, OF, OZ die wnendlich weit liegende Ebene
schneiden, sind also diejenigen drei Puncte, in welchen sich die
Diagonalen des von den vier in dieser Ebene liegenden singu-
lären Linien gebildeten vollständigen Vierseits schneiden, Es
sind die drei Diagonalen diejenigen in der unendlich weit "entfernten Ebene
liegenden geraden Linien, deren zugehörige Polare und Polar-Linie zusam-
menfallen, ohne dass sie selbst dem Complexe angehören.

Die vorstehenden Betrachtungen übertragen sich unmittelbar von der
unendlich weit liegenden Ebene auf eine beliebig angenommene.

331. Für eine gegebene Ebene gibt es im Allgemeinen nur ein System
dreier zugeordneter Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene schneiden:
dasjenige, welches wir in der vorhergehenden Nummer construirt haben.
Diese Construction wird unbestimmt, wenn die vier singulären Linien in der
angenommenen Ebene ? paarweise. zusammenfallen, — was eine zweifache
Partieularisation der Beziehung des gegebenen Complexes zu derselben ver-
langt. Dann ist durch die beiden geraden Linien, in welche die vier singu-
lären Linien zusammenfallen, ein Durchschnittspunct, o, und eine gerade
Linie, p, die Polare von o in Bezug auf die in ? liegende Complex-Curve,
bestimmt. Die Polare von p in Bezug auf den Complex geht durch den
Punet o und den Pol der Ebene 2 in Bezug auf den Complex hindurch.
Und umgekehrt geht die Polare einer jeden geraden Linie, welche sich in
P durch o legen lässt, durch einen Punct der geraden, Linie » und den Pol
der Ebene ? in Bezug auf den Complex. Es gibt dann unendlich viele
Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene P schneiden. Eine derselben
ist ausgezeichnet. Die übrigen sind alle der einen conjugirt und liegen in
einer durch den Pol gehenden Ebene.

Wenn alle Polaren der in ? liegenden geraden Linien durch den Pol
von ? hindurchgehen sollen, so müssen, nach der geometrischen Construction,
die wir betrachten, alle in ? liegenden Linien des Complexes singuläre
Linien desselben sein. Es verlangt das, so lange die gegebene Ebene keine
singuläre Ebene ist, eine fünffache Particularisation der Beziehung der
gegebenen Ebene zu dem Complexe. Denn es ist dazu erforderlich, ent-
weder dass die von Linien des Complexes (186) in der gegebenen Ebene
P umhüllte Curve von der in derselben Ebene liegenden Curve des gegebenen
Complexes nicht verschieden sei, oder, dass eine jede Linie der Ebene 2 dem
Complexe (186) angehöre. Ob der eine oder der andere Fall eintritt, hängt
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von der Wahl des überzähligen Gliedes in der Gleichung des gegebenen
Complexes ab.

Wenn der gegebene Complex zweiten Kia insbesondere von der Art
ist, dass seine Linien eine Fläche des zweiten Grades umhüllen, so
schneiden sich die Polaren aller solchen geraden Linien, welche in einer
beliebigen Ebene liegen, in dem Pole dieser Ebenen in Bezug auf den Complex,
der mit dem Pole derselben in Bezug auf die Fläche zusammenfällt. Und
allerdings sind alle Linien eines solchen Complexes als singuläre Linien an-
zusehen. Die Fläche, die in dem allgemeinen Falle der Complexe zweiten
Grades von den singulären Puncten desselben gebildet und von den singulären
Ebenen desselben umhüllt wird, ist in dem Falle der besonderen Complexe,
die eine Fläche des zweiten Grades darstellen, von dieser letzteren nicht
verschieden.

332. Wenn die gegebene Ebene ? eine singuläre Ebene ist, so fällt
ihr Pol mit Bezug auf den Complex, nach den Auseinandersetzungen der
279. und 323. Nummer, mit dem ihr zugeordneten singulären Puncte zusam-
men. Dieser Punct ist der Berührungspunct der gegebenen singulären Ebene
mit der Fläche der singulären Puncte und Ebenen.

Wir überzeugen uns leicht von der Richtigkeit dieses Resultates. Die

Complex-Curve in der gegebenen Ebene ? hat sich, der Voraussetzung ent-

sprechend, in das System zweier Puncte, Ä, und ÄX,, aufgelöst. Die Ver-

bindungslinie derselben (A, #,) ist die der gegebenen singulären Ebene

zugeordnete singuläre Linie. Auf derselben liest der zugehörige singuläre
Punct 0, welcher der Pol der Ebene 2 ist. }

Es sei eine beliebige gerade Linie, a, der Ebene ? gegeben. Ihre Polare
b schneidet die Ebene ? in einem Puncte der singulären Linie ie7) Dieie

Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Schnittpunct ist, berührt die gege-

bene Ebene ? nach (A, X,). Es fällt also die zu der beliebig angenommenen

geraden Linie @ zugehörige Polar-Linie ce mit (X, Ä,) zusammen. Damit

ist ausgesprochen, dass der Pol der Ebene ? auf der singulären Linie (A, A,)

zu suchen ist. Denn die durch 5 und ec hindurch geleste Ebene schneidet

die Ebene ? wieder nach c, und die vierte Harmonicale zu d, e und dieser
Schnittlinie muss, weil 5 und c nicht selbst zusammenfallen, mit c zusam-
menfallen.

Um den Pol auf der singulären Linie (X, X,) zu bestimmen, lassen wir

die beliebig angenommene gerade Linie a mit (A, Ä,) zusammenfallen.



er

Dann entsprechen ihr unendlich viele gerade Linien als Polaren: alle diejenigen,
welche in der gegebenen Ebene ? durch den zugeordneten singulären Punct,

- 0, hindurchgehen. Damit ist der Beweis geführt. Denn die vierte Harmo-
nicale zu solch’ einer Polaren, der Polar-Linie eines Complex-Kegels, dessen
Mittelpunct beliebig auf derselben angenommen ist, und der Schnittlinie der
durch die Polare und die Polarlinie bestimmten Ebene mit der gegebenen,
P, fällt mit der angenommenen Polaren selbst zusammen,

333. Ist die gegebene Ebene ? eine Doppelebene des Complexes, so
wird die Lage ihres Pols unbestimmt. Der geometrische Ort für denselben
ist diejenige Curve zweiter Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fläche
der singulären Puncte und Ebenen berührt. Die Complex-Curve in der Dop-
pelebene hat sich in das System zweier Puncte aufgelöst, welche in einen
Punet der Berührungs-Curve zweiter Ordnung zusammenfallen. Die Richtung

. der Verbindungslinie der beiden Puncte ist unbestimmt geworden. Eine jede
Linie, welche in ? durch den Punct, in welchen die beiden zusammengefallen
sind, hindurchgeht, ist eine singuläre Linie. Der einer jeden derselben ent-
sprechende singuläre Punet kann als Pol der Ebene ? in Bezug auf den
Complex angesehen ‘werden. Wenn sich die singuläre Linie in ? um den
festen Punct dreht, beschreibt der entsprechende singuläre Punct jene Curve
der zweiten Ordnung, nach welcher die-Doppelebene die Fläche der singulären
Punete und Ebenen berührt.

"Wir haben noch den Fall zu erwähnen, dass alle in einer gegebenen
Ebene 7 liegende Linien dem Complexe angehören. Es kann von einem
bestimmten Pole einer solchen Ebene mit Bezug auf den Complex keine
Rede mehr sein. Dem entspricht, dass. sich die Ebene als isolirte Ebene von
der Fläche der singulären Punete absondert, wodurch diese auf die dritte
Ordnung erniedrigt wird.

334. Die unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes
haben wir durch einen besonders einfachen Complex, dessen Gleichung noch
dadurch übersichtlicher wurde, dass wir ihn in nahe Beziehung zu dem
Coordinaten-System setzten, durch den Asymptoten-Complex des gege-
benen, dargestellt. In dem allgemeinen Falle erhielten wir die Gleichung des
Asymptoten-Complexes, wenn wir in der Gleichung des gegebenen die drei
Veränderlichen », s, % verschwinden liessen. Dann stellte derselbe eine
Kegelfläche zweiter Classe dar, deren Mittelpunct in den Coordinaten-Anfangs-
punct fiel und welche aus der unendlich weit entfernten Ebene die in derselben

Plücker, Geometrie.
{ 42



—. 30. —

von Linien des Complexes umhüllte Curve. herausschnitt. Wenn. sich die
Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem gegebenen Complex
partieularisirte, so mussten noch weitere Glieder, als nur die zweiter Ordnung -
in 9, 6, m, aus der Gleichung des gegebenen Complexes für die Gleichung |
des Asymptoten-Complexes ausgewählt werden, damit dieser mit derselben
Annäherung, wie in dem allgemeinen Falle, die unendlich weit liegenden
Linien des gegebenen Complexes darstelle. Der Grad der Annäherung des
Asymptoten-Complexes an den gegebenen Complex ist in allen Fällen der
erste; das heisst, die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen
Complexe bleibt unverändert, wenn wir dieselben parallel mit sich selbst
gegen einander um ein endliches Stück verschieben. -

Aehnliche Betrachtungen lassen sich für eine beliebige Ebene, insbeson-
dere für eine jede der drei Coordinaten-Ebenen, anstellen. Wir nennen
Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes mit. Bezug auf eine Coordi-
naten-Ebene denjenigen Complex, welcher mit: dem gegebenen Complexe alle
in dieser Ebene und, bis auf Grössen erster Ordnung, alle in solchen Ebenen,
die von ‘der Coordinaten-Ebene unendlich wenig verschieden sind, liegenden

 Complex-Linien gemein hat, ‘und welcher unter denjenigen Complexen, die
mit ihm diese Eigenschaft theilen, sowohl an und für sich als in Beziehung
auf das Coordinaten-System der einfachste ist. i

335. Bei der Aufstellung der Gleichung des einer Coordinaten- Ebene
zugehörigen Asymptoten-Complexes, verfahren wir wie früher in dem Falle der
unendlich weit entfernten Ebene. Wenn wir insbesondere die Ebene FZ aus-
wählen, so erhalten wir zunächst, indem wir in.der Gleichung des gegebenen Com-
plexes, für welche wir die Gleichung (V) nehmen wollen, 7, 9,7 verschwinden lassen:

Bs? + Ch2+ Do® + 26sh — 28Ss6 —2The —0. (188)
Diese Gleichung stellt einen Complex dar, dessen Linien eine Cylinder-
fläche zweiter Classe umhüllen, deren Seiten O.Y parallel sind, und durch
welche aus YZdie in dieser Ebene liegende Complex-Curve ausgeschnitten wird.

' Durch passende Wahl der Coordinaten-Axen OF ‘und 0Z in der festen
FZ-Ebene können wir, im Allgemeinen, die vorstehende Gleichung auf die *
folgende Form bringen:

B?+C#®+De—0. (189)
Wenn sich dann die Complex-Curve in FZ, indem FZ eine singuläre Ebene
wird, in das System zweier Puncte auflöst, so verschwindet eine der drei
Constanten 2, C und D. Verschwindet D, so müssen wir zu der Gleichung (189),

*
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welche in dem allgemeinen Falle den Asymptoten-Complex darstellt, aus der
Gleichung des gegebenen Complexes noch diejenigen Glieder hinzunehmen,
welche die Veränderliche o in der ersten Potenz enthalten. Auf diese Art

«wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes:
Bs?+Ch®—2(Iy+Mo)o=0. (190)

Ein Glied mit ro tritt nicht hinzu. Denn es ist: -
— Nr6o +0so+ Vhn =(0—N)sge +(W— Mn.

Wenn die beiden Puncte, in welche sich die Complex-Curve in FZ aufgelöst
hat, der Annahme entsprechend, dass FZ eine Doppelebene des gegebenen
Complexes sei, in einen Punct zusammenfallen, so verschwinden in der
Gleichung (189) zwei der drei Constanten 3,C, D. Sind B und € die beiden
verschwindenden Constanten, so wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes,
indem wir aus der des gegebenen die Glieder erster Ordnung in s und A zu
der Gleichung. (189) hinzunehmen:

Do°+2(Ir + Rn)s + 2 (Hr + Uo)h
+20—N se +2W—-Nhy=0. (191)

Wenn endlich, der Annahme entsprechend, dass eine jede gerade Linie der
Ebene FZ dem gegebenen Complexe angehöre, in der Gleichung (189) die
drei Constanten ZB, C, D zugleich verschwinden, so erhalten wir für die
Gleichung des Asymptoten-Complexes, indem wir aus der Gleichung des
gegebenen die Glieder erster Ordnung in s, }, 6 auswählen:

dr + Ry)s+ (Hr + Ug)h— (Ln + Mo)o
— No +0g + Vy—0. (192)

Wir verfolgen hier, indem wir auf die Entwickelungen des dritten Para-
graphen verweisen, diese Betrachtungen nicht weiter und gehen insbesondere
nicht auf eine nähere Discussion der durch die Gleichungen (190), 191), (192)
dargestellten Complexe ein. .

336. Ein Linien-Öomplex stellt ein sich selbst reciprokes Gebilde dar,
der doppelten Anordnung entsprechend, welcher seine Gleichung fähig ist, je
nachdem wir die gerade Linie als Strahl oder als Axe betrachten. Einer
Vertauschung der beiden Auffassungen entspricht eine Vertauschung 'der
Coordinaten der geraden Linie unter sich. Die Gestalt der Gleichung des
Complexes bleibt dabei ungeändert. Darin liegt die Berechtigung, alle im
Vorstehenden enthaltenen Betrachtungen und Resultate nach den Regeln des
Prineips der Reciproeität von einer beliebigen Ebene auf einen beliebigen
Punct zu übertragen.
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Wir wollen den beliebigen Punct insbesondere mit dem ' Coordinaten-
Anfangspuncte zusammenfallen lassen. Auf ihn übertragen sich dann alle
analytischen Entwickelungen und Beziehungen, welche wir für die unendlich
weit entfernte Ebene aufgestellt haben, wenn wir überall Punct- und Ebenen-
Coordinaten, Strahlen- und Axen-Coordinaten und, dem entsprechend, nach
den Regeln der 153. Nummer, dieaOrtslen der Complex-Gleichunng:

A, BC, RE I, PO
gegenseitig mit den Constanten:

DDR, HL, Br
vertauschen.

Insbesondere haben wir für die in der unendlich weit entfernten Ebene
liegende Complex-Curve die Gleichung erhalten:

DE + Eu + Fv +2Ku +21.w +2MHm—0.
Diejenige Gleichung, welche sich aus derselben nach den „VOrSbeREBMEN: Ver-
tauschungs-Regeln ableitet:

Aa? + By? +0z? + 26@yz + 2Hxz $+2lay=0,
stellt den Complex-Kegel dar, dessen Mittelpunet der Coordinaten-- Anfangs-
punct ist.

Wenn der beliebig anzunehmende Punct, den wir mit dem Coordinaten-
Anfangspuncte haben zusammenfallen lassen, unendlich weit rückt, können
wir für ihn einen beliebigen derjenigen drei Puncte wählen, in’ welchen die
unendlich weit entfernte Ebene bezüglich von den Coordinaten-Axen O0OX,.0F, 0Z
geschnitten wird. Die Vertauschungs-Regeln, welche einer derartigen Annahme
entsprechen, leiten sich unmittelbar aus den vorstehenden ab, wenn wir
zunächst, nach den Erörterungen der 325. Nummer, die unendlich weit
entfernte Ebene bezüglich durch die Coordinaten-Ebenen XZ, FZ, XF ersetzen.

337. Wir beschränken uns im Folgenden darauf, die wesentlichen
Ergebnisse, welche wir früher für eine beliebige Ebene abgeleitet haben, für
einen beliebigen Punct ohne weiteren Beweis auszusprechen.

Sei 0 der angenommene Punct. «a, a’, a’ seien drei beliebige durch
ihn hindurchgehende gerade Linien, welche einander in Bezug auf den Complex-
Kegel X, dessen Mittelpunct in 0 fällt, eonjugirt sind. Die Polaren dieser
drei geraden Linien mit Bezug auf den Complex, die wir mit 2, d’, d’’
bezeichnen wollen, liegen bezüglich in den drei Ebenen (a’, a”), (a”, 4), (a, a‘).
Wir nennen die drei Polaren einander conjugirt. Die Polar:Linien des Punctes
0 in Bezug auf die in den drei Ebenen (w’, a”), (a’’, a), (a, a’) liegenden



SR

Complex-Curven, die c, ec’, c’’ genannt werden mögen, heissen den drei Polaren
db, db’, b’ und den drei gegebenen geraden Linien a, a’, a’’ zugehörig. Wir

. bezeichnen sie als drei einander conjugirte Polar-Linien. Dann gilt zunächst
der folgende Satz:

Von je drei conjugirten Polaren schneideti jede die den
anderen beiden zugehörigen Polar-Linien.

Von je drei Polar-Linien schneidet also auch. jede die zu den anderen
beiden zugehörigen Polaren. Wenn der Punct 0 und drei conjugirte Polaren
oder Polar-Linien gegeben sind, so lassen sich, nach diesem Satze, die zuge-
hörigen Polar-Linien, bezüglich Polaren, linear construiren.

Drei conjugirte Polaren als Linien einer Erzeugung und die zugehörigen
Polar-Linien als Linien der anderen Erzeugung bestimmen ein Hyperboloid.

Die Polar-Ebene des Punctes 0 in Bezug auf dieses Hyperboloid ist diejenige
Ebene, ?, welche die drei Schnittpuncte je einer der drei conjugirten Polaren
mit der ihr zugehörigen Polar-Linie enthält. Diese Ebene ändert sich nicht,
wenn wir an Stelle der angenommenen drei conjugirten Polaren irgend drei
andere setzen.

Die Polar-Ebene des Punctes O in Bezug aufein durch drei
conjugirte Polaren ‚bestimmtes Hyperboloid ist von der Aus-
wahl dieser Polaren unabhängig.

Die Ebene ? ist also dem Puncte 0 durch den gegebenen Complex
zugeordnet. Wir wollen sie die Polar-Ebene des Punetes.?mit Bezug
auf den Complex nennen.

In einem Complexe zweiten Grades isteinem gegebenen Puncte,
im Allgemeinen, eine Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet.

_ Wir können dieselbe Ebene als die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes mit Bezug auf die von den singulären Puncten des
Complexes gebildete und von den singulären Ebenen desselben
umhüllte Fläche construiren.

338. "Wenn die angenommenen drei geraden Linien a, a’, a’’ nicht selbst
dem Complexe angehören, so schneiden sich, im Allgemeinen, ihre zugehörigen
Polaren nicht. Solcher zugeordneter Polaren, welche sich schneiden, und die
also mit ihren zugehörigen Polar-Linien in die Polar-Ebene des gegebenen
Punctes. zusammenfallen, gibt es, im Allgemeinen, nur ein System. Die
entsprechenden drei geraden Linien a, «’, a’’ sind leicht zu construiren.

Durch den gegebenen Punct O0 gehen vier singuläre Linien des Complexes
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hindurch. Die drei Durchschnitts-Linien je zweier solcher Ebenen, welche
zusammen die vier singulären Linien enthalten, sind die gesuchten.

‚Einer doppelten Particularisation der Beziehung des Complexes zweiten
_ Grades zu dem gegebenen Puncte entsprechend, können die. vier ‚singulären
Linien, welche durch denselben hindurchgehen, paarweise zusammenfallen.
Dann schneiden sich innerhalb der Polär-Ebene ? des Punctes 0 die Polaren
aller solcher gerader Linien, welche in der Ebene, die die beiden singulären
Linien enthält, durch O0 hindurchgehen, in einem Puncte, demjenigen Puncte,
in welchemdie Polar-Ebene ? von der Polar-Linie der genannten Ebene in
Bezug auf den Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in 0 fällt, geschnitten wird.
Und auch die Polare dieser letzteren Linie fällt in die Ebene 2. Sie ist die
Durchschnitts-Linie derselben mit der Ebene, welche durch die beiden singu-,
lären Linien hindurchgelegt worden ist.

Eine fünffache Particularisation ist erforderlich ‚ wenn alle Polaren in
der Polar-Ebene -? enthalten sein sollen. Dann fällt eine Jede Polare mit
der ihr zugehörigen Polar-Linie zusammen. Es verlangt dies, dass alle durch
den Puncet 0 hindurchgehenden Complex-Linien singuläre Linien desselben
seien. Diese Bedingung ist insbesondere in dem Falle derjenigen Complexe
erfüllt, deren Linien eine Fläche des zweiten Grades umhüllen. Alle
Linien eines derartigen Complexes sind als singuläre Linien desselben anzu-
sehen. Die Polar-Ebene eines beliebigen Punctes in Bezug auf solch’ einen
Complex fällt mit der Polar-Ebene desselben in Bezug auf die von demselben
umhüllte Fläche zusammen. Die letztere vertritt die Fläche vierter Ordnung
und Classe, welche in dem allgemeinen Falle durch die singulären Puncte
und Ebenen des Complexes bestimmt wird.

339. Wenn der gegebene Punct 9 insbesondere ein singulärer Punct
ist, fällt seine Polar-Ebene mit der zugeordneten singulären Ebene zusammen.
Es ist dieselbe die Tangential-Ebene der. Fläche der singulären Puncte und
Ebenen in dem gegebenen singulären Puncte. i

Ist der gegebene Punct O.ein Doppelpunct des Complexes, so wird
seine Polar-Ebene unbestimmt. Sie kann beliebig unter den umhüllenden
Ebenen eines Kegels zweiter Classe, ‘der den angenommenen Punct zum
Mittelpüncte hat, ausgewählt werden. Der Punct O0 ist dann ein Doppel-
punct der Fläche der singulären Puncte und Ebenen. Die Kegelfläche zweiter
Classe, die von seinen Polar-Ebenen umhüllt wird, ist der Tangential-Kegel
der Fläche im Doppelpunct.
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Es können endlich alle durch den Punct 0 hindurchgehenden geraden
Linien dem Complexe angehören. Dann kann voneiner bestimmten Polar-
Ebene desselben in Bezug auf den Complex keine Rede mehr sein. Dem
entspricht, dass sich der Punct als isolirter Punct von der Fläche der singu-
lären Ebenen absondert, wodurch diese auf die dritte Classe redueirt wird.

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass in dem allgemeinen Falle der
Complexe zweiten Grades nicht, wie bei den Flächen zweiten Grades das

; Entsprechen der Polar-Ebene zu dem gegebenen Punct ein reeiprokes ist.
Wenn der Pol der Polar-Ebene mit Bezug auf den Complex wieder mit dem
‚anfänglich gegebenen Puncte zusammenfallen Soll, so ist eine dreifache
Partieularisation der Lage der Ebene zu dem Complexe nothwendig. Es
gibt also, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe nur eine endliche
Anzahl von Puncten und Ebenen, welche sich gegenseitig in Bezug auf den
Complex entsprechen.
340. Wir haben diejenigen Linien des Complexes, welche in einer gege-

benen Ebene oder in deren Nähe liegen, durch den Asymptoten-Complex
desselben in Bezug. auf die gegebene Ebene dargestellt. Auf ähnliche Weise
bestimmen wir diejenigen geraden Linien, welche in dem Complexe durch
einen gegebenen Punct und alle ihm benachbarten hindurchgehen.

Sei der gegebene Punct der Anfangspunct der Coordinaten, Dann erhalten
wir für den Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes in Bezug auf
denselben, indem wir in der Gleichung des letzteren die Veränderlichen
© 6, n, Sowie erste Potenzen von.r, s, h gegen zweite Potenzen derselben
vernachlässigen:

Ar®+ Bs? + Ch? + 26sh+ 2Hrht2lrs = 0% (193)
Diese Gleichung stellt eine in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltene
Curve der zweiten Ordnung dar. Diejenigen geraden Linien, welche durch
den Coordinaten-Anfangspunct gehen und diese Curve schneiden, gehören
dem gegebenen Complex an.

Durch schickliche Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen können wir
die. vorstehende Gleichung (193) auf die Form bringen:

Ar +BE+LChR—_0. (194)
Wenndann der Coordinaten-Anfangspunct insbesondere ein singulärer Punct
des Complexes wird, verschwindet eine der drei Constanten 4, B,C. Sei 4 die
verschwindende Constante. Dann müssen - wir in der Gleichung des Asym-
ptoten-Complexes, damit derselbe mit der gleichen Annäherung, wie früher,
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die Linien des gegebenen in der Nachbarschaft des Coordinaten-Anfangspunctes
darstelle, neben den. Gliedern zweiter Ordnung-in s und A die erster Ordnung
in ” aus der Gleichung des gegebenen Complexes Re Wir finden so:

Bs? + Ch? +2(Po + On)r=.N. ..(195)
Ein Glied in ro tritt nicht hinzu, weil:

— Nr +0sg + Pin=(0—N)se + (W— N)hn.

Verschwinden gleichzeitig zwei der drei Constanten A, 2, C, etwa B und€,

dem Falle entsprechend, dass der Coordinaten-Anfangspunct ein Doppelpunct

des Complexes wird, so erhalten wir, indem wir neben zweiten Potenzen von »

erste Potenzen von s und A berücksichtigen müssen, die folgende Gleichung
des Asymptoten-Complexes:

Ar: + 2(Rn — So)s +2(-70+ Ug)h

+20—N)se +2/—-Ni =. (196)
Wenn endlich alle durch den Anfangspunct gehenden geraden Linien dem

Complexe angehören, und, dementsprechend, A, 2, © zugleich verschwinden,

wird die Gleichung des Arie-Complexes:

(Pe+ONnr HA Io)s+ (- De Frgh
— Nr6+0se + Vin =d. 99

Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir in der 292. Nummer gefunden

hatten, um die unendlich weit entfernten Linien des gegebenen Complexes

in dem Falle darzustellen, dass in der Gleichung desselben die Glieder zweiter

Ordnung in den Veränderlichen o, 6, n fehlten.

Aehnliche ‚Betrachtungen, wie für den Coordinaten-Anfangspunet, können
wir für einen beliebigen derjenigen drei Puncte anstellen, die auf den drei
Coordinaten-Axen OX, OP, OZ unendlich weit gerückt sind.

341. Wir brechen hier die vorstehenden Entwickelungen ab, deren
Zweck die Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe zweiten Grades
gewesen ist, um uns wieder der Untersuchung der Complexflächen zuzuwenden.

Wir heben insbesondere die grosse Analogie hervor, welche zwischen der Theorie

dieser Complexe und der Theorie der Flächen zweiten Grades herrscht; eine

Analogie, die darin ihre Erklärung findet, dass die letzteren als Complexe

zweiten Grades von besonderer Art aufgefasst werden können. Die Gesammtheit

der Bedingungen, welche erfüllt sein muss, damit ein gegebener Complex zweiten

Grades eine Fläche dieses Grades darstelle, kann in der einen zusammengefasst
werden, dass alle Linien eines derartigen Complexes singuläre
Linien desselben sind.


