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wird von den Polarebenen derselben geraden Linie in Beziehung

auf alle umhüllenden Complex-Kegel.

179. Durch jede die Axe O.X schneidende gerade Linie lassen sich an

die Complex-Fläche vier Tangential-Ebenen legen, von welchen zwei durch

diese Axe gehen. Diese Axe ist also eine Doppelaxe der Meridian-

fläche. Von einem beliebigen Punete aus lässt sich an die Fläche ein Kegel

vierter Classe legen, der eine durch 0.X gehende Doppelebene hat. Wenn

insbesondere der Punct auf der Doppelaxe der Complex-Fläche angenommen

wird, so wird dieselbe auch eine Doppellinie des Berührungskegels vierter

Classe, das heisst eine durch den Mittelpunct desselben gehende gerade Linie,

welche von unendlich vielen Tangential-Ebenen umhüllt wird. Dadurch redu-

eirt sich der Kegel auf die zweite Classe, indem er ein Complex-Kegel wird.

Wenn wir die in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen erhalte-

nen Resultate in Verbindung bringen, so gelangen wir zu der Folgerung,

dass die Coordinaten-Axe OX zugleich ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe

derselben Meridianfläche ist. Wir können also von der Dopp ellinie

der Meridianfläche sprechen und dieselbe einmal als Doppel-

strahl, das andere Mal als Doppelaxe auffassen.

Ss:

Aequatorialflächen, von Gylinderflächen des Complexes umhüllt, deren Seiten einer

festen Ebene parallel sind.

180. In die Reihe der Complex-Kegel, welche eine Meridianfläche um-

hüllen, gehört ein Cylinder, dessen Mittelpunet auf der Doppellinie derselben

unendlich weit liegt. Es gibt unendlich viele solcher Cylinderflächen. Jeder

gegebenen Richtung sind die Seiten eines solchen Cylinders so wie die Axe

desselben parallel. Es ist augenscheinlich, dass nicht irgend zwei Cylinder

eine gemeinsame Seite haben, dass alle Seiten aller Cylinder den Inbegriff

aller Linien. des Complexes bilden. Wir können die Cylinder zu Gruppen

von je unendlich vielen zusammennehmen, deren Axen einer gegebenen Ebene

parallel sind. Dann umhüllen solche Oylinder eine Fläche. Zur leichtern

Uebersicht eines Complexes können wir also auch die unendlich vielen (00°)

Linien desselben zu unendlich vielen (so) Gruppen verbinden, deren jede aus

den Seiten eines Cylinders besteht, und wiederum statt der unendlich vielen
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(ce?) Cylinder unendlich viele (ce) Flächen, deren jede von unendlich vielen

(2) solchen Cylindern umhüllt wird, einführen.

Diejenige Fläche, welche von den twnendlich vielen Complex-Cylindern

umhüllt wird, deren Axen einer gegebenen Ebene parallel sind, ist keine

andere, als diejenige Aequatorialfläche, die von Complex-Curven in Ebenen,

welche der gegebenen parallel sind, gebildet wird. Die Aequatorialfläche ist

als eine der vorhin betrachteten Complex-Flächen anzusehen, deren Doppel-

linie unendlich weit liest und deren Polare ihr Durchmesserist.

181. Um durch eine einzige Gleichung den Inbegriff aller Complex-Cy-

linder darzustellen, brauchen wir bloss in der Gleichung (19) des vorigen

Paragraphen x, y, 2 unendlich gross zu nehmen. Dann erhalten wir die

folgende, in Beziehung auf diese Grössen homogene Gleichung:

ra?2122+De?y—2[Kr°—La’y—Ma’z'+ Dy'z]yz+[Ba®—2May+ Dy®]e2
+2[02°+Ray—Na?—Syz7—T22]y—2 [Par®—(NO)8y—Sy?+UXz+Tyz]z

+[42?+2Jay+By?+2Her!+26YyZ+C0/)—=0. (24)

Wenn wir, unter Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axen, die Winkel,
welche die jedesmalige Richtung der Axe des Öylinders mit den drei Coordi-
naten-Axen hildet, durch «, ß, y bezeichnen, so ist:

2 22 — Cosa: cos ßxc0sp;

wir können demnach cos a, cos ß, cos y an die Stelle von #,, y, z’ in die
letzte Gleichung einführen. Nachdem diese drei Cosinus bestimmt worden
sind, stellt dann die vorstehende Gleichung diejenige Curve zweiter Ordnung
dar, in welcher der bezügliche Cylinder die Coordinaten-Ebene YZ schneidet.
Wenn wir die drei Cosinus cos «, cos ß, cos y, zwischen welchen die be-
kannte Relation besteht:

COa cos cos pl.

ebenfalls als veränderlich ansehen, so können wir dieselbe Gleichung
(24), welche jetzt die folgende Form angenommen hat:

[F cos? «— 27 cos « c08 y— D eo »]y?
— 2[# cos? «— L cos « cos ß— M cos « cos y-+ D cos ß cos »lyz

+ [2 cos? a — 2M cos @ cos ß+ D cos? ß]z?
+ 2[0 eos? «+ R cos « cos B— N cos @ cos y — $cos B cos y— T cos? yly

— 2[P cos? « — (N—0O) cos « cos B— S cos? B+ U cosa cosy—Tcos ß cos v]z
+ [deos?«+2Jcos «cos ß+ Bcos?+2Hcos «cos y+2Gcosß cosy+ Ceos?y]=0, (25)
auch als die Gleichung des Complexes selbst ansehen. In ihr kom-
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men sämmtliche Constante der allgemeinen Complex-Gleichung vor. Die
hier auftretenden Grössen:

eh eo
Pa cosa’ c0S «&

vertreten bei dieser Darstellung des Complexes die Veränderlichen », s, 0, 6

der Gleichung (I) oder p, 9, =, » der Gleichung (II).

182. Setzen wir voraus, dass die Axen aller Cylinder einer gegebenen

Ebene, für welche wir die Ebene AXZ nehmen wollen, parallel sind, so ver-

schwindet y gegen a’ und z’, oder cos « wird gleich Null. Die vorstehende

allgemeine Gleichung (24) geht alsdann in die folgende über:

(Fa? —2Lr7 4 Dzp — 2A-Meyer ern

+ 2[0 &®—Na2—772)y— 2[Pxe+U7]e-z+[42°+242z7+02”] — 0. (26)

Zum Behuf der Uebereinstimmung mit den Entwickelungen des zweiten

Paragraphen wollen wir, unter Berücksichtigung der Vertauschungsregeln

des ersten Paragraphen, die beiden Axen ON und OF mit einander ver-

tauschen. Dann finden wir:

[Fy?—2Kyz'+ Ez?]a® — 2[Ly—Mzy-22+Dy®:-z

— 2[Ry?—Oyz—Uz2]a + 2[Sy+Taly-z+[By°+26eyz+0z2°] = 0. (2)

Diese Gleichung stellt den Inbegriff der Cylinder dar, deren Axen der Ebene

YZ parallel sind, oder, was dasselbe heisst, die Aequatorialfläche,

welche von diesen Cylindern umhüllt wird.

Die letzte Gleichung geht, wenn wir durch z? dividiren und nach der

Division:
Y cos & ’
e ir tang y

setzen, in die folgende über:
[Ftang?y—2 X tangp + E]x®— 2[Z tangy — M]tangy - 224 Dtang?y -

— 2[R tang?y — O tangy— U]x + 2[Stangy+J]tangy-z

+ [Btangy + 26 tangpy + 0] = I. (28)

Wir wollen schliesslich, statt der bisher betrachteten Durchschnittscurve

mit XZ, die Durchschnitts-Curve des Cylinders mit derjenigen Ebene bestim-

men, welche auf der Axe des Cylinders senkrecht steht. Zu diesem Ende

vertauschen wir in der vorstehenden Gleichung, während x ungeändert bleibt,

z mit z-cosy. Dann kommt, wenn wir mit cos? y multiplieiren:

[Fsin?y — 2 Ksiny cosp + Z cos?y] =’ —2[Zsiny — Mcosy]|siny - ©2-+ Dsin?y.z?

— 2[R sin?» — Osiny c0osp — Ücos?y]x + 2[Ssin y + Teosy] siny - z

+ [2 sin» +2@sinypcospy+ (cos®y] = 0. 23
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153. Um die Gleichung der Aequatorialfläche in Plan-Coordinaten zu
erhalten, führen wir zunächst in die Gleichung (28) vermittelst der Gleichung:

v
ngy = — —tang .

den Quotienten der beiden Coordinaten ,„ ind „, einer Tangential- Ebene

des Cylinders ein, die auch eine Tangential-Ebene der Aequatorialfläche ist.
Die Gleichung (28) verwandelt sich hiernach in die folgende, wenn wir zu-
gleich mit x? multiplieiren: .

[F% + 2Kuv + Ew]a® — 2[Ivo+ Muv-xz2 + De. 22
— 2[R»® + 0uv— Uw]a+ 2(Sy— Tu)v:z+ [Br —2GCuv-+ &2 0,80)

Die Gleichung (28) stellt für einen gegebenen Werth von y die Durch-
schnittscurve des bezüglichen Cylinders mit der Coordinaten-Ebene XZ in
Punct-Coordinaten & und z dar. Wir wollen, statt dieser Coordinaten, die

: fu h . 1 wCoordinaten der Tangenten der Curve einführen und für dieselben „ und =

nehmen. Diese beiden Coordinaten der Tangente an die Durchschnittscurve
sind aber zugleich zwei Coordinaten der Tangential-Ebene des Cylinders und

der Aequatorialfläche, deren dritte Coordinate z ist. Auf diese Weise fin-

den wir für die Gleichung der Aequatorialfläche in Plan-Coordi-
naten, nach Division durch »2:

[(Zv+ Mu): — D(F® +2 Kuv+ Eu2)] w2
+ 2[8v— 7u) (Fr +2Kuv+ Eu) — (Zv+ Mu) (Re + Ouv — Uu:)w
+ [Av + Ouv— Uw% — (Pr +2Kuv-+ Bi) (Br —2Guv+Cw)]

— 2[D (Ru + Ouv— Uu) — (Lv+ Mu) (So— Tu)]iw
— 2[(Zv+ Mu) (Br —2Gw-+ Cw) — (Sv— Tu) (Re + 0w— Uu:)]t

+ [89— Tu)? — DB»— 2Güvt ce)= 0. (31)
Die Aequatorialflächen sind also, wie die Meridianfl

zugleich von der vierten Ordnung undder vierten Classe. Die in FZ unendlich weit liegende Doppelaxe der Fläche ist in der vorstehenden
Gleichung dadurch angezeigt, dass u und vo in keiner niederen Potenz vor-kommen, als der zweiten. Die unendlich weit liegende Doppelaxe der Aequa-torialfläche ist nach dem zweiten Paragraphen zugleich ein Doppelstrahl der-selben. Wir können also sagen, dass die Aequatorialflächen eine unendlichweit liegende Doppellinie haben.

184. Die Polarebene der in FZ imendlich weit liegenden Doppellinie

ächen,
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in Beziehung auf einen beliebigen Complex-Cylinder, der die Ebene NZ nach

der Curve (28) schneidet, geht durch denjenigen Durchmesser der Durch-

schnittscurve, welche der Richtung der Coordinaten- Axe 0Z zugeordnet ist.

Für die Gleichung dieses Durchmessers erhalten wir, indem wir die Glei-

chung (28) nach z differentiiren:

— (Ltangy— M)x + Dtangy-2+ (Stangy +7) — 0

und hieraus für die Gleichung der Polarebene:

— (Ltangy— M)a —Dy+ Dtangy-z+ Stangy + T)—0.

Diese Gleichung wird insbesondere, unabhängig von tang 7, befriedigt, wenn

zugleich:
DeDS

Dy— Mı—-T=0.

Also schneiden sich die Polarebenen der in FZ unendlich weit liegenden

geraden Linie in Beziehung auf alle Complex-Cylinder, deren Axen dieser

Ebene parallel sind, in einer festen geraden Linie, die durch die vorstehen-

den beiden Gleichungen dargestellt wird.

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welche wir früher (Nr. 164.)

zur Bestimmung des Durchmessers der Aequatorialfläche erhalten haben.

Der Durchmesser einer Aequatorialfläche steht also zu der-

selben in der doppelten Beziehung, dass er einmal der geome-

trische Ortist für die Mittelpuncte der Breiten-Curven, welche

die Fläche er zeugen, andererseits dass er umhüllt wird von den

Polarebenen derjenigen geraden Linie, welche in den Ebenen

der Breiten-Curven aan: weit liegt, in Beziehung auf die

umhüllenden Complex-Cylinder.

185. Die folgenden drei Gleichungen stellen in YZ, NXZ, AY die Basen

derjenigen drei Complex-Cylinder dar, deren Axen bezüglich den drei Coor-

dinaten-Axen ON, OF, OZ parallel sind:

Fy— 2Kyz + E2 4+20y—2PP+A—0,

Fa? — 2Laz + D2 282 Den0: (32)

Ea2.— 2May- Dy + 2Ux — 2Ty+C=0.

Die zweite dieser Gleichungen.ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung (30),

wenn wir in dieser Gleichung U gleich Null setzen, und dann ergeben sich

nach den Vertauschungsregeln der 155. Nummer die beiden übrigen.


