
Die Complexe des zweiten Grades.

Abschnitt I.

Zwiefache analytische Darstellung eines Complexes des zweiten Grades. Complex-
Curven zweiter Classe, von Linien des Complexes umhüllt; Complex -Kegel
zweiter Ordnung, von Linien desselben beschrieben. Complex-Flächen vierter
Ordnung und Classe, einerseits von Complex-Curven beschrieben „ andererseits

von Complex-Kegeln umhüllt.

$ı.
Die allgemeine Gleichung der Linien-Complexe des zweiten Grades in Strahlen-

und Axen-Coordinaten.

149. Von den vier Strahlen-Coordinaten:

Ze s7002°0
bedeuten r und s die trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche
die beiden Projectionen des Strahles in den Coordinaten-Ebenen XZ und FZ
mit der Coordinaten-Axe OZ bilden, o und o die Segmente, welche diese
beiden Projectionen von den Coordinaten-Axen OX und OF abschneiden.
Daraus ist die fünfte Strahlen -Coordinate:

n=176—sQ

abgeleitet.

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den fünf Coor-
dinaten sei die folgende:

AR + B2E+C+De+ Ho Fn2
+265 + 247 42375 +2 Kon — 2L0n — 2Meo

— 2Nr6o-+ 20so

+2Prg+ 2079 + 2Rsn — 2Ssa — 270 +2Ug = 0.%) (I)

 

*) Dieselben Rücksichten, die uns bestimmten, in der allgemeinen Gleichung der Complexe



Diese Gleichung enthält neunzehn von einander unabhängige Constante.

Es ist unnöthig, ein letztes Glied + 2» hinzuzufügen: das würde darauf

hinauskommen, die absoluten Werthe der Constanten N und 0 um V zu ver-

mindern. Durch Einführung eines solchen überzähligen Gliedes würde die

Symmetrie im Allgemeinen zwar gewinnen; allein es ist nicht räthlich, bei

speciellen Untersuchungen ein derartiges Glied beizubehalten, um so weniger,

als wir es eintretenden Falles ohne Weiteres hinzufügen können.

150. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu der

folgenden übergehen, in welcher a, y', 2’ und x, y, z als die Coordinaten

irgend zweier Puncte einer Linie des Complexes auftreten: ”*)

Aa) en Bee ee
+DgEey) + Bazar + Fay—ay)

+2EW-y)@—2) + 24a) @?) + 2Ia—a)y=y)
+ 2 Klay—a'y)(a z—22) + 2 Kay—ey)(y2—y2) + 2 Ma@z—27) (yz?—yz)

+ 2 Ma&— x) yz’—y2) + 20 W—Y) (@z— 2x7)

+2P(#e— 3) (#2 — 27) + 2 0(e— re) (ey —ay)

+ 2Ry—y)(ay —ay) + 25 y—y) we —yY2)
+ 27 (e— 7) (ye’—y'z) + 2U@—2) (Xz— 2x7) = 0.) (0)

Diese allgemeine Complex-Gleichung wird, indem wir a’, y, 2 als die Üoor-

dinaten irgend eines festen Punetes betrachten und demnach constant neh-

men, während wir &, y, z veränderlich lassen, die Gleichung einer Kegel-

fläche zweiter Ordnung. Diese Kegelfläche hat den festen Punct

zu ihrem Mittelpuncte, und ihre Seiten sind diejenigen Lini'en

des Complexes, welche durch den festen Punct gehen.

151. Von den vier Axen-Coordinaten:

Das Gr Un %

bedeuten die beiden letzten x und z, reciprok und negativ genommen, das

ersten Grades zwischen fünf Strahlen- oder Axen-Coordinaten bezüglich die Coefficienten von o und x

mit negativen Vorzeichen zu nehmen (vergleiche die Note zur 26. Nummer), veranlassen uns, in den

entsprechenden Gleichungen der Complexe zweiten Grades dasselbe zu thun.

*) Einleitende Betrachtungen Nr.2.

##*) Den beiden Gliedern:
2 N(e@—a) (yE’—y'2) + 20(y—y)) (© z—@2‘)

würde sich das überzählige Glied:
2Un = 2V@—:) (ey—xy)

anschliessen. Dann aber liessen sich die drei Glieder in die folgenden beiden:

2(N— P) (©) (yE—y2) + 2(0-P) y-y) (@2:—22))
zusammenziehen.
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x und y derjenigen beiden Puncte, in welchen die bezügliche gerade Linie
die Ebene XZ und FZ schneidet. Verbindet man diese beiden Puncte mit
dem Anfangspuncte der Coordinaten durch gerade Linien, so bilden diese
Linien in den Coordinaten-Ebenen XZ und FZ mit der Axe 0Z zwei Winkel,
deren trigonometrische Tangenten, reciprok und negativ genommen, p undyg
sind. Daraus ist die fünfte Coordinate:

DER G7

abgeleitet.

Die Gleichung desselben Complexes zweiten Grades, den wir oben
durch die Gleichung(I) in Strahlen-Coordinaten dargestellt haben, wird unter
Anwendung der Axen-Coordinaten die folgende:

DE + EP? + F+ A224 Bm + (Co?
+ 280 2Ip +2Mpg I Miro — 2 Han — 2JIaı

— 2Npxz + 2093
+25p2 + 2Tpo + 2 Ugn — 2Pgn — 20xa20%

152. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu derjeni-
gen übergehen, in welcher 7, «, v und 4, u,» als die Coordinaten irgend
zweier Ebenen, welche in der bezüglichen Linie sich schneiden, auftreten:

Dei 2.2-u% n- Fo— v2
+ Av’ — wo) + Bil'vo— wi + Cltu— tu):

+ 2A—u)o@—v) + 212%) (—%) + 24lk— tr) (u— u)
+ 26 (tW — tu) (Ev — tv) + 2Hi—tu) (uV — u) + 2./(! v— tv‘) (uv’ — uv)

+ 2NE — f) (u —wo) + 20 (w— u) (!’v— tv)
+28) (low) +27 (1) (Wr)
+ 2UWu) (Wi— Lu) I 2Pu— u) (uv —u)
+ 20®—v) uV —ıo) + 2—e)ov— tv) — 2», 0

Die Gleichung (IV), welche die allgemeine Gleichung der Complexe des
zweiten Grades ist, stellt, wenn wir Ü, W, v’ auf eine beliebige feste Ebene
beziehen und, dem entsprechend, als constant betrachten, eine Curve
zweiter (lasse dar, welche in der festen Ebene von den in der-
selben liegenden Linien des Complexes umhüllt wird.

153. Die Vertauschungen von

 

*) Einleit. Betr. Nr. 5.
**) Einleit. Betr. Nr. 3.



a

as =Non

und

4,02, lopers

so wie die entsprechenden Vertauschungen von:

(2), W-Y), @-2), WE—y2), @z—22), (ey —a'y)
und

(ur —uv), !v— tv), (W — tu), (d—t), uW—w), —v)),

welche wir machen müssen, um bezüglich die Gleichungen (I) und (IT) und

die Gleichungen (II) und (IV) aus einander abzuleiten, kommen darauf hin-

aus, einerseits:

73 S, 6, 0; N

und

Dee ct, 2

andererseits:

w, Ya DU EN

und

EU USD

so wie beides Mal:
Ar Bes 0, GEHE I; Pa, RB

und
DR BE Ah HERD, SI U.

gegenseitig mit einander zu vertauschen.

154. Die Gleichung (D) wird erst dann symmetrisch, wenn wir sie durch

Einführing einer sechsten Veränderlichen, wie diess bereits (Einl. Betr. Nr.6.)

angedeutet ist, homogen machen. Ist % die neue Veränderliche, und behalten

wir überdiess die überzählige Constante V bei, so geht (I) über in:
Ar? + B®? + (C®R + Do+ Ego + FF

+26Gsh+2Hrh+2JIrs +2Kon — 2Lon — 2Moo

—2N7r6 +20sge +2Vhn

+2Pre+20rn + 2Rsn +2S5so —2Tho +2Uho = 0.*) (VW)

*) Die Einführung von h kommt darauf hinaus, die beiden ersten der drei Projectionen der

geraden Linie (r, e, 5, 0):

x=rz4+o, y=szH46, ry=s&cH+n

durch die folgenden beiden zu ersetzen:
he —r2-}.0, hy= sz+6.

Hiernach können wir die gerade Linie in symmetrischer Weise durch die beiden Gleichungen je zweier

ihrer drei Projectionen darstellen, durch die letzten beiden, wie durch die folgenden:



 

—

155. Einer Vertauschung der drei Coordinaten- Axen unter einander ent-
spricht eine Vertauschung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der
Complexe zweiten Grades. Wir wollen dabei die Gleichung (ID) zu Grunde
legen, der Symmetrie wegen aber. das Glied:

2V’(@— 7’) (sy — xy)
hinzufügen, indem wir N und 0 mit N’ und 0vertauschen und

M— N:—V', 0—= 1— V’
setzen. Wenn wir alsdann erstens die beiden Coordinaten-Axen OX und
OF mit einander vertauschen, so vertauschen sich gegenseitig (er — x’) und
(y—y), während (z—7’) unverändert bleibt, sowie (a°2—.xz’) und —(y!’—y'z),
während (#y’—.a’y) sein Zeichen wechselt. Hiernach werden von der Ver-
tauschung in keiner Weise berührt die Coefficienten:

Gi aM
während bezüglich

EG
und

DD, MET
ohne Zeichenänderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel

NP, T
und

02:80
sich gegenseitig vertauschen und V” sein Zeichen ändert.

In der Gleichung (V) vertauschen sich hiernach gegenseitig:
?” und o

bezüglich mit

s und 6,
während » sein Zeichen wechselt.

Vertauschen wir zweitens die beiden Axen OXund OZ mit einander,
so vertauschen sich in (I) die Ausdrücke («—.2’) und (z— 7’), während
(y—y) ungeändert bleibt, ebenso (BE ZI) und — (ayay), während

 

se=ry—n, sz=hy—o,
und die folgenden:

ry=sa+n, rz=hx—e,
wobei die Bedingungs-Gleichung erfüllt wird: i

ro— sg =hn.
Es ist wohl kaum nothwendig, zu bemerken, dass, wenn wir (@— 2’) für A schreiben, die Gleichung(V) in die Gleichung (II) übergeht.

Plücker, Geometrie,

20
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(Xz— xz’) sein Zeichen ändert. Dem entsprechend vertauschen sich in (V)

r und o
mit

Ah und —n,

während 6 sein Zeichen wechselt. Von der Vertauschung werden hiernach

nicht berührt die Coefficienten:
B3 EHE,

während sich die Coefficienten

ABR
bezüglich mit

GE IEHE

ohne Zeichenwechsel, mit gleichzeitiger Zeichenänderung:

Ma
bezüglich mit

A,

vertauschen und 0° sein Zeichen wechselt.

Vertauschen wir drittens die beiden Axen OF und 0Z mit einander,

so vertauschen sich in (I) die Ausdrücke (y„—y’) und (z—z’), so wie («y’—.a’y)

und — («z2— z’) mit einander, während («— x”) unverändert bleibt und

(yz’ —y'z) sein Zeichen wechselt. In (V) vertauschen sich:

s und 6

mit
h und n,

während o sein Zeichen ändert. Von der Vertauschung werden hiernach

nicht berührt:

A, DWIG. Be

während sich die Coefficienten:
: BEHE

bezüglich mit
OFREIEM.

ohne Zeichenwechsel, unter gleichzeitigem Zeichenwechsel
DW SPIER, TE

bezüglich mit
12.:0:02 8

vertauschen und N’ sein Zeichen wechselt.

Es bleiben noch die Modificationen zu erörtern, welche dann eintreten,

wenn wir das überzählige Glied fortfallen lassen.
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Setzen wir in der ersten Vertauschung V’ gleich Null, so vertauschen
sich zugleich mit den Coordinaten-Axen OX und OF die Coefficienten

N und 0

unter Zeichenänderung.
Setzen wir in der zweiten Vertauschung 0° gleich Null, so kommt

2,0, Ne 10; mit den Coordinaten- Axen OX und OZ vertauschen
sich V’-und N’ unter Zeichenwechsel, oder, was dasselbe ist,

Grund0

ohne Zeichenänderung.
Endlich vertauschen sich in dem dritten Falle gleichzeitig mit den

Coordinaten-Axen OF und OZ unter Zeichenänderung die Coefficienten
N und N—0.

Es ist nicht zu übersehen, dass in allen Gleichungen nach der Ver-
tauschung die Drehungsmomente von OX nach OF, von OF nach 0Z,‚ von
OZ nach 0X genommen sind.

156. Da die Gleichung (ID), wenn sie, auf dieselben Coordinaten-Axen
bezogen, denselben Complex zweiten Grades darstellen soll, als die Gleichung
(), dieselben Constanten in anderer Reihenfolge enthält, so behalten die in
der vorigen Nummer entwickelten Vertauschungs- Regeln auch für die Glei-
chung des Complexes in Axen-Coordinaten ihre vollständige und unmittelbare
Geltung.

157. Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct
(X, Yo, 20) verlegen, so treten, während 7 und s unverändert bleiben, an
die Stelle von @, 6, n (Einleit. Betr. Nr. 14.) die folgenden Ausdrücke:©

ot ro — 2,

6 + sn —y,

N s2 — rYo;

wonach die Gleichung (D) in die folgende übergeht:
(A+ Ez + Fy® — 2Kyzı +2Pz%, — 20yı)r?

+(2+ Dz2 + Fa2 — 212,2 + 2R, — 28z,) s?
+(C + Dy® + Ex?—2Mz0Y + 2Ty — 2Ua,)

+08 + Eo+ FF
+ 2(@ — Dyz» — Ka + In+ Man — 00. 2 Sn — Tz,)s
+24- Ex, + Ko— Lye + Myo+ Ny — Pa, + Uz)r
+2) — Foy + Konz + Lyz — Mz —(N-92+ 0—- Ry)rs

+2KAgon — 2L0on — 2Mgo

20*
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— 2(N+ Au —2L.%+ Mz)ro + 2(0 +2X—Ly— Mz)sg

+2(?P+ En — Ky)ro + 2(0 — Fy + Kz)rm

+2(R+ Fu — Lxu)sn —2($ — Dun + La)se

— 2(7+ Dy —Mx)o +2(U— Em + My)o = 0 (VD

158. Um die Gleichung des Complexes in Axen-Coordinaten auf den

neuen Anfangspunct zu beziehen, brauchen wir bloss in der vorstehenden

Gleichung dieselben Vertauschungen vorzunehmen, durch welche wir in der

153. Nummer die Complex-Gleichung (II) aus (I) abgeleitet haben. Auf diese

Weise ergibt sich unmittelbar:

DDP + ER +F

+(4+ Ez+ Fyo® — 2Kyzo + 2 Pu — 20y) x?

+(B+ Dz? + Fa? — 2.+ 2Rn — 282) 72

+ (C + Dy® + Ext— 2M+ 27y — 2 Un)o®

+24Ag+2Lp+2Mpg
+ 2(@ — Dypo — Kr? + Loy + Hann — 0 + Sy —Tz)ro

— 2(H — Euz+ Koy— Ly® +Myo + Nyp — Pu + Ux)zo

— 2) — Faoy+ Hxozo + Lyozo — Mze —(N—0O)u+ 0 — Ryı)aa .

—2(N+ Kun — 219 + Mz)pz +20 +2Ku—Ip—Mz)gr

+2($ — Do + Za)pa + 2(7+ Dy — Ma)po

+2(U —En + My)go — 2(P+ Er — Ky)gr

— 20 —- Fy + Kz)z + 2(R+ Fa, — Lz)a = 0. (VID

159. Wir wollen ferner das Coordinaten-System, auf welches der Com-

plex (I) ursprünglich bezogen war, durch ein anderes ersetzen, dessen Axen

sich in dem ursprünglichen Anfangspuncte schneiden, aber beliebig ihre Rich-

tung geändert haben. In den einleitenden Betrachtungen ist diese Coordinaten-

Verwandlung auf drei successive Operationen zurückgeführt worden, in wel-

cher jedesmal eine der drei Coordinaten-Axen beibehalten wird, während

die beiden anderen in ihrer Ebene beliebig gedreht werden. Wir begnügen

uns hier damit, das Resultat einer dieser drei unter sich.ähnlichen Operatio-

nen hinzuschreiben. Von einem rechtwinkligen Coordinaten-System aus-

*) Wenn wir statt der beiden Glieder

— 2Nro+20seo
die drei Glieder:

— 2Nro+20se +2Vıhn

einführen, so können wir die Werthe, welche wir nach der Umformung für diese Glieder erhalten,

schreiben:

— 2(N— ZIy+Mz)ro+2(0+ Kon—Mz)se +2(H—Ka,tZy)N-
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gehend, wollen wir die Coordinaten-Axe OZ beibehalten und die beiden
anderen Coordinaten-Axen OX und OF in XF so drehen, dass sie in ihrer
neuen Lage mit ON in der ursprünglichen Lage die Winkel « und « bilden,
wonach der Winkel, den die Axen OX und OFin der neuen Lage mit ein-
ander bilden, (“—e) = # wird. Dann geht die Gleichung (I), indem wir
(Einleit. Betr. Nr. 14):

r mit rosa -+ scos«, s mit rsin«e-+ ssin 0,
o mit 0cosa-+6cosd, o mit osin«-+osind,

n mit nsin ®
vertauschen, in die folgende über:
(A co® «+ B sin? «+ 2J sin «@ cos e)r? + (B sin: « + Acos? « + 2J sine’ cos«‘) s?

ne
+ (Dsin®«+Zeos?—2Msin «cos e)0? + (Ecos®« + Dsin?a— 2Msin « cos«) g2

+ sin: 9.7?

+ 2(@sin «+ Heos @)s + 2(Heos « +@sine)r
+ 2(J(sine cosa’ + sine’ cose) + Acosa cos + Bsina sine’) rs
+ 2(Xcos«e — Zsin.e) sin Don — 2 (Zsine — Kcose‘) sin »-0n
— 2(M(sina cose’+ sinecose) — Dsine sin®—Kc0S« C0S«’)g 6
— 2(Nsino’ cose — Osina cose— Peose cos + Ssine sin@’)r 6
+ 2 (Osin«’ cos« — Nsine cosa@ + Psin« sine — Scos @ C08E)sgQ

+ 2(Pcos®« — (N—0)sine cosa— Ssin? e)rog + 2(Ocosa-+ Rsin e)sind-rn
+ 2(Rsin« + Ocose)sin®.sy —2 (Ssin?«’ + (N—0) sine’ cosa’ — Peos? e)s6

— 2(7sin« — Ucose)o + 2(Vecose— Tsine)o = 0. (VII)Setzen wir

rc . ‚
’ .Y— 7 sımae = cose, c8a — — sine,

so ist das Coordinaten- System ein vechtwinkliges geblieben und bloss durcheinen Winkel « um die Axe 0Z gedreht worden.
Bei derselben Aenderung des Coordinaten-Systems geht die Gleichung(II)

in die folgende über:

(Dsin?«' + Bcos? « — 2 Msin «cos «)p? + (Bcos® «+ Däin?«_—_ 2 Msin« cos «)g?
+ Fsin:#

+ (Acos®?« + Bsin®« + 2 Jsin «cos a)z? + (Bsin?« + Acos? a’ +2Jsin«cos e) a:
+ (0:

+ 2(Acos«e— Zsine) sind .g + 2 (Zsine’ — Kcos«‘) sin 9 .p
+ 2(H(sinecose + sine’ cosa) — Dsina sine — Ecosa cose)pg
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+ 2(@sin« + Hcose’) a» — 2(Hcos« + @sine)zo

— 2(J(sine cos« + sin « cose) + Acosa cos« + Bsina sine) x

— 2(Nsin« cosa — Osin« cos— Pcos« cose + Ssinesine’)px

+ 2(Osin «' cosa — Nsin«e cose' + Psin« sin« — Scose cose)g a

+ 2 (Ssin?« + (N—0)sin.«’ cosa— Pcos®?«)px= + 2 (Tsina’ — Ucose’)po

+ 2(Ucos« — Tsine) go — 2 (Pcos®« — (N—O)sin« cosa — Ssin?e)px

— 2(0cos« + Rsine) sind-z+ 2 (Rsind® + 0Vcosc)sind-7—=0. (IX)

82.

Aequatorialflächen, beschrieben von einer Complex-Curve, deren Ebene parallel mit

sich selbst fortrückt.

s 160. Bei der grossen Complication eines Complexes des zweiten Grades

müssen wir darauf Bedacht nehmen, dass wir die Uebersicht erleichtern und

dadurch der Anschauung zu Hülfe kommen. Hierzu ist uns ein Mittel in

den beiden Sätzen geboten, welche wir in dem vorigen Paragraphen bereits

als den unmittelbaren geometrischen Ausdruck der Gleichungen (II) und (IV),

die, in der zwiefachen Coordinaten-Bestimmung, die Complexe des zweiten

Grades darstellen, gegeben haben. Indem wir einerseits nämlich die unend-

lich vielen Linien des Complexes, welche in derselben Ebene liegen, in eine

einzige Gruppe zusammenfassen, können wir, statt derselben, die von ihnen

umhüllte Curve zweiter Classe einführen. Indem wir andererseits

die unendlich vielen Linien des Complexes, welche durch denselben Punct

gehen, zu einer Gruppe vereinigen, können wir, statt derselben, in analoger

Weise diejenige Kegelfläche zweiter Ordnung einführen, welche von

ihnen gebildet wird.

Dann brauchen wir einerseits, weil überhaupt alle Linien des Raumes

mit einem gegebenen Puncte in einer Ebene liegen, um alle Linien des Com-

plexes zu umfassen, nur diejenigen Complex-Curven in Betracht zu ziehen,

deren Ebenen durch den gegebenen Punct gehen; andererseits erhalten wir,

da alle Linien des Raumes eine gegebene Ebene schneiden, alle Linien des

Complexes, wenn wir nur diejenigen Kegel in Betracht ziehen, deren Mittel-

puncte in der gegebenen Ebene liegen. So treten an die Stelle von unend-

lich vielen (00°) Complex-Linien, unendlich viele (°) Complex-Curven, be-

züglich unendlich viele (00°) Complex -Kegel.


