Einleitende Betrachtungen.

&,

Coordinaten der geraden Linie im Raume. Strahl und Axe.

1. Eine gerade Linie konnen wir unter zwei verschiedenen, gleich all-
gemeinen Gesichtspuncten auffassen.

2. Wir konnen erstens die gerade Linie als einen geometrischen Ort von
Puncten, als von einem Puncte beschrieben, als einen Strahl betrachten. In
dieser Auffassung konnen wir uns der Punct-Coordinaten 2, y, z bedienen
und, in gewohnter Weise, eine gerade Linie durch die Gleichungen ihrer
Projectionen auf zwei der drei Coordinaten-Ebenen: XZ wnd ¥ Z, darstellen:

x=rz+ o,

Yy = sz + 0, @
aus welchen dann die Gleichung der Projection auf die dritte Coordinaten-
Ebene XV

ry — sx = (re — sg), ; 2)
unmittelbar folgt. Wir kénnen, indem wir der Kiirze wegen
76 — S0 =71 : 3)
setzen, ;
7 SR M G 4)

als die ftnf Coordinaten der geraden Linie, die wir als Strahl
betrachten, bezeichnen. Diese fiinf Coordinaten lassen sich in Folge der zwi-
schen ihnen bestehenden Relation (3) auf die zur Bestimmung der geraden
Linie erforderlichen vier Constanten zuriickfithren.
Fir einen Strahl, der durch einen gegebenen Punkt (2', y’, z') geht, ist
ai=—rrzikioy hr A
7= selizioie,
Mithin kommt:
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Statt der obigen finf Coordinaten (4) der geraden Linie konnen wir hier-
nach die folgenden sechs nehmen, denen wir einstweilen noch ein beliebiges
Vorzeichen geben:

i (‘T ol ‘T’)’ j_, (!/ P ."/,)7 i (: s :’)7

T wr —y'? o @z—a2), 4@y — 2 ®)
Erst wenn wir irgend finf der sechs Coordinaten durch die sechste dividi-
ven, erhalten wir Werthe, welche eine bestimmte Beziehung zu der dar-
gestellten geraden Linie haben, und durch deren Vermittelung wir diese
construiren konnen. — Auf diese Weise wird die Coordinaten-Bestimmung
in ‘Beziehung auf die drei Coordinaten-Axen eine symmetrische. Zwischen
den sechs neuen Coordinaten besteht die Bedingungs-Gleichung:
@—2) (g7 —9'D) + @ —y) @2 —22) + —2) @y’ — 29 =0, ()
welche in Beziehung auf x,%, z, @', ', z° eine identische ist.

Indem wir 2, y’,- 2" sowohl als @, y, z als verinderlich betrachten,
wird ein Strahl durch zwei Puncte (z, ¥, 2) und (2, 7', 2), die beide will-
kirlich auf demselben angenommen werden konnen, bestimmt. In Folge
der Willkiirlichkeit dieser Annahme reduciren sich die sechs Coordinaten, von
welchen die Lage zweier Puncte abhiingig ist, auf vier, die zur Bestimmung
einer geraden Linie gehdren. ;

3. Wir komnen zweitens eine gerade Linie als von einer sich drehenden
Ebene umhiillt, als eine Ave betrachten, in der sich alle umhiillenden Ebenen
schneiden. Um eine gerade Linie in dieser zweiten Bedeutung durch zwei
(leichungen darzustellen, mtissen wir von Plan - Coordinaten ~ Gebrauch
machen. Nehmen wir die drei Constanten der folgenden Gleichung, welche
eine Ebene in Punct-Coordinaten darstellt:

to +uy +vz+1=0, )

als die Coordinaten der Ebene, so bedeuten diese die mit entgegengesetztem
Zeichen genommenen reciproken Werthe derjenigen Segmente, welche die
Fbene von den drei Coordinaten-Axen abschneidet. Die beiden (leichungen:
= S Al :

e 8
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stellen, einzeln genommen, zwei Punkte in den beiden Coordinaten-Ebenen
XZ wnd ¥YZ dar; wir konnen sagen, dass das System beider Gleichungen
die gerade Linie darstellt, welche die beiden Puncte verbindet: eine Awe.
Die Gleichung:
pu — gl = (pr — ¢m), ()
welche aus den Gleichungen (8) sich ergibt, wenn wir die Verinderliche
v eliminiren, stellt denjenigen Punct dar, in welchem die dritte Coordinaten-
Ebene X'V von derselben geraden Linie geschnitten wird. In ganz analoger
Weise, wie wir frither 7, s, ¢, 9, 4 als die fiinf Coordinaten eines Strahles
betrachtet haben, nehmen wir nun, indem wir der Kiirze halber:
Pr —gr = o (10)
setzen,
T ) - (41)
als die fuinf Coordinaten der als Axe betrachteten geraden Linie.
Wenn wir die Coordinaten einer gegebenen durch die Axe gehenden
Ebene durch ¢ », »" bezeichnen, so kommt:
' =pv + =,

’ ’
uw = qv + =%,
und hieraus ergibt sich:

: o U — ol
/ e y~—v~y"
ty—utw' w' — u'v
Lt e : L R e
tw — t'u
fr e e
W —

Hiernach kénnen wir zur Bestimmung von Axen statt der friheren finf
Coordinaten (11) auch die folgenden sechs nehmen:

i(t—/)’ i(”_ ”,)’ i(l’—l”),

+ (uv' — u'v), + (v — ), + (" — ),
indem wir einstweilen die Vorzeichen noch unbestimmt lassen. FErst wenn
wir irgend fiinf dieser sechs Coordinaten durch die sechste dividiren, erhalt-
ten wir Ausdriicke, die zur Construction der geraden Linie dienen konnen.
Zwischen den sechs neuen Coordinaten einer Axe besteht die folgende, in
Beziehung auf ¢, u, », ¢/ », »" identische Gleichung:

(t— ) (@' —u'v) 4+ @—u) v —10) + (v —2") (v’ — u) — 0. - (13)
Indem wir ¢, », v sowohl als ¢, », v a’ls verdinderlich hetrachten, wird
eine gerade Linie, in der Bedeutung einer Axe, durch irgend zwei Ebenen
@ w, v) und (¢, »’, v"), welche in ihr sich schneiden, 1:>estimmt.1

(12)
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4. Wemn dieselbe gerade Linie einmal als Strahl, das andere
Mal als Aze bestimmt werden soll, so muss jeder der beiden Puncte (v, 7, 2)
und (', y’, 2’), durch welche der Strahl bestimmt ist,-in jeder der beiden Ebe-
nen (¢4, u, ») und (¢, »’, ') liegen, welche zur Bestimmung der Axe dienen,
oder, was dasselbe heisst, jede der beiden Ebenen muss durch jeden der
beiden Puncte gehen. Dem entsprechend erhalten wir die folgenden vier
(tleichungen :

x + uy +vz +1=0,

a4 vy +vz+4+1=0,

pat s b v 0

Vo + dy + vz + 1=0,
welche die Bedingungen enthalten, dass der durch die sechs Coordinaten (5)
bestimmte Strahl mit der durch die sechs Coordinaten (12) bestimmten Axe
zusammenfalle. ,

(14)

Aus den beiden ersten und den beiden letzten der Gleichungen (14) folgt:
t—1?) T +@w—uw) y+@—2o) z=0,
t—t) 2 + w—uw)y + (— B =
und hieraus, wenn wir nach einander (v — ) und (¢ — ') eliminiren:
— @z — xz)i( Ly ) B e
@y — e — ) — (g —y2) @ — )= 0.

Diese Gleichungen lassen sich in die, in dem folgenden Ausdrucke zusammen-

gefassten, Proportionen auflosen : '

(. — Y =)o =70 3
oy — e =) z'y).

Aus der ersten und dritten, der zweiten und vierten der Gleichungen (14) folgt:
(@— o)t Fly—2)utie = 2)v =0,
(@—a)t'+@—y)u+(E— 2 = ()

und hieraus, wenn wir nach einander (z — z’) und (y — ¥) eliminiren:

oy i — 2 e — u'v) (y —y) =0,
(' — ) (8 — o)) —(wp’ = u?) (2 — 20 = 0
Diese Gleichungen lassen sich in die folgenden Proportionen auflosen:
@— i) Wi—oh st =i
— v —u'v): (v— ) (u — t"u). (16)

Wenn wir endlich etwa zwischen den beiden ersten Gleichungen (14) 2,

zwischen den beiden letzten 2’ eliminiren, so kommt:

(15)
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(' — )y — @Cv—t) 2+ @ —7)=0,
(tu' — twyy — (v — )2z’ (¢ — i 0
und dann wiederum zwischen diesen Gleichungen etwa (v — ('), s0 ergibt sich:

(v’ — tw). (gz' —y5)=(—7) — 20

(tw' — tu): ¢ — )= (—2): yz — y'2). (17)
Diese neue Proportion verbindet die Ausdriicke (15) und (16) und fihrt so
zu der folgenden allgemeinen Zusammenstellung gleicher Verhéltnisse:

(o—a)cly—y):le—2):(yz — oy (@) (e —ay)
— (' — uv): (v —W): (W —tu): (¢ — i e S ) )
Wir wollen die unbestimmt gebliebenen Vorzeichen der sechs Coordinaten
o nehmen, wie sie in den vorstehenden Proportionen auftreten. Es nothigh
ung dazu die Riicksicht auf die spitere Anwendung derselben Coordinaten
sur Bestimmung von Kriften und Rotationen®). Bei dieser Annahme bedeu-
ten nimlich, indem wir uns hier auf Betrachtung von Kriften beschriinken,
die sechs Coordinaten (5) die drei Projectionen auf die Coordinaten - Axen
und die drvei doppelten Drehungsmomente in Beziehung auf dieselben der-
jenigen Kraft, deren Angriffspunct (2, y. z,) deren Intensitit dem Abstande
der beiden Puncte (v, ¥, z) und (2, ¥, 2) gleich, und die von dem ersten
Puncte zu dem zweiten gerichtet ist.

5. In der Zusammenstellung (18) sind die Bedingungen enthalten, unter
welchen, in der doppelten Coordinaten-Bestimmung, ein und dieselbe gerade
Linie (als Strahl und Axe betrachtet) dargestellt wird. Wenn wir zu den
ursprimglichen fiinf Strahlen-Coordinaten und den urspringlichen fiinf Axen-
Coordinaten zuriickgehn, so verwandelt sich (18) in:

wonach:

A 1 i g e freLso)=mn)

— —x:x:(pr—gn)=o0): Dol il (19)
Wir behalten ¢ und % mit dem negativen Vorzeichen bei, weil dieses die
Symmetrie der Coordinaten-Bestimmung in Beziehung auf 0Z verlangt.

6. Wir konnen die Proportionen (19) als aus den Proportionen (18)
dadurch abgeleitet betrachten, dass die Vorderglieder derselben durch (z — 2),
die Hinterglieder derselben durch (v — ¢") dividirt worden sind. Die heiden
Divisoren konnen wir ganz beliebig und unabhingig von einander bestimmen.

#) Vergl. Fundamental views regarding Mechanies. Phil. Transactions. 1866. p. 361. 369.



Danach konnen wir wiederum die Vorderglieder der Proportionen (19) durch
eine beliebige Grosse 4, die Hinterglieder mit einer beliebigen Grosse /
multipliciven und diese Grossen komnen wir selbst (vergleiche die folgende
Nummer) imaginér nehmen. Die finf absoluten Coordinaten sind dann

einmal :
L o S0 O ¢
¢ A e (20)
das andere Mal:
% b4 @) q
RS R (21)
Die Gleichungen der drei Projectionen der geraden Linie (1) und (2) wer-

den alsdann:

ha=rz 4+ o,
hy = sz + ¢,
h(ry — sa) = (re — so) = 9. (22)

Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen die Coordinaten-Ebenen von
der geraden Linie geschnitten werden, (8) und (9), erhalten die Form:

it — pui-tm,
lu= gqv + =,
L (pu — qb) = (pr — g7) = o. (23)

7. Eine reelle gerade Linie lisst sich sowohl durch zwei imaginire als
durch zwei reelle Puncte bestimmen. Wir wollen, um auch diese Bestim-
mungsweise einzuschliessen, die Coordinaten der beiden Puncte (v, y, z) und
(@, ¥, 2) in folgender Weise bestimmen:

e — el IE =P =

S Yo gt e (24)
R ) oy A e 7

z =2z L iz, zn—120 gz,

wobei wir durch / die Einheit oder j/—1 bezeichnen, je nachdem die beiden
Puncte reell oder imaginiér sind. Die sechs Strahlen-Coordinaten (5), mit dem
richtigen Vorzeichen genommen, werden alsdann:
2i%,, 2010, 2z,
20 (yoz° — y920), 20 (%20 — %029, 20 (Zoy® — 2°Y).
Da bei der Bestimmung einer geraden Linie nur die Quotienten je zweier

(25)

ihrer sechs Coordinaten in Betracht kommen, kénnen wir den reellen oder
imaginiren Factor 2i, der in allen vorstehenden Ausdriicken vorkommt,
weglassen, und erhalten dann fiir die sechs Strahlen-Coordinaten die folgen-
den Ausdriicke:



Lo, Yo, Z0,
oz — ¥y 2z), (292 — 2,429, (@oy® — a%%,). (26) .
Die Bestimmung der geraden Linie vermittelst der Grossen 2°, y°, z0 und
o, Yo, Zo ISt also immer eine reelle. Es sind 2, y9, z0 die Coordinaten
der immer reellen Mitte zwischen den beiden reellen oder imaginiéiren Punc-
ten (z, y, z) und (2, ¥, 2), durch welche die gerade Linie geht. Der
Abstand der beiden Puncte von einander ist 27 y/z 2+ y,? + 2,2, die Cosinus
der drei Winkel, welche die zu bestimmende Linie mit den Coordinaten-
Axen 0X, OF, 0Z bildet, verhalten sich wie 24: yo: 2o
Die Betrachtungen der vorigen Nummer tibertragen sich unmittelbar
auf den Fall, dass wir die gerade Linie statt als Strahl als Axe betrachten
und demnach durch Ebenen bestimmen. Setzen wir:

G — i, S0
U= u’ -+ tu,, u' = u9 — du,, (20)
v =00 4 (v, v = po — 2'7)0’

so erhalten wir als neue Axen-Coordinaten, die den Strahlen-Coordinaten
(26) entsprechen, die folgenden:
Loy Uy, Vo,
(ov® — uwg), ((vy — 4,09, (fou® — £Ouy). (28)

8. Wenn die neuen Coordinaten-Bestimmungen (26) und (28) sich auf
dieselbe gerade Linie beziehen sollen, so ist:

Zg : Yo : 2o 2 (020 — y°20) 3 (2°20 — %42°) : (@ey® — 2%0)
= (o0 — u'wp) : (P0y — Lov°) : (fou® — #%uy) : to ; o : vo. (29)

9. Wir haben im Vorstehenden gerade Linien durch Puncten-Paare und
Ebenen-Paare bestimmt und fir diese, was die Coordinaten-Bestimmung reell
liasst, auch conjugirte imaginére Puncte und Ebenen genommen. Wir kon-
nen aber auch, worauf wir hier nicht eingehen, imaginére; Linien durch
ihre imaginire Coordinaten in die Betrachtung einfiihren.

10. Wir konnen endlich den sechs Coordinaten der geraden Linie, sei
es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten, eine allgemeinere
Form geben, wenn wir die Puncte und Ebenen, von welchen wir ihre Con-
struction abhingig gemacht haben, statt, wie bisher, durch drei Coordinaten,
nunmehr durch vier Coordinaten, in der bekannten Weise, bestimmen. Wir
wollen demnach fir die Coordinaten der fritheren beiden Puncte und beiden

Ebenen:
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nehmen, was darauf hinaus kommt, in den bisherigen Entwicklungen

A A Z; y’, z’
mit

e T x Vet

T T g oA e T
und

7ol s TSR
mit

t u v 1 TR

w w w’ W ow? w?

zu vertauschen. Nach dieser Vertauschung erhalten wir fir die Bestim-
mung der geraden Linie die Strahlen-Coordinaten:

(xr'— a'%), (ye'— y'v), (23" — 2z'z), (yz'—¥'2), (@2 —22), (vy —2y) (80)
und die Axen-Coordinaten: '

(o' —u'v), (v—28), (td—'u), (' —t'w), (wn' —un), v —vn), (31)

e i il . 2 1
wo wir in der ersten Bestimmung den Factor o i der zweiten B

fortgelassen haben.

Zum Behuf der geometrischen Construction der geraden Linie, die wir
in den vorliegenden Untersuchungen als Raumelement betrachten, miissen
wir von ihren Coordinaten zu den vier Constanten, von denen sie in allen
Fallen abhiingt, zurtckgehn. Hierzu bieten die neuen Ausdricke fiir die
Coordinaten eine grossere Anzahl von Constanten, tiber die wir frei ver-
fiigen kénnen, und hierin liegt, abgesehen von der grosseren Symmetrie,
ihr Vorzug vor den Coordinaten (5) und (12).

11. Zur Erleichterung der Anschauung wollen wir Alles, was auf die
Construction einer geraden Linie in der doppelten Coordinaten-Bestimmung
Bezug hat, tibersichtlich zusammenstellen.

Wir wollen fir die drei Projectionen der zu bestimmenden geraden
Linie auf ¥Z, XZ, XV die folgenden Gleichungen nehmen:

hy —'sz 0,
Vil — e =0
ry — sax — Z



Figur 1.

Sie seien in der beigefiigten Figur (1) durch die Linien 2 Z, I'G¢, HI dar-.
gestellt. Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen dieselbe gerade Linie
die Coordinaten-Ebenen schneidet, seien:

lu = qv 4 =,

It = pv + =,
pu — gt = ?

Die drei Puncte, welche auf den drei Projectionen D Z, F&, HI liegen,
sind 4, B, €. Die Coordinaten eines heliebigen Punctes #, welcher auf der
geraden Linie liegt, sind:
=D e = O s VR

die drei Coordinaten einer beliebigen Ebene 7'UV, welche durch die gerade
Linie geht:

1 3 My =agid 1
TE R R 18

Wir kénnen die Coordinaten der drei Puncte 4, B, € in doppelter Weise

{ =

bestimmen; einmal aus ihren Gleichungen, das andere Mal aus den Glei-
chungen der drei Projectionen 2/, F6, A/, indem wir in denselben die
beziiglichen Punct-Coordinaten gleich Null setzen. Auf diese Weise kommt:

Pliicker, Geomelrie. 2
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ks i Bt iRl
[ |r = a=108 g L
y =l DI
Y % hr’
:=HB=0FE—=+2—- _ %,
¥/g 7 Y 4
i B A S (32)
i b7 hs’
il Vi __Zp_ G
%y~FLJMf L_ 47
T = L == Z’[_ 0
o — eSO m_‘—{-h.

Ebenso koénnen wir die Coordinaten der drei Projectionen 2 Z, F&, HI ein-
mal aus ihren Gleichungen, das andere Mal dadurch bestimmen, dass wir
in den Gleichungen der auf ihnen liegenden Puncte 4, £, € die beztig-
lichen Linien-Coordinaten gleich Null setzen, und erhalten so:

1 3 s T
PR e e
7¢A_,],,,__7£_+“’
e 0D Gt ip’
it r %
U — e i
, 06 0 q e
FéG ) e s ® (33)
BRI e R e e
’ 1 hr o
}115”_7707__777:—{_27’
{*_1*_+hs;_|_§
B OfE - e i

Aus der vorstehenden Zusammenstellung leiten wir hier nur noch die fol-
genden Relationen ab:

S L. - L lx

%:+E=tang DEZ, + == —= = tang FGZ, o
S e e S e 0Z.

ey > tang 407, b - tang #

12. Die Coordinaten eines Punctes und die Coordinaten einer Ebene
andern sich, wenn die Coordinaten-Axen, welche ihre geometrische Con-
struction vermitteln, ihre Lage und Richtung #ndern. Die alten Coordina-
ten sind lineare Functionen der neuen, die als Constanten diejenigen Grossen
enthalten, durch welche die Lage des neuen Coordinaten-Systems gegen das
alte bestimmt wird. Ein Gleiches gilt fir die Coordinaten der geraden
Linie, sei es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten.

Wir wollen mit den Strahlen - Coordinaten, fiir welche wir die sechs Grossen:



a—a, y—y, z—2, yd —yz, 2z — 2, ay — 'y,
nehmen wollen, beginnen. Nach einer parallelen Verschiebung der Coordi-
naten-Axen bleiben die drei ersten Coordinaten unverindert. Wenn wir die
Coordinaten des neuen Aufangspunctes durch av, y°, z° bezeichnen und zur
Unterscheidung die neuen Coordinaten-Werthe in fetter Schrift schreiben,
ergibt sich:
(YE e gey2) 7)) — P ), ]
(®z—x7) = ('z—az) — a'(z—2) 4+ 20(x—2), (85)
@Yy vy vyt g —y) — pPle—7); [

und hieraus:

e oy e a2y ), |
(@z—a?) = (Xz—x7) + 2z —2) — 2°(x—%), (36)
s =Ry —xy) — »y—y) +9E&—x), [
wobei (x—2), (y—¥), (z—2') identisch sind mit (x—%), (y —y), (z—2).
Wenn wir fiir die urspriinglichen Coordinaten », s, ¢, o, 5 nehmen und die
entsprechenden neuen Coordinaten durch 7/, s, ¢’, o, %" bezeichnen, erhalten
wir aus den letzten Gleichungen unmittelbar:

= 5= 5 ]
= ¢ + y° — 20, (37)
o iy, |
n = q —as + yor'. J
13. Wir konnen den Uebergang von einem Coordinaten-System zu
einem anderen, in welchem die Richtung der Coordinaten-Axen eine ver-
schiedene ist, in drei einzelne Schritte zerlegen. In dem einfachsten Falle
zum Beispiel, wo ein rechtwinkliges Coordinaten-System X¥Z durch Drehung
um den Anfangspunct irgend eine andere Lage X’ 7’ Z’ annimmt, wollen
wir erstens das urspriingliche Coordinaten-System XF7Z um die Axe 07
so drehen, dass die Coordinaten-Ebene XZ, nach der Drehung, durch die
der Lage nach gegebene neue Axe 07’ geht. Wir wollen zweitens, nach
vollbrachter Drehung um 0Z, das Coordinaten-System um die Axe OF in
ihrer neuen Lage so drehen, dass in der Ebene XZ die beidef Axen 0 Z und
07 zusammenfallen. Dann bleibt drittens nur noch tibrig, das System um
0Z so zu drehen, dass die beiden Axen OX und 07, die durch die beiden
ersten Drehungen in die Coordinaten-Ebene X'F’ gebracht sind, mit 0.X"

und OF’ zusammenfallen. Die drei Drehungswinkel, von welchen die Lage
ES

Q

S
|
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der neuen Axen gegen die alten bestimmt ist, treten als Constante in den
beziiglichen Verwandlungsformeln der Coordinaten des Punctes, der Ebene,
der geraden Linie auf. Wir wollen diese Winkel ein fiir allemal in dem
Sinne rechnen, wie dieses bei den Drehungsmomenten zu geschehen pflegt,
d. h. von 0X nach OF, von OF nach 0Z und von OZ nach 0..

Wenn 0Z seine Lage behilt, withrend in der Ebene XF die beiden
Axen 0X und OF sich beliebig um 0Z drehen und in ihrer neuen Lage
0X und OF zwei Winkel « und ¢ mit OX in der urspringlichen Lage
bilden, so erhalten wir zwischen den alten Punct-Coordinaten w, y, z und
2, i, 2 und den neuen, die wir durch x, y, z und %, y’, z bezeichnen wollen,
die folgenden Relationen:

@ — X COSd -y cosia,
2 =x cose 4 y cosd,

Yy =X Sine + y sin o,
¥y =X sine + y sin ¢,
= =
und hieraus
(x—a)= (E—X)cose+ (y—Yy) cos ¢,
y—y) = (z—x)sme- (F ¥ B,
om0 , . (38)
(w2 —y'2) = — (®z—xZ)sine + (yzZ —y'z) sin ¢,
(@z—a2) = (¥Z—=xZ)cose — (y2—y'z) cosd,
(ay —a’y) = (xy —x'y) sin #,

wenn wir der Kiirze wegen

J—a=®
setzen. Nehmen wir statt der sechs Strahlen-Coordinaten in den beiden
Systemen die fiinf Coordinaten 7, s, 6, o, n und 7, &, ¢’, 0, 4/, so erhalten wir
aus den vorstehenden Gleichungen unmittelbar die entsprechenden:

r =

7" cos e + 5 cos o,

5 7 sin e + § sin o,

6 = ¢ sin ¢ + ¢ sin o, (39)
; ; ,

0 = 0 coSa + 6 COos o,

n = 7 sin B

‘Wenn inshesondere auch die neuen Axen O0X’ und OF’ auf einander senk-
recht stehen, kommt:



Dasisiiai o

g — 7 COSe —s Ein

s = r'sine 4+ § cos a

6 — o' sinea 4 ¢ cos e, ; (40)
0 = ¢ cose — ¢ sin ¢,

=l

Wenn wir, statt die beiden Axen O.X und 07 zu drehen, die beiden Axen 0.X
und 0 Z in ihrer Ebene um O drehen und durch ;" und y die Winkel bezeich-
nen, welche diese Axen in ihrer neuen Lage O0JX" und 0Z' mit 0Z in der
urspriinglichen Lage bilden, so erhalten wir, um die sechs alten Strahlen-
Coordinaten durch die neuen auszudriicken, durch blosse Buchstabenver-
tauschung aus den Gleichungen (38) die folgenden:

v —a) = (x—x)siny + (z—2) sin p, !

( :
U 1Y =7 )
(z—2) = (=E—xX)cosy + (z—72) cos p, (41)
Yz —y2) = (y2—y'2 cosy — (xy —X'y) cos ¢,
@z—az) = (x'z—x2Z) sin 9,
(v —a'y) = — (y2'—y'z) sin y + (®y —x'y) sin ¢/,

wobei wir der Kiirze halber
o =l
gesetzt haben. Hieraus ergibt sich, wenn wir wiederum zu den fiinf Strahlen- -
Coordinaten tibergehen:
: 7’ sin ¢’ - sin p

L —We =
rocosy - cosyp
.
s

>

7’ cos 4 cos p
o’ cos y 1’ cos 9

LS Y cosy ’ (42)
o sin &’

(1) e e e e e )

3 r’ cos ' 4 cos p

b 6" sin y + % sin

7’ cos ¢’ —+ cos y
wonach ferner

£ — @ sin ¥,

S S
Wenn insbesondere die neuen Coordinaten-Axen OX’ und 0Z " auf einander
senkrecht stehen, verwandeln sich die vorstehenden Gleichungen in die

folgenden :



ey e

i 7’ cos p + sin p
—7r'siny + cosy ’

o Sl

e —7'siny 4 cos p ’

6 cosy — 7' sin y
it e y 4 cosy
e (19)

S g < gony

o agss UL S EOE

IE S s G e

e _ ¢

$ s

Wenn wir die Axen OF und 0Z um OX drehen, so erhalten wir die
entsprechenden Verwandlungsformeln unmittelbar durch Buchstaben-Vertau-
schung, nicht nur fiir den Fall der sechs, sondern auch der fiinf Strahlen-
Coordinaten, wenn wir, was letztere betrifft, von den Formeln (42) aus-
gehen. Darum erscheint es unnothig, die neuen Formeln hinzuschreiben.
Indessen ist zu bemerken, dass bei dieser Vertauschung die Drehung von 02
nach OF gerechnet wird, also in demselben Sinne, wie der Winkel, dessen
trigonometrische Tangente in den Grund-Gleichungen (1) mit s bezeichnet
worden ist. Soll sie in dem oben festgestellten Sinne, d. h. im Sinne des
Drehungsmomentes um 0.X, genommen werden, so ergibt sich die Zurtick-
fithrung darauf sogleich.

14. Wir konnen auch direct von den finf Strahlen-Coordinaten in dem
ersten Systeme zu den fiinf Strahlen-Coordinaten in dem zweiten tibergehn.
Es seien 7, s, 0, 6, 5 die Coordinaten einer geraden Linie in dem ersten
Coordinatensysteme, dann sind:

o —nz-io,
e —ser G (44)
rYy—sy = N,

die Gleichungen ihrer drei Projectionen. Sind 7, s, o', ¢, 9 die Coordinaten
derselben geraden Linie in dem zweiten Coordinatensysteme, so sind die
Gleichungen ihver drei Projectionen in diesem Systeme:

xi— ol

V=5 4 @ (45)

ry—sx =y,

Sind die neuen Coordinaten-Axen den alten parallel und betriagt die Ver-
schiebung nach 0X, OF, 0Z beziiglich a°, y° 2% so ist:



X

y=y—Y z = z—2%
Hiernach verwandeln sich die letzten drei Gleichungen in:
z + (o' 4 a0 — 7’29,
y =52z 4+ (6'+y° — 529,
ry—sua y 4+ 7y — a0,
und damit diese Gleichungen mit den Gleichungen (44) identisch werden,
ergibt sich, wie in der Nummer 12. (37):

’

r— a9,

’

rz

i Go= &
0 — 9’ 20 — 7' 29,
6= 6 +y° — s'2°
n = +ry — sao

Drehen wir, wie in der 13. Nummer, die Axen O0X und OF in ihrer Ebene
um O, so gehen die ersten beiden Gleichungen (44), indem wir

~

z,

X coS « + y cos o,
¥y = xsine + ysin ¢

setzen, in die folgenden tiber:

)

X coS ¢ + y cos ¢
X Sin ¢ 4 y sin o

B2 SR 00

S2 1 ©.

Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wenn wir wiederum ¢ — « — & setzen,
die folgenden:

7 8in ¢ — s cos o

o sin ¢ — 6 cos o
sin &

sin &

+

osin ¢ — 6 cos «

sin &

>

7 8in ¢ — § COS @

sin 4

Y

)

welche, wenn wir sie den beiden ersten der Gleichungen (45) identisch setzen,
die folgenden Relationen geben:

r'sind — rsind — s cos o,
— s sin® — rsine — s cos «,
o sind — psine — 6 cosd,
— o6 sind = osine — 6 cos a,

und hieraus folgt, in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (39):

r — 7 eos e |+ s cos ¢,
7 sin ¢ + & sin o,
o' cos e + ¢ cos o,

o' sin ¢ + ¢ sin ¢/,



e [ A

und
y = o sin &
Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (42) ableiten.

15." Wir konnen in Folge der Proportionen (19) aus den entwickelten
Formeln fir die Verwandlung der Strahlen-Coordinaten einer gegebenen
geraden Linie sogleich die Verwandlungsformeln fiir die Axen-Coordinaten
derselben ableiten. Wenn wir die Axen-Coordinaten in dem urspriinglichen
Systeme mit:

R e

in dem neuen Systeme mit:

bezeichnen, so ist:

SRR Sl gl G
= 7’ P q’
90 et 0k
e = = e
/ ,']’ /[ 11/;
s 7 5
” — = e —— ==
7 n
r , 7’
Gl = — —,
2t n
it ; il
L = 0 = =
n 0

Wenn wir hiernach die Richtung der Coordinaten- Axen beibehalten und den
Anfangspunct in irgend einen Punct (29, y°, 2z°) verlegen, so geben die
Gleichungen (37):

P —y'e +2'a

I 7 57 b
Yz 1—2'x —jl/’)% ;
¢ +ato 4 0%
i RN R e
1 —an — y'x
o
ieTe S e e (46)
o

[

1—a'z — o'«
,

e @
0 = Tl =
Wenn die Axen 0X und OF so in ihrer Ebene gedreht werden, dass sie
in ihrer neuen Lage mit 0. in der ursprimglichen Lage die Winkel « und ¢

bilden, so geben die Gleichungen (39):



p sine — ¢ sina
sin o
g cos « — p' cosa
g = ——— = :
7 sin
7’ sin & — %' sin @
— — 47
sin & )
% cosa — 7' cos o
sin 4
ot
sin &
Wenn wir endlich OX und 0Z in ihrer Ebene um ¢ drehen, so geben, "

[

[l

W =

unter Beibehaltung der fritheren Bezeichnung, die Gleichungen (42):
p’ cos y — cos ¢’

]) = Ty 0 7
— p'siny + siny
" sin &
Wi S B e
— p smy - siny
T '
T —p'siny 4 siny
%'siny — o' siny
—p sin py 4 sin p
o}
(=

—psiny + siny

1

Ueber Complexe und Congruenzen im Allgemeinen.

16. Wenn
@—2) : w—y) : —2) : Wz&—y2):(@z—=a22): (xy —2'y)
= (uo'—wv): (Fo—): ((W—Cw): (—7¢) : (w—u) : (@—7),
so gehoren die Strahlen -Coordinaten:

=), G—9) @—2) G7—y3), @Wz—27), @y —2y)
und die Axen-Coordinaten:

W —u'v), ((v—0), (td—Cw), (—), w—u), (@—7)
derselben geraden Linie an. Folglich sind es auch dieselben geraden
Linien, deren Strahlen- und Axen-Coordinaten die folgenden beiden Gleichun-
gen befriedigen :

Fla—a), —y). —2) @7—y'2), @z2—22), @y —2'y)l=8R. =0, (1)
Flwy—u'v), ({v—tv), (W—tw), (—7), @w—v), (@—)] =, =0, 2)
wenn /' dieselbe homogene Function der jedesmaligen sechs
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jhres Grades sind, kann unter denselben sich einer befinden, dessen Grad
geringer ist. Das findet Statt in dem Falle der Gleichungen (5) und (6), in
welchen, wenn m > n, der Grad der Complexe im Allgemeinen m ist, aber
fiir den besonderen Fall, dass w unendlich gross wird, auf » sich reducirt.

Es bilden die Congruenzen, in welchen die Anzahl der Linien, welche
durch einen gegebenen Punct gehen oder welche in einer gegebenen Ebene
liegen, /4 betriigt, so viele coordinirte Arten, als die Zahl 4 sich in Factoren
m und n zerlegen lisst; also nur eine einzige, wenn /4 eine Primzahl ist.
Daher bezeichnen wir die Art der Congruenz durch das Symbol:

[m, n]. (M)

22, Die Strahlen- oder Axen-Coordinaten derjenigen Linien, welche
dreien Complexen zugleich angehéren, befriedigen gleichzeitig die entsprechen-
den Gleichungen der drei Complexe, die wir durch:

B =l R, =0, L2, =0, 8)
oder durch:

D =0 hi— 5 ol —0) (9)
darstellen wollen. Sie sind dadurch dreien Bedingungen unterworfen. Da
eine gerade Linie durch vier ihrer fiinf Coordinaten bestimmt ist, so folgt,
dass jede dieser Coordinaten Function jeder der drei anderen, oder, was das-
selbe ist, jede dieser Coordinaten Function einer beliebig angenommenen
Veriinderlichen ist. Nehmen wir fiir diese, spiitern Entwickelungen vor-
greifend, die Zeit, so ist durch das Vorstehende ausgesprochen, dass die
beztigliche gerade Linie, wenn wir die Zeit sich continuirlich éndern lassen,
eine Fliche erzeugt. Eine solche Fliche, die durch die Bewegung einer ge-

raden Linie erzeugt wird, wollen wir — die triviale Bezeichnung als wind-
schiefe Fliche vermeidend — eine Strahlen- oder Axenfliche nennen, und,

indem wir diese Ausdriicke als synonym betrachten, eine solche Fliche auch
als Linienfliiche bezeichnen.

Die zusammenfallenden Linien dreier Complexe bilden eine
Strahlen- oder Axenfliache.

Die Strahlen- oder Axen-Fliche gehort gleichzeitig allen Complexen an,
welche, wenn ¢ und @ unbestimmte Coefficienten bedeuten, durch jede der
beiden Gleichungen:

2, + pul, + L, =0, (10)
Db, + ud, + y'l]iy = ( (11)
dargestellt werden; sie gehort jeder Congruenz an, die durch irgend zwei



dieser Complexe bestimmt wird. Wir sagen, dass simmtliche Complexe, wel-
chen eine gegebene Strahlenfliche angehort, eine durch jede der beiden vor-
stehenden (leichungen dargestellte, dreigliedrige Complexgruppe bilden.

Wenn wir £, £, und £, als Functionen der fiinf Strahlen-Coordinaten
r, s, 0,06,y betrachten, so erhalten wir die Gleichung der Strahlenfliche in
Punct-Coordinaten @, », z, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (8) und
den folgenden drei Gleichungen:

A 760 8

5

3

~

& = rz -0,
We—rsg - |-to

die fiinf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung in 2, y, =
ist im Allgemeinen vom Grade 2mng.

Wenn wir @,,, @,, @, als Function der fiinf Axen-Coordinaten p, ¢. x, #, o
betrachten, so erhalten wir die Gleichung der Axenfliche in Plan-Coordinaten
(, u, v, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (9) und den folgenden
drei Gleichungen:

®—pr—qm,

d—=pust a,

U= qv + %
die fiinf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung ist im
Allgemeinen vom Grade 2mng.

Eine Strahlen- oder Axenfldche ist im Allgemeinen von
gleicher Ordnung und Classe.

Strahlen-Flachen einer gegebenen Ordnung und Classe ordnen sich in
verschiedene coordinirte Arten. Diese Arten ergeben sich durch den Grad
der die Fliche bestimmenden Complexe. Bezeichnen wir Ordnung und Classe
der Fliche durch 22, so ist die Anzahl solcher Arten gleich der Anzahl der
moglichen Zerlegungen von ) in drei Factoren. Nehmen wir m, n, ¢ fiir
irgend drei solcher Factoren, so konnen wir die Art der Fliche niher durch
das Symbol: :

[m, n, g]
bezeichnen.

23. Vier Complexe haben nur eine endliche Anzahl von Linien gemein.
Wenn der Grad der vier Complexe beziiglich m, n, ¢, & ist, so betrigt diese
Anzahl: ‘

2mngh,



wie sich unmittelbar ergibt, wenn wir zwischen den vier Gleichungen der
Complexe und der Gleichung:

Ni=AT0 S O
oder beziiglich:

M = /)Z //ﬂ',
die fiinf Coordinatenwerthe bestimmen.

24. Ebene Curven werden entweder durch ihre Puncte oder durch ihre
Tangenten bestimmt. Zwei solcher Curven haben eine gewisse Anzahl von
Durchschnittspuncten und von gemeinschaftlichen Tangenten. Gehen wir von
den beiden Dimensionen der Ebene zu den drei Dimensionen des Raumes
iither, so erheben wir uns von ebenen Curven zu Flichen, die entweder durch
ihre Puncte oder durch ihre Tangentialebenen bestimmt werden. Zwei
Flichen schneiden sich in einer rviumlichen Curve und werden von einer
Abwickelungsfliche umhullt; drei Flichen haben eine gewisse Anzahl von
Durchschnittspuncten und gemeinschaftlichen Tangentialebenen. Von Flichen
steigen wir zu Complexen auf, welche aus geraden Linien bestehen, die wir
einerseits als Strahlen, andererseits als Axen betrachten kénnen. Die ge-

raden Linien, welche in zwei Complexen zusammenfallen — in welchen ge-
wissermassen die beiden Complexe sich schneiden — bilden eine Congruenz,

diejenigen, welche dreien Complexen zugleich angehoren, eine Strahlen- oder
Axenfliche. Vier Complexen zugleich entspricht nur eine gewisse Anzahl
von Strahlen oder Axen.

Es gibt eine Analysis zweier veriinderlichen Gréssen, die sich in der
Ebene, eine Analysis dreier Verdinderlichen, die sich im Raume bildlich dar-
stellen lisst. Die Analysis von vier Verfinderlichen findet ihre bildliche Dar-
stellung, wenn wir diesen Veriinderlichen die Bedeutung von Linien-Coor-
dinaten geben.

25. Hiermit ist fir die Entwicklungen des vorliegenden Bandes die
Grinze gezogen. Aber der Weg zu neuen Verallgemeinerungen ist angebahnt.
Wir kénnen zu den vier unabhingigen Coordinaten der geraden Linie noch
eine fiinfte hinzufiigen. Hier begegnen wir wieder coordinirten Beziehungen,
dem entsprechend, dass wir die gerade Linie einmal als Strahl, das andere
Mal als Axe betrachten. Wenn wir in der ersten Auffassung zu den vier
Coordinaten einer geraden Linie als finfte Coordinate ein der Grosse nach
gegehenes Segment nehmen, das wir aaf der geraden Linie entweder beliebig,
oder von einem gegebenen Puncte aus, auftragen, so haben wir dadurch
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eine Kratt bestimmt. Ihre finf Coordinaten sind ihre Intensitit und die vier
Strahlen-Coordinaten der geraden Linie, nach welcher sie wirkt. Die Sym-
metrie und Einfachheit der Darstellung verlangt, dass wir auch hier, statt
der vier unabhingigen Strahlen-Coordinaten, die fiinf Coordinaten 7, s, 0, 6,
nehmen, zwischen welchen die Relation besteht, dass:
n = r6—so,

und die wir aus den sechs Coordinaten der geraden Linie dadurch ableiten,
dass wir eine derselben in die fiinf anderen dividiren. Wir haben aber
bereits beildufig hervorgehoben, dass diese sechs Coordinaten die Projectionen
X, X, Z einer heliebigen, nach der geraden Linie wirkenden Kraft auf die
Coordinaten-Axen und die doppelten Momente Z, M, N dieser Kraft in Be-
ziehung auf dieselben Axen bedeuten. Wenn die Grosse der Kraft gegeben
ist, so sind diese sechs Grossen, zwischen welchen die Relation:

A N e S
forthesteht, als die sechs Coordinaten der Kraft zu betrachten. Die-
selben Coordinaten, welche ftir Strahlen nur relative Werthe erhalten, be-
kommen fiir Krifte absolute Werthe. Strahlen- Complexe werden durch
homogene Gleichungen, Krifte-Complexe durch allgemeine Gleichungen
zwischen den sechs Coordinaten dargestellt. :

So wie wir eine Kraft durch eine, als Strahl betrachtete, gerade Linie
und durch zwei auf ihr liegende Puncte darstellen, so koénnen wir eine Ro-
tation (richtiger ausgedriickt, die andere Art von Kraft, welche eine Rotation
hervorbringt) durch eine als Axe betrachtete gerade Linie und durch zwei
durch die Axe gelegte Ebenen darstellen. Indem wir dann Punet-Coordinaten
mit Plan-Coordinaten und, dem entsprechend, Strahlen-Coordinaten mit Axen-
Coordinaten vertauschen, gehen die sechs Kriifte-Coordinaten:

N T L Y
itber in andere Ausdriicke:

it e Sl U St ST
zwischen welchen die Relation:

3 ¥-24+9 M+3-% =0

besteht. Diese sechs Ausdriicke bestimmen eine Rotation und sind als die
sechs Coordinaten dieser Rotation anzusehen. Sie reduciren sich in
Folge der letzten Bedingurigs-Gleichung anf die fiinf unabhiingigen Coordinaten
derselben. Dieselben Coordinaten, welche fiir Axen nur relative Werthe besitzen,
erhalten fiir Rotationen absolute. Homogene Gleichungen zwischen den sechs
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Coordinaten einer Rotation stellen Axen-Complexe, nicht homogene
Gleichungen zwischen denselben Coordinaten Rotationen-Complexe dar.

Wiithrend aber Strahlen und Axen an und fir sich identisch dasselbe
sind, stellen sich Krifte und Rotationen wiederum coordinirt neben einander,
analog wie Puncte und Ebenen. Das Princip der Reciprocitit findet aunf
Krifte und Rotationen dieselbe Anwendung als anf Puncte und Ebenen. Aber
Aehnliches, wie beim Uebergange von den drei Coordinaten von Puncten und
Ebenen zu den vier Coordinaten gerader Linien, findet auch dann Statt, wenn
wir von den finf unabhiingigen Coordinaten von Kriften und Rotationen zu
den sechs unabhingen Coordinaten von Dynamen tibergehen.

Durch den Ausdruck ,Dyname“ habe ich die Ursache einer beliebigen
Bewegung eines starren Systems, oder, da sich die Natur dieser Ursache,
wie die Natur einer Kraft tiberhaupt, unserem Erkennuugsvermogen entzieht,
die Bewegung selbst: statt der Ursache die Wirkung, bezeichnet. Da beide
proportional sind, kommt dies in der mathematischen Darstellung darauf
hinaus, an die Stelle einer idealen Einheit eine concrete zu setzen. — Be-
liehige Krifte und Rotationen lassen sich, wenn sie gleichzeitig wirken, in
unendlich verschiedener Weise sowohl auf zwei Krifte als auf zwei Rotatio-
nen zuriickfihren. So konnen wir also eine Dyname in zwiefacher Weise
auffassen und bestimmen: einmal durch zwei Krifte, das andere Mal durch
zwei Rotationen, und dem entsprechend das eine Mal durch die Coordinaten
zweier Krifte, das andere Mal durch die Coordinaten zweier Rotationen
darstellen.

Die sechs Coordinaten einer Dyname aber sind dieselben sechs Grossen

Xoo a0 N
oder

S0 ST
welche uns urspriinglich zur Bestimmung von geraden Linien gedient haben,
indem wir ihnen nur relative Werthe beilegten und zwischen ihnen eine
Bedingungsgleichung  statuirten; dann zur Bestimmung von Kriften und
Rotationen, indem wir ihnen, unter Voraussetzung der beschrinkenden Be-
dingungsgleichung, absolute Werthe gaben. Dadurch, dass diese Bedingungs-
gleichung fortfillt, werden sie die Coordinaten von Dynamen. Fur eine
gegebene Dyname erhalten die sechs Coordinaten absolute Werthe, und um-
gekehrt, wenn wir diesen Coordinaten beliebige Werthe beilegen, bestimmen
sie in linearer Weise eine Dyname.



o b, =il

So wie in einer geraden Linie die Reciprocitiit zwischen Punct und Ebene
aufgeht, so geht in einer Dyname die Reciprocitiit zwischen Kraft und Ro-
tation auf. In zwiefacher Coordinaten-Bestimmung konnen wir einen Linien-
Complex durch eine Gleichung darstellen, ebenso in zwiefacher Coordinaten-
Best.immimg einen Dynamen-Complex. Die Higenschaften beider Complexe
sind in analogem Sinne dualistisch.

In der vorstehenden Deduction tiber Coordinaten ist ein Mittelglied un-
berticksichtigt ‘geblieben, betreffend denjenigen Fall, dass die sechs fraglichen
Coordinaten der beschrinkenden Bedingung nicht unterworfen sind, wir den-
selben aber nur relative Werthe beilegen, und, dem entsprechend, an die
Stelle der allgemeinen Gleichungen, welche Dynamen-Complexe darstellen,
homogene Gleichungen treten lassen. Dann entschwindet das specifisch Mecha-
nische, und, um mich auf eine kurze Andeutung zu beschrinken: es treten
geometrische Gebilde auf, welche zu Dynamen in derselben Beziehung stehen,
wie gerade Linien zu Kriften und Rotationen.

In den Dynamen finden die vorstehenden Betrachtungen ihren Abschluss.
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