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· s we1·den i11 diese1· Denkscl1rift zwei ve1'schiedene die algellraischen Glei-
chungen betreffende Gegenstände behandelt. Zuerst stelle ich den vo1· funfzig 
Jahren von mir gegebenen Beweis des Grundlehrsatzes der Theorie de1' alge­
h1'aischen Gleicl1u11gen in einer verände1'ten Gestalt und init e1'l1eblicl1en Zu­

sätzen auf. Dei· zweite Theil ist einer speciellen Behandlung de1· algeb1·aiscl1en 
Gleichu11gen mit drei Gliedern gewidmet, und enthält 1\1Iethoden, 11icht bloss 
die reelle11, sonder11 aucl1 die imaginäre11 Wu1'zeln solcl1e1' Gleichungen mit 
Leichtiglieit zu bestimmen. 

• 

E r s t e A h t h e i l u 11 g. • ' 

Die im Jah1'e 1799 e1'schienene Denl\schrift, Demonstratio nova theore-

111atis, omnem functione1n algebraica1n rationalem integram unius variabilis in 

f actores reales primi vel secundi gradus 'l~esolvi posse, l1atte einen doppelten 
Zwecl\, 11e1nlich erstens, zu zeigen, dass sämmtliche bis dahin ve1·sucl1te Be­
weise dieses wichtigsten Lehrsatzes der Theorie de1· algebraischen Gleichungen 
u11ge11ügend und illusoriscl1 sind, und zweitens·, einen neuen volllrommen st1·en­

gen Beweis zu gehen. Es ist unnöthig, auf den erstern Gegenstand i1ocl1 

einmal zurückzukommen. Dem dort gegebenen neuen Be,veise habe ich selbst 
später 11och zwei a11dere folgen lassen, und ein vie1·ter ist zuerst von Caucl1y 
auf gestellt. Diese vie1· Beweise be1·uhen alle auf eben so viele11 ve1·scl1iedenen 
G1„u11dlagen , ahe1· darin kommen sie alle übe1'eil1 , dass durcl1 jede11 derselben 
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zu11äcl1st nur das V orl1andensein Eines Factors der betreff enden Functio11 e1„­

wiesen wird. Der Stre11ge der Beweise thut diess allerdings keinen Ei11t1·ag : 
denn es ist lilar, dass wenn von der vorgegebenen Fu11ctio11 dieser eine 
Factor abgelöset wird, ei11e äl1nliche Function von niederer Ordnung z11rück­
hleibt, auf welcl1e de1· Lehrsatz aufs 11eue angewandt '\iverde11 I{ann, t1nd dass 
durcl1 "\!Viede1"holung des Verfahrens zuletzt eine vollständige Zerlegung der 
ursprünglichen Function in Factoren der bezeichneten A1"t l1ervorgehen wi1"d. 
Indessen gewi11nt ohne Zweifel jede Beweisfül1rung eine höhere Vollendung, 
we11n nachgewiese11 wi1·d, dass sie geeignet ist, das Vorl1andensein der säm1nt­
licl1en Factoren un1nittelbar anscl1aulic]1 zu machen. Dass der e1"ste Be,veis i11 

diesem Fall ist, 11abe icl1 bereits in der gedacl1te11 Denksch1·ift angedei1tet 
( A1·t. 23), ol111e es dort weiter auszufül1ren.: dies soll jetzt ergänzt werden, 
und icl1 benutze zugleicl1 diese Gelegenheit, die Hau1ltmomente des ga11zen 
Beweises in einer abgeänderten und, wie ich g·Iauhe, eine vergrösse1·te Klar­
l1eit da1·bietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die äusse1·e Einlileid11ng 
des Lcl11·satzes selbst betrifft, so war die 1799 gebrauchte, dass die Fu11ction 
x 1

' + Ax1
' I + Bx1

i 2 -t- u. s. w. sich in reelle Factore11 e1·ster oder zweiter 
01·dnung ze1·legen lässt, damals deshalb gewählt, weil alle Einmischung imag·i­
nä1·er G1"össe11 vermiede11 werde11 sollte. Gege11wä1·tig, wo der Begriil. der 
complexen G1·össen jedermann geläufig ist, scheint es angemessener, jene 
Form fal1ren zu lassen, und den Satz so auszusprecl1en, dass jene Function 
sich in n ein{ ache Factoren zerlegen lasse, wo dann die consta11ten TI1eile 
dieser Factore11 nicl1t eben i·eelle G1·össen zu sein hrauche11, sondern für 
dieselbe11 auch jede complexe11 W e1·the zulässig sein müssen. Bei dieser Ein­

lileidu11g gewi11nt selbst der Satz noch an Allgen1einl1eit, weil da11n die Be­
scl1ränlru11g auf reelle W ertl1e aucl1 bei den Coefficiente11 A, B u. s. w. nicht 
vorausgesetzt zu V\re1~de11 braucl1t, vielmehr jedwede W e1·tl1e für dieselben 
zulässig hleibe11. 

* * • 

* 
• t • 

\Vir bet1·acl1ten demnach die Fu11ctio11 de1· unhesti111mten G1"össe x 

x1
i + Ax1i-I + Bx'" 2 + u. s. w. + Mx + N X 
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wo A, B .... M, N bestimmte reelle oder imaginäre Coefficienten vorstellen. 
Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang zwischen den Wurzeln de1· 
Gleichu11g X 0 und den einfachen Factoren von X helrannt. Geschieht 
nemlich jener Gleichu11g durch die Substitution x p Genüg·e, so ist x p 
ein Factor von X, 11nd gibt es n verschiedene Arten, jene1• Gleichung Genüge 
zu leisten, nemlich durch x p, x p', x p'' u. s. w., so wird das P1·oduct 
(x p) ( x p') ( x p'') . . . . mit X identisch sein. Unter hesondern Um­
ständen kann aber auch eine Auflösung, wie x p, in X den Factor ( x p ) 2, 

oder ( x p ) 0 ode1· irgend eine höhere Potenz bedingen, in welchen Fällen 
man die Wurzel p wie z"\tveimal, dreimal u. s. w. vorhanden betrachtet. 

V erlangt man also nur den Beweis, dass die Function X gewiss einen 

einfachen Factor zulasse, so ist es zureichend, nur das Vorhandensein irgend 
einer Wurzel der Gleichung X 0 nachzuweisen. Soll aber die vollständige 
Zerlegba1·Ireit de111 Function in einfache Factoren auf Einmal bewiesen werden, 
so n1uss gezeigt werden, dass der Gleichung X 0 Genüge geleistet werden 
l\an11, entweder durch n u11gleiche W erthe von x, oder durch eine zwar ge­
ringere Anzahl ungleicl1er Auflösu11ge11, wovo11 aber ein Theil die Characte1·e 
de1~ mehrfach gelte11den gleichen Wurzeln dergestalt an sich trägt, dass die 

Zusammenzählung aller ungleichen und gleichen die Totalsumme n he1·­

vorbringt. 

~. 

Das ganze Gebiet der complexen Grössen, in welchem die der Gleichung 
X 0 ge11üge11den W e1·the von x gesucht werden sollen, ist ein Unendliches 
von zwei Dimensionen, indem, wenn ein solcl1er W erth x t + iu gesetzt 
'1Vi1·d (wo i immer die imaginäre Einheit V 1 bedeutet) , für t und u alle 
reellen W erthe von (X) bis + (X) zulässig sind. Wir l1aben nun zuvörderst 
tlUS diesem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes endliches auszuscheiden, 
ausse1·halh dessen gewiss Ireine Wurzel der bestimmten Gleichung X 0 lie­
gen I{ann. Diess l{a11n auf meh1~ als Eine Art geschehen: unserm Zweclr am 
meisten gemäss scl1eint die folgende zu sein. 

Anstatt der Form t + iu gebrauche ma11 diese 

- r(cos .(J + i sin ~), 

• 
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:\iVonach zur Umfassu11g des ganzen unendlicl1e11 Gebiets der complexen G1'össe11 
r durch alle positiven Wertl1e von 0 bis +ex:>, u11d ~ von 0 bis 3500, ode1·, 
was dasselbe ist, von einem beliebigen Anfangswertl1e bis an einen um 3600 
g·rösser11 Endwerth ausgedehnt werden muss. i 

Um für r eine G1'enze zu erhalten, übet' welcl1e hi11aus kein W erth mehr 
einer Wurzel der Gleichung X 0 entsprechen lian11, setze ich zuvörde1·st 
die Coefficienten de1· einzelnen Glieder vo11 X i11 ei11e äh11liche Form, wie x, 

nemlich • • 

• A a(cos et + i sin a) 
. · B b ( cos b ;; i sin b') 

. C c ( cos cy + i sin cy) u. s. w. 
wo also a, b, c bestimmte positive Grössen bedeuten sollen, abgesehen davon, 
dass auch eine ode1' die andere darunte1' 0 sein lrann. Icl1 betrachte so-
dann die Gleichung · . 

r1
" V2. ( ar1i 

1 + brri-2 + cr11-3 + ll. s. w.) 0 

'velche, wie man leicht sieht, eine positive W11rzel hat, und zwar (Harriots 
Lel1rsatz zufolge) nur Eine solche. Es sei R diese Wurzel, wo dann von 
selbst lrlar ist, dass für jeden positive11 We1'th von r, de1' grösser ist als R, 
de1' W e1'th von rn V2 . ( ar1

" 
1 + br1

" 
2 + cr1

i-
3 + u. s. w.) positiv sein, und 

dass dasselbe aucl1 von der Function · 
nr11 V2. ((n 1) ar1

i 
1 + (n 2) br1

i-
2 + (n 3) cr1

i 
3 + u. s. w.) 

g·elten wird, da dieselbe das nf acl1e der e1'ster11 Function um 
V2.(ar"" 1 +2brti 2 + 3crn-3 + u.s.,,r.) 

also u1n eine positive Differenz übertrifft. 
• • 

• 

• 

• 3. • • • 
~ . 

Ich behaupte nun, dass die G1„össe R geeignet ist , eine solche Gre11ze 
fiil' die W erthe von r, wie im vorhergehenden Artil{el gefordert ist , abzugeben. 
Dei· Beweis dieses Satzes ist auf folgende A1„t z11 f ül1ren. 

Ich setze allgemein X · -T + iU, wo selbst1'edend .T und U i·eelle 
• 

Grössen bedeuten, u11d zwar ''rird 
• 

T rn cos ne + arn 1 cos ((n - 1) ~ + a) + br>i 2 cos ((n - 2) f + b) 
• + cr1i-S cos ((n 3) ~ + 'l) + ll. s. w. 

• 

• 

• 

• 

• 
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U r11 sinn~ + ar1i-I sin ((n 1) ~ + et) + br,i-2 sin ((n 2) 9 + b') 

+ crn-3 sin ((n 3) ~ + 'l) + u. s. w. 
Ma11 übe1·sieht leicht, dass wenn für r irgend ein positiver W erth grösser als 
R gewählt wiI·d, T nothwendig dasselbe Zeichen haben wird wie cos n~, so 
oft dieser Cosinus absolut genomme11 nicht Irleiner ist als Vt. Man braucht 
nemlicl1 nur T in folgende Form zu setzen 

u. s. w. 

• 
„ 

• 

wo die obern Zeichen für ·den Fall eines positiven, die llntern für den Fall 
eines negativen cos n~ gelten sollen, und wo der erste Theil des Ausdrucl{S 
auf der rechten Seite positiv ist, in Folge des im vorhergehenden Artikel ge­
gebe11en Satzes, von den folgenden aber wenigstens keiner negativ werden 
liann. Auf ganz ähnliche Weise erhellet (indem man in obiger Formel nur 
U anstatt T und durchgehends Sinus anstatt Cosinus schreibt), dass unter 
gleicher Voraussetzung i11 Beziehung auf r, allemal U dasselbe Zeichen hat 
wie sin n~, so oft dieser Sinus absolut genom1nen nicht I{leiner ist als V i· 
Es hat demnach in allen Fällen wenigstens die eine der beiden Grössen T, U 
ei11 vo1~aus bestin11ntes positives oder negatives Zeichen, und es kann folglich 
fü1· keinen W erth von ~ die Function X 0 werden. W. Z. B. W. 

• 

• i 

Um das Verhalten von T und U in Beziehung auf die Zeichen und deren 
Wechsel (bei einem bestimmten, R überschreitenden, W ertl1e von r) noch 
1neh1· ins Licht zu setzen, lasse man ~ alle W erthe zwischen zwei um 3600 

verscl1iedenen Grenzen durchlaufen, wozu jedoch nicht 0 t1nd 3600, sondern, 
indem zu1· Abkürzung 

• 

n 

gesetzt wird, - w llnd (Sn - 1) w gewäl1lt "\ive1~den sollen. Den ganzen 
• 

• 

' 

• 
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Zwische111·aum theile ich in 4n gleicl1e Theile, so dass der erste sich vo11 
- w bis w, de1„ zweite vo11 w bis 3w, der dritte von 3w bis 5w u. s. w. 
erst1·eclit. Zuvörderst l1at man auch noch die W e1·the de1„ Diff erentialquotie11ten 

dT dU in Betracht zu ziehen, wofür man hat 
dQ ' de I 

dT 
- - - nrn sinne - (n-1) ar1t 1 sin((n-1)e+ a) - (n-2) b1„1i 2 sin ((n-2) e + 6) 
de 

- (n - 3) crn-8 Sill ((n 3) (> + r) - U. S. "\iV. 

clU 
--nr1icosne+(rt 1)ar1i lcos((n 1)e+a)+(n 2)brn 2cos((n 2)e+6) 
dp + (n 3) crn---3 cos ((n 3) e + r) + u. s. w. 

Man erkennt daraus leicht, durch äh11liche Schlüsse wie im vorhergehenden 

~ 
immer das entgegengesetzte Zeichen von sin n~ hat, so oft diese1· Sinus absolut 

-vvie cos n~ hat, so oft der absolute W erth dieses Cosinus nicht Irleiner ist als 
~t· Hieraus zieht ma11 folgende Schlüsse. 

In dem ersten Intervalle, d. i. von ~ w bis ~ + w, ist T stets 
positiv, U hingegen für den A11fangswerth 11egativ, für den Endwerth positiv, 

mithin dazwischen gewiss einmal 0, und zwar nur einmal, weil in dem 

In II 
du . . . .J 

ganzen terva e d(> positiv ist. . 

In dem zweiten Intervalle ist U stets positiv, T zu A1üang positiv, am 

Ende negativ, dazwischen ei11Illal T 0 und zwar nur einmal, weil in dem 

In II 
dT . . 

ganzei1 terva e d(> negativ ist. 

In dem d1·itten l11tervalle ist T stets negativ, U einem Zeichenwechsel 
unte1·worf en, so dass einmal U 0 wird. 

Im vie1·ten Intervalle ist U stets negativ, T einnial 0. . 
In den f olge11den Intervallen wiederhole11 sicl1 in gleicher Ordnung diese 

Verhältnisse, so dass das fünfte dem ersten, das sechste dem zweite11 u. s. f. 
gleichsteht. 

.5. 
Aus der im vorhergehenden Artilrel erörterten Folgeordnu11g der positi-

ven und negativen W erthe von T und U, die bei jedem übe1· R l1i11ausgehen-
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den W e1'the von r Statt findet *), lässt sich n11n f olge1·n, dass innerhalb des 

Gebiets der l{leine1·n VV ertl1e von r gewisse Kreuzu11g~e11 i11 diesen Anordnun­

gen vo1·handen sein müssen, die das Wesen unsers zu beweisenden Lehrsatzes 

in sich scltliessen. Ich 'verde die Beweisfüln·ung in einer der Geo1netrie der 

Lage entnom1nenen Einl{leidung darstellen, weil jene dadurch die grösste An­

scl1aulichlreit und Einfachheit gewinnt. Im Grunde gehö1·t aber de1· eigentliche 

lnl1alt der ganzen Argumentation eine_1n höhe1·n von Räumlichem unabhängigen 

Gebiete der allgemeinen ahstracte·11 Grössenlehre an, dessen Gegenstand die 

nach der Stetigl{eit zusamme11hängenden Grössencombinatione11 sind, einem Ge­

biete, welches zur Zeit noch wenig angehauet ist, und in welchem man sicl1 

auch nicht bewegen kann ohne eine vo11 1·äumliche11 Bildern entlel1nte .Sprache. 
• I 

1 • ) 

• 
o • . • 
., 

Das ganze Gebiet de1· complexen G1·össen wird ve1·treten durch eine un­

begrenzte Ebene, in welcher jeder Pi1nkt, dessen Coordinaten in Beziehung 

auf zwei einander recht"vinltlig schneidende Achsen t, u sind, als der com­

plexen Grösse x t + iu entsprechend betrachtet wird: h1·ingt man diese 

complexe Grösse in die Form x r ( cos ~ + i sin ~), so bedeuten r, ~ 

die Polarcoordinaten des entsprecl1enden Punkts. Der Inbegriff aller complexen 

Grösse11, fü1' welche r einerlei bestimmten W erth hat, wird demnach durcl1 

einen Kreis repräsentirt, desse11 Halbmesser dieser W erth, und dessen Mittel­

punkt der A11fangspunlrt de1' Coordinate11 ist. Denjenigen diese1· Kreise, fü1· 
' 

welchen r urn eine nach Belieben gewählte Differenz g1·össe1' als R ist, will 

ich mit K bezeichnen, und mit ( 1 ) ·, (2), (3) .... (2 n) diejenigen Punl{te auf 

demselben, welcl1en die beziehungsweise z'\'vischen w und 3 w, zwischen 5 w 

t1nd 7 '1J, zwischen 9 w und 11 w u. s. f. bis zwische11 (8 rt 3) w und (8 n 1) w 
• 

«;) Es ist leicht, zu zeigen, dass aL1ch für den W e1~th r R selbst eine gleiche Fol­
geordnung noch gültig bleibt, nt1r mit der Ei11scl1ränkung, dass dann in ganz spe­
ciellen Fällen ein Übergangswerth vo11 e, ( d. i. ein solcher, für welchen T o.der 
U 0 'vird) mi·t einer der Grösse11 ro, w, 3ro, 5ro u. s. w. zusammenfallen kann, 
'väl1rend fü1" alle grösseren W e1~the vo11 'I" jeder Überg·angswerth von e zwischen 
zweien dieser Gi·össen liegen muss. Ich halte micl1 jedoch dabei nicht auf, da 
fü1" unser11 Zwecl{ zureicht, das Bestehen je11er Folg·eordnung, von irgend einem 
We1"tl1e vo11 1" an, nachgewiesen zt1 haben. 

2 

• 

• 

-
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liegenden W erthe von e entsp111echen, für welche nach dem 4. Artilrel T 0 
wird. Mru1 bemerke dabei, dass für die Punlite ( 1 ), (3), (5) u. s. w. U po-

sitiv, für die Punlrte (2), ( 4), (6) u. s. w. hingegen negativ sein wird. 

• "· 
Die Gesammtheit derjenigen P11nkte in unserer Ebene, für welcl1e T po­

sitiv ist, bildet zusammenhä11gende Flächentheile, wie schon vo11 selbst e1·I1el­
let, wenn man erwägt, dass bei einem stetigen Übergange von einem Pimkte 
zu einem a11dern T sich nach der Stetigkeit ändert. Eben so bilden sämmt­

liche Punkte, für welche T negativ wird, zusammenhängende Flächontheile. 
Zwiscl1en den Flächentheilen der ersten Art und denen der zweiten liegen 
Punlrte, in welchen T 0 wird, und nach der Natur de111 Function T liönne11 
diese Punlite nicht auch Flächenstücke, sondern nur Linien bilden, welche 
ei11erseits die einen, a11dererseits die a11dern Flächentheile begre11zen. 

Der ausserhalh K liegende Raum entl1ält n Flächen de111 erste11 Art, die 
mit ebe11 so vielen de111 zweite11 Art abwechseln, und wovo11 jede, von einen1 

Stücli de111 Kreisli11ie /{ a11, zusamme11hängend sich ins Unendliche erst1·eclit. 

Zugleicl1 abe1' ist lilar, dass jedes dieser Flächenstüclre sicl1 über die Ifreis­
li11ie hi11aus in den inne1·n Raum fortsetzt, und dass in Beziel1ung auf die wei­
tere Gestaltu11g folgende Fälle Statt finde11 lrönnen. 

1) Das betreff ende vo11 einem Theile von K anfangende Fläcl1enstück 
endigt sich isolirt innerl1alb de111 Kreisfläcl1e; seine peripl1e1·ische Begre11zung 

besteht dann nu111 aus zwei zusa1nmenl1änge11den Stüclien, wovon eines ein 
Besta11dtl1eil von K ist, das a11de1·e innerhalb des Kreisraumes liegt. In der 
beigefügten Figur, welche sich auf eine Gleichung fiinften Grades heziel1t und 
wo die Zeicl1en von T i11 de11 ve111schiedenen 1-flächentheilen eingeschrieben sind, 

finden sich drei de1~ Flächen mit positivem T in dieserp. Falle; die eine l1at die 
Grenzli11ien 10. 1 und 1 . 11 . 10; die zweite diese 4. 5 u11d 5. 12. 4; die dritte 
6. 7 und 7. 13. 6. Fläche11theile äl111licl1e111 A1·t mit i1egaLivem T fi11den sicI1 

• zwei vor. 
2) Das Fläcl1enstücl{ du111chsetzt einfach die KreisfläcI1e de1„gestalt, dass 

es mit einem a11 ei11er ander11 Stelle eii1t1·ete11den Ei11e zusammenhä11gende 

Fläche bildet. Die ga11ze peripl1e1·iscl1e Beg111enz1u1gsli11ie 'vi111cl da1111 allS vier . 

• 
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Stücken bestehen, von denen zwei der Kreislinie /{ angehören, und die bei­
den andern dem innern Raume. In unsere1' Figur findet sich dieser Fall bei 

dem dt11'ch 2 . 3 ; 3 . 0 . 8; 8 . 9 ; 9 . 11. 2 begrenzten Flächenstücl\. 
3) Das Flächenstücli spaltet sich im in11e1·n Kreisraume einmal1l oder 

mehreremahle dergestalt, dass es mit i1och zweien oder mehrern an ande1·n 
Stellen eintretenden ejne zusammenhängende Fläcl1e bildet, deren ganze peri­

phe1·isc]1e Begrenz11ng dann aus sechs, acht ode1· mehrern Stüclien in gerader 
Zahl bestehen wi1·d, die abwechselnd der Kreislinie und dem innern Raume 
angehören. In unserer Figur tritt diess ein bei einem Flächentheile, dessen 
Begrenzung durch die sechs Stücke 3 . 4; 4. 12. 5; 5. 6; 6. 13 . 7; 7 . 8; 8 . 0. 3 
gebildet wird, in welchem aber T negativ ist. 

s. 
Bei ei11er vollständigen Aufzählung aller denkbaren Gestalt11ngen de1· i11 

den innern Kreisraum eintretenden Fläcl1entheile Wiirden den angegebenen Fäl­
len noch anderweitige Modificationen beigefügt werden müssen. Wenn z. B. 
ein solcher Flächentheil sicl1 zwar in zwei Aeste spaltet, diese aber im innern 
Ra11me sich wieder vereinigen, so wiirde dieser· Fall, jenachdem nach de1· V er­

einigung die Fläche im Innern ihre11 Abschluss findet, oder (ohne neue Tl1ei­
lung) sich bis zu einer ande1·n Stelle der K1·eislinie fortsetzt, dem ersten oder 
zweiten Falle des vorhergel1enden A1'tilrels z11ge1'echnet werden Irönnen, in-
dem die Gestaltung de1· Fläcl1e nur durcl1 das Einschliessen einer nicht zu ih1· 

•• 

gehö1·enden Insel modifici1·t sein würde. · Ubrige11s wü1·de es nicht schwer sein, 
st1·enge zu beweisen, dass bei der besondern Beschaffe11heit der Function T 
l\fodificationen diese1· Art gar nickt möglich sind: für unsern Zwecli ist diess 
jedoch un11öthig, indem es nur auf die Folge de1' Stiiclre der äussern Beg·1·en­

zung jedes de1· i11 Rede stehende11 Fläche11theile ( d. i. derje11igen, in welchen 
Jl positiv ist) a11lrommt. 

Wir l1ahen nemlich schon he1ne1·Irlicl1 ge1nacht, dass die Anzahl diese1· 

Stüclre allemahl ge1·ade ist (zwei im ersten Falle des vorhergel1enden Arti­

l{els, vie1· im zweiten, secl1s ode1· mel1re1·e im d1·itten), wovon wecl1sels"\\reise 
eines der Kreisli11ie K, eines dein in11er11 Raume angel1ö1·t. Ferner ist lrla1·, 
dass wen11 je11e äusse1·e Beg1~e11zu11gslinie im1ner i11 Einerlei Sinn durcl1laufen 

2* 

• 

• 
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wird, wozu hier derjenige gewählt werden soll, in welchem die Bezifrungen 
der Punkte von K wachsen (also , Beispiels halber in unserer Figur so, dass 
die Fläche immer rechts von der Begrenzungslinie liegt) , der Anfangspunlrt 
und der Endpunlit eines der Kreislinie angehörenden Stücks beziehitngsweise 
durch eine· gerade und die um eine Einheit g111össe111e unge111ade Zahl bezeich­
net sein wird, mithi11 der Anfangspunlrt und der Endpunkt jedes den innern 
Ra11m durchlaufende11 Stücl\:s allemahl beziehungsweise durch eine ungerade 
und eine gerade Zahl. ~ . 

Es stel1t also fest, dass von den n an einem mit ei11er ungeraden Zal1l 
bezeichneten Punlrte von K in den innern Raum ei11tretenden Linien, ii1 denen 
überall T 0 ist, eine jede auf eine ganz bestimmte Art *) diese11 Ra11m 
zusammenhängend durcl1läuft, bis sie an ei11er andern mit einer geraden Zahl 
bezeichneten Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss des 
6 Art.) bemerkt ist, in ihrem Anfangspunlrte der W ertl1 von U positiv, am 
Endp11nkte negativ ist, so muss wegen der Stetigl{eit der W erthänderung noth-
'\tve11dig in einem Zwischenpunl{te U 0 werden. Dieser Punl{t repräsentirt 
dann eine Wurzel der Glei.chung X O; und da die Anzahl solcher Linien 

. 

n ist, 
Gleichung. 

so ergeben sich auf diese Weise allemal1l n Wurzeln jener 
• 

• 
• 

9. 
Wenn die gedachten Linien durch de11 Kreisraum gehen ohne ein Zu-

• 

samment111eff e11 mit einander, so ist lilar „, dass die so e111haltenen n Wurzeln 

*) Dass sie allemahl einen ganz besti1n1nten Lat1f hat, be1·11het darauf, dass sie einen 
Theil der äussern Abgre11zung einer Fläche, fü1~ welche T ein bestimmtes Zeichen 
hat, ausmachen soll : icl1 l1abe das positive Zeichen ge,vählt, 'vas an sich ganz 
willkürlicl1 ist. So verstanden setzt sich z. B. die in t eint1·etende Linie du1·ch 
11 nach 10 fo1·t: als Theil der Grenzlinie einer Fläche, worin T negativ ist, wii1„de 
die Linie 1 . 11 nacl1 2 fortgesetzt werde_n müssen. Sp1„icht inan hingeg·en nur von 
einet'" Linie worin T 0 ist, ohne sie als rrheil de1„ Begrenzung eine1„ bestimmten 
Fläche zu betrachten, so 'vürde ehe1· ·11 . 9 als natürliche Fo1·tsetzi1ng von 1 . 11 
gelten können. Der hier gewählte Gesichtspunlit unterscheitiet mein gegenwärti­
ges Verfahl'·en von dein von 1799, llnd trägt wesentlich zu1~ Vereinfachting der 

· Beweisführung bei. 

t 

• 

I 
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nothwe11dig ungleich sind. Ein solches freies Du1·chgehen firdet sicl1 in i1ns1·e1' 
Figu1· bei den Linien von 3 nacl1 8, von 5 nach 4 t1nd v•n 7 nacl1 6, t1nd 
es gehören dazu die durcl1 die Punl\te 0, 12, 13 reprä;entirten Wurzeln. 
Wenn hingege11 zwei solche1' Li11ien, oder mel1re1·e, einen P1nlit gemeinschaft­
lich haben, so ist zwar darum noch nicht nothwe11dig, aber {och mög·licl1, dass 
dieser Pu11kt zugleich derjenige ist, in welchem U 0 tvird, in welchem 
Falle da1111 zwei oder n1el1re1·e Wurzel11 in Eine zusammenfille11, ode1', wie es 
gewöhnlich ausgedrüclrt "'ri1·d, 11nter sich gleich sein werden 111 unsrer Figt11· 
treffen die Linien 1.10 und 9. 2 in dem Punlrte 11 zusamm,n, und in demsel­
be11 wird zugleicl1 U 0; die Gleichung hat also ausser den schon auf ge-
fül1rten d1·ei ungleichen noch zwei gleiche \'Vurzeln. · 

• 10 • 
Es bleibt nur noch übrig, 11achzuweisen, dass wenn de1· eine Wu1·zel 

= p repraesentiI·ende Punkt P in zweien oder mel11·ern Linien T 0 zugleicl1 
liegt, das Q11adrat von x p oder die der Anzal1l jener concurri1·enden Linien 
entsprechende höhere Potenz in X als Facto1· entl1alten sein wird. Der Be­
weis davon beruhet auf folgenden Sätzen. 

Man führe anstatt de1' unbestimmten Grösse x ei11e andere z ein, indern 
man x z + p setzt. Es gel1e durch diese Suhstitt1tion X in Z über, 'vo also 
Z eine Function von z von gleicher 01·dn11ng wie X von x sein wird, de1'9e11 
consta11tes Glied aber f el1lt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenze11 
von z ordnet, Sei das nied1·igste nicht ve1·schwindende Glied 

= K zm und Z K zm ( 1 + g) 
wo {, die Form Lz + L'zz + L"z3 + u. s. w. + 1 

zn m haben wird; end-
lich setze man K 

z s ( cos ~ + i sin ~ ). 
Der reelle u11d der imaginäre Bestandtheil vo11 z drücl\en die Lage jedes 

unbestimmte11 Punkts de1· Ebene als rechtwinlilige Coo1-dinaten, i1nd die Grössen 
s, ~ die Polarcoo1'dinaten ganz eben so i·elativ gegen den Punkt P aus, wie 
die Bestandtheile von x, und die Grössen r, ~ die relative Lage gegen de11 
ursprünglichen Anfangspt1nkt bezeichnen. Die V erhi11dung eines bestimmte11 
W erthes von s mit allen W erthe11 von ~ in eine1' Ausdel1nung von 360° 

• 

• 

• 

• 

• 
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stellt also die Punkte einer Kreislinie dar, die ihren Mittelp11nkt in P hat und 
deren Halbmesser s ist. 
· Setzt man nun K k ( cos '}(, + i sin u), und folglich • 

/{z'n ks'n (cos (m ~ + x) + i sin (m ~ + ?G)) · 
so wi1·d fü111 ei11 unendlich lileines s die Grösse {, die wenigstens von dersel­

ben 01·dnung ist wie s, neben der 1 vernachlässig't, und mithin gesetzt wer­
den dü1·fen 

T - ks•n cos (m~ + u) 
wo111aus erhellet, dass wäl1rend ~ um 3600 wächst, das Zeichen von Tin m 

Stücke11 der Kreisperipherie positiv, und in eben so vielen mit jenen abwech­

selnden negativ ist, oder dass T in 2 m Punkten 0 "rird, nemlich für 

~ 1 
(x 900), 

1 
(x + 900), 

1 
(x + 2700) u. s. w. Es gehen dem-

m m m 
nacl1 von P zusammen 2 m Linie11 aus, in denen T 0 ist, oder wenn man 
sie paarweise so verbindet, dass jede, wo, bei wachsendem ~ , das Zeichen 
alIS in + übergeht, zusammen mit der nächstf olg·enden, wo der entgegen­
gesetzte Übergang Statt findet, 'vie die Begrenzungslinie eines Flächentheils 
init positivem T betrachtet wird, so treffen in P überhaupt m de111gleichen Be-
grenzungslinien zusammen. . 

Von der a11der11 Seite ist lilar, dass so wie Z unbestimmt du1'ch zm und 
durch lreine höhere Potenz vo11 z theilbar ist, X den Factor ( x p )m, aber 
keine höl1ere Potenz von x p entl1alte11 "\'Vird. Es ist also allemahl, wenn 
p irg,end ei11e Wurzel der Gleichung X 0 bede11tet, der Exponent der höcl1-
sten Potenz vo11 x p, durch welche X theilbar ist, der Anzahl der in P 
zt1sa1nmentreff e11den Begrenzungsli11ie11 für Flächen mit positivem T gleich, oder 
was dasselbe ist, de111 Anzahl solcher an P zusammentreffender Flächen . 

•• 

Uhrigens ist es leicht, der Beweisfül1rung eine von Ei11mischung unend-
licl1 lrleine111 Grössen ganz unabhängige Einkleidung zu geben, und zwar ganz 
analog de111 Schluss111eihe in den Art. 3 und 4. Es lässt sicl1 nemlicl1 ein W erth 

· vo11 s nacl1weisen, für welchen, so wie für jeden lllei11er11, der ganze Cyklus 

alle1~ W erthe von ~ dieselbe ahwecl1selnde Folge von m Stüclien mit positi-
vem T i1nd ebensovielen 1nit negativem darbietet. Diese Eigenscl1aft hat die 
positive Wurzel der Gleicl1ung. 

• 

• 

• 

• 

• 

' 
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0 mVt (m + 1) ls (m + 2) l'ss (m + 3) l''s5 u. s. w. 
wo l, l', l'' u. s. w. die positiven Quadratwurzeln aus den Normen der com­
plexen Grössen L, L', L'' u. s. w. bedetiten, oder wo 

L l ( cos A + i sin A.) 
L' l' ( cos A.' + i sin A.') 
L'' l '' ( cos A.'' + i sin A.") u. s. w. 

gesetzt ist. lcl1 glaube jedoch, die sehr leichte Entwicl{lung dieses Satzes 
hier übergehen zu können. „ 

Schliesslich mag nocl1 bemerlit '1verden, dass bei der Beweisführu11g in 
de1' Abhandlung von 1 799 die Bet1'achtung zweier Systeme von Linien erf 01·­

derlich war, das eine, die Linien wo T O, das andere diejenigen wo U. - 0 
enthaltend, wäh1·end in t1nserm jetzigen Verfahren die Betrachtung Eines Sy­
stems ausgereicl1t hat; ich habe dazu das S-ystem der Begrenzungslinien de1· 
Flächentl1eile mit positivem T gewählt, es hätte abe1" eben so gi1t zu demsel­
ben Zweck die Betrachtu11g de1" Beg1·enzungslinien der Flächen mit positivem 
( ode1" _negativem) U dienen können. 

• 

---------
• 

Z w e i t e A h t h e i I' tt n g. 

11. 
Zur numerischen Bestimmt1ng der Wurzeln solcher algebraischen Glei­

chungen, die nu111 aus d111ei Gliedern hestel1en, lassen sich verschiedene l\'Ietho­
den anwende11, die hier einer Eleganz llnd Bequemlichkeit fähig werden, ge­
gen welche· die mühsamen bei Gleichungen von we11ige1· einfache111 Gestalt i1n­
ve1·meidlichen Operationen weit zurüclrstehen. Solche Methoden verdienen also 
wohl ei11e besondere Da1·stellung, zumahl da Gleichungen von jener Form hälI­

fig genug vorlrom1nen. 
Es gilt diess z11nächst von der Entwicklung de1· Wurzeln in unendliche 

Reihe11. In der That lässt sich jede, gleichviel ob reelle oder imaginäre Wur­
zel eine111 Gleichung mit d1·ei Gliedern durch eine conve1--gente Reihe von ein­
fachem Fortschreitungsgesetz ausdrücken. Ich werde jedoch diese Auflösungs­
a1·t aus mehrern Gründen von meine1· gegenwärtigen Bet1'achtt1ng ganz aus-

• 

• , 

• 

• 

' 

• 

• 
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scl1liesse11, u11d be1ne1'lie hie1· nur, dass der G1„ad der Convergenz von den1 
gegenseitigen V e1'l1alten der Coefficienten ahl1äng·ig, dass sie desto langsamer 
ist, je nähe1· diess Verl1alten demje11igen liommt, bei welchem die Gleichung 
zwei gleiche 'Vu1·zeln l1at, und dass it1 diesem Grenzfalle selbst sie schwäcl1er 

. ist, als bei irgendwelcher fallende11 geometrische11 Progression. So bemer­
llens\vertl1 auch diese Reil1en in allgemei11er tl1eoretischer Ritcksicht sind, so 
wi1'd n1an doch, abgesehen vo11 dem Falle wo ihre Convergenz eine sehr 
schnelle wird, in pralitischer Beziel1u11g immer de11 indirecten l\f ethoden de11 
Vorzug geben, welche i11 de11 11acl1f olgenden A1'tiliel11 entwiclielt werden sollen . 

• 

'/ 

Zu1„ A11ffindi111g de1· reellen Wurzel11 be11uLze ich meine im Jahre 1810 
zt1e1'st gedruckte Hülfstaf el fü1· Logaritl1men vo11 Summe11 und Differenzen, oder, 
'vo eine grössere Genauiglreit verlang·t wi1·d·, als Logarithmen mit fü11f Zif ern 
geben Irönnen, die ähnlicl1e aber erweiterte Tafel von Matthiessen. Ich l1abe 
ein Paa1· specielle Anwendunge11 dieses V erf ah1·ens schon früher bekam1t ge-

• 

1nacht, nemlich zur Auflösung de1' quadratiscl1e11 Gleichungen bei der 1840 
e1„scl1ienenen Z\'va11zigsten Ausgabe vo11 Vega' s logarithmischem Handbt1ch, und 
zu1~ Auflösu11g de1· cubischen Gleichung, welcl1e bei der parabolischen Bewe­
g·ung zu1' Besti1nmung de1· wal1ren A11omalie dient, in Nro. 4 7 4 der Astrono­
mischen Nachrichten. An letzterm Orte ist at1ch be1'eits die allgemeine An­
've11dba1„Ireit des V e1„fal1re11s auf alle algebraiscl1e11 Gleicl11111ge11 mit drei Glie­

de1'n bemerklich gemacl1t. Obgleich nun die Ausfül11't1ng dieses ganz elemen­
ta1„ischen Gegensta11des gar keine Sch"\rvie1·iglleiten l1at, so wird n1an doch, bei 
cler zie1nlich grosse11 Ma1111igfaltiglreit der Fälle, eine1' übersichtlichen Sonde-
1„ung de1„selhen, und der Zusamme11stellt1ng der gebrauchfertigen Vorsch1„iften 

ein Paar· Seiten ge1'n eingeräumt sehen. 
Anstatt jener logaritl1mischen Hülfstafeln kann man sich aucl1 der ge­

wöl1nlichen Iogarithmiscl1- trigonometrischen Tafeln bedienen: allein theils si11d 
je11e i111 Allge1neinen fü1· den gegenwä1'tigen Zweclr von hequeme1„m Geb1·aucl1, 
tl1eils gewähre11 sie doppelt so grosse Genauigkeit als die letzte1„n. Icl1 würde 
dahe1· die Benutzu11g der trigonometrische11 Taf ein für das in Rede stel1ende 
Geschäft auf den seltenen Fall bescl11„ä11ke11, "'ro man die durcl1 sieheniif1„ige 

• 
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Loga1·ithmen erreichbare Genauigkeit nocl1 zu übe1·schreiten wüns.cht und dazu 

die h~Jcannten zel1nzifrigen Logarithmen in Vla·cq' s oder Vega' s Thesaurus ver­

wenden kann. Übrigens sind, wenn man sich der Hülfslogarithmen bedient, 

doppelt so viele Fälle zu unterscheiden, als wenn die trigonometrischen Log­

arithmen gebraucht werden. Als ein Nachtheil darf diess jedoch nicht ange-
• 

sehen werden: denn wenn einmahl die vollständige allgemeine Classification 

vorliegt, ist es leicht, jedem concreten Falle sein Fach anzuweisen, und daf' 

eigentliche indirecte Geschäft ist so viel leichter auszuführen, wenn das ganze 

Fach nur den halben Umfang hat. Aber gerade aus jenem Grunde ist für die 

Auflösung durch trigonometrische Logarithmen die allgemeine Classification kür­

zer und bequemer darzustellen, und ich werde sie daher vorausschicken, ~a 

sodann die Classification für die andere Auflösungsform sich daraus von selbst 

e1·gibt. ' 

• • 
' . 18. 

. · Die Ausfüh1·ung der Methode wird, unmittelba1·, nur auf Bestimmung de1· 
• 

positiven Wurzeln einer vorgegebenen Gleichung gerichtet; die negativen er-

gehen sich, indem man dasselbe V erfahren auf diejenige Gleichung anwendet, 

welche aus jener durch Einführung der de1· ursprünglichen Unbekannten ent-

gegengesetzten Grösse entsteht. · 

Die Gleichung setze ich in die Form 
xni+11. -· . ex»& . J. f 0 

wo m, n, e, f gegebene positive Grössen bedeuten. Diese Fo1·m umfasst 

eigentlicl1, nach Verschiedenheit der Comhination der Zeichen, vier verschie­

dene Fälle, wovon aber der erste, wo beidemahl die oberen Zeichen gewählt 

werden, ausfällt, da offenbar die Gleichung 

xm+ri + e xm + f 0 . 

lreine positive W1irzel haben kann. Übrigens ist ve1~stattet, vorauszusetzen, 

dass m u11d n (worunter ganze Zahlen verstanden werden, obwohl die An.­

wendbarkeit de1· Methode an sich davon unabhängig ist) keinen gemeinschaft­

lichen Divisor haben, indem auf diesen Fall jeder andere leicht zurückzufüh­

ren ist. Endlich werde ich zur Abl{ü1·zung schreihe11 
• 

{n • • 

A.. . 

• 3 
• 

• 

• 

• 

• 
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Erste Form . • • 

x 11i+n ;-;h e X''' - ·{ Ü. · 

~ Indem ma11 einen immer im ersten Quadranten z11 nehmenden Winliel 
einführt, so dass · · . . · , ' · 

• 

wird, also (1) 

• ll2, exm 
Slll o f .. 

, 

f cos 
e 

findet sicl1 durcl1 Elimi11ation von 
• 

' sin 82m 

A.-. ~ cos e2m+z,, 
• 

• 

• 

cos 02 
, . 

• • 
• 

' ' ~ • 

• • 

92 • 

ß2 x1i e tang 
' • 

• 

die Gleichung 
• • • 

• 

• • 
• 

• 
• 

• 

• 

aus welche1' e besti1nmt werden muss. Man erkennt leicht, dass der zweite 
Theil dieser Gleichung als Ft1nction einer unbestimmten Grösse 0 betrachtet, 
von 0 bis (X) wächst' während e alle w erthe von 0 bis 900 durchläuft, und 
dass es also einen, u11d nw' einen W ertl1 von 0 gibt, der jener Gleichung Ge­
nüge leistet. Nacl1dem derselbe gefunden ist, erhält man x aus einer der 
Formeln 1. Man bemerl\e, dass 8 450 wird für A. 2n, und dass folg­
lich 8 im e1·ste11 Octanten zu si1chen ist wenn A. lileiner, im zweiten wenn Ä 

• 

grösser ist als '2 1
". ' • 

Zweite Form. 
exm - f - 0. -

Ma11 wird hie1· setzen 

f x '" 1
i - sin 02 , ex- 1

" - cos 02 

ode1· (1) 

f e ,n f cotang 02 
- , x'i - - - - , X 
sin 02 cos 02 e 

wonach also () aus der Gleichung 
• Sill ()Zn 

cos ozm+ 21i 

• 

• 

J 

• 
• 

• • 

• 

• 

• 

' 

• 

' 
zti bestimmen sein wird, was auf eine t111d nu1· a11f ei11e A1·t geschehen I{an11: 
der W e1·th von x findet sich sodann durcl1 eine der Gleichungen 1. Im erste11 
ode1„ zweiten Octanten liegt fJ, jenacl1dem Ä lileine1„ ode1· g1·össer ist als 211

i • 

• 

• 

-

• 
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' 

x,1„+1
' e x''„ + f -,-- 0. ' ' 

Hier wird man setzen 
xn f x-'llf, 

- sin. () 2
1 -

e 
cos 02 

• • e • 

ode111 (1) t 
• • 

• 

xm+n - f tang 02' X'"-· _ _ ( __ 
X"' - e Sill 02 

e cos 02 ' 

' 

„ 

• 

• • 

- _...., ' • 

, 

• 

• • 

-
' 

• 
• • 

• • 

„ 
• 

von welchen Formeln eine · zur Bestimmung von x dienen V\rird') sobald de1· 
W erth von fJ gefunden ist. Dieser ergibt sich du1·ch Auflösung der Gleichung 

Ä cos 021t. sin .()2m . 
• 

Da das auf de1· rechten Seite stehende Glied dieser Gleichu11g, als Function 

einer unbestimmten Grösse () betracl1tet, sowohl für (:) 0 als fü1- O 900 
verschwindet, so muss dazwischen ein grösster W e1·th liegen, und da das 

Differential des Logarithmen dieser Function (2 m cotg 0 2 n tang 0) d O 

ist, so findet de111 g1·össte W erth Statt fü1' O O*, wenn man ym - tang O* 
n 

• 
• 

setzt. Es wird dem11acl1 je11e 
welcher oif enbar 

Fu11ctio11 vo11 0 bis zu il1ren1 grösste11 W erthe, 
• • 

• 

• 

• • 

. 

ist~ zunehme11, und von da bis 0 abnehmen, während O von 0 zu O* u11d von 
da bis 90° zuni1nmt. Der Maximumwerth ist dabei· jedenfalls g1·össer als de1· 

W ertb für O 450, d. i. grösser als 
1 

, den Fall ausgenommen ~o m n, 
2•>i+11 

und 
1 

also selbst der Maximu1nwerth ist. 
2•n+1i. ' 

, „ 
• • • 

· · Man scl1liesst hieraus, dass jenachde1n grösser ist als -
• mm 1i•t 

• • 

. ( m + n )ni+1i. . . . . . . , . 

ode1· lileine1', der Gleichung A cos 021" sin fJ 211
i gar· 11icht oder dt1rch zwei 

verscl1iede11e W e1·tl1e vo11 fJ wi1·d Ge11üge geleistet werde11 lrö.nnen. Im ei·-
3 * 

• 

• 
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ste1·n Falle hat die Gleichung x 1i•+n ex"' + f 0 gar keine (positive) 
Wurzel, im andern zwei. In dem speciellen Falle, wo 

mmnn 

(m + n)'n+>i 
ist, fallen beide Auflösungen zusammen, und die Gleichung l1at zwei gleiche 
Wurzeln, wofür man nach Gefallen eine der drei Formeln benutzen liann 

xn,+n fm xm f (m + n) xn em 
' ' n en m + n 

Was übrigens in dem Falle, wo zwei Auflösungen wi1·klich vorhanden 
sind, die Octanten betrifft, in welche die W erthe von O fallen, so sieht man 

leicht, dass wenn A grösser ist als 
1 

, beide W erthe von o mit o* in 
2m+1& 

demselben Octa11ten liegen, nemlich im ersten oder zweiten, jenachdem m 

kleiner oder grösser ist als n: ist hingegen A lileiner als 
1 

, so wird der 
2ni+n. 

eine. Werth von O im erste11, der andere im zweiten Octanten z11 suchen 

sein. In dem speciellen Falle, wo Ä eine W e1·th 
2•n n 

von O, und de1· ander·e liegt in demselben Octanten wie O*. 

Es mag 11och die aus dieser Zergliederung aller d1·ei Formen sich leicht 
ergehende Folge bemerlit werden, dass unsere Gleichung (insofern wi1· an­
nehmen, dass m 11nd n }{einen gemeinschaftlichen Divisor haben) nicht meh1· 
als drei reelle Wurz,eln haben kann, was auch aus andern Gründen bel{annt ist. 

:lil. 
Die vo1'stehenden V 01'schriften werde11 nun leicht in diejenige11 umge­

schmolzen, die der Anwendung de1' Hülf sloga1·ithmen entsprechen, da diese, 
A log a, B log b, C log c, het1'achtet werden liönnen wie die Log­
a1·ithmen der Quad1'ate der Tangenten, Cosecanten und Secanten der vo11 45° 
bis 900 zunehmenden, oder, was dasselbe ist, wie die Logarithme11 de1· Qua­
drate de1· Cotangenten, Secanten 11nd Cosecante11 der von 450 bis 0 abnel1-· 
menden Winl{el, also 

• 
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• 

• 

• 

2·1 

1 1 
a - tang 02, sin 02, 

b c 
COS ()Z 

• 

für die W e1„the von fJ im zweiten Octanten, ode1' 
1 1 1 
a tang 02

, c sin 02
, b cos 02 

fiir die W erthe von fJ im e1„sten Octanten. 
Die vollständigen Vorschriften vereinige icl1 in folgendem Schema, wo 

eben so wie oben 

gesetzt ist. 

Erster Fall. A. > 2" 

f -, xm ,_ 
b 

Zweiter Fall. A. < 2" 

a"" 

f x'•~ -
' c 

e X')' 

Erste1-- Fall. A > 2rn 

Er s t e F o i· m. 

f 0 

ea. 

--

e 
X'" -- • 

• 

Z w e i t e F o r in. 

f 0 

cni+n 

b'" • 

f b' X''i - { ' xn =­
e a 

ec. 

Z1veüet' Fall. Ä < 2•n 

b''' c''' 

' 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

• 

• 

• 

• 

• 
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- f cJ x'n 
f a 

e b. • 

Dritte Form. 

exr'' + f = 
1 < (m + n)•n+~· 
A. m„•in'" 

Gar keine 
1 

· Zwei,ter Fall. Ä 

Auflösung. 
(m + n)ni+11-

0 
• 

• 

. \ 

• 

„ 

• 
• 

• 

• 

1 

Zwei gleiche 

f m 

Wurzeln, zu dc11en Bestimmung eine der Gleicl1ungen 

- f(m+n) 
x'n - - ---, xn 

n ' en 
dient. 

1 
grösser als 

Ä 

zugleich m grösser als n. 

Zwei Wurzeln, für welche 
1 cni+ta. 

a't bm+1i b'n C1
" 

A. am 

Xt•i+n f a, x'n 
f c e 

xn 
) 

b e 
• 

em • 

- , 
• 

• 

JTierter Fall. 
1 

Für - dieselbe11 G·renzen, wie i1n dritten Fall, abe1· ni kleine1· 
A. 

als n. 

Zwei W urzelr1, für welcl1e 

1 

A. 

Fünftei-o Fall. 

brt C''' 
alt 

f' X'" - f b' X" = _e_. 
a e c 

• 
• 

Zwei Wurzeln, wovo11 die eine durcl1 die Formeln des drilte11 Falles, 
die andere durch die des vierten bestimmt wird. 

• 

• 

• 

• • 

• 

• 

• 

• 



• 
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Es inag noch bemerlit werden, dass im dritten Falle der W ertl1 von a, 

m 
welcher der eine11 Wurzel entspricht, lileiner als , der zur andern W11rzel 

n 

gehörende grösser als m ist; im vierten Falle verhalten sich die beiden W ei·­
n 

n 
the vo11 a auf ähnliche Weise gegen 

• • 

• 
• 

1 

• • 

• 

) 
• 

Uber die Anwendung dieser Vorschriften ist noch folgendes beizufügen. 

Zur Bestimmung jeder Wurzel sind zwei Operationen auszuführen: z11-

erst, aus A. den dazu gehörenden W erth von a (und damit zugleich den von 

b oder c) abzuleiten; sodann, aus diesem den W erth von x zu berechnen. 

Für jede diese1· beiden Operationen l{ann man unte1· drei Formeln wählen; ich 

ziehe in den meisten Fällen die zuerst angesetzten vo1·. Bei allen diesen 

Rechnungen hat man es gar nicl1t mit den Grössen A, a, b, c selbst, sonde1·n 

nur mit ih1·en Logarithmen zu thu11. Die erste Operation ist eine indirecte, 

und beruhet demnach in der Regel auf mehrern stufenweise fo1·tsel1reitende11 

Annäherungen, wobei es bequem gefunden we1·den wird, zu Anfang Tafeln 

1nit einer geringern Anzahl von Zif ern zu gebraucl1en. Matthiessens Tafel hat 

bekanntlich siebe11 Decimalen; die meinige fü11f; Encke und Ursin haben sie 

mit vier Zifern abdrucke11 lasse11, u11d wenn man beim Anfange der A1·beit 

11och gar keine Kenntniss einer ersten groben Annäherung mitbringt, wird 
' 

man es vielleicht vortheilhaft finden, einen 11och kürzer11 Ext1„act der Tafeln 1nit 

nur drei Zif ei·n auf einem besondern Blättche11 vor sich z11 haben, etwa so : 
• 

' 
• 

• 
• 

• 



• 

• 

• 

A B 
0 0,301 
0,1 0,254 
0,2 0,212 
0,3 0,176 
0,4 0,146 
0,5 0,119 
0,6 0,097 
0,7 0,079 
0,8 0,064 

- 0,9 0,051 
1,0 0,041 

• 

• 

Als Beispiel mag die 
· x? -b 28x4 -

dienen, wo 
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A B 
1,0 0,041 
1,1 0,033 
1,2 0,027 
1,3 0,021 
1,4 0,017 
1,5 0,014 
1,6 0,011 
1,7 0,009 
1,8 0,007 
1,9 0,005 
2,0 0,004 

18 • 
Gleichung 
480 0 . 

• 

6750 
Ä----

823543' 
1 

log Ä. - 2,0863825 

• 

A B 

2,0 0,004 
2,1 0,003 
2,2 0,003 
2,3 0,002 
2,4 0,00.2 
2,5 0,001 
2,9 0,001 
3,0 o,ooo 

• 

• 

wird. Die Gleichung hat die erste Form; mithin eine positive Wurzel , und 
gel1ört, da A. kleiner ist als 8, zum zweiten ·Fall. Die erste Operation besteht 

darin, dass der Gleichung log 
1 

4 A 3 B Genüge geschehe, also, wenn 
Ä 

inan die Rechnung mit drei Decimalen anfängt, dieser 
• 

2,086 4A 3B. 
Ein flüchtiger J3licl{ auf obige Tafel zeigt schon , dass A zwischen 0,5 und 

• 

0,6 zu suchen sei. Es wird nemlich 
A 4A 3 B Fehler· 

0,5 1,643 0,443 
0,6 2,109 + 0,023 

' voraus sich auf einen genauern W ertl1 0,595 schliessen lässt. Eine neue 
1 

Rechnung nach den Tafeln mit fünf Decimalen , wo also log A 2,08638 

zu setzen ist , gibt ' 

• 

• 

• 

... 

• 



• 

• 

• 

A 

0,595 
0,596 

4A 3B 
2,08501 

. 2,08961 

2ä 

Fel1ler 
0,00137 

+ 0,00323 
wo1~aus der noch genauere W erth 0,5953 erl\annt wird. Endlich für sieben 
Decimalen hat man 

A 

0,5952 
0,5953 

4A- 3B 
2,0859279 
2,0863885 

Fehler 
0,0004546 

+ 0,0000060 
• 

Zu dem W erthe , A - 0,5953 muss also noch die Correction 60 E. 
lll-

4606 
heiten der vierten Decimale hinzukommen, in welcher Form ich sie beibehalte, 
da es, wenn zur Bestimmung von x die erste Formel 

xl- _f 
• 

• c 

gebraucht werden soll, nur darauf anl{ommt, den entsprechenden W erth von 
C zu finden. Diesen erhält mru1, indem man zu dem neben A 0,5953 ste-

60 
henden W erthe C 0,6935705 die Correction 

4606 
X 798 hinzufügt, 

letztere 

• 

wie Einheiten der siebenten Decimale betrachtet, 
c 0,6935695 

log f 2,6812412 
7Iogx 1,9876717 

log X 0,2839531 
X f,9228841 

also 

• 

• 

Zur Auffindung der negativen Wurzeln wird man x = - y schreiben 
und die positiven Wurzeln der Gleichung 

y7 28y4 + 480 0 
1 823543 

aufsuchen. Diese gehört zur dritten Form, und da - -
6750 

grösser ist 

77 823543 . 
als 

3 5 4 4 
-

6912 
, aber kleiner als 2 7 128, zugleich auch m grösser ist 

als n, so gilt der dritte Fall, oder es finden zwei Wurzeln Statt, zu deren 

Ausmittlung der Gleichung . 
2,0863825 3A + 7 B 

4 

• 

• 

• 



• 

• 

• 
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genügt we1'den muss. Aus der Schlussbemerliung des 14. Art. weiss man, 
dass der eine W erth von A kleiner, der andere grösser sein muss als log t 
- 0,12494. Auch ergeben sich die Grenzen der Werthe von A sofort a11s 

' 

der obigen Tafel mit dreizifrigen Logarithmen, nach welchen man erhält: 
A 3 A + 7 B Fehler 

o,o 2,107 + 0,021 
0,1 2,078 0,008 
0,2 2,084 0,002 
0,3 2,132 + 0,046 

Will man zur näher11 Bestimmung zuerst vierzif1-ige 
so hat man zunächst für die erste Auflösung 

A 3 A + 7 B Fehler 
------

0,05 2,0869 + 0,0005 
0,06 2,084 7 0,0017 

Sodann ergehen die fünfzifrigen Tafeln 

0,052 2,08667 + 0,00029 . 
0,053 2,08638 0 

Endlich die siebenzifrigen 
, 0,0529 2,0863943 

0,0530 2,0863660 

llienach wird 
A = 0,0529417 

log f 2,6812412 

7 logy 2,7341829 

logy 0,3905976 

+ 0,0000118 
0,0000165 

- y X 2,4580892 

Logarithmen gebrauchen, 

, 
• 

Fü1· die zweite Auflösung steht die Rechnung~, auf ähnliche Weise gefüh1-t, 

f olgendermaassen: 

A 3A +. 7 B Fehler 
---------·-

0,19 
0,20 

0,1.97 
0,198 

2,0843 
2,0868 

2,08627 
2,08654 

0,0021 
+ 0,0004 

0,00011 
+ 0,00016 

• 

• 

• 

• 



• 

0,1975 
0,1976 

A-
logf-

7logy -
logy -

2,0863805 
2,0864082 

0,1975072 

2,6812412 

2,8787484 

0,4112498 

2,5778036 

27 

0,0000020 
~+ 0,0000257 

• 

• 

• 

• 

Die Gleichung, welche uns hier als Beispiel gedient hat, ist absichtlich 

so gewählt, dass zwei ihrer Wurzeln wenig verschieden sind. In eine1n sol­

chen Falle sind, wie schon oben im Art. 11 bemerkt ist, die Reihen wegen 
ihrer sehr langsamen Convergenz wenig brauchbar: auch bei der indirecten 

Auflösung ist davon wenigste11s eine schwache Analogie . erkennbar, indem das 

Fortschreiten der successiven Annäherungen bei den beide11 negativen Wu1·­
zeln (welche eben die wenig ungleiche11 sind) etwas träge1· ist, als bei der 

positiven. Ein wesentlicher Unterschied ist aber der, dass die sehr langsame 

Convergenz der Reihen für sämmtliehe Wurzeln eintritt, während bei dem in­

directen V erfahren die, auch nur in geringem Grade fühlbare, langsamere An­

näherung lediglich bei den zwei wenig verschiedenen Wu1·zeln vorliommt. 

17. 
Ganz verschieden von dein in den vorhergehenden Artikeln gelehrten 

Verfahren ist dasjenige, welches zur Bestimmung der imaginären Wurzeln an­

gewandt werden muss. Im Allgemeinen ist die Bestimmung der imaginären 
Wurzeln auf indirectem Wege deswegen \tveit schwie1·iger, als die der reellen, 

weil jene aus einem unendlichen Gebiet von zwei Dimensionen herausgesucht 

werden inüssen, diese nur aus einem Unendlichen von Ei-ner Dimension, u11d 
gerade darum verdient ein seh1· umfassender heso11derer Fall , wo man jene 

Schwierigkeit umgehen und die Frage in dasselbe Gebiet versetzen l{ann, zu 

welchem die Aufsuchung der reelle11 Wurzeln gehört, eine eigne Ausführung. 

Eine11 solchen Fall bieten die Gleichungen mit drei Gliede1·n da1·. 
Da die Methode mit gleicher Leichtiglieit angewandt werden kann, die 

Coefficienten der Gleichung mögen reell oder in1aginär sein, so lege ich so­

fort die allgemeine Form de1· Gleichung zum Grunde 

4* 

• 



• 
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• 

X xm+n + e (cos E +. i sin e) xm + f (cos ~ + i sin ~) 0 
wo e und f positive Grössen bedeuten,: für einen reellen, positiven oder ne-

. gativen, Coefficie11ten ist dann der betreffende Winkel (e oder q;) entweder 
0 oder 1800. Die Voraussetzung, dass m und n keinen gemeinschaftlichen 
Divisor haben, wird ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit auch hier beibe­
halten bleiben können. Eine der Gleichung Genüge leistende imaginäre Wi1r­
zel x · t + i u setzt man i.n die Form r ( cos ~ + i sin ~), wobei es für 
unsern gegenwäJ.~tigen Zweck vortheilhafter ist, die sonst gewöhnliche Bedin­
gung, dass r positiv sein soll, hier nicht zu machen, sondern anstatt derselben 

• 

' 

die, dass ~ immer zwischen den Grenzen 0 und 1800 genommen werden soll. 
In dem Fall, wo die Coefficienten der Gleichung beide reell sind, k·ann man 
den Umfang der W erthe von ~ noch weiter auf die Hälfte verengen: denn da 

. beka11ntlich von den imaginären Wurzeln einer solchen Gleichung je zwei zu­
samm·engehö1·en, wie t + iu und t iu, so wird offenbar für die eine Wur­
zel jedes Paars der W erth von ~ zwischen 0 und g·oo fallen, und man braucht 
durch das indirecte V e1·fahre11 nur diese zu bestimmen, indem daraus die an-
dere von selbst folgt durch Vertauschung von ~ mit 1800 ~ und von r 

1nit r. 
• 

18. 
Das Wesen der Methode besteht in der Aufstellung einer Gleichung, 

welche hloss ~ ol1ne r enthält. Um dazu zu g'elangen, setze man die Glei-
chun·g X 0 durcl1 Division mit ihrem ersten Gliede in die Form 

1 + e (cos e + i sin c) x--1i + f (cos rp + i sin cp) x-m-ti 0 
• 

ode1· 
1+er-1i(cos(ne c) isin(ne e))+fr JJI n(cos((m+n)e rp) isin((m+n)() <f.)) 0 

Da nun hier die imaginären Tl1eile einander aufheben müssen, so l1at man (1) 
· f sin ( ( m + n) ~ <p) · 

• 

e sin (n~ e) . 
Auf ähnlicl1e Art erhält man, wenn man die Gleichung X 0 mit ihrem 
zweiten oder dritte~ Gliede dividirt, und erwägt, dass in b,eiden Fällen die 

imaginären . Tl1eile der neuen Gleichu·ngen einander aufheben mi.issen, die Glei-
• 

cl1unge11 • 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

-

• 

• 
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r''e.+n _ fsin(m~+E ~) • 

sin(n~ e) 
esin(m_(>+s <;P) (1) 

sin ((m+n) ~ ~) . 
Man sieht, dass jede der drei Gleichungen (1) auch schon aus der Verbindung 
der beiden ande1'n abgeleitet werden kann. Elimini1't man aber r aus V erbin-

dung zweier, so erhält man (II) · 

_ ~)rn.+n 

wo zur Ahl{ürzung (eben so wie oben) 
f n 
--A. en•+ti 

gesetzt ist. Aus dieser Gleichung hat man die verschiedenen W erthe von ~ 
zu bestin1men; den W erth von r, welcher jedem W erthe von ~ entspricht, 
findet man sodann aus einer der Gleichungen (1), am besten aus der zweiten, 
rüclrsichtlich der absoluten G1'össe, wobei jedoch in dem Falle, wo m+ n ge-
1·ade ist, noch eine der beiden andern Gleichungen zu Entscheidung· des Zei­
chens hinzugezogen werden muss. 

19. 
Die Auflösung der' Gleichung II at1f indirecten1 Wege wird man imme1' 

mit Leichtiglreit beschaffen können, wozu noch die Berücksichtigung der f ol­
genden Bemerkungen beitragen wird . 

1) Die W erthe von ~ liegen zwischen 0 und 1800; in dem Falle, wo 
die Coefficienten der vorgegebenen Gleichung reell sind, braucht man nur die 
halbe Anzahl, nemlich die zwischen 0 und 90.0 liegenden, einzeln aufzusuchen. 

2) In dem eine11 wie in dem andern Falle wird man zuerst das bet1·ef­
t•ende Intervall in die verschiedenen Unterahtheilungen scheiden, die sich durch 
die Zeichenabwechslungen in den W erthen der auf de1' rechten Seite der 

Gleichung II stehenden Function von ~ bilden. Die Ühergangswerthe von e 
können offenbar nur solche sein, wo eine1· der Winkel m ~ + e cp, n ~ E, 

(1n + n) ~ ~ durch 1800 theilhar, und also jene Function selbst entwede1· 
0 oder unendlich wird. Von jenen Unterabtheilungen bleiben dann diejenigen, 
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in welche11 de1· W e1·tl1 der Function negativ wi1~d, schon von selbst aus der 
weite1·n Untersuchung ausgeschlossen. 

3) Falls man nicht schon auf andern Wegen genäherte W erthe von ~ 
erlangen I{ann, wii·d man sich das indirecte Durchsuchen der geeigneten In­
tervalle dadurch sehr erleichte1·n, dass man auf ähnliche Weise, wie aus den 

Beispielen des 16. Artikels zu ersehen ist, die ersten V ersuche nach abge­

kürzten Tafeln mit wenigen Zif ern ausführt, und in manchen Fällen möchte 
man wohl bequem finden, zuerst nur die Sinuslogarithmen mit drei Zifern a11f 

einem Blättchen etwa von Grad zu Grad verzeichnet zu diesem Zweclr zu 

verwenden. 
• 

90 •. 
Zu weiterer Erläuterung mag die Berechnung der imaginä1·en Wurzeln 

der oben heha11delten Gleichung 

x? + 28x4 480 0 
als Beispiel dienen. Nach der Bezeichnung des A1't. 17 haben wir hier zu-

• 

vörderst, wie 

E 07 qJ -
oben, 1n 4, n 3, e 28, f 480, und sodann weite1· 

• 

1800. Die Fo1·meln 1 des Art. 18 werden demnach 
• 

r 4 _ 480 si11 7 ~ · 
28 sin 3 ~ 

480 sin 4 ~ 
sin 3 ~ 

r7 

. 

28 sin4g 
• 

r3 - • 

si11 7 ~ 
• 

und die Formel II 

1 823543 sin 7 ~l • 

Ä 6750 sin3 ~3 sin4~4 
• 

allS welcher Gleichung zwei zwischen 0 und 900 liegende W erthe von ~ zu 
bestimmen sind, da die Gleichung X 0 neben ihren drei bereits ermittelten 
i·eellen Wu1'zel11 nocl1 zwei Paare zusammengehöriger imaginärer hat. Inner­

halb diese1· G1'enzen "\ivird sin 7 ~ dreimal1l 0, ne1nlich für ~ 254 Grad, 
51-ij. Grad t111d 77 t Grad, wobei sin 7 ~ 7 jedesmahl sein Zeicl1en ändert; sin 3 s> 

'vi1·d einmahl 0 für ~ 600 gleichfalls mit Zeichenwechsel von sin 3 ~3; 
e11dlicl1 si11 4 ~ wird einmahl 0 für ~ 450, aber ohne Zeichenwechsel ft1r 

• 



• 

3J 
• 

• 

Erwägt man nun noch, sin 7 ~7 dass der W e1'th von fü1· ~ _ O 
si11 3 g0 sin 4 ~4 

• 

77 
dem Grenzwe1·the gleich zu setzen ist, so wird das V erhalten der Wer-

3544 

the jener Function in den sechs Unterabtheilungen des Zwischenraumes 
bis 900 in folgender Übersicht zusammengefasst: 

~-

• 

0 Grad 823543 · 
6912 

25·5 
7 

45 

51.a 7 

60 

771.. 
7 

900 

+ 
0 

0 
+ 
(X) 

0 
+ 
(X) 

• 

• 

• 
• 

• 

• 
I 

• 

• 

„ 
• 

• 

• 

• • 
• 

• • 

• 

• 

von 0 

• 

Man erkennt hieraus, dass sowohl im vie1'ten als im sechsten Zwischen­
raume nothwendig ein der Formel II Genüge leistender W erth von ~ liegen 
muss, und eines Meh1·ern beda1·f es für unsern Zweclt nicht, da schon von 
vorne her fest steht, dass es nur zwei solche W erthe gibt. Die Gleichung II 

setze ich in die Form 
7 log sin 7 ~ 3 log sin 3 ~ 4 log sin 4 e s 2,0863825 . 

Die Auffindung des zwischen 51 t 11nd 60 Grad liegenden W erthes durch 
allmählige Annäherung vermittelst der Tafeln mit 3, 4, 5, 7 Zife1·n zeigt f ol­
gendes Schema: 

.~ 
57° 
58 

57040' 
57 50 

s 
1,527 
2,354 

2,0624 
2,2057 

Fehler 
- - 0,559 
+ 0,268 

0,0240 
+ 0,1193 

• 

\ 

• 
• • • 

• 
• 

• 

• 

• 
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570 41' 2,07658 0,00980 . 
57 42 2,0907 4 + 0,00436 

• 

570 41' 41'' 2,0862962 0,0000863 
57 41 42 . 2,0865320 + 0,0001495 

Hieraus ~ 570 41' 41'' 366, und ferner naoh der zweiten Fo1~mel in I, 
log sin 4~ 9,8891425n 
Compl.logsin3-" 0,9193523 
log ( 480) 2,6812412n ._ _________ _ 
7 logr 3,4897360 

· logr 0,4985337 
• 

und damit 
X + 1,6843159 + 2,6637914i 

so wie die andere dazu gehörige Wurzel 
• 

X + 1,6843159 2,6637914 i 
• 

Der andere zwischen 77 t und 90° liegende W erth von ~ wird du1~ch 

Anwendung von Tafeln mit drei Decimalen als zwischen 860 und 870 liegend 
erliannt. Die Rechnung in gleicher Gestalt wie im vorhergehenden Falle 
steht so: 

e 
860 

s 
1,885 
2,533 

Fehler 
- 0,201 
+ 0,447 

-
87 

86010' 
86 20 

1,9907 
2,0946 

. - 0,0957 
+ 0,0082 

86 19 2,08409 - 0,00229 
86 20 2,09447 + 0,00809 

86019' 13'' 2,0863229 0,0000596 
86 19 14 2,0864970 + 0,0001145 

e - s5019' 13'' 342 . 
logsin4~ 9,4049540n 
Compl. log sin 3 ~ - 0,0081108 n 

log ( 480) 2,6812412n 
7logr 
logr 

• 

~ 

= 2,0943060 n 

= o,2991866n 

... • 

• • 

• 

• 

1 

• 

„ 

• 

• 

• • 

, 

• 

• 

' 

• 

• 

„ 

• 

• 
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Zieht man vor, r positiv zu haben, ~o braucht man nur zug·leich für ~ den 
um 180° vergrösserten Werth 2660 19' 13'' 342 anzusetzen~ Die Wu1·zel 
selbst ist 

• 

0,1278113 1,9874234i 
und die andere dazu gehö1·ige nur im Zeichen des imaginä1·en Theils davon 
ve1„schieden. 

Die · sämmtlichen Wurzeln de1„ Gleichu11g x7 + 28x4 
demnach 

+ 1,9228841 
2,4580892 
2,5778036 

+ 1,6843159 + 2,6637914 i 
• + 1,6843159 2,6637914i 

0,1278113 + 1,9874234i 
· o,1278113 1,9874234i 

• 

• 

• 

480 - O sind 

• 

• 

Die Summe der Wurzeln + 0,0000005 ist so genau mit dem wal1ren W erthe 
0 übereinstimmend, wie nur von dem Gebrauch siebenzifriger Logarithme11 e1·­
wartet werden durfte. In der andern Form l1at ma11 

logr ~ 
- --------

0,2839531 0 

0,3905976 180° 
0,4112498 180 
o,4985337 57 

0,4985337 302 
41' 

18 
0,2991866 93 40 
0,2991866 266 19 

41'' 366 
18,634 
46,658 
13, 342 

• 

• 

• 

Die Summe der Logarithmen de1' W erthe von r findet sich 2,6812411, 
gleichf8lls bef1~iedigend genau mit dem Logarith1ne11 von 480 iihereinstimmend . 

• 

Es wird tih1·igens Iraum nötl1ig sein zu erinne1·n, dass die in diesem so 
wie die im 16. Artil{el auf gestellte11 Rechnungen nu1· dazu bestimmt sind, de11 
Gang der Arbeit nach ihren Hauptmomente11 z11 erläutern, keinesweges ahe1· 
für die Form des kleinen Mechanismus der Ope1·ationen maassgebend sein sol-
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len. Geübtere Rechner werden meistens vorziehen, nicl1t so viele Zwischen -
•• 

st11f en anzuwenden, als in jenen Beispielen geschehen ist. · Uberhaupt wi1·d 

jeder· ·in de1·gleichen Arbeiten einigermaassen erfahrne die Einzelnheiten des 
Geschäfts leicht selbst ii1 diejenige Gestalt b1·ingen, die den jedesmal1ligen 
U1ns·tänden u11d seiner eignen individuellen Gewöhnung a111 1neiste11 angemes­
sen ist, und es kann hie1' nicht cler Ort sein, in solche Einzelnheiten weite1· 
einz11gel1en. 
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