Chapitre III.

Des différentes positions que le point, la droite et le plan
peuvent avoir entre eux dans I'espace.

Des différentes positions que deux droites peuvent avoir entre elles.

47. Différentes positions de 1a droite.
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48. Droites qui se coupent. 57 deuz droites se coupent dans
Vespace, le point dintersection des premiéres projections de ces droites
et le point d"intersection des secondes projections de ces mémes droites se
trowvent sur une méme perpendiculaire & Paze de projection. (A dé-
montrer.) (Epure 20-1.)

Réclproquement. §i les projections de méme nom de deus
droites se rencontrent en des points qui se trowvent sur une méme
perpendiculaire & Vaze, ces deux droites se coupent dans Uespace.
(A démontrer.)

Remarque. La simple inspection des projections des deux



droites ne suffit pas pour juger de la valeur de 'angle sous lequel
les deux droites se coupent. Cet angle peut étre aigu, droit ou obtus.

49. Droites perpendiculaires. — Cas particulier. 57
deux droites sont perpendiculaires et si Uune d’elles est paralléle a
Pun des deww plans de projection, les projections des deux droites sur
ce plan se rencontrent a angle droit. (Fig. 18. Ep. 20-2.)

Soient la droite ab parallele a P, et la droite ¢4 normale a ab;
je dis que ¢'d', projection de c¢d sur P,, est perpendiculaire a o't/
projeotion de @b sur P,.

En effet, le premier plan projetant de @b est normal a P, et
contient, comme tel, la normale cc¢' abaissée de ¢ sur P,. La figure
bl'c'c est donc un rectangle, dans lequel #'c' est parallele a e et cc'
normal & bc et a #'¢'. Or, bc étant perpendiculaire a cd, par hypo-
these, et a cc', sera perpendiculaire au plan projetant de cd sur P,.
La droite ¢'?0', parallele a ¢4, sera donc également perpendiculaire au
plan dec', done a toute droite passant par son pied ¢’ dans ce plan,
donc a ¢'d', projection de ¢d sur P,. Ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. Le théoreme des trois perpendiculaires du 5° livre
de la Géométrie élémentaire fournit une autre démonstration de la
propriété précédente.

Réciproquement. Si deww droites se coupent et si Uune d’elles
est paralléle a Dun des plais de projection, et que les projections des
dewx droites sur ce plan se coupent a angle droit, les deuw droites, dans
Uespace, sont perpendiculaires entre elles.

La droite ¢4 de D'espace sera située dans le plan normal a P,
mené suivant ¢'d'. Or ce plan, déterminé par ¢'d' et par c'c, droites
perpendiculaires & 40!, sera perpendiculaire & a'0' et, par suite, a ab
qui est parallele & o't/

Or ab, perpendiculaire au plan d'cc, sera perpendiculaire a toute
droite passant par son pied ¢ dans ce plan, donc aussi a ¢d. Ce qu'il
fallait démontrer.

50. Droites paralleles. Deua droites paralléles dans Uespace
ont lewrs projections de méme nom paralléles. (Fig. 19. Ep. 20-3.)

Pour avoir les premieres projections d' et ¢ des deux droites
paralleles d et ¢ il faut, par ces droites, mener des plans perpendi-
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culaires & P,, et déterminer leurs droites dintersection avec Py
Ces plans projetants, formés respectivement par les droites 4 et aa/,
¢ et bb', deux-a-deux paralleles, sont paralleles et donnent ' paral-
Iéle a ¢’. On démontre de la méme maniére que les secondes projec-
tions 4" et ¢" sont paralleles.

Réciproquement. Si les projections de méme nom de deux
droites sont paralléles, ces droites, dans U'espace, sont paralléles.

Les premiers plans projetants des droites @ et ¢ sont paralleles,
comme plans perpendiculaires a P, menés suivant des droites d' et ¢/
qui sont paralleles. Les seconds plans projetants de 4 et ¢ étant
également paralleles, leurs intersections avec les premiers, ou les
droites d et ¢, sont paralléles.

Exceptioms. Denz droites paralléles perpendiculaires 4 laze,
et deww droites paralléles situdes dans un ow des plans perpendiculaires
a4 Vaze, ont leurs projections de méme nom paralléles, — mais la reci-
proque west pas toujours vraie.

Le parallélisme des projections et leur perpendicularité a I’axe
indiquent seulement que les droites correspondantes de I’espace sont
perpendiculaires & l'axe, ou dans des plans perpendiculaires & cette
ligne, mais n’autorisent nullement & affirmer que ces droites sont
paralleles.

531. Droites qui se croisent. Deuz droites se croisent lors-
quelles ne sont pas paralléles et qu'elles ne se rencontrent pas, donc
lorsqu’elles me sont pas situdes dans wn sewl et méme plan. (Ep. 20-4.)

Les projections de ces droites ne jouissent pas des propriétés
¢énoncées pour celles des droites paralleles et des droites qui se ren-
contrent.

Donc, les projections de méme nom ne sont pas paralléles et leurs
points d'intersection, dans le cas ow elles se rencontrent, ne sont pas
unis par une perpendiculaire a Uawe, et réciproquement.
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Des différentes positions d'une droite & Pégard d’un plan.

52. Différentes positions.
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53. Droite située dans un plan. L’inspection des projec-
tions de la droite et des traces du plan ne suffit pas pour reconnaitre
si la droite est dans le plan.

Propriété. Si une droite est dans wn plan, les points ow cette
droite perce les plans de projection sont sur les traces du plan, et
réciproquement.

54. Droite paralléle A un plan quelconque. La simple
inspection de I’épure ne fournit aucune propriété de laquelle on
puisse déduire le parallélisme de la droite et du plan.

Propri€té. Si une droite est paralléle a un plan, elle doit étre
paralléle @ wne droite du plan.

35. Droite paralléle 2 un plan perpendiculaire a P,
ou a P, Si une droite est paralléle a un plan perpendiculaire @ P,
ou & Py, les projections de la droite et du plan sur P, ow sur P, sont
paralléles, et réciproquement. (Fig. 21.)

Le plan T, perpendiculaire & P,, est paralléle au plan projetant
de d. Ce dernier plan, en effet, est déterminé par d parallele & T et
par aa' perpendiculaire & P, donc paralléle & T. Le plan projetant
de 2 est donc parallele & T, par suite, sa trace d' sur P, est paral-
lele & la trace T, de T sur P,. Or, &' et T, sont respectivement les
projections de @ et de T sur P,.

On prouverait de la méme maniére que si & était paralléle a
un plan S perpendiculaire & Py, sa projection sur P, serait parallele
a la trace-projection de S sur P,.

Réckproquement. Si la projection dune droite sur Pun des
dewz plans de projection est paralléle & la trace de méme nom d'un
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plan T perpendiculaire @ ce plan de projection, la droite de Uespace
est paralléle & ce plan T.

Cette droite est, en effet, située dans un plan projetant paral-
lelea T. ;

56. Droite paralléle a an plan perpendiculaire a
Vaxe. Si une droite est paralléle a un plan perpendiculaire a Uaze, les
projections de la droite sont paralleles auww traces de méme nom du
plan, et réciproquement.

Cette propriété n’est qu'un corollaire de la propriété précédente.

57. Droite qui remcontre un plan sous un angle
quelconque. La simple inspection des projections de la droite et
des traces du plan ne suffit pas pour reconnaitre si la droite ren-
contre le plan, et encore moins pour savoir sous quel angle cette
rencontre se produit.

58. Droite perpendiculaire a un plan. St wne droite est
perpendiculaire & wn plan, les projections de la droite sont perpendicu-
laires auw traces de méme nom dw plan. (Fig. 22.)

En effet, le premier plan projetant de 4 est normal & T, comme
plan mené suivant la droite ¢ normale a T. Ce plan projetant étant
également normal & P,, il sera normal & T,, intersection de T et de
P,. La trace T, est donc, & son tour, normale au premier plan pro-
jetant de d, donc a toute droite passant par son pied m dans ce
plan, donc a d', projection de 4 sur P,. Ce qu’il fallait démontrer.

On prouvera de méme que la seconde projection @' est perpen
diculaire a la seconde trace T, du plan T.

Réciproquement. Si les projections d'une droite sont perpen-
diculaires aww traces de méme nom d'un plan, cette droite, dans
Vespace, est perpendiculaire a ce plan. (Epure 23).

La droite 4 de D'espace, dont les deux projections sont @' et 4",
respectivement perpendiculaires a T, et & T,, se trouve a l'intersec-
tion des deux plans projetants dont @' et " sont les traces-projections.

Or, le plan projetant mené par @' est normal & P, et perpendi-
culaire au plan T, puisqu’il est perpendiculaire a T,, droite de
ce plan.

Le plan projetant mené par 4" est normal a P, et perpendicu-
laire & T, comme étant perpendiculaire & T,, droite de ce plan.,



La droite @ de l'espace, intersection de ces plans projetants,
sera donc perpendiculaire a T. Ce qu'il fallait démontrer.

Exception. Za réciproque n'est pas toujours vraie, si le plan T a
ses deww traces paralleles a axe.

Les deux plans projetants se confondront et ne formeront qu’un
seul plan perpendiculaire a I'axe, dans lequel la droite sera située.
Toute position de cette droite dans ce plan s’accusera par des
projections perpendiculaires & 'axe.

Des différentes positions que deux plans peuvent avoir entre eux,

59. Différentes positions.
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60. Plans paralleles. Dewx plans paralléles ont leurs traces
de méme nom paralléles. (Epure 25-1.)

Les traces sur P, sont paralléles; elles résultent de I'intersec-
tion de P, avec les deux plans donnés qui sont paralléles. Il en est
de méme des traces des plans sur P,.

Réciproquement. 87 les traces de méme nom de deww plans
sont paralléles, ces plans le sont également

En effet, le plan L contient deux droites, ses traces T, et T,,
respectivement paralléles & deux autres droites S, et S,, traces du
plan S, donc droites de ce plan.

Exception. La réciproque précédente n’est pas toujours vraie,
si les deux traces de chacun des deux plans sont paralldles i I’axe.

Les dewz plans seront paralléles & Uaxe et pewvent se couper swi-
vant une droite paralléle o cet awe.

61. Plans qui se coupent. Deuw plans qui se coupent ont,

en général, lewrs traces de méme nom qui se coupent, et réciprogquement.
(Epure 25-2.)
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Exceptions. Deux plans dont les deww traces sont paralléles i
Dawe pewvent se couper suivant une droite paralléle a cet aze.

Deux plans ayant lewrs traces sur Uun des plans paralléles se
coupent suivant une droite-paralléle a ces traces, et réciproquement. g

La simple inspection des traces des deux plans dans les épures

ne fournit, en général, aucun indice pour juger de la valeur de
'angle sous lequel les deux plans se rencontrent, si ce n’est dans
les cas particuliers suivants : -
: 62. Plans perpendiculaires. §i deuw plans sont perpendi-
culaires, et si Pun d’ewx est normal & Uun des deuw plans de projection,
les traces des dewx plans sur ce plan de projection se rencontrent d
angle droit.

Soit (Fig. 24) le plan » perpendiculaire au plan T, lequel est
normal & P,. Puisque P, et  sont perpendiculaires a T, leur inter-
section commune ou 7, le sera également. »,, perpendiculaire a T,
sera perpendiculaire i toute droite passant par son pied 7 dans ce
plan, donc a T,.

Réciproquement. Si de dewa plans, Uun est perpendiculaire
a Uun des plans de projection, et que les traces des deux plans sur ce
plan de projection sont perpendiculaires, les deuw plans le sont égale-
ment. (Epure 25-3.)

En effet, 1a trace R, de R sur P, est perpendiculaire a T, donc
au plan T, car toute normale & l'aréte d’un diedre droit, située dans
Pune des faces de ce diedre, est perpendiculaire i l'autre face. Le
plan R, contenant une normale au plan T, sera perpendiculaire &
ce plan.

63. Plans perpendiculaires au méme plan de projec-
tion. N7 deww plans sont perpendiculaires aw méme plan de projection,
Uangle de leurs traces sur ce plan mesure Uangle diédre des deww plans.
(Epure 25-4.)



