Chapitre 1II.

Des différentes positions du point, de la ligne droite
et du plan par rapport aux plans de projections,

Des différentes positions du point.

20. Conszidérations générales. — Définitions. — Con-
ventions. Les deux plans de projection prolongés au deli de I'axe
torment quatre angles diedres qui comprennent tout I'espace. (Fig. 8.)

Plans de projection. — Nappes positives et mappes
négatives. 5

Appelons nappes les deux parties des plans P, et P, dans les-
quelles ils sont divisés par P'axe, et, pour les distinguer, appelons
nappes positives les plans P, et P,, et nappes négatives les prolonge-
ments — P, et — P,.

Diedres formés par P, et P,.

premier  angle diédre celui formé par - P, et 4 Py;
g deuwiéme angle diédre » » » — Pyet 4 Py
) troisieme angle diédre » » » — P, et —Ps;
| quatriéme angle diédre » » » =P, et—DPs.

Appelons
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Hauteurs et ordonnées positives et négatives.

La premiére ordonnée d’un point est positive ou udjative,
suivant qu’elle est dans 4P, ou dans —P,.

La seconde ordonnée d’un point est positive on néjative, suivant
qu'elle est dans +P, ou dans —P,.

La premiére hauteur d’un point est positive ou udgative, suivant
que ce point est au-dessus ou au-dessous des deux nappes de P,.

La seconde hauteur d'un point cst positive ou négative, suivant
que ce point est en avant ou en arricre des deux nappes de P,.

Remarque. En exécutant le mouvement de rotation de P,
autour de 'axe, 4P, viendra coincider avec —Py, et —P, avec --P,.

Les premieres ordonnées positives se trouveront au-dessous de
Paxe, et les premicres ordonnées négatives au-dessus de la méme
ligne.

Les secondes ordonnées positives seront situées au-dessus de
l'axe de projection, et les secondes ordonnées négatives au-dessous
de cet axe,

21. Différentes positions du point par rapport aux
plans de projection.

Menons un plan perpendiculaire & I’axe par un point quel-
conque de cette ligne, et de ce point comme centre et dans ce plan,
décrivons une circonférence de cercle, sur laquelle nous sapposons,
pour fixer les idées, que le point de I'espace se déplace. (Fig. 8.)

11 occupera successivement les positions suivantes :

1°il sera dans la nappe4-P, en a; | 5° dans la nappe—P,,. . . ene;
2° dams le 1°* digdre, T b; | 6°dans le 3¢ diédre,. . . . en f;
3° dans la nappe + P,, . . en¢; | 7° dans la nappe—P,, . . eng;
4° dans le 2° diédre, . . . en ;! 8° dans le 4° diédre, . . . en A;

9° enfin il peut étre sur 'axe, en i.

22. Représentation et détermination des neuf posi-
tions différentes du point.

Observons que la premieére hauteur d’'un point a méme signe et
méme valeur que la seconde ordonnée de ce point, et que la seconde
hauteur a méme valeur et méme signe que la premicre ordonnde,
(Fig. 1.)
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les ordonnées

ignes d

Cela posé, le tableau suivant donnera les s

toutes les positions possibles du point

ions, pour

leurs posit
a I’égard des plans de projection.
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23. Réciproque. Il est aisé¢ de prouver (7) que les réci-
proques des propriétés consignées dans ce tableau sont vraies.

Ainsi on prouvera, que le point de la ligne 3, représenté par sa
premicre projection sur l'axe et sa seconde projection au-dessus
de 'axe, est un point du plan + P,.

Exercices. Retrouver les points dont les projections sont

indiquées dans le tableau.

24. En comparant entre elles les propriétés des projections du

point dans ses différentes positions, nous pouvons poser les lois

sulvantes :

L. Swivant quwn point est situé
dans Uun des deww plans de pro-
Jection, il est lui-méme sa projec-
tion sur ce plan, et sa projection
sur Uawtre plan sera sur U'aze.

I1. Swivant qguun point est si-
tué au-dessus ow au-dessous d une
des nappes dw premier plan de
projection P, sa seconde projec-
tion sera Située au-dessus ou au-
dessous de Uaze.

1. Swivant qu'un point est
situé en dega ow aw deld d'une
des nappes du second plan de pro-
Jjection Py, sa premiére projection
est au-dessous ow au-dessus de
Paze.

Réciproquement. Swivant
que Uune des dewx projections
d'un point est sur U'aze, ce point
appartient aw plan de projection
de nom contraire a celui de cette
projection.

Réciproquement. Swuivant
que la seconde projection dun
point se trowve au-dessus 0w au-
dessous de Uawe, ce point est, dans
Vespace, au-dessus 0w au-dessous
de Pune des deuw nappes de P,.

Réciproquement. Suivant
que la premiére projection d'wun
point se trowue au-dessous 0w au-
dessus de Uaxe, ce point est, dans
Vespace, en degd ow aw deld de
Vune des deua nappes de P,.

Remarque. Voir (Planche I, Epure 9), la représentation
du point dans toutes les positions par rapport & P, et P,, positions
figurées dans la fig. 8 ot marquées dans le tableau du § 22.
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Des différentes positions de la droite a4 Pégard des deux plang
de projection,

25. Différentes positions. Une droite de lespace peut
occuper une des dix positions suivantes :

‘ & P, e R
paralléle. ¢ P S N CRE )
( 4 Taxe, . & o SR eSg)
TR R B L
perpendiculaire . . . & Pogiiy Sl o RSN
Elle sera 8 laxet e, Parglme gl L 2 = (6
; : (7.
a
Sifées i O o i (8.
( suprPaxe & A8 S LEe 0|
a P
blique . (i 10.
i efa Py (

26. Droite parali¢le a . Zoute droite paralléle a P, a pour
seconde projection une droite paralléle & Pae.

En effet, la droite d et les projetantes de ses points sur P,
déterminent le second plan projetant de 4, plan qui est parallele
a P, puisque les droites qui le déterminent sont paralléles & ce plan.
Le second plan projetant de la droite & ainsi que P, sont donc
coupés par P, suivant deux droites, @" et 1'axe, qui sont paralléles.
(Fig. 10. — Epure 14—1.)

Réciproquement. Si /g seconde projection d’ume droite est
baralléle o Uawe, cette droite est paralléle a P,.

En effet, le plan rerpendiculaire & P, mené par d” étant paral-
lele a P, il rencontrera le plan normal & P, mené par ¢ suivant la
droite % (13), nécessairement parallele a P,. -

27. Droite paralléle a P,. Toule droite paralléle o P, @ pour
premiére projection une droife paralléle a laze, el réciproquement,
(Epure 14-2,)

Mémes démonstrations qu'au § 26,



SECSgnec

28. Droite parallele a Paxe. Une droite paralléle a Uaze a
ses deuw projections paralléles a Uawze, et réciproquement. (Ep. 14-3.)

Une telle droite est, en effet, parallele a P, et a P,.

29. Droite perpendicualaire & P,. Zoute droite perpendicu-
laire a P, a pour seconde projection une droite perpendiculaire a U'aze,
et pour premiére projection un point. (Fig. 11. Epure 14-4.)

En effet, le premier plan projetant d’une telle droite d sera la
droite elle-méme; il donnera pour projection de 4 sur P, un point,
la trace-projection de d sur P,.

Le second plan projetant de & étant mené par la droite 4 nor-
male 4 P, sera & son tour normal a P, et, comme tel, il ne peut
couper P, que suivant une droite 4" normale & P,, donc normale &
toute droite passant par son pied dans ce plan, donc & I'axe.

Réciproquement. Si la premidre projection dune droite se
réduit & un point, et si la seconde projection de cette droite est une droite
normale @ Uawe, la droite de Uespace ainsi représentée est perpendicu-
laire a P,. (A démontrer.)

30. Droite perpendiculaire a P,. Zoute droite perpendicu-
laire a Py a pour seconde projection un point, et pour premiére projection
une droite perpendiculaire d Uaxe, et réciproquement. (Ep. 14-5.)

Mémes démonstrations qu’au § 29.

31. Droite perpendiculaire a Vaxe. Une droite perpendi-
culaire a Dawe se projette sur chacun des deux plans de projection
suivant wne droite perpendiculaire a cet aze. (Fig. 12. Epure 14-6.)

Le théoréme des trois perpendiculaires du cinquiéme livre de
la géométrie élémentaire, nous apprend que si une droite ¢ est per-
pendiculaire & une droite ¢ située dans un plan, la projection de d
sur ce plan est normale & la droite @. Donc d' et " sont perpendicu-
laires & I'axe, droite située dans P, et P,.

La véciproque de cette propriété m'est pas toujours
veaie. Une droite ayant chacune de ses projections normale a U'aze
peut étre normale @ cetle ligne; elle sera toujours situde dans wn plan
perpendiculaire a Uaxe.

Une telle droite, pour étre suffisamment représentée, exige les

projections de deux de ses points.
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32. Droite située dans P,. Une droite situde dans P, est
elle-méme sa premicre projection; sa seconde projection sera swr Iawe.
(Epure 14-7.)

Le premier plan de projection P, deviendra, en effet, le second
plan projcta'nt de cette droite.

Réciproquement. 7oute droite dont la seconde projection coin-
cide avec Uawe, est une droite de P,.

33. Droite située dams P,. Une droite situde dans P, est
elle-méme sa seconde projection; sa premiére projection sera sur l'aze,
et réciproquement. (Epure 14-8.)

34. Droite sur Paxe. Une telle droite a ses deuz projections
qui coincident avec U'aze, et réciproquement. (Epure 14-9.)

35. Droite quelconque, obligue a I'axe et aux deux
plams P, et P,.

Toute droite qui ne se trouve pas dans une des neuf positions
précédentes, aura pour projections sur P, et P, des droites obliques
a Paxe. Réciproquement, une droite 4 qui a ses deux projections
d' et d" obliques & I’axe, est une droite de I’espace inclinée sur l'axe
et sur les deux plans P, et R,.

36. Traces d’'une droite. Les points d’intersection de Ila
droite avec les deux plans de projection s’appellent les Zraces de la
droite; ce sont les traces luissées sur ces plans par la droite qui les
perce en ces points.

Premieére trace. La trace sur P, est la premiére trace de
la droite.

Seconde trace. La trace sur P, est la seconde trace de la
droite.

37. Comstruire les deux traces d'une droite. La pre-
miére trace étant le point de rencontre de la droite d avec B8
trouvera dans P, et sur 4, donc en «, dont les deux projections sont
a' et d'. (Epure 13.)

De méme, le point 5, dont les deux projections sont #' et 4",
appartient & @ et se trouve dans P,; ce point est donc la seconde
trace de la droite.

De 14, il suit, gue pour avoir les traces dune droite, on w'a qu'd
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prolonger les projections de cette droite jusqu’a Vawe, et élever, en ces
points, des perpendiculaires a Uawe; chacune de ces perpendiculaires
reliera deuw projections d'une trace.

38. Formulaire pour reconnaitre les positions d'une

droite dans I'espace a la simple inspection de ses pro-

jections dans une épure.

paralléle a l'axe, [
PR ’ 5 parallele a
1a 1" projection perpendiculaire 4 I'axe ) la droite
! perpendicu- | P,
de la droite est et 'autre projection 2
‘ laire a
un point, =
=}
2 g
2 5
=] arallele a l'axe, )
- T o paralléle a =)
= ( la 2*projection perpendiculaire 4 'axe ) la droite g
< i perpendicu- P,, =
.5 de la droite est et I'autre projection est S / E)
i d © 2
@ un point, \ 2
?
la 1™ projection ! la droite sera | second plan de projection,
i est sur l'axe 5 g
la 2* projection dans le premier plan de projection,

Si les deux projections se confondent et sont perpendiculaires
a l'axe, la droite de ’espace peut étre perpendiculaire a I'axe. Elle
sera toujours située dans un plan perpendiculaire a l'axe, et il faut,
pour la déterminer, donner les projections de deux de ses points.

Des différentes positions du plan & 'égard des plans de projection.

‘ SR R G e ] el

paralléle AR R e T (2

{ qiliaxe ool S (3

Un plan peut étre QPR =t R gt
perpendiculaire’ & S AR NS RN (6

a laxe e (5 e (6

oblique aux deux plans de projection i

39. Plan paralléle a P,. Zout plan paralléle o P, wa gu'une
trace, sa trace sur P,, et celle-ci est paralléle a Vaze. (Epure 17-1.)

BREITHOF. GEOM. DESCRIPT. I. 2
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Réciproquement. 7out plan représenté par wne sewle trace sur
P, paralléle a Uaze, est wn plan paralléle ¢ P,.

40. Plan parallele a P,. 7out plan paralléle a P, ne peut
avoir quune premiére trace, et celle-ci est paralléle a Uaze. (Ep. 17-2.)

Réciproquement. 7out plan représenté par wne sewle trace
sur P, paralléle a Uaxe, est un plan paralléle a P,.

41. Plan parallele a Vaxe. Un plan paralléle a Uawe, s'il a
dews traces, a ces derniéres paralléles a Uawe. (Fig. 15. Epure 17-3.)

Un tel plan T, en effet, rencontrant P, et P,, ne peut couper
ces plans que suivant des droites paralléles & I’axe, car autrement
T ne serait plus paralléle & cette ligne.

Réciproquement. 7out plan dont les deww traces sont paral-
leles a Uawe, est paralléle d cette ligne. (A démontrer.)

42. Plan perpendiculaire a P, Un plan perpendiculaire
a Py a, en général, dewz traces ; sa premiére trace est quelcongue et sa
seconde trace est perpendiculaire i Uaze. (Fig. 16. Ep. 17-4.)

En effet, le plan T et le plan P,, tous les deux perpendiculaires
a P, se rencontrent suivant T,, seconde trace de T, perpendiculaire
a Py, donc a toute droite passant par son pied dans P,, donc a I'axe.

Remarque. La trace T, est quelconque; elle est paralléle ou
normale & l'axe, suivant que T est paralléle ou normal & P,.

Réciproquement. 7out plan dont la trace sur P, est perpen-
diculaire a Uawe, est wu plan perpendiculaire a P, .

Les deux plans P, et P, forment un diedre droit qui a pour
aréte 'axe de projection. La droite T, normale & 'axe étant située
dans la face P,, sera normale a 'autre face P,. Par suite, le plan T
de I'espace se trouvant étre mené par une droite normale & P,, sera
normal & ce plan.

La trace T, du plan T normal 2 P, porte le nom de trace-
projection du plan T. Zlle est le liew géométrigue des projections
sur P, de tous les points de T.

43. Plan perpendiculaire a P,. Un plan perpendiculaire
a Py a, en général, deuw traces; sa premiére trace est perpendiculaire
a lawe et sa seconde trace est quelcongue. (Epure 17-5.)

Réciproquement. Zout plan dont la premiére trace est perpen-
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diculaire o Paze, est wn plan perpendiculaire a P,. (Mémes démon-
strations qu’au § 42.)
Remarque. La trace sur P, est quelconque;

paralléle ou perpendiculaire & I'axe, suivant que le plan est paral-

elle devient

lele ou normal & P,.

La trace sur P, du plan normal a P, sera la trace-projeetion
du plan sur P,. Blle est le liew géométrique des projections de tous les
points de ce plan sur P,.

44, Plan perpendiculaire a Vaxe. Uz plan perpendiculaire
0 Uawe a ses deux traces perpendiculaires a Uaze, et réciproquement.
(Epure 17-6.)

Un tel plan est, en effet, perpendiculaire a P, et a P,.

Remarque. Les deux traces se confondent et ne forment
qu'une seule perpendiculaire a I'axe.

45. Plan oblique aux deux plans de projection.

Un tel plan ne se trouvant dans aucune des conditions particu-
lieres qui caractérisent les positions précédentes, aura ses deux
traces obliques a l’axe, et réciproquement.

46. Formulaire pour reconnaitre les positions d'un
plan dans PI'espace a la simple inspection de ses traces
dans une épure.

parallele e paralléele a Ps,
la premiére trace ot a l'axe,
o
d’un plan est ce plan est
( perpendiculaire normal a Ps, ,
3
o ' g
g‘ p'u‘allele e paralléle a Py, qa,
i la seconde trace alaxe, =
s d’un plan est ) ce plan est 2
= perpemllculalre normal & Py, =
n \ 3
&
o
aralléeles paralléle a 'axe,
les deux traces d'un g t a l'axe, g
plan sont ce plan est
perpenfhculalrea normal a l'axe,
\




