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die iibrigen Grofsen der Gleichung, welche unendlich kleine Grofsen erfter Ordnung
find. Es ift demnach

am

dM—= Qdx und, wie oben behauptet, QO = s OLR 40.
; : am 3 . :
Wird Q = 0, fo ift auch o 0, alfo M ein Maximum. Hieraus folgt, dafs

das Moment fiir denjenigen Querfchnitt zum Maximum wird, fir den die Querkraft
gleich Null ift.

Fiir die Berechnung auf Biegung beanfpruchter Fig. 79.
Balken ift es von grundlegender Bedeutung, wie die
einzelnen Balkenquerfchnitte von der Kraftebene ge-
{chnitten werden. Wenn, wie meiftens der Fall, die
Kraftebene alle Balkenquerfchnitte in Hauptaxen
fchneidet (fiehe Art. 59, S. 39), fo ergeben fich fiir ¥ I ¢ : 4
die Spannung fehr einfache Formeln. Nach Fritherem
ift jede Symmetrie-Axe eine Hauptaxe; wenn alfo z. B.
die Querfchnitte die in Fig. 79 dargeftellten Formen 7z Z Z
haben und die Kraftebene durch Z Z, fenkrecht zur
Bildebene geht, fo ift die obige Vorausfetzung erfiillt. Wefentlich verwickelter ift die Berechnung, wenn
die Kraftebene die Querfchnitte nicht in Hauptaxen fchneidet; diefer Fall wird durch Fig. 8o veranfchau-
licht, in welcher die Querfchnitte lothrecht belafteter Dachpfetten vorgefithrt find.

Fig. 8o.
Z Z Z z

YA

a) Axiale Biegungsfpannungen,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte in Hauptaxen fchneidet.

i 3;- Unter der Einwirkung des Biegungsmomentes entftehen in den einzelnen Quer-
Axiale Biegungs-

fpanmung, _fChnitten des Balkens an den verfchiedenen Stellen Spannungen; diefelben diirfen
gewiffe durch die Natur des Materials vorgefchriebene Grenzen nicht iiberfchreiten,
wenn die Conftruction ficher fein foll; es ift daher die Kenntnifs diefer Spannungen
nothwendig. Zur Ermittelung derfelben mége der Betrachtung ein urfpriinglich ge-
rades Balkenftiick von der Linge dx (Fig. 81) zu Grunde gelegt werden; A5 fillt
in die Axe des Balkens. Bei der Biegung erleidet daffelbe Forminderungen, und
es werden im Allgemeinen die vor der Biegung durch
A und B gelegten Querfchnitte nach denfelben nicht mehr

‘ ) 1
cben fein; €D moge fich in C, D, (Fig. 82) geandert _. ;______f,___?{____;
haben. Die urfpriingliche Lange von C D war dx; die b bl ol L i

jetzige Linge ift €, D, = d x4 A dx; mithin ift die e
Verlingerung in Folge der Biegung A & x (welche Ver-
lingerung fowohl pofitiv, wie negativ fein kann). Das
Verlingerungsverhiltnifs an diefer Stelle ift demnach
Adx
ax
Wird die an diefer Stelle fiir die Flicheneinheit des Quer{chnittes herrfchende
Spannung mit V und der Elafticitits-Modul des Materials mit £ bezeichnet, fo ift
nach Gleichung 30 das Verlingerungsverhiltnifs

Adx N Adx
—d_:;'— = -F ’ alfo. - N=F —/Z’;_ .
Da £ bekannt ift, fo ift auch &V bekannt, falls '\j; gefunden ift. Man macht

nun die Annahme, dafs das Verlingerungsverhiltnifs an den verfchiedenen Stellen
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des Querf{chnittes dem Abftande z von der durch den Schwerpunkt des Querfchnittes

“normal zur Kraftebene gelegten Axe Y'Y (Fig. 83) proportional ift, und zwar der
erften Potenz diefes Abftandes. Allgemein wird alfo ftattfinden, wenn o und § zwei
noch zu beftimmende Conftanten find,

Adx
d;r :a—{—@z

Demnach ift

,_ pAdr o
N=E . =FE(a+ Bs).

Da E, a, B fiir den ganzen Querfchnitt conftant find, fo find auch die Producte

E o und £ B conftant. Es fei Ea =« und £ = §; alsdann wird
Nimgdahg o500 0 e 41.
Fiir die Beftimmung der beiden Werthe @ und & ftehen zwei Gleichungen zur
Verfiigung. Betrachtet man den Balkentheil links von dem unterfuchten Quer-
{chnitte 77 (Fig: 83), fo mufs derfelbe unter

Tig- B3 der Einwirkung aller an ihm wirkenden
Q Z Krifte, der dufseren und der inneren, im
/] Gleichgewichte fein (fiehe Art. 4, S. 6).

a, 7 A Auf diefen Theil wirken aber:
""""" s '“""“Q; Ya ) ¥ 1) Aeufsere Krifte, deren Mittelkraft
IJWJ 38, Q ift; letztere hat in Bezug auf den Quer-
N z {chnitt 77 nach Vorftehendem das Biegungs-

moment M = Q¢.
2) Innere Krifte, d. h. die axialen Spannungen im Querfchnitt 7 7; fiir ein
Flichentheilchen vom Inhalt &/ find diefelben Ndf; fir den ganzen Querfchnitt

ift deren Summe einzufilhren, d. h. allgemein / .N df, wobei die Integration iiber

den ganzen Querfchnitt auszufithren ift. Die in den Querfchnitt fallenden Spannungen
kommen bei der nachftehenden Unterfuchung nicht in Betracht.

Das Gleichgewicht des Balkenftiickes verlangt nun, dafs die algebraifche
Summe der wagrechten Krifte gleich Null fei und dafs die algebraifche Summe
der ftatifchen Momente fiir einen beliebigen Punkt der Kraftebene, als welcher der
Punkt O angenommen werden foll, ebenfalls gleich Null fei.

Wagrechte Kriifte find aufser den axialen Spannungen nicht vorhanden; die

Summe der letzteren ift / Ndf. Es wird alfo, wenn man die Ordinaten nach unten

pofitiv, nach oben negativ annimmt,

+ a
def:O.

g

Das Moment der iufseren Krifte ift #/ = Q(; jede Spannung Ndf hat in

Bezug auf O das Moment NVzdf. Das gefammte Moment aller diefer Spannungen
: +a&
ift alfo | Nzdf; da die Integration iiber den ganzen Querfchnitt auszudehnen ift,
=a

fo find fir z die Grenzen — g, und + ,. Die Bedingungsgleichungen heifsen
demnach:



87.
Neutrale Axe
oder
Nulllinie.

64

+a +a
def:() il M | Nrdf=.
— a3 — a2

Fithrt man fir V den Werth aus Gleichung 41 ein, fo wird

+ & + a1
ﬁa-{—éz) df=0 und M —f(a+02 2df=0.
—ay T
Da @ und & conftant find, konnen fie vor die Integralzeichen gefetzt werden.
Man erhilt zunichft fiir die erfte Gleichung
+ a + a

df+b)sdf=0.

— ay —-—ay

+a
Nun ift f df=F, wenn F den Flicheninhalt des ganzen Querfchnittes bedeutet;

— a3

+ a1
ﬁa’f ift nach Art. 30 (S. 24) das ftatifche Moment der Querfchnittsfliche bezogen

—az
auf die Axe Y¥Y. Da YV eine Schwerpunktsaxe ift, fo ift daffelbe gleich Null.
Setzt man diefe Werthe in obige Gleichung ein, fo bleibt
aF =0, woraus a =0 folgt.
Die zweite der obigen Gleichungen zndert fich hiernach in
+a;

M—b]sz%df=0.

s
+@

5 %2df ift aber nach Art. 46 (S. 32) das Tragheitsmoment des Querf{chnittes
A
fiir die Axe V'V, daffelbe foll hier kurz mit ¥ bezeichnet werden, fo dafs ftattfindet:
+a
T f z¥f,

—ay

alsdann wird

M=25 _7 und &= -—?A{ .
Nunmehr ift der Werth der axialen Biegungsfpannung NV durch Einfetzung der
fir 2 und 4 gefundenen Werthe in die Gleichung 41 leicht zu ermitteln; man
erhalt

N.—.——‘]g-z...........42.

Fiir alle Theile deffelben Querfchnittes haben bei einer gegebenen beftimmten
Belaftung fowohl 47 (das Biegungsmoment oder das Moment der an der einen Seite
des Querfchnittes wirkenden dufseren Krifte bezogen auf die wagrechte Schweraxe
deffelben als Drehaxe), wie auch das Tragheitsmoment ¥, welches nur von der

Form und Gréfse der Querfchnittsfliche abhingt, denfelben Werth. Demnach ift
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nach Gleichung 42 die axiale Spannung N an den verfchiedenen Stellen eines
Querfchnittes nur mit dem Abftande s derfelben von der wagrechten Schwerpunkts-
axe verianderlich. Alle Punkte eines Querfchnittes, welche in gleicher Hohe z iiber
der wagrechten Schwerpunktsaxe liegen, werden alfo gleich ftark beanfprucht. Tragt
man die in den verfchiedenen Hohen z fiir die Flicheneinheit wirkenden Axial-
fpannungen derart graphifch auf, dafs man die = als Abfciffen, die zugehérigen N
als Ordinaten zeichnet, und verbindet man die Endpunkte der Ordinaten, fo erhalt
man die Linie der Gleichung N = .o z. Diefe Linie wird eine Gerade, weil die

7
Verinderlichen V und z nur in der erften Potenz vorkommen.

Fir =0 wird N=0, d. h. in allen in der wagrechten Schwerpunktsaxe
liegenden Punkten ift die Axialfpannung gleich Null.

An diefen Stellen ift alfo auch die Verlingerung oder Verkiirzung gleich Null;
denn diefelben laffen fich aus der Gleichung ermitteln

——Ad‘ix = %V—, fonach Aa’x:i_—v dx=10:

Man nennt die Faferfchicht, in welcher durch die Biegung weder eine Ver-
lingerung, noch eine Verkiirzung bewirkt wird, die neutrale Faferfchicht, und
die Axe V'V, welche alle Punkte des Querfchnittes enthilt, in denen die Axial-
fpannung gleich Null ift, die neutrale Axe oder Nulllinie.

Hiermit ift der Satz bewiefen: Bei einem geraden wagrechten Balken, deffen
Querfchnitte durch die Kraftebene in Hauptaxen gefchnitten werden, fallt, wenn
nur lothrechte Krifte wirken, in jedem Querfchnitt die neutrale Axe mit der wag-
rechten Schwerpunktsaxe zufammen.

Aus Gleichung 42 folgt ferner, dafs IV defto grofser ift, je grofser z ift, d. h. 8s.
je weiter der betreffende Punkt von der wagrechten Schwerpunktsaxe entfernt ift. Bem?r::::;ung.
Die grofsten Werthe von V finden alfo in den am weiteften entfernten Punkten ftatt.
Es feien die Abftinde der am weiteften nach oben und unten von der Neutralen
entfernten Punkte (Fig. 83) bezw. 4 a; und — @,; alsdann ift '

N,,,,,,:-%——ﬂ;al und N,,,,-,,:—-%a2 e e A

Die Gleichungen 43 werden benutzt, um die Grofse und Form des Quer-
{chnittes an den verfchiedenen Stellen des Balkens zu beftimmen. Bedeutet 4/ das
grofste fiir einen Querfchnitt mogliche Moment, fo ift die grofste in diefem Quer-
fchnitt vorhandene Zug-, bezw. Druckfpannung aus den Gleichungen 43 zu ermitteln.
Ift fiir das betreffende Material und den vorliegenden Fall die zuliffige Bean{pruchung
fir die Flicheneinheit des Querfchnittes K, bezw. — K* (fir Zug, bezw. Druck),
fo darf hochftens ftattfinden:

N,..,=K ud N,;,=—K",
d. h. die Bedingungsgleichungen fiir den Querfchnitt werden:
M M M

K’:—}Tal, —K”.—:——Ty—a? oder K”.—..—j,—ng.
Die beiden Gleichungen fiir X und K* konnen auch gefchrieben werden:
: e XM ;
a—l_—j?- und Z——KT_ . % 5 ‘ % . P . 44.

Die rechten Seiten der Gleichungen 44 find bekannt; es wird weiterhin gezeigt
werden, wie man fiir die verfchiedenen Fille die Werthe von A/ ermittelt; diejenigen
Handbuch der Architektur. I. 1, b. (2. Aufi) 5
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der zuliffigen Beanfpruchungen, d. h. die Werthe fir X’ und K find ebenfalls (aus
den Tabellen auf S. 53 u. 54) bekannt. Sollen alfo an den meift beanfpruchten Stellen
der Querfchnitte die zuliffigen Beanfpruchungen K und K* nicht iiberfchritten werden,

fo find —I‘ZZ und ZZ fo zu beftimmen, dafs die Gleichungen 44 e;'fullt find. ¥, , und
; § 2
a, hiangen aber nur von der Form und Grofse der Querfchnittsfliche ab; man kann

daher durch paffende Anordnung des Querfchnittes diefe Bedingung erfiillen.
- Fir den Quotienten —'Zi hat man eine befondere Bezeichnung: das Wider-

ftandsmoment eingefiilhrt. Hierin bedeutet 2 den grofseren von den beiden

Werthen ¢, und «,, ohne Riickficht auf das Vorzeichen. =

Es moge noch bemerkt werden, dafs die grofsten Werthe der axialen Spannungen AV nicht ohne
Weiteres die iiberhaupt wirkenden Maximalfpannungen find. In den meiften Fillen aber ift die grofste
Spannung entweder gleich dem grofsten Werth der axialen Spannung oder doch fo wenig von demfelben
verfchieden, dafs der letztere Werth unbedenklich als grofster Werth der Spannung iiberhaupt eingefiihrt

werden kann.

Die Querfchmtte der auf” Blegung beanf{pruchten Balken werden mittels der
beiden Gleichungen 44 beftimmt, indem fiir /7 der grofstmogliche Werth des
Biegungsmomentes fiir den betreffenden Querfchnitt, fiir £“ und K die beziiglichen
Werthe ‘aus den Tabellen auf S. 53 u. 54 eingefiihrt werden. Eine giinftige An-
ordnung wird es fein, wenn gleichzeitig in den am meiften gezogenen und gedriickten
Punkten des Querfchnittes die zuliffigen grofsten Beanfpruchungen auf Zug und
Druck eintreten.

Fiir Schmiedeeifen und Stahl find dle zu}afﬁgen Zug-, bezw. Druckbean-
fpruchungen (abfolut genommen) einander nahezu gleich, fo dafs fiir die Quer{chnitts-

bildung in den Gleichungen 44 K’= K" zu fetzen ift. Es ergiebt fich alsdann
M
_jr_"l:“?“ @y’ oder i ay =4,

d. h. die Querfchnittsform fiir Stibe aus Schmiedeeifen und Stahl, welche auf
Biegungselafticitit beanfprucht werden, ift fo zu wihlen, dafs die am meiften ge-
zogenen, bezw. gedriickten Punkte gleich weit vom Schwerpunkte des Quer-
fchnittes entfernt find, dafs alfo der Schwerpunkt der Quer{chnittsfliche in halber

Hohe liegt.
Beifpiel. Das Maximalmoment in einem fchmiedeeifernen Walzbalken mit Fig. 84.
I-formigem Querfchnitt betrage M = 280 000 kgem. SR

Nach der Tabelle auf S. 53 ift fiir Schmiedeeifen A’ = K = K = 700 kg
fiir 1 qcm,. alfo

&

& e X 00
Das neben ftehende Profil Nr. 26 der »Deutfchen Normal-Profile fiir I-Eifen«

(Fig. 84) hat ein Triigheitsmoment 7-— 5798 ferner it @ = -2-23 = 13 em, dem-

e

nach Z = 446, fo dafs diefer Querfchnitt im vorliegenden Falle geniigt.
a

Fir Gufseifen ift die zuliffige Beanfpruchung auf Druck doppelt fo grofs, als
diejenige auf Zug (vergl. die Tabelle auf S. 53), alfo K = 2 K”, und demnach

-Jg a9 —{]—;— gy und . a, =2 g,

Nun ift die ganze Hohe des Querfchnittes /2 = a, + a, =3 a,, woraus g, = 3

-
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Fig. 8s. Daraus folgt die Regel: Die Querfchnitte der gufseifernen
__"'5'"* Balken (Fig. 85) find fo anzuordnen, dafs der Schwerpunkt

um % der Gefammthohe des Querfchnittes von der am meiften

e Nmmeeey

% gezogenen Fafer entfernt liegt. Befinden fich alfo die gezogenen
i Fafern, wie meiftens, unten, die gedriickten Fafern oben, fo

£l
[}
1
)
1
[ 2

¢ foll der Schwerpunkt im Abftande g— iiber der Grundlinie

S imer i e > des Querfchnittes liegen. v
Die auf Biegung beanf{pruchten Stibe aus Holz werden, der Natur des Materials
entfprechend, mit rechteckigem Querfchnitt hergeftellt; der Schwerpunkt des Quer-
{chnittes liegt alfo in halber Hohe %, und es ift ¢, = a, = % . Demnach wird
K’= K", und es ift aus der Tabelle auf S. 53 der kleinere der beiden Werthe,
welche als zuliffige Zug-, bezw. Druckbeanfpruchung angegeben find, einzufiihren.
Wenn diefer Werth K genannt wird, fo ift

¥ _M
a0
Beifpiel. Es fei etwa # = 180 000kgcm; alsdann mufs fiir kieferne -Balken ftattfinden:
F e 180000 .
. 50 = 3000.
Nach Gleichung 19 ift
b  AiiE . i
b Tl B P T
e
Im vorliegenden Falle mufs alfo fein
b A
s 3000 oder & 4% = 18000

’
3 : h
It é=%h, fo wird %— 2% = 18000 und % = \/ 24 000 = rot. 29 cm, fogach b = 22 cm,

Bei den fchmiedeeifernen Walzbalken I- und E-férmigen Querfchnittes, welche
im Handel in ganz beftimmten Kalibern erhiltlich find, kann man das fiir jeden Fall
nothwendige Kaliber mittels einer einfachen Figur fehr leicht ermitteln. Die Be-
dingung fiir die Querfchnittsbildung ift
M=K = :
a

Je nachdem man bei einem Balken mit gegebenem Querfchnitt, alfo bekanntem
Fig. 86.

Widerftandsmoment ~'Z, eine grofsere oder

Momenton-Mafsstob T : “ : )

b o o geringere Beanfpruchung K als zuliffig ein-
/ fithrt, kann man ihn fiir ein grofseres oder

S geringeres Moment M verwenden. Trigt man

/ nun die Werthe von K als Abfciffen, die zu-
R )

3 / /b/ e gehorigen Werthe Iia-_? = M als Ordinaten

auf, fo ergiebt fich fiir jedes Kaliber eine Ge-

rade, etwa O R (Fig. 86), die durch den Co-

ordinatenanfang O geht und die Grofse der

= % e s 5 ==k Momente angiebt, welche diefes Kaliber bei

S
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den verfchiedenen Beanfpruchungen X ertragen kann. In Fig. 86 find drei folche
Linien O R, O S, O T angegeben. Bei einer als zuliffig erachteten Beanfpruchung
K =700 kg wiirde der zu O R gehérige Balken geniigen, fo lange das grofste Mo-

ment nicht grofser als @ 6 = O &' ift; der zu O S gehorige Balken geniigt hierbei

noch fir ein Moment ac¢= O¢. Wird eine grofsere Beanfpruchung K, etwa
K = 1000 kg, zugelaffen, fo geniigt der Balken O S bis zu einer Momentengrofse

O f’. Auf der neben ftehenden Tafel find fiir die »Deutfchen Normal-Profile« mit I-
und C-Form die Linien gezogen; auf der Abfciffenaxe find die Spannungen K, auf
der Ordinatenaxe die Momente abgetragen.

Wenn z. B. ein Moment von 125000 kgem aufzunehmen ift, fo wiirde das I-Eifen Nr. 20 diefes mit
einer grofsten Beanfpruchung A = 580 kg ertragen konnen, Nr. 18 mit einer Beanfpruchung von 765 kg,
Nr. 16 mit einer Spannung von 1060 kg. Wire vorgefchrieben, dafs & nicht gréfser fein folle, als 700 kg,
fo wiirde das Kaliber zu wihlen fein, welches zunichft iiber dem Punkte 7 liegt, in welchem die zu

& = 700 kg gehorige Ordinate den Werth 47 = 125000 kgem hat. . Die Verwendung diefer graphifchen Tafel
ift fonach fehr bequem. :

" b) Axiale Biegungsfpannungen,
wenn die Kraftebene die Balkenquerfchnitte nicht in Hauptaxen fchneidet.

Auf den Querfchnitt 7/ in Fig. 872 wirke das Biegungsmoment M = Q (;
Fig. 87D giebt die Vorderanficht des Querfchnittes; die Kraftebene fillt mit der Bild-
ebene der Fig. 872 zufammen, geht durch die Balkenaxe und ift die X ZEbene.
Bezeichnen U U und V' V die beiden Hauptaxen des Querfchnittes, fo kann
nach bekannten Gefetzen der Statik das in der X ZEbene wirkende Moment 47 in
zwei Seitenmomente zerlegt werden,
welche in der X U- und X V-Ebene ~ Fig. 87.
wirken; das erftere ift alsdann 3/, = 0 ¢ -
M sin o, das letztere M, = M cosa. 1 '
Diefe Zerlegung, fo wie die Dreh- '
richtung = der Seitenmomente wird
durch die ifometrifche Anficht in
Fig. 87¢ verdeutlicht, bei welcher,
der einfacheren Zeichnung halber, | :
ein Rechteckquerfchnitt angenom- Yead ey
men ift. Q zerlegt fich im Punkte e
A in Q cos o und Q sin o, welche
Krifte bezw. in den Ebenen X V
und X U wirken. Die erftere Kraft
hat in Bezug auf die durch O, den
Schwerpunkt des betrachteten Quer-
{chnittes, gelegte Hauptaxe U U das
Moment: ;

40_ (Do
Osina e O

et e
\7’_‘&1
A = e e /r 7‘\,_
i U

2 V4 B 4

Qcosa.L=0ZCLcosa=DMcosa,;
die letztere hat in Bezug auf die gleichfalls durch O gelegte Axe V V' das Moment
QOsina .= Q {sina= M sin a.
Jedes diefer beiden Theilmomente wirkt nun aber in einer Ebene, welche die fammt-
lichen Querfchnitte in- Hauptaxen f{chneidet; die Ebene des erfteren {chneidet die
Querfchnitte in V7 7, die des letzteren in den Axen U Uj; jedes diefer Momente er-



