31

und der wahrscheinliche Fehler:
4 B
o B o TR i (32)
Vn (n—1)
In dem obigen Beispiele, §. 1D, ist 2v= 1506, n=30; hiemit folgt
als wahrscheinlicher Fehler einer Beobachtung nach Gl. (32):
r—=—-+0"431;

die in diesem Falle so gut wie vollkommene Uebereinstimmung dieses Werthes

mit dem oben erhaltenen (0*.435) ist wohl mehr zuffillig; der aus (32) folgende
Werth wird iibrigens praktisch immer geniigend genau sein, wenn 7n nicht zu
Klein ist. Ja man kann, bei grosserem n, statt der Gl. (32) ohne merklichen
Fehler die einfachere:

()
r=08453" (32%)

anwenden; sie gibt in unserem Beispiele r=—0".424.

1. GENAUIGKEIT DER FUNCTIONEN MEHRERER VON EINANDER UNABHANGIGER
BEOBACHTETER GROSSEN.

18. Es sei X=1{(x,, ,, 4 ,...) eine Function mehrerer von einander
unabhiingiger Grossen, fiir welche aus directen Beobachtungen heziehungsweise
die wahrscheinlichsten Werthe a,, @y, @3 ,... mit den mittleren Fehlern
& s £, &,... erhalten wurden, so ist sofort klar, dass der wahrscheinlichste
Wenth won X —[(2,, 33, 33, - - .) sein miisse, und es handelt sich daher nur
noch um die Bestimmung des mittleren oder wahrscheinlichen Fehlers dieses
Werthes. V

Betrachten wir zundchst den einfachsten Fall, wenn X die Summe oder
Differenz zweier beobachteter Grossen also

N — =,

ist. Wie immer dic wahrscheinlichsten Werthe a,, a, der Grissen z, und z,
erhalten worden sein mdogen, so kann man immer annehmen, dass beide Werthe
aus einer grossen Anzahl von Beobachtungen hervorgegangen seien, und diese
Anzahl fiir beide gleich sei, wo dann die Genauigkeiten der beiden Beobachtungs-
reihen den mittleren Fehlern ¢ und & der Werthe a, und a, verkehrt
proportional sein werden. Bezeichnen wir dann die wahren Fehler der ange-
nommenen Beobachtungen

fiir o, mit. 4y, 4, 4°,...

favtm it A, A Ay
so sind die Fehler von X:

4 dy 4, =4, A4 =4, ...

2 3
wo bei jedem derselben beide Zeichen gleich moglich sind. Bedeutet ferner E
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den mittleren Fehler von X, und n die Anzahl der angenommenen Beobachtun-
gen, so ist zufolge der Definition des mittleren Fehlers [§. 10]:
n B — (4, ) 4 (4 ) (A + D)
5 [J1J1] gt d [JLJ‘A] 4 [szrz]-

Bei einer grossen Anzahl von Beobachtungen werden aber die positiven
und negativen Producte von der Form A, 4, gleich hiufig vorkommen, so dass
wir als wahrscheinlichsten Werth [, 4,] =0 zu setzen haben. Da nun iiber-
dies[eel = e S, 20 [ =—"1e= a0 yand=

Bl—e® Lis.
Ist

N e
S0LSetzes man' o, =t iy =— @ Rt annsSwindseRE— T S AW En e
der mittlere Fehler von x,, dem Vorhergehenden zufolge: &} —¢2 4 &3,
E? = &% + &%, somit

Bt 4 e,
und der Satz kann auf diese Art auf die algebraische Summe einer beliebigen
Anzahl beobachteter Grossen ausgedehnt werden. In Folge des constanten Ver-
héltnisses zwischen dem mittleren und wahrscheinlichen Fehler gilt derselbe
auch fiir letzteren. Ist daher:

No— T ism, =k oa e

und sind«nyjiry, vy, oyR die wahrscheinlichensFehler vonidy; Ty, By, . X,
so hat man:

R=Vritri¥n+.....= V. (33)

Bezeighnen Wi, mit gy sps0 D=0 dies Giewiehtes von =m LS o a: i

mit P das Gewicht von X, so ist, wenn 7, der wahrscheinliche Fehler der
Gewichtseinheit :

,).2 7,2 ,,.2 7»2
PZ%VP :7077 ptz',o‘vp':—o-"v
R T AT S BosR g LS
folglich, zufolge der Gl (33):
7.2 7.2 7,.2 ,',2
e + & + = + )
I% P Pe 3
i
1 7 ’
el i
BNEROE P

In dem h#ufig vorkommenden Falle, dass X=uw, 4=a,, also aus 2 Theilen
zusammengesetzt ist, hat man

R=Vr + 7%, pzpi'j_i; ; (35)
1 2
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St td SaWerthe s "won @, 0 Ly, 5 Lgyneie gleich genau, so wird
=T, ) =D e, wsomits swennt . die Anzahl dieser
Werthe :

R=rvn, p=’7’;. (36)

Aus diesen Formeln folgt der fiir die Praxis wichtige Satz, dass, wenn
eineGrossedurch Zusammenlegung mehrerer Theile bestimmt
werden muss, der wahrscheinliche Fehler der algebraischen
Summe wie die Quadratwurzel aus der Anzahl der Theile
zunimmt, oder das Gewicht der Summe der Anzahl der Theile
verkehrt proportional ist. Man wird daher immer trachten, in solchen
Fillen die Anzahl der Theile mdglichst gering zu machen.

Beispiel. Man habe die Zenithdistanz eines Sternes im Meridiane
beobachtet : z=19°48‘12.7 mit einem wahrscheinlichen Fehler r, = —=2".5;
die Declination des Sternes sei d=—=28°12‘27/.7 und der wahrscheinliche
Fehler derselben 7, ——0".8; hieraus findet man die Breite ¢ des Beobach-
tungsortes mittelst der Formel ¢p=z 4 6 =48°040"4 und der wahr-
scheinliche Fehler dieser Bestimmung ist, nach (33):

R=—+V @5+ 08 =262

Dieser Satz findet auch Anwendung auf den Fall, wenn ein Resultat
durch mehrere von einander unabhingige Beobachtungen zu Stande kommt,
deren jede einem gewissen Fehler unterworfen ist. So erfordert z. B. die
Beobachtung einer Richtung mit einem Winkelmessinstrumente die Einstellung
des Fernrohres auf das Object und die Ablesung des Kreises; nennt man
daher « den mittleren Einstellungsfehler (Visurfehler), # den mittleren Fehler
einer Ablesung, so ist der mittlere Fehler einer beobachteten Richtung
e=Va® + % Die Messung eines Winkels erfordert die Beobachtung zweier
Richtungen, deren jede dem mittleren Fehler e unterworfen ist; der mittlere
Fehler des gemessenen Winkels ist daher nach Gl (36) =¢)/2= V27a‘-’—}fzﬁ'§7

19. Die gegebene Function sei nun:
X:(ll’,
wo « einen bekannten Coefficienten bedeutet. Ist aus Beobachtungen der wahr-
scheinlichste Werth &= a hervorgegangen mit einem wahrscheinlichen Fehler 7,
so ist offenbar X=waa der wahrscheinlichste Werth von X, und da jeder
Fehler 4= in x den Fehler 4«4 in X erzeugt, so wird der wahrschein-
liche Fehler in X:
R= «ar. (37)
Hieraus folgt nun mit Riicksicht auf Gl (33) im vorhergehenden §. der
folgende Satz:

Herr, sphir. Astronomie. 3
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st :

Xi==iv, T)j b=rory @y = w0 L. (38)
und sind 7,, 7y, 7y,... die wahrscheinlichen Fehler der wahrscheinlichsten
Werthe VoL Ly, Ty, Ty, - -0 ]enerevon X, so hat man:

R2=e?r? 4 a2r; 4 oirs 4 ... .= [a®r?]. (39)
Dieselbe Relation gilt fiir die mittleren Fehler. Bezeichnet man mit P das
Gewicht von X, mit p,, p,,... die Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe von
Ll R0 wind
1.8 oyt :[‘i"_‘]
P P1+PQ+P3+ ..... P (40)
Hiufig kommt der Fall vor, dass eine Grosse X durch die halbe Summe
oder Differenz zweier beobachteter Gréssen x,, @, bestimmt wird, also:

X=1} (z; = 2,)

ist; fiir diesen Fall folgt aus (40):

4P1P2
Jllo= ey 41
D1 +Pe (&)
wenn p, und p, die Gewichte von x, und @,.
[stitr, — 1y —ng——nth = I RauE R === D= = d-h.
sind die beobachteten Werthe von @, , @,, ®;,... gleich genau, so hat man:
R—=—1V[ed], ;:[";“]. (42)

Diese Formeln fiithren, noch weiter specialisirt, wieder auf die bekannten Aus-
driicke des wahrscheinlichen Fehlers und Gewichtes des arithmetischen Mittels
suriick. Lésst man némlich den Ausdruck (38) rechter Hand aus n positiven

; 1 : ¢ [y
Gliedern bestehen, und setzt ¢, —=w,=—a3...=0y =gy g0 wird «X== [;L]
das arithmetische Mittel aus @, , @ ,...2,, und vermoge der Glgn. (42) wird

% . ‘
der wahrscheinliche Fehler desselben K= ‘/n : %2: ﬁ, und dessen Gewicht
P=mnp, oder fir p=1:P=mn, iibereinstimmend mit den Formeln (26)
und (27).

Aus der Vergleichung der beiden Formeln (36) und (37) folgt weiters,
dass, wenn eine Grésse X nicht unmittelbar als Ganzes bestimmt werden kann,
es vortheilhafter ist, dieselbe aus mehreren direct beobachteten Theilen zusam-
menzusetzen , als einen aliquoten Theil zu messen, und durch Vervielfachung
desselben X zu bilden. Im ersteren Falle ist ndmlich, wenn n Theile gemessen
wurden, deren Summe == X ist, zufolge der Glgn. (36):

P

—r Jrie
Ri= sy =




&)

wenn » der wahrscheinliche Fehler, und p das Gewicht eines Theiles. Hat

man aber mit derselben Genauigkeit nur den '™ Theil von X, d. i. x_—_ix;
gemessen, wo dann X = na ist, so wird, nach Gl (37) und (40)
p

MRaLY
n?

R R—

somit der wahrscheinliche Fehler von X, im letsteren Falle V2 mal grosser,
das ‘Gewicht % mal kleiner, als im ersteren, und man miisste, um in X dieselbe
Genauigkeit zu erlangen, den nt*® Theil z » mal messen.

-20. Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, wo

X="1 (2,2, 2,..) (43)
irgend eine beliebige Function von 2z, @,,... bedeuten mag, und setzen
Rt S g, & @ — 0, oE &, . unteray, @ o wieder die

wahrscheinlichsten Werthe von x,, #,, ... verstanden, so werden &, &,, &;,...
sehr kleine Grossen sein, deren wahrscheinlichster Werth = 0 ist, mit den
wahrscheinliechen Fehlern 7, , r,, r5, ..., welche den Werthen a,, a,, ag,...
zukommen. Nach dem Taylor’schen Lehrsatze hat man nun, mit Vernachlidssignng
der hioheren Potenzen der kleinen Grossen &, &,,...:

; ax ax., ax
X:]‘(al,a._,,as,...)+%§1+%§2+dr ;3+-...
i 2 %y

Setzt man die constante Grosse f(a,, @, ag,...) = A, schreibt die Gleichung
in der Form:

aX ax ax .
e e e
dz
P
sind, da in denselben z, — a,, ®, = @, u. s. w. gesetzt werden muss, so haben

wir es wieder mit dem im vorhergehenden §. behandelten Falle zu thun, und
der wahrscheinliche Fehler von X wird nach Gl (39):

dzg

und beachtet, dass auch die Differenzialquotienten u. s, w. constante Grossen

Beispiel. Zur Bestimmung einer Distanz AB =— a, welche nicht direct
gemessen werden konnte, wurden die Entfernungen AC=1"% und BC = ¢ von

einem dritten Puncte und der Winkel ACB — A gemessen und folgende
Werthe erhalten:

b = 53.466 Meter, m, d. wahrscheinlichen Fehler r, = + 0.0025 Meter,
e—to0bll e 7 . gl 00030
A=163° 15' 20 , , 3 .  ry=+ 10"
3*

”
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Es ist nun: a?=0%-4 ¢®—2bc cos 4, woraus sich a=—=112.866 Meter
ergibt; ferner findet man:

da_b——ccosA da c—Dbcosd

et el I — 0.99
db a ke a e
LA

dA a 5

Der Fehler des Winkels 4, in Bogenmaass fiir den Halbmesser 1 aus-
gedriickt, ist 7, = 10" sin 1 = 0.00004848, und man erhilt daher als wahr-
scheinlichen Fehler von @

R = V/{(0.988 X 0.0035)2 4 (0.991 X 0.0040)? 4+ (8.27 X 10* sin1*)}
= 4+ 0.0053 Meter.

Il BESTIMMUNG DER WAHRSCHEINLICHSTEN WERTHE MEHRERER VON EINANDER UNAB-
HANGIGER GROSSEN AUS BEOBACHTETEN WERTIEN VON FUNCTIONEN DERSELBEN.
21. Bs seien x, gy, ¢, u. s. w. unbekannte Grossen, & an der Zahl, und
Vi— i e e b o )
eine beliebige Function derselben, deren analytischer Ausdruck bekannt ist.
Aus Beobachtungen habe man einen Werth M, der Function V7 erhalten,
welcher den bekannten Werthen a,, b, ¢;,.... der Coefficienten @, 0, ¢, . ..
entspricht, so folgt hieraus die Gleichung:
Tl = il n o e SR S R
Jede nea hinzukommende, unter anderen Umstinden, d. h. bei geédnderten
Werthen von a, b, c, ... angestellte Beobachtung liefert eine neue Gleichung:
N =i e a5l a b
e Cha L O s G )
U SO W,

So lange die Anzahl der Beobachtungen, also anch der Gleichungen
kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten, ist es bekanntlich unmdglich,
bestimmte Werthe der Unbekannten zu finden. Ist die Anzahl der Gleichungen
gleich jener der Unbekannten, so ldsst sich nichts thun, als die Gleichungen
auf gewohnliche Weise aufzulisen ; iibersteigt aber die Anzahl m der Gleichungen
jene % der Unbekannten, so wird es, in Folge der den beobachteten Functions-
werthen M,, M,, u. s. w, anhaftenden Beobachtungsfehler kein System von
Werthen der Unbekannten geben, welches simmtlichen Gleichungen strenge
Geniige leistet, und es entsteht nan die Aufgabe, jenes System zu finden,
welches simmtliche Gleichungen moglichst nahe befriediget oder mit Riicksicht
auf die vorliegenden Beobachtungen das wahrscheinlichste ist.

Hiebei sind zwei Classen von Aufgaben zu unterscheiden. Die unbekannten
Grossen =, g, 2, u. 8. w. sind entweder von einander véllig unabhingig, so
dass theoretisch jeder Werth irgend einer derselben mit jedem Werthe aller
iibrigen vertriglich ist; oder es konnen gewisse Bedingungen existiren, welchen



