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Jene Hypothese wird daher auch die wahrscheinlichste
sein, fiir welche die berechnete Wahrscheinlichkeit des
beobachteten Ereignisses am grossten wird

Will man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Hypothesen selbst be-
stimmen, so seien diese H, H‘, H", und man hat in Folge der eben ausge-
sprochenen Proportionalitit: H=CW, H'=CW, H'=— CW", wo C eine
constante Grosse; hieraus folgt: H4H'4H"= C (W4 W4 W*); sind aber
nur drei Hypothesen moglich, so muss eine die richtige sein; es ist also
H+H'4+H'=1, somit:

. adsiusl

and
w w! w

- = - H'— .

W4 W4 we W4 Wi W W4 W4 W
Die Wahrscheinlichkeit der Hypothese ist also gleich der nach ihr berechneten
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, getheilt durch die Summe der nach allen
moglichen Hypothesen berechneten Wahrscheinlichkeiten derselben.

H

In obigem Beispiele erhélt man:
H:‘i—%

Jimeel 60 i 15
g H'=
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I. BEGRUNDUNG DER THEORIE DER KLEINSTEN QUADRATE. — ANWENDUNG DERSELBEN ZUR
BESTIMMUNG DES WAHRSCHEINLICHSTEN WERTHES EINER UNBEKANNTEN GROSSE.

3. Wie unregelmiissizc und scheinbar gesetzlos auch das Auftreten der
zufélligen Beobachtungsfehler sein mag, so lassen sich doch schon aus dem
Begriffe derselben einige charakteristiche Eigenschaften folgern. Vorausgesetzt,
dass die Beobachtungen unter gleichen Umstéinden und mit gleicher Sorgfalt
angestellt sind, werden 1) bei einer grosseren Anzahl derselben positive und
negative Beobachtungsfehler von derselben absoluten Grosse gleich haufig vor-
kommen, d. i. gleich wahrscheinlich sein; denn im Gegenfalle miisste das
Ueberwiegen der einen oder der andern durch eine constant wirkende Ursache
hervorgebracht, d. i. ein constanter Fehler vorhanden sein, welcher Fall im
Vorhinein ausgeschlossen wurde. 2) Kleinere Fehler miissen héufiger vorkom-
men als grossere und sind demnach wahrscheinlicher; denn um einen grosseren
Beobachtungsfehler zu erzeugen, miissen offenbar mehrere zuféillig wirkende
Fehlerquellen in demselben Sinne zusammenwirken oder eine oder die andere
derselben in ungewohnlich hohem Grade auftreten. 3) Theoretisch genommen
wird ein beliebig grosser Beobachtungsfehler nicht als unmoglich zu betrachten
sein; in der Praxis jedoch wird es bei jeder Gattung von Beobachtungen eine
wenn auch nicht scharf bestimmbare Grenze geben, welche die Beobachtungs-
fehler nicht iiberschreiten, weil wir immer annehmen miissen, dass die
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Beobachtungen mit jener Genauigkeit gemacht sind, welche die in Rede
stehende Beobachtungsgattung gestattet.

Hieraus folgt, dass die Wahrscheinlichkeit W eines zuffilligen Beobach-
tungsfehlers 4 von dessen Grosse abhingt und somit als Function desselben
betrachtet werden darf, so dass man setzen kann:

W=0q(4), 1
wo ¢ ein Functionszeichen bedeutet. Die Funection wird eine gerade sein
missen, damit sie fiir gleiche positive und negative Werthe von - denselben
Werth erhilt, wie dies die erste der oben bemerkten Eigenschaften der zu-
falligen Beobachtungsfehler erfordert; zufolge der zweiten muss ihr Werth mit
zunehmendem A abnehmen und fiir 4==0 ein Maximum erreichen; aus der
dritten folgt endlich, dass wenn 4 iiber eine gewisse Grenze hinaus wéchst,
¢ () sehr klein werden oder der Grenze Null sich nfhern muss.

Hiernach kann man sich von dem Verlaufe der Function ¢ () schon
eine Vorstellung bilden; betrachtet man némlich die Gl (1) als Gleichung
einer Curve, indem man die Fehler /= OP (Fig. 1) als Abscissen, und die

180y a2l
Y

\X
0 e

zugehorigen Wahrscheinlichkeiten W= PM als Ordinaten ansieht, so wird
aus der Construction derselben eine Curve von der in der Figur dargestellten
Gestalt hervorgehen, welche symmetrisch ist zu beiden Seiten der y-Axe und
der Axe der z sich asymtotisch nihert.

4. Kennt man die Wahrscheinlichkeit ¢ () eines Fehlers 4 fiir eine
gewisse Gattung von Beobachtungen, so lisst sich auch leicht die Wahrschein-
lichkeit angeben, dass der Fehler einer einzelnen Beobachtung dieser Gattung
zwischen zwei gegebenen Grenzen ¢ und b liege. Theilen wir das Intervall
—a

b ; : e
b—a in n gleiche Theile, und setzen —4, so ist die Wahrscheinlich-

keit der Fehler:
a, a+9, a+29,..... a+m—1)0
beziehungsweise :
¢ (a), gla+0), ¢(a420),..... ¢lat+(n—1)4], (m)
und die Wahrscheinlichkeit, dass irgend einer dieser Fehler, gleichgiltig
welcher, eintrete, zufolge §. 2, II:

9@+ (a+0)+9 @20+ ... +glat@—1)0]. ()
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Lassen wir nun 0 unendlich klein werden, so umfasst die Reihe (m)
alle moglichen zwischen ¢ und b liegenden Fehler und die Summe (n) gibt
dann die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler itberhaupt zwischen den Grenzen
a und b liege. Es ist aber, wenn -/ die unabhiingig Veréinderliche, und )
eine unendlich abnehmende Grosse bedeutet, vermdge des Begriffes eines
bestimmten Integrals :

b
[ ts—o[s@ o @rorts @2t +ylato—1a]
oder

b b
jcp(z/) dd=062q(4), (p)

b i
wenn man mit Sq(4) die Summe der unendlich vielen Werthe bezeichnet,
a

welche aus ¢ (4) hervorgehen, wenn man A von @ bis b durch unendlich
kleine Incremente & wachsen lidsst. Nennt man daher @ (a, b) die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Fehler zwischen den Grenzen e und b liege, so hat man:

L[ 5
@ (a, b) = E?Lq) () d. (2
Hieraus folgt weiters:
s
T enaa=1, 3)
=<0

da es gewiss ist, dass der Fehler zwischen den Grenzen — oo und + o
liegen muss, die diesem Falle entsprechende Wahrscheinlichkeit demnach
zur Gewissheit wird, also der Einheit gleich ist.

Mit Hilfe der Gl (2) kann @ (a, b) sofort berechnet werden, sobald
die Form der Function ¢ bekannt ist, zu deren Kenntniss wir mittelst des
im folgenden §. aufgestellten Satzes gelangen.

5 Wenn zur Bestimmung einer unbekannten Grosse me h-
rere von einander unabhingige, unter gleichen Umstdnden
und mit gleicher Sorgfalt angestellte Beobachtungen vor-
liegen, so ist das arithmetische Mittel aus allen der wahr-
scheinlichste aus diesen Beobachtungen folgende Werth der
Unbekannten.

Ein strenger Beweis lisst sich fiir diesen Satz wohl nicht fiihren, allein
er ist so sehr in der Natur der Sache begriindet, dass man ihn seit jeher
als unbedingt giltig angenommen hat, und in der That nichts anderes als der
einfachste Ausdruck jener Eigenschaften, welche wir in §. 3 als charakteri-
stische Merkmale der zufilligen Beobachtungsfehler erkannt haben. Bezeichnen
wir némlich mit ¢,, @y, ag,...a, die aus n Beobachtungen hervorgegangenen
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Werthe der Unbekannten, mit 4 den wahren uns unbekannten Werth derselben,
5o sind:

A,:-—-A-——al, Z/2=A——¢lg, AS=A—~LZ3,. g .duzA—v(ln
die wahren Fehler der Beobachtungen; durch Addition dieser Gleichungen
und Division mit » folgt:

A=g1+-a2+a3;}b— ..... +an+4+da+43+ Saos

n b

es ist aber

R thtat....4a

n

4
das arithmetische Mittel aller Beobachtungen, folglich :

dmpy At At 4,

n

Da nun bei Beobachtungen von gleicher Giite positive und negative Beobach-
tungsfehler von derselben absoluten Grisse gleich wahrscheinlich sind oder
gleich hiufig vorkommen werden, so muss die Summe Afad - e
e o e e

n

und um so mehr der Quotient sich der Grenze

Null ndhern und zwar um so mehr, je grosser die Anzahl der Beobachtungen
ist, und folglich bei einer unendlichen Anzahl von Beobachtungen das arith-
metische Mittel # dem wahren Werthe A gleich werden.

Schreibt man die Gleichung (4) in folgender Form:

(#—a)+@—a)+(@—a)+ ... +(@—a)=0, 6))
wo nun (z—ay), (x—a,), uw. s. w., die sogenannten iibrigbleibenden
Fehler der Beobachtungen sind, wenn man das arithmetische Mittel z als
den wahrscheinlichsten Werth annimmt, so sieht man, dass durch letztere
Annahme die Summe der Tiibrigbleibenden Fehler — O gemacht also die
Bedingung erfiillt wird, welche strenge genommen erst bei einer unendlichen
Anzahl von Fehlern stattfindet; man kann daher gewiss sein, sich durch diese
Annahme der Wahrheit so weit zu néihern, als es die begrenzte Anzahl der
vorliegenden Beobachtungen erlaubt und durch Vermehrung dieser Anzahl der
‘Wahrheit immer néher zu kommen.

6. Die Bestimmung der Function ¢ (/) unterliegt nunmehr keiner Schwie-
rigkeit. Da dieselbe nur von der Natur der zufilligen Beobachtungsfehler, nicht
aber von der Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten abhingen kann, so
konnen wir der Ableitung den einfachsten Fall zu Grunde legen, in welchem
nur eine Unbekannte zu bestimmen ist.

Bezeichnen wir also wieder mit a,, dy, ....a, die aus n unter gleichen
Umstéinden und mit gleicher Sorgfalt angestellten Beobachtungen hervorgegan-
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genen Werthe einer unbekannten Grosse, so sind, wenn wir fiir letztere
irgend einen Werth z annehmen:

=0 Ol —% .- dy=x—a,
die dieser Annahme entsprechenden Fehler der Beobachtungen, und die

Wahrscheinlichkeit, dass bei n Beobachtungen gerade diese Fehler -eintreten
oder zusammentreffen, wird, vermoge §. 2. IV. ausgedriickt durch das Product:

We=op@—a).9(@—ay) . 9(x—az)..... ¢ (2 — ay). (6)

Jeder willkiirlich angenommene Werth x (Hypothese) erzeugt ein be-

stimmtes Fehlersystem, welchem eine bestimmte Wahrscheinlichkeit W entspricht,

und es muss nach dem in § 2, V aufgestellten Satze jener Werth der Unbe-

kannten (d. i. jene Hypothese) die wahrscheinlichste sein, fiir welche die nach

(6) berechnete Wahrscheinlichkeit des resultirenden Fehlersystems ein
Maximum wird. Schreibt man diese Gleichung in der Form:

log W=1log g (z—a,)+ logg (z—ay)+ .... 4 log g (z—au),
so erhilt man durch Differenziation nach z als Bedingung des Maximums:
' ®—a) , 9'(@—ay) s i ¢'(@—an)
P(x—a) q:(x—a‘) ..... g (x_“n)
aus welcher Gleichung der wahrscheinlichste Werth von x hervorgehen muss.
Dieser ist aber in dem vorausgesetzten Falle kein anderer als das arithmetische
Mittel aus allen Beobachtungen, fiir welches die Gleichung ():
(z—a)+@—ag)+ .. ... +(@—a,)=0
besteht, und es miissen daher beide Gleichungen denselben Werth x darbieten.
Gibt man aber der vorhergehenden Gleichung die Form :

9

9’ (x —ay) ¢ (» —a,)

(x—ay) = v —a,
Va—a) se—a) T T e ot —a)
@' (x —ay)
r—a — = 0,
+ ¢ ) (@—an) ¢ (& —an)

so erkennt man leicht, dass dies nur dann moglich ist, wenn
) 8 ek )i ¢ 4sT Blergainl of
(x"‘ax)q’(x_a) (x—ay) 9 (x—ay) (f_an)‘ﬁ(*_(’")

wo k eine Constante. Man hat demnach, wenn irgend einer der Fehler mit -/ be-
zeichnet wird :

9'(4) _
dold)

oder, da d g (J)=q' () dd:

G0 T Y s,

9 (4)



10
hieraus folgt durch Integration :
log ¢ ()= kA% + logc,

oder
1hA?
@ (d)= ce #+4°,
wo ¢ die Integrations-Constante, und e die Basis der natiirlichen Logarithmen

bedeutet. Da ¢ (/) mit zunehmendem ./ abnehmen muss, so muss k wesentlich
negativ sein; setzt man also th——h% so wird:

pfdlirce Tl )

Die Constante ¢ bestimmt sich mit Hilfe der G1. (3), welche durch Substi-
tution des eben gefundenen Werthes von ¢ (4) in :

YR Lo S
if e VAl il
0 _

oder, wenn man h ./ = ¢ setzt, in:

+ ™
LJ‘ e
ghide

sich verwandelt. Es ist aber bekanntlich :

Too .
j el — )

— o

(0 o]
*) Betrachtet man zunéichst das Integral J=J~ ¢~ "4dr, und beachtet, dass der
0
Werth eines bestimmten Integrals nur von den Grenzen nicht aber von dem Namen

(0]
der Veranderlichen abhinge, so hat man auch J= f ¢~ ¥dz, und somit durch Mul-
0

o 2 e 2 e pen lll 2
J’:j e—[dlf e—-%u:j je—( T gy dys
0 0 0 Yo

setzt man nun z =y, wo y eine neue Verdnderliche ist, in Bezug auf welche, wie
man leicht sieht, die Grenzen dieselben bleiben, so wird dz=tdy, und

o olile o} (e 2] @
J?;J‘ J A% L2(1+y2}l dtdy:j dyj‘ % [2(1"'1/2)[ dl;
0 J0 0 0

die Integration nach ¢ kann nun ausgefithrt werden; es ist:

- A 2
je_ Ay LS i ;
2(1+?)

p il ;
welcher Ausdruck, zwischen den Grenzen O und oo genommen, in Ty sich ver-

tiplication :

wandelt. Hiemit wird :
e ] @
2 Sl e S G i) e
e L
folglich

o % o0 %
J e Ydt=1yn, und‘[ il dt=2j e dl—.
0 —® 0



1l

somit :

und folglich :

) oh —h2 A%

il — 1—/; e . (8)
Die Anwesenheit eines unendlich kleinen Factors d in diesem Ausdrucke

erkliart sich dadurch, dass, bei der unendlichen Anzahl der moglichen

Tehler die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen bestimmten Fehlers nothwendig

unendlich klein ist. Genauer gesprochen, driickt derselbe die Wahrscheinlich-

keit aus, dass der Fehler zwischen den Grenzen A und 44 & liege, unter &

eine unendlich kleine Zahl verstanden, wie aus den Glgn. (2) und (p)in §. 4

ohne Schwierigkeit erhellt.

7. Da der Ausdruck (8) fiir alle Gattungen von Beobachtungen gilt, so
werden sich die einzelnen Gattungen nur durch den ihnen zukommenden
Werth der Constante h unterscheiden kinnen, deren Bedeutung sich aus fol-
gender Betrachtung ergibt. Substituirt man den Ausdruck (8) in die Gl. (2),
so erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Beobachtungsart,
welcher ein bestimmter Werth von A zukommt, der Fehler einer einzelnen
Beobachtung zwischen den Grenzen —a und + @ liege , den Ausdruck:

ir‘;— W4 .

Vrl_a
da nun positive und negative Fehler von derselben Grosse gleich wahrschein-
lich sind, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler ohne Riicksicht
auf sein Zeichen zwischen den Grenzen O und @ liege oder die Grenze a nicht
iiberschreite, das Doppelte des obigen Ausdruckes sein; bezeichnet man daher
letztere Wahrscheinlichkeit mit @ (a), so hat man:

2] a " o rah
iy i j 4= 2 | e .
Vo Vrdo
Fiir eine andere Beobachtungsart, welcher der Werth h' zukommt, ist
die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler einer einzelnen Beobachtung die Grosse

@' nicht iiberschreite :
S
b (@) =— j Y=t
VYl
Setzen wir nun @ (a)= @ (a‘), d. i. nehmen wir an, dass bei der einen
Beobachtungsart ein Fehler innerhalb der Grenzen O und @ eben so wahr-
scheinlich sei, wie bei der andern ein Fehler zwischen O und a‘, sO muss, da
der Werth eines bestimmten Integrals nur von dem Werthe der Grenzen
abhéingt, zwischen welchen dasselbe genommen ist,

ah=a'h’,
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oder h:h'=a':asein, d.i. die Werthe von k verhalten sich verkehrt, wie gleich
wahrscheinliche Fehler bei beiden Beobachtungsarten. Eine Beobachtungsart
ist aber offenbar fiir um so genauer zu halten, je kleiner die Wahrscheinlichkeit
irgend eines Fehlers — a, also, vermoge der obigen Proportion, je grosser h
ist. Die Grosse h ist demnach der Genauigkeit der Beobachtungen direct pro-
portional und wird aus diesem Grunde von Gauss, dem Begriinder der
Theorie der kleinsten Quadrate, das Maass der Précision genannt; sie
bietet daher auch das Mittel dar, Beobachtungen von verschiedener Genauig-
keit miteinander zu vergleichen und zu verbinden.

Bei irgend einer Beobachtungsart, welcher ein bestimmter Werth von
I zukommt, verhilt sich die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler = O zu begehen,
zur Wahrscheinlichkeit, den Fehler = 4/ zu begehen, wie ¢ (0):¢ (<), d. i

— 44" Hieraus folgt nun zunéchst wieder die bereits erkannte Be-

deutung von h; denn je grosser h ist, desto kleiner wird ¢ hz"’z, i
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler = 4 zu begehen im Vergleiche zu einem
Fehler =0, um so genauer miissen also die Beobachtungen sein. Ueberdies
zieht man daraus noch folgenden Satz: Hat man fiir eine gewisse Gat-
tung von Beobachtungen auf irgend eine Weise gefunden, dass

die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers =0 zur Wahrschein-
[’2

wie 1:e
die

lichkeit eines Fehlers — 4 sich verhalte, wie 1:e7 94", so ist
fiir diese Gattung von Beobachtungen das Maass der Pré-

cision h=1/q zu setzen.

8. Wir haben im vorhergehenden §. fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der
Fehler ohne Riicksicht auf sein Zeichen zwischen den Grenzen O und « liege,
oder absolut genommen die Grosse « nicht iiberschreite, den Ausdruck erhalten :

D (a) = 1’/272 fo . (9)

ah

Die Berechnung des bestimmten Integralsj ¢—"* d1 mittelst unendlicher Reihen,
0

welche nach auf- oder absteigenden Potenzen von ¢ fortschreiten oder
mit Hilfe eines Kettenbruches, findet man in verschiedenen Werken iiber
Tntegralrechnung dargestellt*); eine Tafel, welche den Werth des Integrals (9)
von ah==0 bis ah=—2 gibt, enthilt das Berliner astronomische Jahrbuch
fir 1834. Diese Tafel gibt z. B.: i

fir ah—047: P(a)—0.49375,

048 0.50275,

049 0.51167,

0.50 0.52050,
WSt W

*) Man sehe z B. des Verfassers: ,Lehrbuch der h¢heren Mathematik®, Wien,
1864, II. Band, Seite 378 u. ff.
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Umgekehrt kann man mittelst dieser Tafel auch leicht «h finden, wenn
@ (a) gegeben ist, d. i die Fehlergrenze a, welche zu einer gegebenen Wahr-
scheinlichkeit @ (a) gehort.

Von besonderer praktischer Wichtigkeit ist hier die Bestimmung jenes
Werthes des Fehlers a, fir welchen die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Werth
absolut genommen nicht iiberschritten werde, == % ist; man nennt diesen
Fehler den wahrscheinlichen Fehler; es ist dies daher der Fehler,
‘welcher bei einer gegebenen Gattung von Beobachtungen eben so leicht iber-
schritten, als nicht erreicht wird, oder: man kann 1 gegen 1 wetten, dass bei
einer einzelnen Beobachtung dieser Gattung der Fehler kleiner sei als der
wahrscheinliche Fehler. Bezeichnet man also den wahrscheinlichen Fehler mit 7,
so hat man @ (r) = L zu setzen, und sieht aus obigem Téfelchen, dass der
zugehorige Werth von 7k zwischen 0.47 und 0.48 liege; man findet durch
einfache Interpolation:

rh = 047694,
und hat demmach, wenn man die Zahl

047694 =0
setzt:
as s YY)
7 s h i (10)

Man sieht hieraus, dass der wahrscheinliche Fehler dem Maasse der
Pricision oder der Genauigkeit der Beobachtungen verkehrt proportional ist,
und daher gleichfalls als ein Maass fiir die Giite der Beobachtungen ange-
wendet werden kann. Je kleiner der wahrscheinliche Fehler einer Reihe von
Beobachtungen ist, desto genauer sind dieselben, desto seltener werden Be-
obachtungsfehler von betréchtlicherer Grosse zu erwarten sein, weil immer die
halbe Anzahl sidmmtlicher Fehler der absoluten Grosse nach unter dem wahr-
scheinlichen Fehler liegt.

Man kann daher auch, wenn fiir eine grissere Beobachtungsreihe die
Fehler der einzelnen Beobachtungen vorliegen, den wahrscheinlichen Fehler
dieser Beobachtungen niherungsweise dadurch finden, dass man sémmtliche
Fehler nach ihrer Grosse ohne Riicksicht auf das Zeichen ordnet; der in der
Mitte liegende Fehler bei einer geraden Anzahl von Beobachtungen, oder das
arithmetische Mittel aus den zwei mittleren bei einer ungeraden Anzahl, wird
ein geniherter Werth des wahrscheinlichen Fehlers sein.

9. Setzt man in Gl. (9) a=kr, d. i driickt man den Fehler ¢ in
Theilen des wahrscheinlichen Fehlers aus, so wird ah=krh==ko, und

D (hr) — 2 jgk ey 1)

Dhr)= — | e " dt;
Valdy

dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlichkeit, dass bei Beobachtungen, deren

wahrscheinlicher Fehler =17 ist, der Fehler einer einzelnen Beobachtung die
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Grosse kr, d. i. einen gegebenen aliquoten Theil, oder ein gegebenes Viel-
faches des wahrscheinlichen Fehlers nicht iiberschreite.

Nach dem in §. 2, II. aufgestellten Satze wird dann die Anzahl der Fehler,
welche unter N Fehlern die Grosse kr ‘nicht tiberschreiten, ausgedriickt durch
N. D (kr),
und die Anzahl der Fehler, welche zwischen gegebenen Grenzen kr und k'

liegen, wird sein:
N[D (k'r)— D (kr)].

Zur Berechnung des Integrals (11) kann die in § 8 erwihnte Tafel
9
L
somit ah=ko. Sucht man z B. die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler einer
Beobachtung 0.1 des wahrscheinlichen Fehlers nicht tiberschreite, so hat man
k=0.1 zu setzen, womit ah=0.19=0.047694 wird; mit diesem Werthe
von ah gibt die Tafel @ (a)—=0.05377 fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit;
d. i. unter 1000 Beobachtungen irgend welcher Gattung wird man immer
erwarten diirfen, sehr nahe 54 zu finden, deren Fehler 0.1 des wahrscheinlichen
Um den Uebergang von dem gegebenen Werthe

bentitzt werden; ist némlich &k gegeben, so hat man sofort: a=kir=F%.

Feblers nicht tiberschreitet.
von k zu dem Argumente ah der oberwidhnten Tafel zu ersparen, ist es zweck-
missig die Tafel so umzuformen, dass sie die Werthe des Integrals (11)
unmittelbar mit dem Argumente k gebe. Dies leistet die folgende Tafel, welche
dem Berliner astronomischen Jahrbuche von 1834 entlehnt ist.

1000

auszugsweise

Aus dieser Tafel iibersieht man mit einem Blick, dass unter
Beobachtungen irgend welcher Gattung sich befinden werden:
264 Beob., deren Fehler nicht grosser als 0.5,

7,

500

” ” ” » ” » )
688 ” » ” ) s L1br,
823 » ” » 9 » » 201,
908 ” » » » » y 2871,
957 ” » ” » ” » 307,
982 ” ” » ” y 357,
993 ” ” ”n ” ” ” 4'() r}

also nur 7 Fehler grisser als 4r, nur einer grosser als dr.
Durch Subtraction je zweier dieser Zahlen findet man weiters, dass von
1000 Fehlern:

zwischen 0 und 0.5 liegen werden 264 Fehler,

okt 105 10 W 036k g

o L0 O sk e

M s § QS R
18 Wiee

Wie nahe diese theoretische Bestimmung mit der Erfahrung iiberein-
stimmt, zeigt folgendes Beispiel. Aus 470 Bradlei’schen Beobachtungen des
Rectascensionsunterschiedes der Sonne und eines der beiden Sterne e Aquilae
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Tafel des Integrals: @ (l{r):VQ;J e~ "dr; 0=0.47694.
0

|

|
|

1

( [ | Il
e D (k) H k D (kr) ’ k @ (kr) 1 k D (k) H k @ (kr)
Il
0.00 | 0.0000 .\ 040 | 02127 080 | 0.4105] 1.40 | 0.6550]| 250 | 0.9082
001 | 0054 041 | 2179 0.81 4152‘ 142 | 6618 255 | 9146
002 | 0108 | 042 | 2230 082 | 4198) 144 | 6686\ 260 | 9205
003 | 0161 043 | 2982| 083 | 4244| 146 | 6753| 2.65 | 9261
0.04 | 0215| 044 | 9334| 084 | 4290\ 148 | 6818 270 | 9314
0.05 | 0269 045 | 2385| 0.85 | 4336| 150 | 6883 2.75 | 9364
006 | 0323| 046 | 2436| 0.86 | 4381 152 | 6947\ 280 | 9411
0.07 | 0377 | 047 | 2488| 087 | 4427 154 | 7011| 2.85 | 9454
008 | 0430 048 | 2539| 088 | 4472| 156 | 7073| 290 | 9495
009 | 0484 049 | 92590 089 | 4517| 158 | 7134| 295 | 9534
|
0.10 | 0.0538| 050 | 02641 | 0.90 | 04562 | 1.60 ‘ 0.7195| 3.00 | 9570
011 | 0591| 051 | 2691l 0.91 | 4606| 162 | 7255|| 3.05 | 9603
012| 0645| 052 | 9ovd2| 092 | 4651| 164 | 7318| 310 | 9635
0.13 | 0699l 053 | 2793 093 | 4695 166 | 7371 315 | 9664
014 | 0752| 054 | 92843 094 | 4739| 168 7428| 320 | 9691
015 | 0806 055 | 9893 095 | 4783| 170 | 7485| 3.25 | 9716
016 | 0859 056 | 2944 | 096 | 4827| 1.72 | 7540\l 3.30 | 9740
017 | 0913 057 | 2994 | 0.97 | 4871) 174 7T594| 335 | 9762
018 | 0966| 058 | 3044| 098 | 4914| 176 | 7648|| 340 | 9782
019 | 1020) 059 | 8093|| 099 | 4957|| 178 | 7701) 345 | 9800
0.20 | 01073 | 0.60 | 0.3143 | 1.00 | 0.5000|| 1.80 | 0.7753| 8.50 | 0.9818
021 | 1126 061 | 38192 102 | 5085/ 182 | . 7804| 355 | 9834
022 | 1180| 062 | 3242 1.04 1 5170 1.84 | 7854|| 3.60 | 9848 |
023 | 1233| 063 | 3291| 106 | 5254| 1.86 | 17904| 3.65 | 9862
024 | 1286 0.64 | 3340| 1.08 | 5337| 1.88 | 7952|| 3.70 | 9874
025 | 1339 065 | 3389 1.10 | 5419|| 1.90 | 8000| 3.75 | 9886
026 | 1392 0.66 | 3438| 112 | 5500( 1.92 | 8047| 3.80 | 9896
027 | 1445 067 | 3487 | 114 | 5581\l 1.94 | 8093| 3.85 | 9906
028 | 1498 | 0.68 | 3535 1.16 } 5660l 1.96 | 8138| 3.90 | 9915
029 | 1551 069 | 3584 118 | 5739| 1.98 | 8183| 895 | 9923
0.30 | 0.1604 | 0.70 | 0.3632 || 1.20 | 0.5817| 2.00 | 0.8227| 4.00 | 0.9930
031 [ 1656 0.71 | 3680 1.22 | 5894| 205 | 8332| 410 | 9943
082 | 1709 0.72 | 3728 124 | 5971| 2.10 | 8433 4.20 | 9954
083 | 1761|f 0.713 | 37i5| 1.26 | 6046| 2.15 | 8530| 4.30 | 9963
034 | 1814| 074 | 38823 128 | 6121 220 | 8622 440 | 9970
035 | 1866( 0.75 | 8870 | 1.30 | 6194 225 | 8709 450 | 9976
0.36 | 1919 | 0.76 | 3918| 1.32 | 6267| 2.80 | 8792l 4.60 | 9981 |
0.37 | 1971l 077 | 38965| 1.34 | 6339 235 | 8870| 470 | 9985 |
038 | 2023| 0.718 | 4012 1.36 | 6410| 240 | 8945| 4.80 | 9988 |
039 | 2075 079 | 4059 || 1.38 | 6480 245 | 9016| 4.90 | 9991
040 | 0.2127| 0.80 | 0.4105 || 1.40 | 0.6550 || 2.50 | 0.9082 5.00 | 9993 |
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und e« Canis minoris fand Bessel den wahrscheinlichen Fehler einer directen
Beobachtung: 7=0".2637 und verglich dann die Anzahl der Fehler, die
zwischen den Grenzen 0.0 und 0“.1; 0“.1 und 0.2 w. s. w. immer um 0*.1
Secunde aufsteigend der Theorie nach liegen sollen, mit den Fehlern, welche
die wirkliche Erfahrung bei 470 Beobachtungen ergeben hat.

R 02108

Man hat zu diesem Zwecke der Reihe nach k= —=, , —, W 8. W.,
WAL Py

also, da ;_=3.792 iot, ki=0i8702, &==01584, k—=1036 M. 5 050 2n

setzen, die zugehOrigen Werthe von @ (kr) aus obiger Tafel zu interpoliren

und mit 470 zu multipliciren, endlich je zwei aufeinanderfolgende der so

erhaltenen Zahlen von einander zu subtrahiren. Auf diese Art ergaben sich:
Anzahl der Fehler nach der

zwischen Theorie: Erfahrung:

0.0 und 0.1 95 94
Oy, OS2 89 88
e ()5 78 78
O 3e o 1054 64 58
Odie . 1055 50 51
Or 1006 36 36
OF 6 0% 24 26
O3:e 2 1088 15 14
(O () ) 9 10
0§90 = 10 b 7

iber 1 .0 5} 8

Die Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung ldsst, wie man
sieht, nichts zu wiinschen {ibrig, und bestétiget die Richtigkeit der der Theorie
zu Grunde liegenden Anschauungen tiiber die Natur der zufilligen Beobach-
tungsfehler.

10. Neben dem wahrscheinlichen Fehler bedient man sich, um die Ge-
nauigkeit der Beobachtungen auszudriicken, noch des sogenannten mittleren
Fehlers. Man versteht darunter jeme Grosse, deren Quadrat gleich ist dem
arithmetischen Mittel aus den Quadraten der wahren Beobachtungsfehler.

Bezeichnet man letztere mit o, A, 4*, ..., so sind ¢@(d4), ¢(4),
@ (4", . ... die Wahrscheinlichkeiten derselben, und es werden daher unter
n Fehlern n¢ (4) Fehler vorkommen von der Grosse 4, ng (') von der
Grosse 4' u. s. w. Bedeutet daher & den mittleren Fehler, so wird, zufolge
der Definition:

82={%"f?<p(d) + 4% o)+ 4" ng4) + ... —Z Mg (d).
n

Substituirt man in diesem Ausdruck fiir ¢(4) den Werth aus Gl (8)
und nimmt, um alle moglichen Beobachtungsfehler zu umfassen, die Summe
von — oo bis + oo, so wird:




L7
h

() i ——h“A" 2
& 1/726,200 A
d. i. vermoge der Gl (p) in § 4:
pai j IR o B f et e
V) o Wy '

Durch Anwendung des Verfahrens der thellwelsen Integration, nach der

Gleichung \udv =wuv— |\vdu, erhdlt man aber, u=t, dv=e—" ¢ dt setzend :

j o o |k D R B J‘ —de

Bei dem Uebergange zu den Grenzen verschwindet das Glied (e —
fiir ¢{= - o0, und es kommt:
+®o +®
J‘ Ry ﬂd{:%j e di=1Lyn
—.o0 —®

Hiemit erhélt man nun:
(12)

und mit Zuziehung der Gl. (10):
T=07V/2.6=067449 . (13)

Die Gleichungen (12) und (13) geben nun das Verhéltniss des mittleren
Fehlers zu dem Maasse der Priicision und dem wahrscheinlichen Fehler. Man
sieht, dass dieses Verhiltniss ein constantes, und der wahrscheinliche Fehler
nahe = % des mittleren Fehlers ist.

Il. Es seien a;, ay,...@, die aus n gleich genauen Beobachtungen
hervorgegangenen Werthe einer unbekannten Grosse, so ist bekanntlich der
wahrscheinlichste Werth z derjenige, der den Ausdruck

W=ogp@r—a).9@@—a)....0x—a,)
zu einem Maximum macht, welcher Ausdruck die Wahrscheinlichkeit des dem
Werthe 2 entsprechenden Fehlersystems gibt, und welchem, zufolge §. 2, V
auch die Wahrscheinlichkeit des dieses Fehlersystem erzeugenden Werthes x
selbst proportional ist. Mit Riicksicht auf die Gl (8) verwandelt sich dieser
Ausdruck in:

R T et O S
ﬂf
und dieser wird ein Maximum fiir jenen Werth von x, welcher die Summe
L S=(e—a) + 2 —a)*+ ... + (e —a)?
zueinem Minimum macht. Es sind aber (z—gq,), (#—ay),.. die iibrig

bleibenden Fehler der Beobachtungen, und hieraus folgt nun der Satz:
Herr, sphir. Astronomie. 2
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Der wahrscheinlichste Werth der unbekannten Grosse
ist derjenige, welcher die Summe der Quadrate der iibrig
bleibenden Fehler zu einem Minimum macht.

Die Bedingung des Minimums ist bekanntlich d—S—:O, d: 1

dx
(z—a) + (@—ay) + ... + (@—a) =0, (14)
woraus, als wahrscheinlichster Werth:
T:al-{—aq-k...—{—an 7 (15)

n
d. i. das arithmetische Mittel folgt, was selbstverstéindlich ist, da bei Ableitung der
Form der Function ¢ der Satz vom arithmetischen Mittel zu Grunde gelegt wurde.

Das eben ausgesprochene Princip, von welchem der Name: Theorie
oder Methode der kleinsten Quadrate herriihrt, lisst sich nun auch
sehr leicht auf Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit ausdehnen.

Tn diesem Falle wird jedem der beobachteten Werthe @, ag,... ein
anderes Maass der Priicision entsprechen; seien diese A, J{ ) e et S )
ist, wenn der Kiirze wegen:

O, =T — O, Vy=L—ly.. .0y =L —ly
die Fehler der einzelnen Beobachtungen bedeuten, die ‘Wahrscheinlichkeit des
Zusammentreffens dieser Fehler:
W ﬁl,hj,,"l;;{lﬂeg (o3 dehgog 4. . uﬁ)7

72
and diese wird ein Maximum fiir jenen Werth von x, welcher die Summe

S=hv24h22+ ... +hiv
su einem Minimum macht. Es muss also in diesem Falle die Summe der
Quadrate der Producte der iibrigbleibenden Fehler in die
zugehorigen Maasse der Précision ¢in Minimum werden.

12. Man kann diese Bedingung noch auf eine andere fiir die Praxis
bequemere Weise ausdriicken. Sei £ das Maass der Précision einer willkiirlich
gewihlten Gattung von Beobachtungen, welche wir gleichsam als Maassstab der
Vergleichung der Beobachtungen ay, ds,. .- beziiglich ihrer verschiedenen

Grenauigkeit annehmen, und:

fie I li e
p1:/{‘}_,, 7)2:Ffj.....p”=ﬁ; (16)
der obige Ausdruck von W verwandelt sich dann in
W éih'“vp'z_)‘é,,i Pr 02 (pyv3 A perd Ao A o), (17)
T2

und damit dieser Ausdruck ein Maximum werde, muss die Summe:
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S=p,04+pv;+ ... $+puvi
ein Minimum werden. Man nennt die Zahlen p,, p,,..., welche, wie man
sieht, sich verhalten wie die Quadrate der Maasse der Préacision,
die Gewichte der Beobachtungen a,, a,,.., und kann nun den vorher-
gehenden Satz auch in folgender Form aussprechen:

Der wahrscheinlichste Werth einer Grosse, fiir welche
die Beobachtungen die Werthe a,, a,,.., mit den Gewichten
P> Pys-- ergeben haben, ist derjenige, welcher die Summe der
in ihre respectiven Gewichte multiplicirten Quadrate der
ibrigbleibenden Fehler zu einem Minimum macht.

Schreibt man nun die letzte Gleichung in der Form:

S=p@—a) 4+ p,(x—a)®+ ... + pu(z—a)?
so gibt die Bedingung des Minimums:

P(@—a) + po(z—ap) +.... + pu(@—ay) =0, (18)

woraus folgt:

A + Doty + - ...+ Puttn 3 (19)

Pr+ P+ ..+ Pa

Man erhidlt daher den wahrscheinlichsten Werth der Unbekannten,
wenn man jede Beobachtung mit ihrem Gewichtemultiplicirt,
und die Summe dieser Producte durch die Summe der Ge-
wichte dividirt, und nennt diesen Werth das arithmetische Mittel mit
Riicksicht auf die Gewichte.

Setzt man der Kiirze wegen:

Pi1¢; + Pty + - - + putty = [pal,
P42 oot p = [p],
welche Bezeichnung fiir Summen gleichartig gebildeter Grossen im Folgenden
immer angewendet werden soll, so konnen die letzten Gleichungen kurz in
folgender Form geschrieben werden :

x

[pr] =0, (18)
[pa]
T (19)
[p] ‘
Ist py =p, =...=p,, d.i. haben die Beobachtungen gleiche Genauig-
[a]

keit, so gehen beide Gleichungen iiber in [v] =0 und z = e iibereinstim-

mend mit den Glgn. (14) und (15) im vorhergehenden §.

Wie schon oben bemerkt, verhalten sich die Gewichte directe wie die
Quadrate der Maasse der Priicision, und da letztere vermoge der Glgn. (10)
und (12) den wahrscheinlichen und mittleren Fehlern verkehrt proportional sind,
50 verhalten sich die Gewichte auch verkehrt wie die Quadrate der wahr-
scheinlichen oder mittleren Fehler.

2*
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Die Gewichte driicken daher die relative Genauigkeit der Beobach-
tungen aus und sind nur Verhéltnisszahlen, indem hiebei das Gewicht irgend
einer willkiirlich gewihlten Beobachtung als Einheit angenommen wird, welche
Beobachtung dann die Gewichtseinheit genannt wird. So ist die oben
als Vergleichungsmaassstab beniitzte Gattung von Beobachtungen, deren Maass
der Pricision wir h genannt haben, die Gewichtseinheit, wie dies sofort
erhellt, wenn man die Glgn. (16) in der Form: p, : 1 =h2:h% uw s. W.
schreibt. Auch die Gl. (19) zeigt deutlich, dass die Gewichte nur Relativzahlen
sind, indem sich der Werth von z nicht &ndert, wenn man an die Stelle von
Pys Poy--Pui 0Py, Py, .. opy treten lisst, unter o irgend eine beliebige
Zahl verstanden.

13. Es eriibrigt nun noch, die Genauigkeit des durch die Glgn. (15) oder
(19) bestimmten wahrscheinlichsten Werthes der Unbekannten d. i. des arith-
metischen Mittels kennen zu lernen, wobei sogleich der allgemeinere, in Gl. (19)
ausgesprochene Fall betrachtet werden mag, wenn die Beobachtungen von
verschiedener Genauigkeit sind.

Bedeuten wieder o, , 0, ,.. die ibrigbleibenden Fehler der einzelnen
Beobachtungen bezogen auf den wahrscheinlichsten Werth « der Unbekannten,
so ist die Wahrscheinlichkeit des letzteren vermdge der Gl. (17) proportional
der Grosse:

“7:Mp1pu sge o e — * [pvo]
= )
T2
welche die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens eben dieser Fehler aus-
driickt, und wo h das Maass der Priicision der Gewichtseinheit bedeutet.

Bezeichnet man fiir irgend einen andern Werth der Unbekannten, z. B.  + &
die Fehler der Beobachtungen mit 4,, 4,, w. s. w., so wird:

A=, ——=
dy=x+—a, =0 + ¢,
U= W
Quadrirt man diese Gleichungen, multiplicirt sodann jede derselben mit
dem zugehorigen Gewichte und addirt sie, so erhélt man mit Riicksicht auf
die Gl. (18):
[pdd] = [pvv] + [p] &%,
und es ist demnach die Wahrscheinlichkeit des Werthes @ 4 { proportional
der Grose:
e O VB P —{ ] + 117
T2

es verhilt sich demnach die Wahrscheinlichkeit W, dass der Werth mz[[l; ’(3]
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der wahre Werth sei oder den Fehler =0 habe, zur Wahrscheinlichkeit W
dass er um die Grosse { fehlerhaft sei, wie
1:e—n W&,

Bezeichnet man also das Maass der Priicision des arithmetischen Mittels

a
T p—lmit H, so hat man vermoge des in §. 7 erhaltenen Satzes:

[p] 53

H=hV[p]; (20)
bedeutet ferner P das Gewicht des arithmetischen Mittels , so ist P: 1= H?: h%

somit : :
P=[p]. (21)
Das Gewicht des arithmetischen Mittels ist demnach
gleich der Summe der Gewichte der einzelnen Beobachtungen.
Bezeichnen wir ferner mit ¢ und ¢, die mittleren Fehler der Gewichts-

einheit und des arithmetischen Mittels, so ist zufolge Gl (12):

i NS st
Sy 2l Hyle’
folglich, mit Riicksicht auf (20):
PN (22)

Diese Ausdriicke hingen nur noch von der Grosse h, d. i. dem Maasse
der Priicision der Gewichtseinheit ab, und es ist klar, dass uns zur Bestim-
mung derselben kein anderes Mittel zu Gebote steht, als die Fehler der
Beobachtungen selbst. Lassen wir demmach -, , 4,,.. die wahren Fehler
der Beobachtungen bedeuten, so ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammen-
treffens derselben :

it éﬁh" ijﬂiaiiﬁn‘ o — W¥ [p44]

72

3

da nun diese Fehler wirklich eingetreten und folglich einer Aenderung nicht
fihig sind, so hiingt diese Wahrscheinlichkeit nur noch von dem Werthe von
h ab, und es wird vermoge des Satzes V, § 2, jener Werth von h der
wahrscheinlichste sein, fiir welchen die Wahrscheinlichkeit W des Zusammen-
trefiens der wirklich eingetretenen Beobachtungsfehler ein Maximum wird.
Dies gibt die Bedingung %%{ =) sader:

MRl g DAl A4 = o pn, — i [p A4]p, [pdd]=0,

n—2h%[pdd] =o. (m)
Hieraus folgt nun:

1 n
g 721/@717] ’
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und vermoge der Gl (12):

[pd4]

Die wahren Beobachtungsfehler ./ sind aber unbekannt; man kennt nur
ihre wahrscheinlichsten Werthe, d. i. die iibrigbleibenden Fehler v, =z — a,,
u. s. W. Bezeichnet man nun mit # 4+ £ den wahren Werth der Unbekannten,
soist 4, =+ —a,=v, + ¢ w s. w, und man erhilt auf demselben
Wege, wie oben :

[pd4] = [pov] + [p] £*
Hieraus erhellt, dass, da [p]{® wesentlich positiv, [pvv] jedenfalls zu klein
ist,  was auch schon daraus folgt, dass jeder noch so wenig vom arithmetischen
Mittel verschiedene Werth nothwendig eine grossere Summe der Fehlerquadrate
geben muss. Der Werth von { ist nun allerdings unbekannt; da aber die letzte
Gleichung andeutet, dass der Werth von [pvw] jedenfalls vergrossert werden
muss, so werden wir uns der Wahrheit so weit nihern, als es die Umstinde
erlauben, wenn wir fiir { den mittleren Fehler des arithmetischen Mittels

nehmen und somit § == ¢, = - ‘7?‘]— setzen, wodurch die letzte Gleichung in
14
folgende: [pAdA] = [pvv] + &2 tibergeht. Durch Verbindung dieser Gleichung
mit der obigen (n) erhélt man sofort:
n
il

_ 1/Ipvv] :
o V;r:l' @)

Hiemit ist nun der mittlere Fehler der Gewichtseinheit bestimmt. Gl. (22)
gibt dann den mittleren Fehler des arithmetischen Mittels; sind ferner r und 7,
die wahrscheinlichen Fehler der Gewichtseinheit und des arithmetischen Mittels,
BORISE

[pdd] = [pvv]s )

und :

T=0.67449 ¢, 7,=0.67449 &. (24)

Sind die Beobachtungen von gleicher Genauigkeit, so entspricht allen

dasselbe Gewicht, das selbstverstindlich am einfachsten = 1 genommen wird;

setzt man also in obigen Formeln p, = p,=...=p,=1, so wird fir
Beobachtungen von gleicher Genauigkeit:

der mittlere Fehler einer Beobachtung: ¢ = —[lﬂ, (25)
vl

der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels: ¢, =1/5—,; (26)

das Gewicht des arithmetischen Mittels: P =1, @27
wo n die Anzahl der Beobachtungen. Die Glgn. (24) bleiben ungeédndert.

TP D NS SR ey ey
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Aus Gl (27) folgt sofort, dass das Gewicht eines gegebenen Werthes
nichts anderes ist, als die Anzahl von Beobachtungen einer hestimmten Art,
deren Gewicht hiebei als Einheit angenommen wird, welche erforderlich wére,
um aus ihrem arithmetischen Mittel eine Bestimmung von derselben Genauig-
keit zu erhalten, wie jene des gegebenen Werthes.

Diese Definition des Begriffes ,Gewicht“ fithrt unmittelbar zu den Aus-
driicken (18) und (19). Demn man kann vermoge derselben die Werthe
a,, @y, 03, U. s. W., welchen die Gewichte p;, Py, Pg,--- entsprechen, als
arithmetische Mittel aus beziehungsweise p,, Py, Pg,--.. Deobachtungen
betrachten, welch’ letzteren das Gewicht 1 zukommt, wodurch die Beobachtungen
von verschiedener Genauigkeit auf solche von gleicher Genauigkeit zuriickgefiihrt
sind. Die Summe derjenigen Beobachtungen, welche a, als Mittel geben, ist
dann nach Gl (1) =p,a,, eben so die Summe der Beobachtungen, welche
a, zum Mittel geben, = p,a,, u. s. w.; die Summe aller dieser Beobachtungen
it also —p;a, + Poly + ------- + putn = [pa], die Anzahl derselben
—p, + Py + .-+ po=1[p], folglich nach Gl (15) der wahrscheinlichste

Werth der Unbekannten — [%?]] , und nach Gl (27) das Gewicht dieses Wer-

thes = [p], iibereinstimmend mit den Gl (18) und (19).

Die Gl. (26) zeigt ferner, dass der mittlere Fehler des arithmetischen
Mittels im verkehrten Verhiltnisse der Quadratwurzel aus der Anzahl der
Beobachtungen abnimmt; es werden daher 4 Beobachtungen erfordert, um den-
selben auf die Halfte; 9 Beobachtungen, um ihn auf %, 100 Beobachtungen,
um ihn auf ; des mittleren Fehlers einer Beobachtung herabzudriicken ;
da man nun beziiglich der Vervielfiltigung der Beobachtungen in jedem ein-
zelnen Falle bald an eine durch Zeit und andere Umstinde gesteckte Grenze
gelangt, so erhellt von selbst, dass man trachten miisse, schon die einzelnen
Beobachtungen moglichst genau zu machen, da die blosse Vermehrung der
Anzahl den Mangel an innerer Giite nicht zu ersetzen vermag.

14. Die im vorhergehenden §. erhaltene Bestimmung der Grossen
h, & 7, w. s. w. aus den iibrigbleibenden Fehlern der Beobachtungen ist selbst-
verstdndlich nicht als absolut genau zu betrachten, sondern gibt nur deren
wahrscheinlichste Werthe; untersuchen wir also noch den Grad der Genauig-
keit dieser Bestimmung. Sind wieder 4, 4,,... die wahren Beobachtungs-
fehler, n an der Zahl, so ist fiir irgend einen Werth von h die ‘Wahrschein-
lichkeit des Zusammentreffens dieser Fehler:

W Snpn 1@}:} L pje__ 1% [pAA]
2

oder, wenn man auf die natiirlichen Logarithmen iibergeht :

log W=1log " + log Vp,p - - - pn — log at + nlog h — h* [pdd].
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Fiir einen anderen Werth von %, etwa h 4 £, wird diese Wahrschein-
lichkeit :

log W' = log 0" + log ]/plpz, p,,,~logn2 + nlog (h 4 £)—(h 4 £)2 [pd].
Es ist aber:

108(h+5)=10gh<1+ %>=Iogh+log (1 " 2)

e
=10gh+_ 2ho+§

folglich, wenn man nach Potenzen von { ordnet:

g

log W/ =1log 0" + log Vpljo2 AL A e + nlog h — h® [pdd]

b (Mo hpad) ) & (S 0] b td i

Durch Subtraction beider Gleichungen fiir log W und log W*, kommt:
W gl <
1 n——2 k2 [pdd ‘~<1 2 h? JA) . s
08 5 ==\ ™ tpadd | ¢ v + [p ]é‘+3h3§
Diese Gleichung liefert zunfchst wieder den schon oben erhaltenen
wahrscheinlichsten Werth von £, indem fiir diesen W ein Maximum, also
log W' — log W negativ werden muss fiir jeden Werth von {, was nur moglich,
wenn der Coefficient der ersten Potenz von :n— 2h?[pdd]=0 ist, iiber-
einstimmend mit Gl (m), § 13; durch Substitution dieses wahrscheinlichsten
Werthes von h verwandelt sich nun die letzte Gleichung, mit Vernachldssigung
der hoheren Potenzen von /f in ¢
n .
i e P! “7; _Pgﬂ
log =5 A ke = =10

n

1/ 2V [pdd]
der wahre Werth sei (den Fehler = O habe), zur Wahrscheinlichkeit W’ dass

Es verhalt sich also die Wahrscheinlichkeit W, dass h =

ﬂ,_,l

= =
h + ¢ der wahre Werth (also 2 um ¢ fehlerhaft) sei, wie 1:e¢ W es st

daher [§. 7] 1/— das Maass der Précision unserer Bestlmmung von h, folglich,

vermoge der Gl. (10), 17% der wahrscheinliche Fehler derselben, oder es ist

eben so wahrscheinlich, dass der wahre Werth von & zwischen den Grenzen
e e ( W _9_) T . ( _é’_)
Vn SR Vn e Vn_h Lo Vn

liege, als ausserhalb derselben, oder man kann 1 gegen 1 wetten, dass er
innerhalb derselben liege.

e
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b
Da ferner der mittlere Fehler e=71‘/2 ist, so sind die wahrscheinli-

chen Grenzen desselben
1 &

v P i )

wofiir man gentigend genau mit Vernachléissigung der héheren Potenzen von

s<1¢§%>.

Dasselbe gilt in Folge des constanten Verhéltnisses zwischen dem
mittleren und wahrscheinlichen Fehler auch fiir letzteren; man erhéilt also die
wahrscheinlichen Grenzen der Unsicherheit der mnach den Formeln des §. i
bestimmten mittleren und wahrscheinlichen Fehler, wenn man letztere mit

13 ,0‘4,7694,,, (28)
Vn

multiplicirt, wobei n die Anzahl der Beobachtungen.

0
— setzen kann:

Vn

15. Beispiele. 1) Aus beobachteten Zenithdistanzen des Polarsternes
wurden fiir die Polhohe des Dreieckspunctes Wetrnik in Bohmen folgende
Werthe (a) erhalten, welche, auf je einer Einstellung in jeder Kreislage
beruhend, sdmmtlich gleiche Genauigkeit besitzen.

\1 T ] I
! N a l v w || M | a \ v ‘i v \
| ba g 4t 8ol
1 | 49°1/18~. 19‘ 0443 | 01849 | 16 l 490117, 05‘ 40471 | 05041 |
2 a7 291 -0 .47 | 02209 17 17 .43 L 0::33 | 0.1089 I
3 18 76| —1 .00 | 1.0000 | 18 \ 17 64| 40 .12 | 00144 |
4 17 92| —0 16 | 0.0256 | 19 17 .99/ —0 23 | 0.0529 |
5 18 10| —0 .34 ‘ 0.1156 | 20 ‘ 18'.08| —0 .32 | 0.1024
6 17 .07) 40 69 | 04761 21 | 17 43 +0 .33 | 0.1089
7 18 15 —0 .39 | 01521 | 22 | 18 .071 —0 .31 | 0.0961
8 17 52| +0 24 | 0.0576 || 23 | 16 94| 0 .82 | 0.6724
9 17 78| —0 .02 | 0.0004 | \ 24 | 16 .89 +0 .87 | 0.7569
10 18 .32] —0 .56 | 03186 | 25 | 19 41 —1 65 | 2.7225 I
{1 Ui it = 00484‘ 26" 17 72| +0 04 | 0.0016 |
| 12 17 22 40 54 | 02916 | 27 | 17 61 +0 .15 | 0.0225
Il 13 18.88{"~1 12'| 12544 || 28 16 68 +1 08 | 11664
|14 17 63 40 .13 | 00169 | 29 ‘ 17 .69‘ +0 07 00049I
|| 15 18 .80| —1 .04 | 1.0816 | ‘l 30 } 17 08 4-0 68 | 0.4624 ||

BEs wird nun, wenn wir bei der Bildung von [«] nur den Ueberschuss
itber 17/ mitnehmen, das arithmetische Mittel:
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also der wahrscheinlichste Werth :
T=49"1/17.763.
Durch Vergleichung dieses Werthes mit den einzelnen Beobachtungen

ergeben sich die tibrighleibenden Fehler », und [vv] = 12°.0370. Hiemit findet
man nun, da n=—30:

den mittleren Fehler einer Beobachtung: & = V [v—v]' = - 0."644,

n—1
den wahrscheinl. . = T— 066 e —1s 10135
den mittleren Fehler des arithm. Mittels: ¢ = ;;— = ' 0118,
n
den wahrscheinl. w5 5 5 ro=10.6745 &, = - 0.079-

Man konnte somit, in so ferne nur diese Beobachtungen in Betracht
kommen, und dieselben von jedem constanten Fehler frei wiren, 1 gegen 1
wetten, dass der wahre Werth der Polhdhe zwischen z + r, und z — 17, ,
d. i. zwischen 49° 1/ 17/.684 und 49° 1/ 17.832, und dass der wahre Werth
des wahrscheinlichen Fehlers innerhalb der Grenzen

5+ fon s QA6
0 R
d. i. zwischen 0.072 und 0/.086 liege.

2) Um ein Beispiel fiir Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit
zu geben, wollen wir aus den obigen 30 Beobachtungen etwa 7 Gruppen
bilden, und die Beobachtungen No. 1—3, No. 4—9, No. 10—11 u. s. w. in
je ein Mittel vereinigen. Wir erhalten dadurch 7 Werthe der Polhohe von
ungleicher Genauigkeit, deren Gewichte p gleich der Anzahl von einfachen
Beobachtungen zu setzen sind, welche in jedem Werthe zum Mittel vereinigt
wurden, wobei eine der obigen einfachen Beobachtungen die Gewichtseinheit
bildet. Die Rechnung ist dann folgende:

W, %] ‘x a L P \ ap v v? po?
‘ ey

1 | 49°1418“.080| 3 3.240 — 0317 | 0.100489- 0.3015

2 17 57, 6 4542 40.006 | 0.000036 0.0002

3 17 .930| &2 1.860 — 0167 | 0027889 0.0558

4 e 5.649 —0.044 | 0.001936 0.0135

5 17 .892| 4 3.568 —0129 | 0.016641 0.0666

6 e Tl G ip 3.570 0049 | 0.002401 0.0120
7 17 150, 3 0.450 410613 | 0.375769 1.1273 |
| 30 | 228719 1.5769 i

|
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Es ist nun, wenn bei der Bildung der Producte ap wieder nur der
Ueberschuss iiber 17/ mitgenommen wird, das arithmetische Mittel mit Riick-
sicht auf die Gewichte:

[ap] 22879

ey T
(7] 0

also der wahrscheinlichste Werth :
r=49"1'17".763,
nothwendig iibereinstimmend mit dem oben erhaltenen Werthe.

Aus den iibrighleibenden Fehlern folgt ferner (mit n==7):

vv

Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit: ¢ = np 1 — =04 h15n

Wahrscheinl. , 3 r=0.6745 ¢ = = 0.346,

Mittlerer Fehler des arithm. Mittels: &= - _f. = =+ 0.0%4,
Vipl

Wahrscheinl. ,, . = ry = 0.6745 ¢ = == 0.063.

Dass diese Werthe der Fehler mit den im ersten Beispiele erhaltenen
nicht genau iibereinstimmen , hat darin seinen Grund, weil unsere Formeln
auf der Voraussetzung beruhen, dass die verschiedenen Fehler im Verhiltnisse
zu ihrer Wahrscheinlichkeit vorhanden sind, wozu offenbar eine viel grossere
Zahl von Beobachtungen, als in unserem Beispiele, erfordert wiirde.

16. Der Ableitung des wahrscheinlichsten Werthes einer Unbekannten
aus Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit muss selbstverstindlich die
Feststellung der Gewichte vorausgehen. Sind, wie dies hiiufig vorkommt, die
gegebenen Werthe a,, a,, u. s. w. selbst arithmetische Mittel aus Beobachtun-
gen, welche simmtlich gleiche Genauigkeit haben, so wird sofort die Anzahl
der in jedem dieser Werthe zum Mittel vereinigten Beobachtungen als Gewicht
desselben anzunehmen sein, wie dies in dem zweiten der obigen Beispiele
geschehen ist.

In anderen Fillen sind die mittleren oder wahrscheinlichen Fehler der
gegef)enen Werthe bekannt; dann wird man als Gewichte Zahlen anzuwenden
haben, welche sich verkehrt verhalten wie die Quadrate dieser Fehler; nimmt
man eine Beobachtung, deren mittlerer Fehler ein beliebig gewéhlter ==m ist,
als Gewichtseinheit an und bezeichnet mit m,, m,, u. s. W. die bekannten
mittleren Fehler der Beobachtungen a,, @y, u. s. w., so sind die Gewichte
derselben :

m? m? m*
g =, pQZ—B’ sz—i,
7nl m2 mS

In beiden Fillen wird aber auf diese Art nur dann eine richtige
Gewichtsbestimmung erhalten, wenn man sicher ist, dass nicht noch Fehlerquellen
vorhanden sind, welche, withrend sie fiir alle Beobachtungen, die einen ein-
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zelnen der Werthe « liefern, constant bleiben, auf die verschiedenen Werthe
ay, @y, ... in ungleicher Weise einwirken. Dies gibt sich sofort dadurch zu
erkennen, dass die Uebereinstimmung dieser Werthe unter einander geringer
ist, als es mit Riicksicht auf ihre mittleren Fehler der Fall sein sollte. Haufig
fithrt dann folgender Weg zu einer richtigeren Bestimmung der Gewichte.

Man berechnet zunichst mit obigen, auf die Gewichtseinheit m sich
beziehenden Gewichten nach (Gl. 19) den wahrscheinlichsten Werth der Unbe-
kannten , bildet durch Vergleichung desselben mit den einzelnen Beobach-
tungen die », und erhdlt nach Gl. (23) fir den mittleren Fehler der
Gewichtseinheit den Werth:

5:‘/ [pv]
n— i1’

(wo n die Anzahl der Beobachtungen); die mittleren Fehler der einzelnen

Beobachtungen @, a,, . ... wirden hiemit:
2 2 2
& s &t &
s——Sibllen =t sl — o IS
Py Pe Ps

Wiren nun die Beobachtungen von keinen anderen Fehlerquellen beein-
flusst, als jenen zufélligen, welche die mittleren Fehler my, m,, . ... erzeugen,
so miisste wenigstens sehr nahe

P&+ el 4 Pt .. =pymi 4 pom; + pymg + ...

d. i. ne?=nm? oder ¢ =m sich ergeben. Zeigt sich aber ¢ > m, so deutet
dies eben darauf hin, dass auf die einzelnen Werthe @ noch andere Fehler-
quellen eingewirkt haben, welche bei der obigen Gewichtsbestimmung unbertick-
sichtiget blieben. Bezeichnet man nun mit / den aus diesen letzteren Fehler-
quellen entspringenden mittleren Fehler, so sind, vermdge eines spéter [§. 18]
zu erweisenden Satzes die Quadrate der vollstindigen Fehler der einzelnen
Beobachtungen a,, dq, ag, - - -:

e e I e

oder
in? 2l anpimibie., apsin

Q ST + s + et i)
e = o f i ! i

und es muss nun die Gleichung bestehen:

4 ’ 2 il : T
JRER R RS R A s =i f+'p' + P f+E SR
1

(Al ik

ne?—nm? + [p] /%

_1/reEE=md) 29
~V I it

woraus folgt :
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Hiemit ergeben sich dann die richtigeren Gewichte :

m2 m2 m= 5
RS R P N
/2 + m4 fg + m
b Po Ps

Die Sicherheit dieser Bestimmung héingt, wie leicht einzusehen, wesent-

lich davon ab, dass die Anzahl » der Beobachtungen nicht zu gering ist und
dass die constanten Fehler, mit welchen die einzelnen Werthe a,, a,, u. s. W.
hehaftet sind, und als deren mittlerer Werth f betrachtet wird, hinreichend
nahe das Gesetz der zufilligen Beobachtungsfehler befolgen, d. i. dass positive
und negative Werthe derselben von gleicher absoluter Grosse gleich héufig
auftreten. Man sieht aus den Ausdriicken (30), dass, je grosser f ist im Ver-
héltniss zu den mittleren Fehlern m,, my, ... der einzelnen Beobachtungen,
um so mehr die Gewichte p' einander gleich werden; gestatten daher die
Umstiinde nicht eine geniigend sichere Bestimmung von f, so wird es vor-
theilhafter sein, die Werthe a,, ay, u. s. W. mit gleichem Gewichte zum Mittel
stimmen zu lassen, als dieselben mit Riicksicht auf die Anzahl der Beobach-
tungen oder ihre mittleren Fehler zu verbinden, weil auf diese Weise der
iiberwiegende Einfluss der constanten Fehler sicherer eliminirt wird.

Weit schwieriger wird aber die Feststellung der Gewichte, wenn der
Beobachter nur in Folge der #usseren Umsténde, welche bei den einzelnen
Beobachtungen obwalteten, oder durch ein gewisses Gefiihl sich zu der An-
nahme berechtigt hilt, dass die Genauigkeit derselben eine merklich verschiedene
sei: fiir solche hiufig vorkommende Fille lisst sich keine bestimmte Regel
aufstellen und es erfordert Erfahrung, Umsicht und Unbefangenheit von Seite
des Rechners, um in jedem einzelnen Falle eine moglichst richtige Wahl zu
trefien. Nur kann im Allgemeinen bemerkt werden, dass es in diesen Fillen
sicherer ist, den Beobachtungen, wenn sie nicht {iberhaupt als misslungen zu
betrachten sind, lieber gleiches oder wenigstens nicht zu sehr verschiedenes
Gewicht zu geben, als einzelne derselben durch allzu grosse Verringerung ihres
Gewichtes von dem Resultate mehr oder weniger auszuschliessen.

17. Bei einer grosseren Anzahl von Beobachtungen ist die Bildung der
Summe der Fehlerquadrate [vv] der beschwerlichste Theil der Rechnung und
es wire wiinschenswerth, auf einem bequemeren Wege zur Kenntniss des
wahrscheinlichen Fehlers gelangen zu konnen. Man kann zu diesem Zwecke
“das arithmetische Mittel aus allen Fehlern, diese simmtlich mit
positivem Zeichen genommen, beniitzen, welches der durchschnittliche
Fehler heissen mag. Bezeichnen wir denselben mit %, mit s e
wahren Beobachtungsfehler, simmtlich mit positivem Zeichen genommen, 50
sind ¢ (4), ¢(4') u. s. w. die Wahrscheinlichkeiten dieser Fehler und unter
n Beobachtungen werden daher n¢ () von der Grosse 4, n(p(a;/‘) von
der Grosse ', u. s. w. vorkommen; die Summe aller Fehler ist daher
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A.ngp(d)y+ A4 .ngp(4) 4 ..., und der durchschnittliche Fehler, zufolge der
Definition :
_d.npd)+ 4" . ngp(4) + 4 ngp (4" +

n

= udlafA)r

Substituirt man nun den Werth von ¢ (4) aus Gl (8) und nimmt, um alle
moglichen Beobachtungsfehler zu umfassen, die Summe von 4 =— — oo bis
A= 4 o, so wird, mit Riicksicht auf die Gl p, §. 4:

h h2A2 +oo 2 2 i
¥ R ok 8 S i X
i Vﬂj o: 4= Vﬂj Prdi= 1/ =y

Es ist aber der wahrscheinliche Fehler r=;g, somit
)

e e == evast) (31)
Sind nun 4, , 4, , . . 4, die wahren Fehler der Beobachtungena, , a,, . . tn,
welche wir von gleicher Genauigkeit voraussetzen, so ist
>4,
i o
zu setzen, wo X4 die Summe der Fehler, sdmmtlich mit positivem Zeichen
genommen, und n die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. Zwischen den
unbekannten wahren Beobachtungsfehlern </ und den bekannten iibrighleibenden
Fehlern » haben wir aber als wahrscheinlichste Relation erhalten:

n
==
[44) — o],
welche aus Gl (p) [§. 13] sofort sich ergibt, wenn wir daselbst die Beobach-
tungen als gleich genau, somit p, =p, =...=—p, annehmen. Aus dieser

Gleichung folgt :
VEE ]
n ST

A ) 2
WO nun ]/[ fﬂ den mittleren Werth der wahren, und l/[n—] den mittleren
1

Werth der tbrighleibenden Fehler darstellt und deren Verhéltniss durch
n % s . S 3 2
l/— S ausgedriickt ist; in demselben Verhaltnisse wird man auch die
e
Summen 24 und Z» anzunehmen, und somit

24 = _— sz

zu setzen haben, wo Z» die Summe der ﬁbrigbleibenden Fehler, simmtlich
mit positivem Zeichen genommen, bedeutet. Hiemit wird

o Vs %

T Va (n—l)
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und der wahrscheinliche Fehler:
4 B
o B o TR i (32)
Vn (n—1)
In dem obigen Beispiele, §. 1D, ist 2v= 1506, n=30; hiemit folgt
als wahrscheinlicher Fehler einer Beobachtung nach Gl. (32):
r—=—-+0"431;

die in diesem Falle so gut wie vollkommene Uebereinstimmung dieses Werthes

mit dem oben erhaltenen (0*.435) ist wohl mehr zuffillig; der aus (32) folgende
Werth wird iibrigens praktisch immer geniigend genau sein, wenn 7n nicht zu
Klein ist. Ja man kann, bei grosserem n, statt der Gl. (32) ohne merklichen
Fehler die einfachere:

()
r=08453" (32%)

anwenden; sie gibt in unserem Beispiele r=—0".424.

1. GENAUIGKEIT DER FUNCTIONEN MEHRERER VON EINANDER UNABHANGIGER
BEOBACHTETER GROSSEN.

18. Es sei X=1{(x,, ,, 4 ,...) eine Function mehrerer von einander
unabhiingiger Grossen, fiir welche aus directen Beobachtungen heziehungsweise
die wahrscheinlichsten Werthe a,, @y, @3 ,... mit den mittleren Fehlern
& s £, &,... erhalten wurden, so ist sofort klar, dass der wahrscheinlichste
Wenth won X —[(2,, 33, 33, - - .) sein miisse, und es handelt sich daher nur
noch um die Bestimmung des mittleren oder wahrscheinlichen Fehlers dieses
Werthes. V

Betrachten wir zundchst den einfachsten Fall, wenn X die Summe oder
Differenz zweier beobachteter Grossen also

N — =,

ist. Wie immer dic wahrscheinlichsten Werthe a,, a, der Grissen z, und z,
erhalten worden sein mdogen, so kann man immer annehmen, dass beide Werthe
aus einer grossen Anzahl von Beobachtungen hervorgegangen seien, und diese
Anzahl fiir beide gleich sei, wo dann die Genauigkeiten der beiden Beobachtungs-
reihen den mittleren Fehlern ¢ und & der Werthe a, und a, verkehrt
proportional sein werden. Bezeichnen wir dann die wahren Fehler der ange-
nommenen Beobachtungen

fiir o, mit. 4y, 4, 4°,...

favtm it A, A Ay
so sind die Fehler von X:

4 dy 4, =4, A4 =4, ...

2 3
wo bei jedem derselben beide Zeichen gleich moglich sind. Bedeutet ferner E



