ZWEITER ABSCHNITT.

HILFSLEHREN AUS DER GRAPHOSTATIK.

§ 2L
Vorbemerkungen.

Das Gleichgewicht von Kréften an Punktsystemen lisst sich
zeichnerisch dadurch darstellen, dass man die einander das Gleich-
gewicht haltenden oder gleichwiegenden Kriifte nach ihrer Rich-
tung, Grosse und der Lage ihrer Richtungslinien als ge-
rade Strecken auftriigt. Die Richtung einer Kraft wird durch die
Winkel angegeben, welche ihre Richtungslinie mit den zu Grunde
gelegten Koordinatenachsen einschliesst; die Lange der darstellen-
den Strecke gibt die absolute Grosse der Kraft, angebrachte Pfeile
deren Bewegungssinn oder Vorzeichen an, womit die algebraische
Grosse vollstindig wird; die Lage der Strecke im Koordinaten-
system gibt endlich die noch erforderlichen Konstanten fiir die
Gleichung der Richtungslinie an. Vermoge dieser Darstellbarkeit
von Kriften durch geometrische Grossen lassen sich die Aufgaben
der Statik in solche der angewandten Geometrie verwandeln, und
alsdann oft weit leichter losen, als durch die Mittel der alge-
braischen Analysis, namentlich in’ solchen Fillen, wo ohnedies
* die zu ermittelnden Grossen geometrische sind, und verzeichnet
werden miissen. Man hat deshalb die allmihlich sehr zahlreich
gewordenen einschlagenden Verfahrungsweisen methodisch ge-
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ordnet, und unter dem Namen graphische Statik, oder wie
hier gesagt werden soll, Graphostatik zusammengefasst*).
Diese Lehre ist fiir das Maschinen-Entwerfen sehr niitzlich, und
ist in der unten folgenden Behandlung der Maschinen-Elemente
vielfach angewandt. Zur Sicherung des Verstindnisses sollen hier
einige Hauptsitze der graphostatischen Methode in kurzer Fassung
vorgefithrt werden. :

Von der Graphostatik lassen sich ohne Zwang diejenigen °
Methoden abtrennen, welche fiir das graphisch auszufiihrende
Rechnen an sich gelten, wobei nimlich die in Rechnung kommen-
den Werthe nur in Bezug auf ihr Maass, z B. Kriifte nur in Be-
zug auf ihre Grosse betrachtet werden, demnach auch anderes als
Krifte, iiberhaupt also Grossen darstellen. Es ist deshalb die
Unterabtheilung des graphischen Rechnens, Reissrechnens,
oder der graphischen Arithmetik, Arithmographie, ge-
macht worden *¥). In dem, was folgt, ist diese Abtrennung zwar
nicht scharf hervorgehoben, aber immerhin eingehalten, indem
namentlich die zuerst mitgetheilten Sitze der reinen Arithmo-
graphie angehoren. Dem Mechaniker ist ihr Studium und ihre
Benutzung anzuempfehlen, wie denn auch im Verlaufe des Buches
mehrfache Anwendungen davon vorkommen.

§ 22.
Multiplikation von Strecken.

Die beim graphischen Rechnen gebrauchten Strecken werden
mit Zirkel und Maassstab gemessen, und sind alsdann in Bezug auf
ihre Grosse je nach der zu Grunde gelegten Maasseinheit, Zoll,
Millimeter, Dezimeter, Quadratfuss, Kubikfuss, Geschwindigkeits-
einheit, Miinzeinheit u. s. w. bequem ausdriickbar. Auch ist mit
denselben Hilfsmitteln das Addiren und Subtrahiren durch
An- oder Abtragen je nach dem Vorzeichen, leicht zu bewirken; es

*) Siche Culmann, die graphische Statik, Ziirich 1866, welches ver-
dienstvolle Werk die Theorie der Graphostatik gibt und sehr reich an Auf-
gaben und Anwendungen derselben auf die Werke des Bau-Ingenieurs ist,
iiberhaupt diesen Wissenszweig zuerst methodisch zusammengefasst und
in die Praxis eingefithrt hat.

**) Siehe Dr. H.Eggers, Grdz. einer graph. Arithmetik, Schaffhausen
1865; ferner Schlesinger, iiber Potenzkurven, Ztschr. des osterr. Ing. u.
Arch. Vereins 1866, S.156; auch E. Stamm, sul calcolo grafico, Rendiconti
del R, Istituto Lombardo, Fasc. VI,
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konnen also auf diese dem gewohnlichen Zifferrechnen ent-
sprechende Weise Zahlen durch Strecken unschwer dargestellt wer-
den. Nicht ganz so einfach zu iibertragen ist das Multipliziren
mit den so erhaltenen Grossen; mindestens bedarf dasselbe einer
Erklirung. Wie aber alles Messen auf das Angeben des Verhalt-
nisses einer Grosse zu einer als Einheit gewihlten Grosse hinaus-
lduft, so wird beim graphischen Multipliziren die Auffindung sol-
cher Strecken bezweckt, die zu einer als Einheit gewihlten Strecke

- Verhiltnisse besitzen, welche durch andere, mit derselben Einheit
gemessene Strecken angegeben werden. Demnach heisst zwei
Strecken @ und b mit einander multipliziren, oder, genauer ge-
sprochen, eine Strecke von der Linge a mit einer solchen von
der Lidnge b multipliziren: eine Strecke z angeben, welche
a X bmal die Einheit enthilt, mit welcher die beiden ge-
gebenenStrecken (Faktoren) gemessen sind. Dies lisst sich
einfach und auf mancherlei Weise durch Anwendung #hnlicher
Dreiecke erzielen. Einige Arten der Multiplikation seien hier vor-
gefiihrt.

L. Man mache OEF, Fig. 13, gleich der zu Grunde zu legen-
den Einheit, errichte in E ein Perpendikel, schneide in dieses aus
O mit O B = b, und in die Linie OF . .. mit 04 = a ein, und
ziehe aus 4 eine Parallele zu E B, so schneidet diese die Linie
OB ...in C, und es ist OC das gesuchte Produkt 2. Denn es
ist g = U8 d bz = &4 da OFE die Einheit ist. Dieses Ver-

04 O 1t S, 21 X
fahren setzt voraus, dass ein Faktor (b) grosser als die Einheit sei.

II. Fig. 14. Unter Beibehaltung des vorigen Verfahrens
im iibrigen kann E B auch schief statt senkrecht auf O E stossen.
Alsdann kionnen beide Faktoren kleiner als die Einheit sein.

Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15.

¢
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III. Man mache, Fig. 15, OFE und OB wie vorhin, trage
0OA = q auf die Linie OB . . ., und ziehe AC so, dass ~ 0AC
= ~« OEB, d. h. dass 4 C antiparallel EB, dann ist OC das
gesuchte Produkt z, da die Dreiecke O EB und O A C ihnlich

c

E
"
x
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sind. Die antiparallele Richtung findet man, indem man OE'
— OE, OB' = OB und AC|| E'DB zieht. (Wiirde man das
Dreieck BE'B’ um eine durch BB’ gehende Achse nach rechts
klappen, so wiirden die beiden Dreiecke BB'E' und BB’ E ein
Parallelogramm bilden, woher die Bezeichnung antiparallel) Am
bequemsten ist es, wenn KB senkrecht auf O K steht, was aber
nur geht, wenn & > 1 ist.

IV. Man mache, Fig. 16, O E = der Einheit, trage auf OE...
den Faktor 0 A — a auf, und errichte in £ ein Perpendikel oder
eine geneigte Linie, auf welcher man £ B — b auftrage; zieht
man dann durch A4 eine Parallele zu E B, so schneidet die Ver-
lingerte OB ... von dieser das Produkt- 4 C = z ab, indem
CA: 04A=BE:0F,oderz:a —=—2>50:1. a und b konnen
kleiner oder grosser als 1 sein. — Macht man noch % B, — b,
und zieht die OB, bis zum Schuitte C; mit der Verlingerten CA4,
so ist 4 C; = =z, das Produkt von @ und b,, CC, also das Pro-
dukt von @ mit BB,; z -+ zi—a (b + b,). Es kann mithin der
Faktor &, der mit ¢ multiplizirt werden soll, auch zu beiden Sei-
ten der Einheitslinie O E auf die Normale (oder Geneigte) BE...
getragen werden; das gesuchte Produkt b = z wird dann auf
der Parallelen zu b, die auf der Einheitslinie um @ von O absteht,
von den beiden aus O durch die Endpunkte von & gezogenen
Strahlen abgeschuitten.

V. Man mache, Fig. 17, O E = der Einheit, £ B — dem
Faktor b, OB beliebig, nur < OE -+ E B, ferner O Aauf OB...=
dem Faktor a, und lege durch 4 eine Auntiparallele zu E B (siehe
bei IIL), so schneidet von dieser die OE... das Produkt AC=xz

Fig. 16. Fig. 17. Fig. 18.

ab. Denn es ist CA: OA = BE: OF, oder z:a=2>0:1.
a und b konnen kleiner oder grosser als 1 sein.

VI. Man mache wieder, Fig. 18, OE = 1, errichte in F ein
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Perpendikel, mache £ A = a, EB = b, verbinde O mit B, ziehe
B B’ normal zu OB, und lege durch A eine Parallele zu BB,
so schneidet diese von der Verlingerung der OF das Stiick E C
= dem Produkt # ab. Denn esist EC: EA = BE : OE, oder
&t a—=bsl

In Zeichnungen kommt es hiiufig vor, dass zu multiplizirende
Strecken eine gegebene, zum graphischen Multipliziren schon
brauchbare Lage haben, wenn dieselben auch nicht so bequem wie
die bisher benutzten sind. Alsdann kann von folgenden Multi-
plikationsweisen oft Gebrauch gemacht werden. .

VIL. Fig.19. OA = a und B'B =15 stehen senkrecht oder
geneigt auf einander, so aber, dass B’ zwischen O und A4 fillt.
Dann trage auf 04 ... die Einheit O E auf, verbinde B mit E,
und lege durch 4 eine Parallele zu B E, und durch den Schnitt-
punkt C der Parallelen und der Linie OC ... die Parallele C ¢’
zur Gegebenen BB, so schneidet OC ... von der CC' ... das
Produkt C C' = 2 ab. Denn es ist CC': 0A=BB' : OF, oder
Toa=—=bl

VIII. Fig. 20. Gegeben wie vorhin, 04 —a und BB’ —b,
senkrecht oder geneigt zu O A. Dann trage OFE — der Einheit
von O aus parallel zu BB’ auf, verbinde E mit A4, und ziehe durch
B eine Parallele zu F A4, so schneidet diese die OA . .. 1in C ein
und es ist B’ C das Produkt 2. Denn man hat B'C: BB = 04
OB oder 2 b —a:1l.

Fig. 19. Fig. 20. Fig. 21.

IX. Fig. 21. Gegeben wie vorhin 4 A’ — @, und senkrecht
dazu B'B — b, so ziehe AB ... bis zum Schnitt £ mit einer
von AA' um die Einheit OF abstehenden Parallelen zu A4 4’
fille das Loth E 0, welches dann = der Einheit ist, ziche E A’
und zu diesem parallel eine Gerade durch B, so schneidet diese
von der 4 A' das Produkt A C = z ab. Denn es ist AC: CB
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= AA': A'E, also auch AC: BB = AA :EO, oder z:b

=aik :

X. Fig. 22. Gegeben A4’ — a, und BO — b senkrecht zu
AA'. Dann schneide mit der Zirkeloffnung O E — der Einheit
aus O in A A’ ein, ziehe durch 4’ eine Parallele zu O E, durch A
eine Normale dazu, so schneiden diese einander in C, und es ist
A4 C das Produkt 2. Denn, da der Winkel CA4 A'—B O E, so ist
AC: A4 — OB : OF, oder z:a—=—="5:1. Die Strecke A4 4’
wurde hier auf eine zu OF senkrechte Linie projizirt. Eine
solche Projektion bezeichnet man*) kurz als Antiprojektion
von A A’ auf OF.

XI. Fig. 23. Wenn die Gegebenen ¢ und & einander recht-
winklig schneiden, wie 4 A'=—a und B 0 =¥, so ziche durch B

Fig. 22. Fig. 23.
o
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eine Parallele zu AA4’, schneide aus O mit der Zirkeloffnung
OE = der Einheit in BE ... ein, mache A’ C parallel E O und
A C normal A’ C, so ist A C das Produkt 2. Denn, da die Win-
kel bei E und A’ gleich sind, hat man AC: A4’ = OB : OF,
oder 2 : g =b* 1.

Die auf die angefiihrten oder noch andere Arten ausgefiihrte
Multiplikation ldsst sich auch mehrfach anwenden, indem man
das fiir zwei Faktoren benutzte Verfahren wiederholt oder auch
danach eines der anderen anwendet.

Soll z. B. das Produkt @ .5 . ¢ dreier Strecken gefunden wer-
den, so ermittelt man zuerst etwa nach (L) das Produkt z, = a¥,
Fig. 24, klappt OC = ab nach OC’' auf 04 ..., trigt aus
0 die 0D = ¢ auf, errichtet in C’ ein Perpendikel und ver-
lingert 0D bis zum Schnitte F' mit C'F, worauf OF das gesuchte

*) Siehe Culmann’s graphische Statik.
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Produkt # = abe ist. Oder man macht, Fig. 25, nach Auffin-
dung von OC' = ab, die Strecke ED — ¢ (nach IV.) und ver-

Fig. 24.

lingert OD . .. bis zum Schnitte F mit einem Perpendikel in (’,
worauf C'F — z u. s. w.

§ 23.
Division von Strecken.

Die Division kann als Umkehrung der Multiplikation sofort
-aus dem Gegebenen abgeleitet werden. Beim graphischen Divi-
diren einer Strecke a durch eine Strecke » hat man eine dritte

Strecke 2 anzugeben, Welche% mal dieEinheit der ¢ und

b enthilt. Aus den oben behandelten Aufgaben gehen u. a. die
folgenden Divisionsarten hervor.

I. Man mache, Fig. 26 (a. £.8.), OE = der Einheit, errichte
in E eine Senkrechte (oder eine geneigte Linie), schneide mit dem
Divisor OB — b in dieselbe ein, ziche OB ... und mache
04 = dem Dividenden a. Wird darauf durch 4 eine Pa-
rallele zu BE gezogen, so schneidet diese von der OFE... den
Quotienten OC = z ab. Denn es ist: 0C: OF = 04:08B,

& izl =—arb oderx:%.

II. Man mache OE, Fig. 27 (a.£.8.), = der Einheit, ferner auf
OF ... die Strecke 0B — dem- Divisor b, errichte in B ein
Perpendikel, und schneide in dasselbe aus O mit 04 = dem
Dividenden @ ein. Wird dann in E eine Senkrechte errichtet, so
schneidet diese von der 04 ... den Quotienten O C = z ab;
denn es ist wieder 0 C: OE = 0A: OB, oder z:1 — a:b.

Reuleaux, Konstrukteur. 6
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III. Macht man, Fig. 28, OB — dem Divisor b, auf OB...
die OFE = 1, senkrecht auf OB die A B = dem Dividenden a,

Fig. 26. Fig. 27. Fig. 28.
A N
a a C
x
O & B0 : BT
X b

zieht O A, und errichtet in F ein Perpendikel auf OE, so wird
von diesem durch die OA4 ... der Quotient E C—x abgeschnit-
ten. Denn es istt EC: OFE — AB:0B,oder 2 :1 —=a :b
u-s. Ww.*).

§ 24.

Multiplikation verbunden mit Division.

Wenn man eine Zahl ¢ mit einem Bruche —2— zu multipliziren

hat, so ist eine Multiplikation von ¢ mit b und eine Division von
a.b durch ¢ vorzunehmen, um das Resultat z zu finden. Bedenkt

: ab . : ;
man aber, dass fiir z — Ty schreiben ist 2 : a = b : ¢, so sieht

man ein, dass die Operationen dadurch vereinigt werden konnen,
dass man bei einem Multiplikationsverfahren statt der Einheit O E
den Nenner ¢ auftrigt. Es wird dann die Strecke a statt mit

dem Verhiltniss % mit demjenigen % multiplizirt. Das Folgende
wird zur volligen Erlduterung geniigen.
1. Um eine Strecke @ mit dem Bruche % zu multipliziren,

mache man, Fig. 29, 04 — a, OF auf 04 . .. gleich dem

*) Wegen anderer Regeldetri-Verfahren, z. B. Aufsuchung des gemein-
schaftlichen Nenners, Zihlers u. s. f. ist das obenangemerkte empfehlens-
werthe Schriftchen von Eggers nachzusehen.
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Nenner ¢, errichte in E ein Perpendikel auf O E, in welches
man mit O B=5% aus O einschneide, ziehe die OB..., und lege
durch A4 eine Parallele zu E B, so schneidet dieselbe von der
OB ... den Quotienten O0C = z ab. Denn es ist 0 C : OB =

OA:OF,oderz:b—=ua:e¢ d.i.x—_—a?b.

II. Soll das Produkt s erhalten werden, so mache man,

2
Fig- 30,04 s<a. auf O . . die OF = Imal der Einheit oder
Fig. 29. Fig. 30:
c
B
b <
o > E /JA

ke

=2, EB =15 senkrecht zu OE, lege durch A eine Parallele
zu EB, und ziehe die OB..., so schneidet diese von der 4 C...
das gesuchte Produkt AC = z ab. Denn es ist AC: 04 —
BE: OF, 0derx:a=b:2,d.h.a::a—2b-

Das hier angegebene Verfahren, welches auf simmtliche Mul-
tiplikationsarten in §. 22 sofort angewandt werden kann, bietet
beim Berechnen von Flicheninhalten sehr gute Dienste, wie so-
fort gezeigt werden soll.

§. 25.
Flicheninhalt des Dreiecks.

Der Inhalt eines Dreieckes als halbes Produkt aus Grund-
linie und Héhe ist nach dem vorigen Paragraphen sehr leicht
graphisch zu berechnen. '_

L Fig.31 (a.f.8.). Nachdem man eine Seite OB—15 des aus-
zumessenden Dreieckes 04 B als Grundlinie gewiihlt hat, wobei
das Loth 4 A’ = der Héhe A nicht gezogen zu werden braucht,
tragt man auf OB die Strecke O E = 2 Einheiten (Zoll, Dezi-
meter etc.) ab, verbindet, oder denkt verbunden, 4 mit E, und zieht

6*



84 Bestimmung des Flicheninhalts.

dabeki A Ainel Bainllels dh ol Sisranris Solnite: 6 mit der ok
laingerten O A4..., so ist das aus C gefillte Loth CC’ (nach VIL,

§. 22, und IL,, §.24) das Produkt ;;—b, also der Inhalt f des Drei-

eckes.
II. Fig. 32. Trage an das Ende der Grundlinie OB = b
Fig. 81. Fig. 32.

senkrecht zu ihr die 'O E-— 2 Einheiten auf, fille das Hohenloth
A A'=h, und ziehe durch A eine Parallele zu E B, so schneidet
diese von der Grundlinie OB ... das Stiick 4’ C ab, welches das

Produkt £ — 2 ist (Bew. §. 22, VIIL, wnd § 24, T0).

II. Verlingere die Grundlinie B C und die Seite BA des
Dreieckes AB C, Fig. 33, bis diese Linien die dem Héhenloth
h = A A’ parallele O E — 2 Einheiten zwischen sich fassen, ver-
binde £ mit C und ziehe durch A eine Parallele zu EC, so
schneidet diese von der Grundlinie das Stiick B D ab, welches

das Produkt f — %é ist (Bew. §. 22, IX, und § 24, IL).

IV. Schneide aus dem Scheitel O des Dreieckes 4 0B,
Fig. 33. Fig. 34.

Fig. 34, mit der Zirkeloffnung O F — 2 Einheiten in die gegen-
iiberliegende Seite A B — b ein und antiprojizire die Grundlinie
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AB auf die OF durch Ziehung der zu OFE parallelen BC . ..
und der zu ihr normalen 4 C, so ist letztere das Produkt f aus der
Grundlinie b und der Hilfte der Hohe 7 — 00, also der Flichen-
inhalt des Dreieckes (Bew. §. 22, X., und §. 24, IL).

War die Einheit 1 Zoll, so gibt das Maass von f, in Zollen
ermittelt, die Zahl der Quadratzolle an, welche die Dreieckfliiche
enthilt, bei Dezimeter gibt es Quadratdezimeter w. s. f Wire
f="7/s Zoll, so hiitte das Dreieck 7/; O Zoll Inhalt; wire £ bei
der Einheit Dezimeter 72 Millimeter gross ausgefallen, so wiire
der Dreieckinhalt 0,72 Quadratdezimeter, oder 0,72 . 10000 —
7200 O ™=

§. 26.
Flacheninhalt des Vierecks.

Beim Viereck ist der Flicheninhalt entweder direkt bestimm-
bar, wie beim Parallelogramm, oder man kann es in Dreiecke
zerlegen, die man einzeln oder zusammen misst, oder aber man
verwandelt das Viereck in ein gleichgrosses Dreieck.

I Ausmessung des Parallelogramms ABC 0, Fig. 35. Die
Seite 04 als Grundlinie betrachtend, macht man O E — der Ein-
heit, errichtet das Perpendikel £ E' — % und multiplizirt (wie in
IV. §. 22) durch Ziehung der OE'... und des Perpendikels in
4, dessen Abschnitt A D dann der Inhalt f = bh ist.

Fig. 385. . Fig. 36.

II. Das Viereck ABCO, Fig. 36, ist durch Ziehung der
zur Diagonale OB parallelen C 4’ ... bis zum Schnitte mit der
verlingerten Grundlinie 4B . . . leicht in ein Dreieck verwandelt,
daAOBC=AO0OBA' Es kann nunmehr nach IV. §. 25 ver-
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fahren, niimlich OE = 2 und 4 D = der Antiprojektion der 4 4’
auf OFE gemacht werden, worauf 4D = f.

IIl. Fig. 37. Die Diagonale 4 C =} theilt das Viereck
- ABCO in zwei Dreiecke, deren Hohen die Summe O (' — der
Antiprojektion der OB auf 4 C haben. Die Multiplikation von

0o mit—bz— kann nun sofort nach XI. § 22 und IL § 24 vorge-

nommen werden, indem man (/ EB... parallel AC zieht, OF —2
macht, AD || EO und CD normal 4 D zieht, worauf C'D das ge-
suchte Produkt f — dem Inhalte des Viereckes ist.

Fig. 37. Fig. 38.

IV. Fig. 38. Das Viereck A BC O kann auch auf ein Dreieck
von der Hohe 2 gebracht werden, worauf dann die Grundlinie

das Produkt %—b ist. Beschreibe um O einen Kreis mit dem Halb-

messer OF = 2, und lege an denselben eine Tangente, welche
durch die O gegeniiberliegende Ecke geht. Ziehe darauf durch
die beiden anderen Ecken 4 und C Parallelen zur Diagonalen
OB, so schneiden diese von der genannten Tangente das Stiick
A'C’ ab. Dieses ist die Basis des dem Viereck 4 B C O inhalt-
gleichen Dreiecks 4’'0C’ und hat die Grosse f = dem Inhalt
dieses Dreieckes.

Mit der einen oder anderen der hier gegebenen Methoden

kann man die vorkommenden praktischen Aufgaben jederzeit
16sen.

§ 27.
Flacheninhalt von Polygonen.

Zur Ausmessung von Polygonen bedient man sich/der Verwand-
lung derselben in Dreiecke. Diese geschieht auf folgende Weise.
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Aus einer Ecke O des Polygons 0.4 B CDE, Fig. 39, ziehe
die Diagonale OB, welche O mit dem niichsten Eckpunkte ver-
bindet, lege parallel dazu eine Gerade durch den zwischen O und
B befindlichen Eckpunkt und verlingere die dritte Seite C B bis
zum Schnitte B’ mit der genannten Parallelen; verbindet man
dann O mit B, so ist, da A OBB — A OBA, das Vieleck
O B' CD E inhaltgleich mit dem urspriinglichen, hat aber eine Ecke
weniger. Man ziehe nun O C und durch B' die B'C'|| OC u.s. f,
auch an der anderen Seite von O kann so verfahren werden, wor-
auf schliesslich ein Dreieck O C’D’ erhalten wird, welches dem
Polygon inhaltgleich ist, und leicht nach dem Friiheren auszu-
messen ist. Die unbenutzten Verbindungslinien O B’ u. s. w. brau-
chen nicht gezogen zu werden. Das Verfahren eignet sich, wie
Culmann hervorhebt und allgemeiner ausfiihrt, trefflich fiir die
Ausmessung von Bahn- und Strassenprofilen.

Fig. 39. Fig. 40.

Regelmiissige Polygone, wie das Sechseck in Fig. 40, brau-
chen nur zur Hilfte verwandelt zu werden, worauf sie wie Pa-
rallelogramme ausgemessen werden kénnen.

8. 28.
Potenziren von Strecken.

Eine Strecke a in die nte Potenz erheben heisst eineStrecke
xz angeben, welche die Einheit von a so oft enthilt, als
die nte Potenz von a angibt, oder welche a* Einheiten der
lang ist. Das einzuschlagende Verfahren lisst sich, wenn n eine
ganze, iibrigens positive oder negative Zahl ist, sofort aus der gra-
phischen Multiplikation und Division ableiten, indem es als eine
wiederholte Multiplikation oder Division von « mit « aufzufassen ist.
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Auch dieses Verfahren ist, entsprechend den friiher aufgezeigten
Mannigfaltigkeiten, auf mancherlei verschiedene Weisen aus-.
fiihrbar.

I (Siehe § 22, 1) Man mache O, Fig. 41, — der Ein-
heit, errichte in E ein Perpendikel und schneide in dasselbe aus

Fig. 41.

B2; B B, B, B, B, Bm

O mit 0 4, = dem Grundfaktor @ ein, mache O B, auf der OE. ..
ebenfalls — a, und errichte in B, ein Perpendikel, so schneidet
dieses die verlingerte 04, in A, und es ist (nach I §. 22) 04,
= a’. Dieses nach OB, niederklappend, und das Perpendikel
B, A; ziehend, erhiilt man in 04; den Werth a3, und so fort-
fabrend in OB, den Werth a4, in OB; den a u. s. f.- Ueber-
haupt wird, wenn OB, auf OE ... eine belichige, z. B. die mte
Potenz von a ist, durch das Perpendikel in B,, von der 04,...
die m—+-1te Potenz von a in dem Stiicke 0A,,,, abgeschnitten.
Umgekehrt wird durch ein Loth aus dem Endpunkte A+, einer
Potenz von « auf die Achse OFE... von dieser ein Stiick 0 B,, ab-
geschnitten, welches die um 1 verminderte Potenz von g ist (vergl.
die Divisionsregel in I. §. 23): .

Hieraus folgt ferner, dass das Loth 4, E aus 4, auf OF...
die Potenz a! auf a° d.i. 1 bringt, wie auch durch die Voraus-
&atzung klar. Trigt man nun wieder OF nach 04, und fillt

ein Loth 4, B_y, 50 ist 0B_;= a~t oder =, d. i, der reziproke

Werth von 0 A4,; so fortfahrend erhilt man in OB_; den Werth
50 OB den Werth & u.s. £ .

IL. Durch Verbindung der Multiplikationsregeln I. und IIL
§ 22 erhilt man folgendes Potenzirverfahren. Man mache
wieder, Fig. 42 OF = 1, 04, = a, E A, senkrecht zu OFE,
und ziehe durch 4, eine Senkrechte auf 0.4,, so schneidet
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diese die OF ... in A,, und es ist 04;,=a?; m A, ein Perpen-
dikel bis zum Schnitte 4, mit 04, ... errichtend, erhilt man

Fig. 42.

A1A3E A; A, A,

2

04; = a3, darauf durch ein weiteres Perpendikel auf 04, in
04, den Werth at, und so fortfahrend auf der Achse OF . ..
die geraden, auf 0 4, ... die ungeraden, und zwar beidemal positiven
Potenzen von a. Von E aus riickwiirts schreitend erhilt man in

0 A_, die Reziproke von a, in O A_, den Werth ali" und so fort-

fahrend auf 0 4, ... die ungeraden negativen, auf O E... die gera-
den negativen Potenzen von a.
Die beiden vorstehenden Verfahren setzen voraus, dass ¢ > 1
sei; bei den beiden folgenden ist dagegen a <1 vorausgesetzt.
IIL. Nachdem O F, Fig. 43, gleich der Einheit gemacht, trage
man 04 = a so auf, dass A E senkrecht zu OA steht. Zieht
man dann das Loth E1, das Gegenloth 1 2, dann Loth 23, Ge-

genloth 34 u.s. w., so ist: 01 — —1—, 02:—1;,, O3=lu. 8i°T
5 @ a a?

Fig. 43. Fig. 44.

Von E aus nach links schreitend und abwechselnd Perpendikel
und Gegenperpendikel ziehend, erhilt man die Werthe: 0 — 2
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=a% 0 — 3=20a3% 0 — 4 —=at* u s. w., hier also links die
positiven, rechts die negativen Potenzen von a (Bew. s. IIL §. 22,
auch aus dem obigen Verfahren II. zu entnehmen).

Die Konstruktionslinien, welche im Zickzack zwischen den
Achsen hin- und hergehen, haben auch ein nach Potenzen fort-
schreitendes Wachsthum, welches man auf folgende Weise be-
nutzen kann.

IV. Man mache O F, Fig. 44 (a. v.8.), = 1, 0 4 = a und Winkel
OAE = 90°, ferner OB senkrecht zu O E und verlingere E A
sowohl bis zum Schnitte B, als riickwiirts (vergl. die Punktirung
in Fig. 43). Zieht man nun wieder nach riick- und vorwirts die
Lothe und Gegenlothe wie vorhin, so erhilt man folgende Werthe :
04 =a,A2 =a? 23 =a® u s. f, ferner OE = a*, E — 1

1

1
=g e — 2 =" e = B L
v oY = 1 & 2 3_a3u.sw

V. Man schlage iiber O} als Einheit einen Halbkreis, Fig. 45,
mache O1 = a, und fille aus 1 auf OF das Loth 12, so ist

Fig. 45.

1]

E

02 = q? (sieche Problem IIIL dieses §.). Mit O2 als Halbmesser
aus O einen Kreis beschreibend und aus dem Schnittpunkt mit
dem Umfang das Loth 24 auf O E fillend, erhilt man in O4 den
Werth a4, und, in derselben Weise fortfahrend, die Werthe 08
— a5 a¥% u. s. w. Der Schnittpunkt 3 des Lothes 2 4 mit dem
Strahl O1 steht aber von O um «3 ab. Denn es ist 03:01
= 04:02, oder: 03:a = a*:a% d.i. 03 — a3. Jedes der aus
einem Potenzpunkt des Umfanges auf die OF gefillten Lothe
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schneidet den niichstvorigen Strahl in einem Punkte, welcher um
die um 1 verminderte Potenz von O absteht. So erhilt man die
zwischen der 1sten, 2ten, 4ten und Sten Potenz liegenden arith-
metisch aufsteigenden Potenzen von a durch Lothefillen und
Streckenabtragen. Die eben erwiihnten Schnittpunkte selbst Liegen
in einem ‘neuen durch O gehenden Kreise, der den Durchmesser
a@? hat, u. s. w. u. s. w. Das Problem fiihrt also die Potenzenfolge
in mehreren Formen vor.

VI. Das folgende Verfahren ist fiir beliehige Werthe von a,
seien sie >> oder <C 1, anwendbar. Man mache OF, Fig. 46,
auf der Achse X O X gleich der Einheit, errichte in O ein Per-
pendikel Y OY, schneide auf demselben OA — a ab, und ziehe
(oder denke gezogen) die £ A. Zieht man alsdann die 42 nor-
mal zu F A, so ist der erhaltene Abschnitt 02 auf der X-Achse

Fig. 46.

—1

¥

der Werth «?; wird dann 23 senkrecht zu A2 gezogen, so er-
gibt sich in dem Abschnitt 03 auf der Y-Achse der Werth a3,
und so fortfahrend erhilt man auf der X-Achse at, itberhaupt
auf dieser die geraden, auf der ¥-Achse die ungeraden posi-
tiven Potenzen von a. Beim Riickwiirtsverfolgen des spiraligen
Streckenzuges vermindert sich der Exponent je um 1 beim Ueber-
gang von einer auf die andere Achse. Von A nach E fahrend,
erhilt man in £O den Werth a®* = 1, darauf in O — 1 den

W;arth %, darauf die Werthe al b u. s. W. (Bew.: Mult. VL

27 g3
§. 22). Dieses Verfahren ist sehr geeignet fiir einzelne Poten-
zirungen von dargestellten, in einer Zeichnung vorkommenden

Grossen.
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§ 29.
Potenziren der trigonometrischen Funktionen.

Die soeben besprochenen Potenzirungsmethoden lassen sich
bequem zur Bildung der Potenzen der trigonometrischen Funk-
tionen benutzen, worauf wegen der Anschaulichkeit der sich
darstellenden Fortschreitungen aufmerksam ‘gemacht zu werden
verdient. :

I. Potenzen des Cosinus und Sinus. Mache O E, Fig. 47,

Fig. 47. Fig. 48.

-3

=1, Winkel 04 = dem Winkel ¢, dessen trigonometrische
Funktionen potenzirt werden sollen, A senkrecht zu 04 ...
Zieht man dann die Lothe und Gegenlothe 42, 23,34 u.s. w.,
ferner £ — 1, — 1 — 2 uw. s. f, so hat man: 04 = cosg, 02

i
cos @’
e u. s. w. Zieht man die Lothe und Gegenlothe 4 II., II. III.,

OLIV..., 0 —IL,— L —1IL u s w, so hat man: A E —sin ¢,
AL = sin?g, IL IIL. = sin3 @, IIL. IV. = sintgp ..., 0 — L =
e R R
smo s @

IL. Potenzen der Tangenten und Cotangenten. Mache,
Fig. 48, E O = der Einheit und Winkel O E4A — ¢. Zieht man

= cos?p, 03 = cos®gp, 04 = costp; 0 — 1 = 0—2—

e T
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darauf von A vorwirts und riickwiirts die Wechsellothe wie bei
V. § 28, so erhilt man die folgenden Werthe: 04 = tang o,
02 = tang?p, 03 = tang3p u. s. £, O E=1=tang’ ¢, 0 — 1
= cotang ¢, O — 2 = cotang® @ u. s. W.

Die Convergenz und Divergenz der hier so einfach darstell-
baren Potenzenfolgen wird durch die Zeichnung, wie man sieht,
sehr iibersichtlich gemacht.

8 30.
‘Wurzelausziehen.

Das Ausziehen der Quadratwurzel ist graphisch leicht zu be-
wirken, indem }/a als mittlere Proportionale zwischen ¢ und 1
auf mancherlei Art bequem zu verzeichnen ist. Auch lassen sich
aus den oben angegebenen Potenzirungsmethoden die' des Quadrat-
wurzelziehens, deren hier drei stehen mogen, unschwer ableiten.

I. Man mache, Fig. 49, OE — der Einheit, 04 = aq,

Fig. 49. Fig. 50. Fig. 51.

a

schlage einen Halbkreis iiber O A4, errichte in E ein Loth, welches
in C von dem Halbkreise geschnitten wird, und ziehe O C, so ist
0C die gesuchte Grosse z — Va (siche §. 28). Hierbei ist a> 1,
im folgenden Verfahren dagegen ¢ < 1 vorausgesetzt.

I. Mache, Fig. 50, OFE — 1, 0 A = a, schlage einen
Halbkreis iiber OF, errichte in A ein Loth, und ziehe nach dem
Schnitte C' des Halbkreises mit dem Lothe die O C, so ist diese
die gesuchte Griosse z = Va. ‘

III. Mache, Fig. 51, OF — 1, und auf der verlingerten
OF ... die Strecke EA = a, schlage iiber O A einen Halbkreis,
und errichte in ¥ ein Loth, so schneidet dieses den Halbkreis in

C, und es ist F C der gesuchte Werth 2 = Va.
Das Ausziehen der vierten Wurzel kann durch zweimalige
Ausziehung der Quadratwurzel geschehen, iiberhaupt dieses Ver-
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fahren auf Halbirung des Exponenten eines Radikanden ange-
wandt werden. Schwieriger dagegen ist die Ausziehung der drit-
ten, fiinften w. s. w. Wurzel, iiberhaupt der auf dem soeben erliu-
terten Wege nicht erhaltbaren Wurzeln aus Strecken. Culmann
in seinem angefilhrten Werke nimmt dabei die logarithmische
Spirale zu Hilfe, Schlesinger (siehe oben) benutzt eine nach
dem Verfahren in § 28 verzeichenbare Schaar von Kurven
(»Potenzkurven¥); andere immerhin nicht ganz einfache Verfah-
rungsweisen sind in den angefithrten Quellen angegeben, worauf
deshalb verwiesen wird. Hier soll nicht weiter auf dieselben ein-
gegangen werden, da in den spiter zu behandelnden Aufgaben
davon keine Anwendung gemacht wird.

8 31.
Das Addiren und Subtrahiren von Kriften.

Bei den bisher vorgenommenen rechnerischen Operationen an
Strecken wurde nur deren absolute Grésse oder Maass ins Auge
" gefasst, aber nicht beriicksichtigt, welche Richtung die Strecken
in der Ebene oder im Raum etwa hatten, noch auch welche be-
stimmten Punkte der Ebene oder des Raumes den Strecken an-
gehorten, d. h. welche Lage sie einzunehmen bestimmt sein mgch-
ten. Diese weiteren FEigenschaften sind aber bei Betrachtung
des Gleichgewichtes von Kriiften in Betracht zu ziehen, wozu die
folgenden Untersuchungen und Aufgaben Anleitung geben. Wir
gehen demnach jetzt von den bloss arithmographischen zu den
graphostatischen Methoden iiber.

Wenn mehrere Krifte auf einen Punkt wirken oder ein
Kraftbiischel bilden, so lisst sich deren Gesammtwirkung auf den
Punkt durch Addition der Projektionen der die Krifte dar-
stellenden Strecken auf die Koordinatenachsen erhalten. Diese
Addition der Projektionen der Kriifte auf zeichnerischem Wege
nennt man das graphische Addiren der Kriifte. Die Summe wird
erhalten, wenn man die Kriifte, gleichviel ob sie in der Ebene
~wirken oder nicht, ihrer Richtung und Grésse nach Ende an Ende
so auftrigt, dass in dem entstehenden Polygon ein den Pfeilrich-
tungen folgender Punkt alle Seiten durchliuft, ohne eine Seite
zweimal zu befahren. Sind die Kriifte, z. B. 1, 2, 3 bis 6, Fig. 52,
an O im Gleichgewicht, so ist die Summe ihrer Projektionen
= Null, das aus den Strecken 1 bis 6 gebildete Polygon, Fig. 53,
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geschlossen. Der beim Addiren von Kriiften zu bildende Linien-
zug heisst Kriaftepolygon. Die Ordnung, in welcher man im
Fig. 52. Fig. 58.

Kriftepolygon die Kriifte aufeinander folgen lisst, ist gleichgiiltig;
so kann in Fig. 53 der Zug 1,2,3,4,5, 6 oder der Zug 1,3,4,6,5,2
u. 8. w. gewiihlt werden, ohne dass dadurch das Ergebniss ge-
dndert wird.

Das Subtrahiren von Kriften ist wie arithmetisch, so auch
graphisch eine Umkehrung des Addirens, und wird durch Um-
kehren der Pfeilrichtungen der abzuziehenden Krifte, die alsdann
wie oben addirt werden, bewirkt. Fiir die Graphostatik eignen
sich recht eigentlich nur ebene Kriiftepolygone, weshalb man un-
ebene auf ebene zuriickzufithren hat, was durch passende Kriifte-
zerlegung geschieht. Die vorstehend erklirte Addition und Sub-
traktion von Strecken, welche Kriifte darstellen, aber auch andere
Dinge darstellen kinnten, heisst die geometrische Addition und
Subtraktion. Ihr schliesst sich die geometrische Multiplikation
und Division ebenso an, wie oben die arithmographischen Verfah-
rungsweisen sich aneinander reihen. Doch wird auf diese, hier
spiiter nicht benutzten Methoden, welche iibrigens das grosste
Interesse des Geometers verdienen, nicht eingegangen.

§ 32.

Resultirende oder Mittelkraft eines Kraft-
buischels.

Wir nahmen in den vorigen Aufgaben an, dass die betrach-
teten Kriifte einander das Gleichgewicht hielten, was zur Folge
hat, dass der Zug der die Kuiifte darstellenden Strecken
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in den Ausgangspunkt zuriickliuft. Wenn dagegen ein Kriifte-
polygon fiir ein gegebenes Kraftbiischel, z. B. das der Kriifte
1 bis 5, Fig. 54, nicht geschlossen ist, so herrscht im An-
griffspunkt O kein Gleichgewicht. Um dasselbe herbeizufiihren,
ist im Angriffpunkt noch eine Kraft 6 zuzufiigen, welche nach

Fig. 54.

Richtung und Grosse durch die Schlusslinie 5 6 des Polygons an-
gegeben wird. Mit dieser Kraft sind die iibrigen alsdann im
Gleichgewicht; sie haben daher eine Mittelkraft R, welche der
durch die Schlusslinie angegebenen an Richtung und - absoluter
Grosse gleich, an algebraischer Grosse oder Vorzeichen aber
entgegengesetzt, also mit entgegengestelltem Pfeil zu bezeich-
nen ist. Hiernach ist im geschlossenen Kriiftepolygon jede ein-
zelne Kraft die Resultirende oder Mittelkraft aller iibrigen nach
Richtung und absoluter Grosse, derselben aber im Bewegungs-
sinne entgegengerichtet. Im nicht geschlossenen Polygon ist die
noch zuzufiigende Schlusslinie, versehen mit einem dem Pfeilzuge
entgegengerichteten Pfeile, die Mitfelkraft. So ist in Fig. 54 42
die Mittelkraft von 1 und 2, wie auch von 3, 4, 5 und 6, ferner
1 3 die Resultirende von 2 und 3, wie auch von 4, 5, 6 und 1
u 8. w. F).

*) Die hier nur von dargestellten Kriften ausgesagten Eigenschaften
gelten auch von anderen Grossen, welche die Merkmale Richtung und
Grosse besitzen, so von Geschwindigkeiten, die virtuellen eingeschlossen,
ferner von Wegen nach bestimmten Punkten, von den Linien, welche die
Mittelpunkte der Steine eines Gewélbes verbinden u. s. w. Sie lassen sich
auch figiirlich verwenden; wissenschaftliche Erorterungen sind oft gleich-
sam Polygone von Schliissen, gemacht, um die Schliessungslinie, das Neue,
das Resultat zu erhalten.
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8 33.

Zerstreut wirkende Krifte in der Ebene.
Seilpolygon.

Wenn die Richtungslinien von Kriften, welche an einem Kor- .
per sich das Gleichgewicht halten, einander nicht in einem Punkte
schneiden, was sehr leicht eintreten kann, da sie bei der Anzahl n

bis zu —;ﬁ (n— 1) Schnittpunkte haben konnen, so kann die obige

Darstellung nicht ohne weiteres angewandt werden, doch ldsst sich
dieser mehr verwickelte Fall auf den einfachen zuriickfithren. Zu
dem Ende denken wir uns, indem wir vorldufig wieder alle Krifte
in einer Ebene wirkend voraussetzen wollen, den Kérper durch ein
System von geradlinigen festen Gebilden ersetzt, welche, von einer
Kraft zur anderen gehend, ein Polygon bilden, dabei sowohl Zug-
als Druckkriften (in ihrer Richtung) widerstehen konnen, und so
gerichtet und gelegen sind, dass jede der einzelnen Krifte im Gleich-
gewicht mit den beiden Kriften ist, welche, in den genannten Po-
lygonseiten wirkend, mit ihr an einem Punkte angreifen. Das so
gebildete Polygon, Fig. 55, fithrt den Namen Seilpolygon, bei
Gewblben Stiitzlinie oder Drucklinie, weil dort die Verbindungs-
Fig. 55.

geraden vorzugsweise auf Druck beansprucht sind, kann auch all-
gemein Gelenkpolygon genannt werden *).

*) Das Wort Gelenk in dem Sinne des englischen link genommen,
ein starres, an beiden Enden beweglich an andere angefiigtes Stiick, fiir
welches uns, wie mir scheint, ein ganz guter Name fehit.

Reuleaux, Konstrukteur. 7
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Die Polygonecken K heissen Knoten. Das Gelenkpolygon
kann fiir die Untersuchung der Krifte nach dem Vorigen den
Korper dann vertreten, wenn zwischen den Husseren Kriften
einerseits und den Anspannungen in den Polygonseiten anderer-
seits an jedem Knoten Gleichgewicht herrscht, z. B. in dem Kno-
. ten K, wenn die Krifte S;., und S,.5 zur Resultante eine
Kraft haben, welche P, gleich an Grosse und Richtungswinkel,
entgegengesetzt an Bewegungssinn ist. Die Kriifte in den Po-
lygonseiten mogen die inneren Krifte des Gelenkpolygons heissen.
Ist das Seilpolygon bekannt, so konnen die obigen graphischen
Mittel auf die Ermittlung der Kraftgrossen angewandt werden.
Wir haben demnach, um zu dem Seilpolygon fiir einen bestimm-
ten Fall zu gelangen, die Bedingungen aufzusuchen fiir das Gleich-
gewicht

1) der dusseren Kriifte,

2) der inneren Krifte
des Polygons unter der Voraussetzung, dass zwischen beiden Gleich-
gewicht bestehe. :

§ 34.

Gleichgewicht der &usseren Krifte am Seil-
polygon.

Setzt man die Kraft P, mit P, zusammen, und vereinigt
deren Mittelkraft unter passender Verlegung auf ihrer Richtungs-
linie mit P;, die dann erhaltene Mittelkraft mit P, u. s. w., so
muss fiir den Fall, dass Gleichgewicht besteht, die Mittelkraft,
welche bei der vorletzten Kraft P, ; erhalten wird, der letzten
Kraft P, gleich und entgegengesetzt sein. Das hier eingeschlagene
Verfahren erleidet aber keine Verinderung, so lange nur die
Richtungen und Grossen der Krifte unveriindert bleiben. Man
kann daher die Abstinde der Schnittpunkte der einzelnen Krifte
auch = Null voraussetzen, ohne hinsichtlich des Gleichgewichts
der #Husseren Kriifte etwas zu dindern. Das Zusammensetzen der
Kriifte erfolgt aber dann gerade so wie oben fiir den Fall, dass
die Kriifte alle an einem Punkte angreifen, und kann ohne weite-
res durch Auftragung eines Kriftepolygons, aus den Husseren
Kriften bestehend, erfolgen. Das Kriftepolygon bestimmt also
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auch fiir getrennt angreifende Krifte das Gleichgewicht. Das
Polygon ist geschlossen, wenn Gleichgewicht stattfindet, oder gibt
die Mittelkraft nach Grosse und Richtung an, wenn kein Gleich-
gewicht herrschte, beziehlich die dasselbe herbeifiihrende Kraft
noch unbekannt war. Es sind somit zwei Unbekannte durch das
Seilpolygon bestimmbar. Diese lassen sich auch auf zwei Krifte
vertheilen, also beider Krifte Richtung oder beider Krifte Grosse
voraussetzen, oder auch, was indessen praktisch selten gefordert
wird, die Richtung der einen, die (absolute) Grisse der anderen
annehmen, und die beiden fehlenden Stiicke bestimmen. Dies
kann dann wie folgt geschehen. '

I. Zwei gegebene Richtungen. In Fig. 56 sind die bei-
den Richtungslinien 4,5’ . . . und 46’... aufgetragen, und durch
deren Schnitt 5 die Strecken (Kriifte) 5 und 6 bestimmt. Wenn
die Richtungen verwechselt werden diirfen, sind zwei Liésungen
moglich. Die zweite ist in Fig. 53 durch die 4 VI’ und 4 V7,
welche die Krifte A ¥ und 4 ¥ liefern, gegeben.

II. Zwei gegebene Kraftgrossen. In Fig. 57 wurden
mit den beiden der Grosse nach bekannt vorausgesetzten Krif-
ten 5 und 6 aus 4 und 4 Kreise beschrieben, und dadurch die bei-
den Richtungen bestimmt. Da die Kreise, wenn iiberhaupt, so
einander zweimal schneiden, so sind wieder zwei Losungen, hier
4.5 mit 5. 4, oder 4. ¥V mit V. A moglich.

II. Eine Kraftgriosse und eine Kraftrichtung gege-
ben. In Fig. 58 ist in die Richtungslinie 4.5’ . . . mit dem Halb-

Fig. 56. Fig. 57. Fig. 58.

™

messer A5 = der Kraft 6 ein Kreis geschlagen, welcher durch
die Einschnitte 5 und ¥ zwei Losungen wie bei II. und L liefert.
Hitte der Kreis die 4.5’ . . . nicht geschnitten, so wiren die An-
nahmen unbrauchbar gewesen.

7*
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Wie diese einfachen Sitze praktisch benutzt werden konnen,
mogen folgende Beispiele zeigen.

1. Beispiel. Ein Kran ABC set ber A mit der Last L beladen,
bei B eylindrisch geformt, und von einem (Rollen-) Lager umfasst, bei C
von einem Fusslager gestitzt; in S liege der Schwerpunkt des Krankor-
pers, dessen Gewicht G sei. Es werden die Krifte P, und P, bei B und
C gesucht. — Von L und G kennt man die Richtung, sie ist vertikal; von
P, kennt man sie ebenfalls, wenn man das Lager be: B ganz glatt an-
nimmt, resp. die ohnedies ganz winzige Reibung daselbst, soweit sie den
Kran am Abwairtsgehen verhindert, vernachldassigt; P, wirkt dann nur
horizontal. Denkt man sich nun nach einem passenden Verfahren (sieche
z. B. §.°39) G und L vereinigt, und ist T @ die Lage der Mittelkraft
Q@ = G+ L%, so muss der Schnittpunkt O der Horizontalen P; und
der Vertikalen @ ein Punkt der Richtungslinie von P, sein. Diese Kraft
geht durch den Mittelpunkt des Zapfens bei C, sofern dieser durch seine
Pfanne auch seitlich umfasst wird, wie hier angenommen ist. Demnach
hat C O die Richtung der Kraft Py, und wir Linnen daher sofort, wie
bei II. oben, die Grissen von P, und P, aus dem Kriftepolygon Fig. 60

Fig. 59. Fig. 60.
! 7 A AP
| :
i
i L
Q
B
(#] L
B & G
c
!

erhalten. Wir ziehen namlich L und daran G vertikal, darauf GP pa-
rallel O P, und P, P, parallel CO; es sind dann P, und P, gefunden,
und man kann durch Zerlegung von Py die beiden Belastungen des
Zapfens C finden.

2. Beispiel. Ein wie vorhin belasteter Kran, Fig. 61, ist bei B
auf einen cylindrischen Zapfen gelagert, be: C durch eine konische Rolle
auf einen Kegel gestiitzt, der die Spitze mit dem Rollenkegel gemeinschaft-
lich in der Mitte des Zapfens B hat. — Man kennt nun, wie oben, die

*) Bei unseren gewdihnlichen Uferkranen. betrigt G, welches allerdings sehr von
der Ausladung B A abhingt, zwischen Y5 und Yy der Tragkraft des Krans.
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Mittelkraft Q = L + G, ferner auch die Richtung der auf die Rolle
bei C pressenden Kraft P,, als normal zu der Kegelerzeugenden gerichtet,
mithin den Schnittpunkt O von P, und @, durch welchen Punkt O auch
die Zapfenkraft P, gehen muss. Hiernach ist das Kriftepolygon Fig. 62

Fig. 61. ! Fig. 62.
T P

B

durch Ziehen der Vertikalen Q und der beiden Parallelen zu den Kriften
P, und P, alsbald gefunden. Die Vertikalcomponente von Py, wird hier
Eleiner als die Belastung Q, wihrend sie beim crsten Beispiel ithr gleich
ausfiel. Hier nimmt der Kegel einen Theil der Last auf.

3- Beispiel. Bei einem dhnlichen Krane, Fig. 63, liege die ge-
meinschaftliche Spitze der beiden Kegel unterhald der Zapfenmitte B
bei D. Sucht man nun, CO ... wieder normal 2u DC richtend, den
Punkt O auf, und bildet das Krdiftepolygon Fig. 64, so wird (vermoge
der Annahme der Kegelspitzenlage D) die Zapfenkraft P, schrig nach
unten statt nach oben, wie Sriher, gerichtet. Es muss deshald der

Fig. 63. Fig. 64.

By
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Zapfen mit einem entsprechenden Anlauf oberhald der Pfanne be: B ver-
sehen werden *). : g

Will man bei Untersuchung der Krane mit noch grosserer Genauig-
keit verfahren, so hat man, wie Culmann a. a. O. zeigt, die Richtung
des Widerstandes an dem Rollenlager (C bei Fig. 61 und 63, B bei Fig.59)
innerhalb des Reibungswinkels verdanderlich anzunehmen, und diejenige
Lisung zu benutzen, welche die stirkste Zapfenbelastung liefert.

4. Beispiel. Drei Krifte von 70, 50 und 80k wirken unter den
durch Fig. 65 angegebenen Winkeln in einer Ebene auf einen Korper
AB so ein, dass thre Mittelkraft durch den Punkt A geht, an welchem
2wei weitere Krifte von 95 und 60k angreifen und mit jenen ins Gleich-
gewicht treten sollen. Unter welchen Winkeln mit den ubrigen Kriften
wird dies geschehen?

Nachdem in Fig. 66 die Krifte 70, 50 und 80 von C bis D anein-
ander aufgetragen worden, beschreibt man aus C und D Kreise mit den

Fig. 65. Fig. 66.

95
A

Halbmessern 60 und 95, und erhilt die Schnittpunkte E und E' oder F
und F', wonach man die beiden Richtungslinien D E und E C (gleichbe-
deutend mit F'C und D F') oder die Linien DF und F C (gleichbedeu-
tend mit E'C und DE') erhdlt. Beide Losungen sind tn Fig. 65 ein-
getragen.

5. Beispiel. Ein Obelisk soll unter Drehung wm eine Basiskante
A, Fig. 67, auf seinen Sockel gehoben werden, indem eine hebende Kraft
P, in gegebener Richtung am oberen Ende angreift. In welcher Richtung

*) Dies wird manchmal bei dhnlichen Krankonstrukti uberseh Dem Verfasser
ist ein Fall bekannt, wo deshalb ein Dreissig-Tonnen-Kran beim Heben einer Last von
etwa 20 Tonnen zum Umstirzen kam, indem das Lager sich von dem nur zum Stitzen
eingerichteten Zapfen abstreifte.



Die inneren Kriifte des Seilpolygons. 103

muss eine Kraft P; von gegebener Grisse auf die Stelle A des Korpers
wirken, damit der Sockel nur Vertikaldruck erfihrt?

Fig. 67. Fig. 6.

o

3 Q

Verlangert man die durch den Schwerpunkt S des Obelisken gehende,
das zu hebende Gewicht ausdriickende Kraft Q bis zum Schnitte O mit
der Kraft P, so muss zunichst Sfir das Gleichgewicht O A die Richtung
der Mittelkraft von Q und P, sein. Diese Mittelkraft ist nun in eine
vertikal gerichtete Kraft Py, und eine Kraft P; von gegebener Grisse
2u zerlegen. Nach Auftragung von @ und P, in dem Zuge CQP,
Fig. 68, zieht man durch P, cine Vertikale PP, . .., und beschreibt
-aus C mit der Zirkelofnung Py einen Kreis. Dieser schneidet die 2P
bei geniigender Grisse in den Punkten D und D', wonach wieder zwes
Losungen sich ergeben, indem entweder Py die Grosse P, D und P, dic
Richtung D C, oder Py die Grisse P, D' und P; die Richtung D' C erhilt.
Eine Losung ist uberhaupt nur dann moglich, wenn P; mindestens die
Grisse des Lothes aus C auf die P, Py... besitzt. Die beiden gefundenen
Richtungen sind in Fig. 67 als APy und AP’y eingetragen. — Aufgaben
der in diesem Beispiel behandelten Art sind dbrigens, wie schon oben
angedeutet wurde, selten. '

§. 35.

Gleichgewicht der inneren Krifte am Seil-
polygon.

Unter den inneren Kriiften im Seil- oder Gelenkpolygon ver-
stehen wir, wie oben erliutert wurde, die auf Zug oder auf Druck
wirkenden Krifte in den einzelnen Gliedern oder Seiten des Seil-
polygons, die in Fig. 69 (a. f. S.) mit 8, .5, S;. 3 u. s. w. bezeichnet sind.
Diese Kriifte haben eine solche Grosse, dass sie einander an jedem
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der Knoten K, K, K; u. s. w. das Gleichgewicht halten. Dem-
nach konnen je zwei derselben, z. B. S;., und S,.;, wenn ihre

Fig. 69.

Richtungen, oder ihre Grossen, oder eine Grosse und eine Rich-
tung bekannt sind (siehe §. 34) aus ihrer Resultirenden P, be-
stimmt werden. Um dies auszufithren, tragen wir in dem Kriifte-
polygon aus P;, P,;, P; u. s. w., welches nach dem Friiheren eine
geschlossene Figur sein muss, Fig. 70, von den Enden von P,
Fig. 70. aus die Richtungslinien der S;., und S;.;

1 auf, indem aus Fig. 69 die Richtungen

beider Krifte entnommen werden konnen.
Dieselben schneiden einander in dem Punkte
0, und es sind nun O1 und 02 die An-
4 2 spannungen S;., und S;.; der Richtung
und Grosse nach. Geht man nun zum

Punkte K iiber, so sind von den drei dort gleichwiegenden Kriif-
ten zwei, ndmlich P; und S,.;, schon bekannt; die dritte, S;.,,
wird durch Verbindung des Schnittpunktes oder Poles O mit
dem Endpunkte von Kraft 3, Fig. 70, erhalten. So fortfahrend
erhilt man also in den Verbindungslinien des Poles O mit den
Ecken des Kriftepolygons die inneren Krifte in dem Seil-
polygon nach Grésse und Richtung, und es zeigt sich, dass
bei bekannten Kriften die Annahme der Richtungen zweier an
einem Knoten wirkenden Seilkrifte fiir die iibrigen bestimmend
ist. Nach dieser Auffindung der Seilkriifte kann das Seil- oder
Gelenkpolygon sofort verzeichnet werden. Dies geschieht, indem
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man, von einem beliebigen Knoten ausgehend, die Gelenkpolygon-
seiten parallel den Polstrahlen des Kriftepolygons zeht. Die

Fig. 71.

Py

Liéinge der Polygonseiten wird durch die der Lage nach gege-
benen Richtungslinien der iusseren Kriifte bestimmt, worauf als-
dann das Seil- oder Gelenkpolygon auch die Lage der inneren
Krifte angibt.

Das Seilpolygon fillt verschiedems aus, je nachdem bei der
Verzeichnung der Anfangspunkt auf der Richtungslinie gewiihlt
wurde. Zwei andere, mit dem anschraffirten gleichbedeutende
Seilpolygone sind in Fig. 69 punktirt eingetragen. Die Seiten der-
selben sind parallel den entsprechenden des ersten Polygons.
Eine zweite Losung derselben Aufgabe (die dusseren Kriifte durch
ein Gelenkpolygon zu verbinden) ‘entsteht in Folge der zweifachen
Losungsart der Aufgabe L. §. 34.

Triigt man, Fig. 72 (a.£.8.), die Richtungen der S,., und §,.,
beziehlich von dem anderen Endpunkte der Kraft P, auf, so erhilt
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man ein neues Seilpolygon, Fig. 71, welches eine von dem vori-
gen sehr verschiedene Gestalt annimmt. Des Vergleiches halber

Fig. 72. ist das oben erhaltene Polygon in Fig. 71
nochmals mit angedeutet. Man erhilt hier,
mit Ausnahme der beiden ersten, ganz an-
dere Richtungen der Polygonseiten als frii-
her, und hat demnach iiberhaupt die Mog-
lichkeit, auf unendlich verschiedene Arten
das Gelenkpolygon zwischen gegebenen Krif-
ten herzustellen.

Das Seil- oder Gelenkpolygon bildet mit dem Kriiftepolygon
zusammen das, was man den graphischen Plan der Kriifte ge-
nannt hat. Unter Umstinden geniigt zur vollstiindigen Erorte-
rung auch nur eine der beiden Figuren, welche dann fiir sich
ebenfalls der Kriafteplan heisst (vergl. die Beispiele von Krifte-
plinen in §. 48 ff).

§. 36.

Mittelkraft von =zerstreut in der Ebene wir-
kenden Kriaften.

Denkt man sich in einem Seilpolygon zwei der Polygonseiten
durchschnitten und an den Schnittpunkten beiderseits Krifte von
der Grosse der in den abgeschnittenen Seilen wirkenden ange-
bracht, welche die Wirkung der abgeschnittenen Stiicke ersetzen,
so bleibt das Gleichgewicht ungestort; so z. B. wenn man die Seiten
K, K; und K, K; in Fig. 73 so zerschneidet und spannt. Dann

Fig. 73.
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aber ist sofort ersichtlich, dass die Mittelkraft der nun zu &usse-
ren Kriiften gewordenen Seilkriifte S;., und S;.; den links
oder rechts am Polygon wirkenden Kriiften das Gleichgewicht
hilt. Die Lage dieser Kraft bestimmt sich, indem man die Seile
bis zu ihrem Schnitte M verliangert, indem alsdann M ein Punkt
der Mittelkraft ist. Die Richtung und die Grosse dieser Mittel-
kraft ergibt sich im Kriftepolygon Fig. 74 in der Diagonale 4.6,
welche die Schlusslinie der beiden Krifte S,.; = 06 und S;.;
— 04 ist. Diese Kraft ist hier also einerseits die Mittelkraft der
Fig. 74. Krifte P; und Pg, andererseits die der

¥ Krifte Py, Py, P; und P,. Allgemein also

liefert der Schnittpunkt zweier ver-

/1‘ lingerten Polygonseiten einen Punkt
“A ¢ der Mittelkraft aller zwischen diesen
, Seiten angreifenden #usseren Krifte,

5 wobei Grosse und Richtung dieser

Kraft durch das Kriftepolygon gelie-

fert werden. Dieser Satz ist, wie unten durch Beispiele gezeigt
werden wird, von einer grossen Anwendbarkeit. Kehrt man den-
selben um, so folgt sofort, dass man mittelst des Seil- und Kriifte-
polygons auch Kréfte zerlegen kann. Um z B. die Kraft 4 . 6
in zwei andere, P; und P, von gegebenen Richtungen, zu zerlegen,
trage man letztere im Kriiftepolygon ein, ziehe die eine derselben,
z. B. P, im Seilpolygon, wo dieselbe alsdann die 4 . 6 in einem
Punkte N schneidet; aus diesem zieht man alsdann die P, parallel
der Seite 4 . 5 des Kriftepolygons. Die erstgewihite Lage K, N
konnte hierbei’ auch weiter vorwirts oder riickwiirts auf der

MN gewihlt werden, ohne dass das Gleichgewicht gestiort wor-
den wire.

§. 37.

Bedingung fiir das Gleichgewicht zerstreut
wirkender Kréafte in der Ebene.

Wir haben bei den vorstehenden Betrachtungen angenom-
men, dass die Krifte, deren Gleichgewicht wir untersuchten, so
- gelegen waren, dass das Gleichgewicht wirklich stattfand,
so dass man sie schon nach der Regel des vorigen Paragraphen
auf zwei einander aufhebende Krifte zuriickfithren konnte, Die-
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ses ist aber nicht nothwendig dann immer der Fall, wenn das
Kriftepolygon eine geschlossene Figur ist, sondern es muss zu-
gleich auch das Seil- oder Gelenkpolygon geschlossen sein, d.h. die
Lage der Kriifte muss eine entsprechende Beschaffenheit haben.
Ist die Lage nicht richtig gewithlt gewesen, so zeigt das Seilpoly-

" Fig. 75.

gon an, wie dieselbe zu nehmen sei, damit das Gleichgewicht an "
dem Korper eintreten konne, und nicht ein den Kérper drehen-
des Kriiftepaar (siehe den folgenden Paragraphen) iibrig bleibe.
Man hat zu dem Ende die Lage einer der Krifte unbestimmt zu
lassen.

L Es sei diese Kraft die P; in Fig. 75. Ihre Grosse sei bekannt,
ihre Richtung durch die ZZ angegeben. Nach Verzeichnung des
Kriiftepolygons, Fig. 76, Wahl eines Poles O und Ziehung aller

Fig. 76. Strahlen aus O nach den Ecken 1 bis 6 ist die
g Verzeichnung des Seilpolygons vorzunehmen,

indemman K1 K, || 10, K, K; || 20, KK, || 30
4 4‘ w. s. w. zieht, bis man die K; K;... gefunden.
> 6  Dann muss die Schlusslinie des Seilpolygons
W die Richtung der 60 haben, gleichzeitig aber
& durch K, gehen. Demnach ist die Lage der-
selben bestimmt, und ihr Schnitt K; mit der K;K... ist ein Punkt
der Kraft P;, die wir nun || der 5.6 eintragen und dadurch ihre
Lage angegeben haben.
Ist von der letzten Kraft weder Lage noch Richtung noch
Grosse bestimmt, so kann, wenn von einer der anderen Kriifte
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nur Richtung und Lage gegeben sind, das Fehlende wie folgt er-
mittelt werden.
II. Die noch vollig unbekannte Kraft sei die P, Fig. 77,
withrend von der P; die Richtung K; P,’ und der Punkt K, also
Fig. 77.

’

P
N

P

ihre Lage bekannt. Wir konnen nun das Kriftepolygon, Fig. 78,
vom Punkte 1 bis 5 verzeichnen, indem wir die Kraft 1 nur ihrer

Fig. 78. Richtung 41 ... nach auftragen. Das Seil-
polygon kann ferner von K, aus durch die
Punkte K,, K, K,, K; und K;' gezogen wer-
den. Wihlt man alsdann eine Richtung fiir
die Schlusslinie, z B. die K; L, und trigt sie
in das Seilpolygon ein, so ist deren Schnitt
K; mit der K; K;' ein Punkt der Richtungs-
linie der gesuchten Kraft P;. Um ihre Grosse
und Richtung zu bestimmen, ziehen wir nun
in Fig. 78 die 06 . .. parallel zu K, L, und verbinden Punkt 5
mit Punkt 6, so ist 5.6 nach Grésse, Richtung und Sinn die
Schlusskraft P;, sowie 6.1 die Kraft P, nach der (noch fehlenden)
Grosse. ;

§ 38.
Kraftepaare.

Ist eine ebene Figur in ihrer Ebene nur der Wirkung von
Kriiftepaaren ausgesetzt, das ist von solchen paarweise gleich
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grossen Kriiften, welche in parallelen aber nicht zusammenfallenden
Richtungslinien in entgegengesetztem Sinne wirken, so erscheint
das Kriftepolygon immer geschlossen, ohne dass nothwendig
Gleichgewicht an der Figur herrscht. Die Bedingungen fiir das-
selbe lassen sich aber mittelst eines Krifteplanes wie folgt be-
stimmen.

Die Krifte P, # P, und P, # Py, Fig. 79, bilden ein ge-
schlossenes Kriftepolygon 1, 2, 3, 4, Fig. 80, sind aber an der an-

Fig. 79. Fig. 80.

gegriffenen Figur nicht im Gleichgewicht, sondern suchen dieselbe
um irgend einen ihrer Punkte zu drehen, und zwar mit einem
statischen Momente, welches der Summe der Momente der Paare
(Py — P;) und (P, — P,) gleich ist. Um das Gleichgewicht
herzustellen, soll ein Paar (P; — P;) von entgegengesetztem
Drehungssinne zugefiigt werden, dessen Moment dem jener beiden
gleich ist, und dessen Richtungslinien die Parallelen ¥ ¥ und
VI VI sein sollen, siehe Fig. 82.

Wir verzeichnen nun in 4, Fig. 81, anfangend, das Krifte-
polygon A1, 2, 3, 4. Dasselbe ist damit noch nicht beendigt;
vielmehr fehlen noch die Kriifte 5 und 6. Der Zug derselben
muss, wenn sie aneinander getragen sind, wieder nach 4 zuriick-
fihren; ihre Grisse ist aber noch nicht bekannt. Zuniichst geht
daraus hervor, was wir schon voraussetzten, dass néimlich die bei-
den Krifte parallel und gleich sein miissen, also dass nur ein
Paar mit den Paaren ins Gleichgewicht treten kann, sobald nur
zwei Kriifte noch zu den gegebenen Paaren hinzutreten sollen.
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Die Richtung beider Krifte ist bekannt, wir tragen sie nachAZ ...
auf. Es wird nun ein beliebig gelegener Pol O gewihlt; wir

Fig. 81. Fig. 82.

ml V1
 :

Kg

ziehen die Strahlen 04, 01, 02, 03, 04 (= 04), und kiénnen
nun zur Verzeichnung des Seilpolygons, Fig. 82, schreiten.

Fiir diesen sind die Richtungslinien I I, IT IT u. s. w. bis
VI VI aus Fig. 79 bekannt. Wir ziehen nach einem beliebigen
Punkte K; der IT Parallelen zu den Strahlen 04 und O1
(welche die Kraft P, zu Resultanten haben) bis zu den Schnitten
Ky mit VI VI und K, mit II II, darauf K,K; || 20 bis zum
Schnitte K; mit I7T ITI, K; K, || 038 bis zum Schnitte mit IV IV,
und K, K; || O4 bis zum Schnitte K; mit ¥ V. Von dem Seil-
polygon fehlt jetzt nur noch die Schlusslinie. Sie ist die Verbin-
dung von K; mit dem zu Anfang gefundenen Punkte K, und es
kann nun auch (vergl. § 37, IL) der Polstrahl 05 || K5 K gezo-
gen werden, worauf das Kriftepolygon wirklich geschlossen ist,
und in der Strecke 4 . 5 (= A5) die Kraft P,, in 5 4 die Kraft
P; villig bestimmt liefert. Das Kriftepolygon hat also hier
als vollstindigen Verlauf den Zug A1, 2, 3, 4, 54, wobei die
Seiten 4, 5 und 54 bei 5 einen unendlich kleinen Winkel ein-
schliessen. %

Mit den bis hierhin behandelten Aufgaben iiber das Kriifte-
und Seilpolygon ist nun zunsichst fir Kriifte in der Ebene erwie-
sen, wie man mittelst der geometrischen Addition und
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Subtraktion das Gleichgewicht beliebig divergirender
Krifte ermitteln kann. Wirken Kriifte in schneidenden oder
parallelen Ebenen, so kann nach den gegebenen Regeln das Gleich-
gewicht fiir die einzelnen Ebenen bestimmt werden, wobei die er-
haltenen Resultate in manchen Fillen sich noch besonders ver-
einfachen lassen, wovon weiter unten Beispiele. Wir verlassen
nun die  allgemeinen Sitze und gehen zu den sehr brauchbaren
Anwendungen des graphischen Rechnens auf den besonderen
Fall der parallelen Krifte iiber. :

§ 39.
Gleichgewicht zwischen drei parallelen Kriften.

Bei der Ermittlung des Gleichgewichtes zwischen parallelen
Kriiften kann man sich sowohl des rein arithmographischen Ver-
fahrens, wie auch des geometrischen Addirens und Subtrahirens
(Kriifte- und Seilpolygons) bedienen, und wihle in jedem einzelnen
Falle das bequemere. Wir betrachten zunichst den sehr schlich-
ten Fall, dass eine Kraft @ einen Korper belastet, und durch zwei
ihr parallele zu suchende Kriifte P, und P, im Gleichgewicht ge-
halten werden soll.

Ziehen wir zunichst eine zu den Kriften normale Verbin-
dungslinie 4 B C, Fig. 83, so muss fiir das Gleichgewicht P, . 4B
= P, . BC oder Pia; = P,a, und ausserdem P, + P, = @

geny, A dUml (P == P, % graphisch darzustellen, konnen wir das
3

Verfahren in §. 24 benutzen, indem wir, Fig. 84, 0 E — dem Divisor

Fig. 83. Fig. 84.
s I
Q Bt
A B C
ay ag :/lpl/ B
IPI 11’3  conam %
N— ——

a;, O A= dem Faktor ay, £ B=der (einstweilen bekannt gedach-
ten) P, machen, worauf die AC|| EB, welche durch die OB...
abgeschnitten wird, P, darstellt. Auch lisst sich aber das Dreieck
CAO in die punktirte Lage O’ BA’ legen, worauf dann der
Voraussetzung nach A'E — P, + P, — @ sein muss. Damit
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aber hat die Figur eine Gestalt erhalten, vermoge welcher sie
sehr leicht in die Fig. 83 eintragbar ist, somit das Zeichnen von
Fig. 84 erliisslich wird. Man erhilt folgendes Verfahren.

I Trage die Kraft @ an einen der beiden anderen Angriff-
punkte, z. B. 4, Fig 85, so dass AD # @, verbinde D mit dem
dritten Angriffpunkt C, und verlingere die @ bis zum Schnitte
F mit der zu 4 C parallel gezogenen D F'; dann ist nach dem
soeben Entwickelten: BE — P,, EF — P,. In Fig. 86 ist das-

Fig. 85. Fig. 86. Fig. 87.

B

selbe Verfahren fiir den Fall, dass die 4 B € schief gegen ¢ ge-
richtet ist, angewandt; in Fig. 87 der Angriffpunkt B der Kraft
@ ausserhalb 4 C angenommen.

IL. Durch Zerlegung der Kraft @ in zwei Komponenten nach
den Stiitzpunkten 4 und C hin, Fig. 88 bis 90, erhilt man an

Fig. 88. Fig. 89. Fig. 90.

=

A
()

denselben schief gerichtete Krifte, deren parallel zu  gerichtete
Komponenten die gesuchten Gegenkriifte'sind, wihrend die parallel
AB C fallenden Komponenten einander aufheben. Es ist in allen
drei Figuren die BF — P,, FD — Py

OI. Durch Bildung des Kriftepolygons aus AD — @ und
einen beliebig gewihlten Pol 0, Fig. 91, 92,93 (a.£.8.), und Ziehung
der Gelenkpolygonseite 4 b || 40, be || DO, Ziehung der Schlusslinie
¢A und ihrer Parallelen OE im. Kriiftepolygon erhilt man EA
— 0 DE — P Dis Gelenkpolygon wird ein Dreieck. Will
man dessen Schlusslinie zusammenfallend oder parallel mit 4 B C
erhalten, so ziehe man vorerst das Seilpolygon 4 5 C, dann ist €4

Reuleaux, Konstrukteur, 8
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wieder die Schlusslinie, A5 der erste Strahl des Seilpolygons zur
Kraft AD — @, Cb der zweite, es fillt also der Pol O 'in den
Fig. 91. Fig. 92. Fig. 93.

Schnittpunkt der zu Cb parallek gezogenen D O mit 4 B, worauf
OF | bA zu ziehen, und sich ergibt: F4 — P,, DE — P,.

In den behandelten Fillen ist @ der Mittelkraft von P, und
P; gleich an Grosse und ihr entgegen gerichtet. Ist diese Kraft
zu suchen, wenn die P; und P, gegeben sind, so sind dhnliche
Verfahrungsweisen wie oben anwendbar.

Bildet man zunichst wieder die Berechnungsfisur O EACB,
Fig. 94, welche wir oben bei (L) benutzten, verlegt wieder das
Dreieck CA0O nach BA'O, und zeht noch B C'|| 04, 0'C
und OB'||A'B, so0 ist PB—4a,, BC =a,, BO="P, 0
= P,. Hiernach erhilt man folgendes Verfahren.

IV. Vertausche, Fig. 95, 96, die Kriifte P, und P, unter Ver-
legung der einen auf die Gegenseite der A, so dass AD = P,,

Fig. 94. Fig. 95. Fig. 96.
A{ o B
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E C = P;, verbinde D mit E, so schneidet die D E die A C im
Angriffpunkte B der Mittelkraft @, deren Grisse = ED — P,
~+ P, ist, indem DD || A C gezogen wurde.

Da in Fig. 96 P, und P, von entgegengesetzter Richtung
- angenommen wurden, so ist deren algebraische Summe D E der
absoluten Grésse nach der Unterschied von P, und P,. Die Mittel-
kraft @ fallt hier ausserhalb A4 C.

V. Aus (IL) folgt das in Fig. 97 angewandte Verfahren.
Trage parallel zu 4 C von dem Endpunkte @ der Aa — P eine
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beliebige Strecke (Seitenkraft) aA’, und dieser entgegen die ihr
an Grosse gleiche ¢ ' an den Endpunkt der C¢ = P,; ziche die
AA... und die C'C..., so schneiden diese einander in F,
einem Punkte der Mittelkraftrichtungslinie F'B. Die Mittelkraft
Q selbst ist = P; -+ P,, zugleich Resultivende der DE = C' C
und EF — A'A.

VI. Aus (IIL) leitet sich folgendes Verfahren ab, Fig. 98.
Mache DE # P,, EA # P,, wihle einen Pol O, ziehe die

Fig. 97. Fig. 98.
CI
A ;
______ i P,
i D 5
]A AB
E C
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Schlusslinie O F des Kriiftepolygons. Ziehe dann Ac¢ || E 0,
¢b|| OD und A4b ... parallel (hier die Verlingerung von) A0,
so ist der Schuittpunkt » ein Punkt der Richtungslinie der Mit-
telkraft @ — D A.

§. 40.
Mittelkraft beliebig vieler Parallelkrifte.

Wirken mehrere parallele Krifte Q;, Qs @i, @, in gegebenen
Lagen in der Ebene auf einen Kérper, so kann man zur Bestim-
mung von deren Mittelkraft zunichst die vorhin besprochenen
Methoden benutzen, indem man zwei und zwei Krifte vereinigt,
bis alle vereinigt sind. Oftmals recht brauchbar ist hierzu das
Verfahren IV. des vorigen Paragraphen.

I. Nach Auftragung der Kriifte @, bis @, iiber einer sie nor-
mal schneidenden Geraden 4 F, Fig. 99 (a.f.S.), vereinige man durch
Vertauschung von @; und €, diese Kriifté in & zu der Resultan-
ten @ - Q, = be, dann diese mit @Q; zu der dd' = @, + @,
-+ @, dann diese unter Uebertragung nach E¢ mit @, wonach
sich schliesslich die Mittelkraft @ = @, + @, + @ -+ @4, durch
M gehend, ergibt. Dieses Verfahren ist bei manchen Berechnun-
gen des Maschinenbauers recht niitzlich, namentlich da, wo die

8*
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Krifte @, @, u. s. w. nach einander aufgesucht werden, wie z. B.
bei der Bestimmung der Lastvertheilung einer Lokomotive auf die
verschiedenen Achsen. Doch bleibt das Verfahren immerhin ziem-

Fig. 99.
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lich miihsam; auch haben die einzelnen Werthe der Mittelkriifte
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Kriiften eine nur unter-
geordnete Bedeutung und kaum eine Verwendung.

Sehr einfach und ungleich iibersichtlicher fiihrt die Anwen-
dung des Seil- und Kriiftepolygons zum Ziel.

IL Man bilde, Fig. 100, aus den gegebenen Kriften @, bis
Qs ein Kriiftepolygon, indem man, in A beginnend, zunichst die
Kriifte in dem Zuge 4 .1, 2, 3, 4, 5, 6 aneinandertriigt. Die
Mittelkraft @ ist alsdann der Grdsse nach schon sofort in dem
Zuge 64 gefunden. Noch ist aber ihre Lage zu ermitteln. Zu
diesem Behufe wihlt man einen beliebigen ausserhalb 45 gelege-
nen Punkt O als Pol, und zeht die Strahlen 04, 01, 02, 03
u s. w. bis 06, darauf die b0’ || 4 O, die be|| 10, die ¢d|20
w. s. £, bis endlich die gg'|| der Schlusslinie O . 6 im Kriftepoly-
gon, dann schneidet diese (vergl. §. 35) die bd’ in einem Punkte
q der Richtungslinie der Mittelkraft ¢.

Nach den Entwicklungen in §. 36 kann man an der so er-
haltenen Figur auch sehr leicht die Mittelkraft zweier einzelnen
oder mehrerer auf einander folgenden Kriifte bestimmen. So lie-
fert der Schnittpunkt der verlingerten de in ¢’ den Angriffspunkt
der Mittelkraft von @, und @,, also von deren Summe 4 .2 im
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Kr.‘aiftepolyg'on; ferner ist ¢’ der Angriffpunkt der Resultirenden
von @, und ;.
: Fig. 100.
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§ 41.

Zerlegung von Kriften in zwei oder mehr
- parallele Krifte.

Der ‘besprochenen Zusammensetzung paralleler Krifte steht
deren Zerlegung mittelst des Gelenkpolygons gegeniiber. Kennt
man das Seilpolygonstiick aqbed, Fig. 101 (a.£8.), fiir eine Kraft Q,
und will dieselbe in zwei durch e und J gehende Kriifte @, und @,
zerlegen, so verbinde man die Schnittpunkte e und f der beiden
Richtungslinien von @, und @, mit den Seilen aq und bg unter-
einander; dann ist aefd, Fig. 101, das Seilpolygonstiick fiir die
neuen Kriifte, deren Grosse durch Ziehen von 01 | ef im Krifte-
polygon gefunden wird. Liegen die gesuchten Kriifte ¢, und @,
auf einer und derselben Seite von -Q, Fig. 102, so bleibt das Ver-
fahren dasselbe. Es ist nur ag bis zum Schnitte ¢ mit Q. zu ver-
lingern, und darauf ef zu ziehen. Auch kann man den Schnitt
von @, mit gb, von @, mit ga benutzen. Das Polygon erhilt dann
die Gestalt ae'f'b. Das Kriiftepolygon liefert im ersten Falle Q.
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=41, @, = 1.2, im zweiten die gleichgrossen Stiicke 41’ = @,
il 12— 0,
Soll der von den parallelen Kriiften @, bis Q; belastete Stab
4G durch zwei in 4 und @ angreifende Kriifte P, und P,,
Fig. 101. Fig. 102.

Fig. 103, gestiitat werden, so konnte man zundchst die Mittelkraft
@ der Belastungen, wie in §- 40 geschah, aufsuchen, und nach
Fig. 103.

der eben besprochenen Methode in P, und P, zerlegen. Es kann
aber die Aufsuchung von @ unterlassen werden, da die Richtun-
gen von P; und P, und der Mittelkraft bekannt sind (vergl. §. 37).
Man bilde das Kriiftepolygon K1.2... 5 0, ziehe alle Polstrahlen
und darauf deren Parallelen im Gelenkpolygon, bilde die Schnitte
@ und g der zu KO und 05 parallelen Seilpolygonseiten mit
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den Kraftrichtungen von P, und P,, und ziehe die a g, so ist diese
die Schlusslinie des Seilpolygons, und ihre Parallele 06 im Krifte-
polygon liefert die beiden Krifte P, — 56 und P, = 6 7. Hitte
man statt der Schnitte @ und g die beiden anderen moglichen
« und g’ benutzt, so wire das Ergebniss fiir die Krifte das-
selbe gewesen, da @'¢'||ag. Das Seilpolygon hitte die Form
agmbedefma’ erhalten, wobei m der Richtungslinie der Mittel-
kraft der @, bis @;, oder auch der P; und P, angehort.

Soll ein belasteter Stab auf drei oder mehr Stiitzen gelegt
werden, so miissen diese unter Beriicksichtigung der Widerstands-
fihigkeit des Stabes ganz genau auf bestimmte Hohen gestellt
sein, um ihre Einzelbelastung angeben zu konnen, weil sonst die
Aufgabe unbestimmt bleibt. Doch kann diese Unbestimmtheit
durch Einschaltung von Zwischentrigern gehoben werden. Soll
der Stab B C D, Fig. 104, auf welchen in M die Mittelkraft ¢ seiner

“Fig. 104.

L L
| |

Gesammtbelastung wirkt, durch drei Krifte P,, P,, P, in den
Senkrechten durch B, C und D gestiitzt werden, so ist zunichst
eine Annahme iiber das Verhaltniss zweier der Krifte, z. B. P, und
P,, zu machen. Diese werden dann durch einen Zwischentriger
B, C, aufgenommen, auf welchen in £ F, der Stab presst, nachdem
E,C,:E,B, gleich dem angenommenen Verhaltniss P, : P, gemacht
worden. Nunmehr vertheilen wir @ auf E und D mittelst des Seil-
und des Kréftepolygons emd und 4 01 2. Es ist dann A 1 = @,
12=_P;, 2. A— P, -+ P,, welche letztere Summe dann nach irgend
einer der bekannten Methoden auf B, und C; vertheilt wird. Jede
andere Annahme des Verhiltnisses % liefert eine andere Grosse
2
fir P, Werden P, und P, gleich gross verlangt, so fillt £ in
die Mitte von BC und wird der Zwischentriiger gleicharmig.
Die gewohnlichen Blattfedern der Eisenbahnwagen und anderer
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Fuhrwerke sind gleicharmige Zwischentriiger. Bei manchen Luxus-
wagen, auch selbst bei Lokomotiven, finden sich auch ungleich-
armige Federn als Zwischentriger angewandt. Ungleicharmige
Zwischentriiger sind auch die Hebel der meisten Briickenwaagen.

Soll eine Last auf mehr als drei oder vier Punkte vertheilt
werden, so ist durch Zusammensetzung von Zwischentriigern das
gewiinschte Ergebniss zu erreichen. Solches geschieht z. B. bei
den Lokomotiven. Will man die in M, Fig. 105, angreifende Ge-

Fig. 105.
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sammtbelastung @ eines Lokomotivrahmens so auf drei Achsen
B CD vertheilen, dass die Pressungen simmtlich durch Federn
auf die Achslager iibertragen werden, und ausserdem die Be-
lastungen der Réder C und D ein bestimmtes Verhiltniss zu ein-
ander annehmen, so kann dies durch Anbringung von drei Federn
und einen steifen Zwischentriiger an jeder Rahmenseite geschehen;
es kommen dann also im Ganzen acht Zwischentriiger zur Anwen-
dung. Zuniichst theile man, wenn das Verhiiltniss der Kriifte P,
und P; — p : ¢ sein soll, den Abstand der Achsen C und D wie
q : p ein und errichte im Theilpunkte ein Loth Ee. Aus einem
beliebigen Punkte ¢’ desselben ziehe man darauf Strahlen nach
den Druckpunkten der Rider C und D, d. i. den Angriffpunkten
der von der Schiene auf die Rider ausgeiibten Kriifte P, und P;.
Alle zusammengehorigen Horizontalabstinde dieser Strahlen von
der Ee geben zusammengehorige Armlingen fiir den Zwischen-
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triger ced an. Zugleich liefern die Abstinde der Punkte ¢ und d
von den Lothen in C und D die zusammengehorigen Armlingen
der federnden Zwischentriiger ¢, ¢, und d;d,. Die Federn sind
gleichschenklig zu machen, damit die Kriifte an ihren Enden gleich-
gross ausfallen. Die Armlinge der Feder bei C ist willkiirlich,
nur muss auch diese gleichschenklig sein. Bei einmal gewahltem
Verhiltniss p:q und gegebenen Achsenabstinden kann durch die
Wahl der Zwischentriigerlinge nichts an dem Verhiltniss von P,
zu der Summe P; | P, geiindert werden, wie die Betrachtung
des Seilpolygons bmed lehrt. Die als Zwischentriiger wirkenden
Federn miissen den sie belastenden Kriiften entsprechend stark
gemacht, beziehungsweise durch Stellung der Gehinge-Schrauben
so lange regulirt werden, bis ihre Widerstinde den gewihlten
Verhilltnissen der festen Zwischentriiger entsprechen.

Aufgaben wie die obige kinnen auf viele verschiedene Arten
gelost werden; die Praxis weist zahlreiche Beispiele auf. So z B.
kann man die beiden Federn, an welche der feste Zwischentriiger
angreift, in eine einzige vereinigen, siehe Fig. 106. Hier sind die

Fig. 106.

Achsen C und D unmittelbar durch den steifen Zwischentriiger
bec belastet. Dieser aber wird von der Feder bie ¢, erfasst,
deren Enden an den Rahmen angehiingt sind. Die Arme ?,¢, und
¢1e der Feder sind ungleich lang, und zwar haben sie dasselbe
Verhiiltniss p : ¢, welches den Armen des Zwischentriigers bec
zukommt. Werden die Armlingen der Zwischentriiger nicht
richtig gewiihlt, oder trifft die Lastvertheilung der ausgefiihrten
Lokomotive nicht mit der Vorausannahme iiberein, so stellen sich
die Zwischentriiger schief.
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§ 42.

Gleichférmig vertheilte parallele Krafte.

Ist iiber einen Stab eine Last vollstindig gleichformig ver-
theilt, so konnen Kriifte- und Seilpolygon nicht nach den bis-
herigen Angaben gezeichnet werden, indem das Seilpolygon in
eine Kurve iibergeht. Die Gestalt dieser letzteren ist indessen wie

- folgt zu ermitteln. Denkt man zuniichst die gleichformig vertheilte
Last in lauter gleich grosse Lasten an einzelnen Punkten von glei-
chem Nachbarabstand zusammengezogen, wie die Krifte ;2.9
Fig. 107, und das Seilpolygon verzeichnet, so ist klar, dass die
Polygonseiten ¢ M und b¢ einander mitten zwischen der 1q . . .

Fig. 107. Fig. 108.
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und 25 ..., also auch mitten auf der ad’ schneiden miissen, da
Kraft 1 und 2 gleich sind. Ebenso schneiden sich, die ¢d und
aM mitten zwischen 3 ¢ . .. und 14, also auf der 25 ..., d. i in
b', ferner die de und aM mitten zwischen ¥’ und ¢. Und so fort,
d. h. die aufeirander folgenden Einschnittpunkte der verlingerten
Polygonseiten in die ¢ M, wie auch in die ¢ M, haben auf diesen
Geraden gleiche Abstiinde von einander. Demnach hiillen die
Polygonseiten nach einem bekannten Satze eine Parabel ein, deren
Scheitel hier bei e auf der Mittellinie ¥ M liegt, und fiir welchen
die Absrisse Be — 2. In diese Parabel geht das Seilpolygon
iiber, wenn die Last wieder wie zu Anfang vollig gleichformig
vertheilt wird. Bedenkt man, dass das Dreieck A M B das Polygon
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fiir die in F zusammengezogene Gesammtbelastung ist, so ersieht
man sofort, wie die Kurve jederzeit leicht zu verzeichnen ist. Ist
die Sehne A E B schief gegen die Krifte gerichtet, wie in Fig. 108,
so wird die Eintheilung auf A M und M B einzeln eine gleichfor-
mige, wiewohl die Theilung auf 4 M verschieden wird an der auf
MB. Der Punkt e liegt auch dabei auf der Mitte von E M, ohne
indessen Scheitel der Parabel zu sein.

Gelenkpolygone, welche in Kurven iibergehen, erhilt man
auch bei Belastungen, welche iiber den Stab hingleiten; sie sind
dann die Figuren, welche die auf einander folgenden geradseitigen
Polygone einhiillen. Verwickelte Beispiele hiezu liefern die Eisen-
bahnbriicken, einfachere Uebungsbeispiele die Laufkrantriger,
auch Geradfiihrungsschienen bei Dampfmaschinen.

§ 43.
Statische Momente paralleler Krafte.

Wirken parallele Krifte, z. B. die Krifte @, bis @,, P, und
P,, Fig. 109, normal auf einen Stah, so ist fiir die Kenntniss des
mechanischen Zustandes des Stabes die Kenntniss der statischen

Fig. 109.
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Momente der fusseren Krifte nothwendig. Diese kinnen mittelst
des Seil- und Kriftepolygons leicht bestimmt werden. Nach
Verzeichnung des Kriftepolygons 4 04, und des Seilpolygons
abedef sei das statische Moment M fiir den Punkt S des Stabes
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zu bestimmen. Dieses Moment ist das Produkt aus der Mittel-
kraft aller Kriifte zur einen oder anderen Seite der zur Kraft-
richtung parallel gezogenen S8, und dem Abstande I derselben
von S8;. Der Grosse nach erhiilt man aber diese Mittelkraft
als den Abschnitt 24 = 1.5 im Kriiftepolygon zwischen den
Strahlen O1 und 05, welche parallel ¢ und fa gezogen sind;
ihre Lage wird durch Verlingerung letzterer Polygonseiten his
zu ihrem Schnitte g gefunden. Zieht man also das Loth gg,, so
ist dieses der Arm I der Resultirenden P — %4, welche den Stab
bei S zu biegen trachtet. Es ist also M = P . 1. »

- Diese Multiplikation lisst sich aber auch graphisch ausfiihren.
Fillt man namlich noch das Loth OF im Kriftepolygon, so ist
dieses die Hohe des Dreieckes Ohi auf der Grundlinie A4, wel-
ches Dreieck dem Dreieck gss, von der Hohe I dhnlich ist. Es
verhilt sich also ki : Ok = ss, : ggy, oder wenn man OF mit
H, ss, mit ¢ bezeichnet: v

B ]
woraus:
M— Pl —

Hiernach verhalten sich die statischen Momente an
den einzelnen Stellen des Stabes wie die zugehorigen
den Kriften parallelen Ordinaten des Seilpolygones, da
H konstant ist. Macht man H zur Einheit, so ist das eben be-
sprochene Verfahren kein anderes, als das in Fall (L) §. 22 an-
gegebene Multiplikationsverfahren, und dann das Moment M der
Ordinate ¢ selbst gleich. Bei einmal verzeichnetem Seilpolygon
ist die Aufsuchung der Lage (g) der Mittelkraft nicht n6thig, auch
ferner, wo es sich nur um Verhiltnisse zwischen den einzelnen
statischen Momenten handelt, gleichgiiltig ob H von vornherein -
gleich einer bestimmten Maasseinheit gewihlt war oder nicht. —
Von der hier besprochenen werthvollen Eigenschaft des Seilpoly-
gons fiir parallele Kriifte wird weiter unten, namentlich bei den
Achsen, vielfach Gebrauch gemacht werden. Sie ist fiir diese, wie
fir viele andere Fille um so niitzlicher, als ihre Verwerthung
keine besondere Abéinderung oder Erweiterung der Verzeichnungs-
methode erfordert, vielmehr die Momente beim blossen Aufsuchen
der Kriifte schon von selbst gefunden werden. Fiir den prak-
tischen Gebrauch der Figur ist es zweckiiissig, den die Momenten-
Ordinaten einschliessenden Linienzug mit einem leichten Farben-
ton anzulegen,
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§ 44.

Zusammensetzung und Zerlegung statischer
Momente.

Nach dem Vorigen sind statische Momente paralleler Krifte
durch Strecken von bestimmter Lage und Richtung darstellbar,
gerade wie einfache Kriifte. Wirken deshalb zwei statische Mo-
. mente in gleichen oder verschiedenen Richtungen auf denselben
Punkt eines Stabes, so konnen dieselben, wie es von Kriiften in §. 31
gezeigt wurde, graphisch addirt werden. Sind AB C und 4D C,
Fig. 110, die Seilpolygone von zweiReihen paralleler Kriifte, welche

Fig. 110.

normal auf die Achse eines Drehkérpers AC in den Richtungen
A'B' und A'D’ wirken, so erhilt man das resultirende Moment
fir einen Punkt S der Achse des Korpers, indem man das Drei-
eck T, ST, mit dem Winkel ¢ — B’ A’ D’ bildet, worauf T; Ty,
= ST =t das gesuchte Moment darstellt. Die vollzogene Zu-
sammensetzung der Seilpolygone A B C und_4 D C, die nach dem
Besprochenen auch Momentenflichen heissen konnen, liefert
die resultirende Momentenfliche A7 UC. Die Seiten 4 T und
CU sind hier geradlinig, U dagegen ist eine Kurve, im vorlie-
genden Falle eine Hyperbel. Fiir den praktischen Gebrauch kann
sie oft durch ihre Sehne 7'U ersetzt werden; iibrigens ist ihre
Verzeichnung nicht umsténdlich.

Durch Umkehrung der Aufgabe gelangt man zu der Zerle-
gung eines beliebigen statischen Momentes ¢ von gegebener Rich-
tung in zwei andere ¢ und f, von ebenfalls gegebenen Rich-
tungen.
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§. 45.

Verdrehende Momente und deren graphische
Vereinigung mit biegenden.

Neben biegenden Momenten und oft mit denselben vereinigt
werden. viele Konstruktionstheile gleichzeitig auch verdrehenden
Momenten ausgesetzt Dieselben konnen, wie leicht einzusehen,
ebensowohl wie biegende durch Strecken, beziehlich Momenten-
flichen dargestellt werden. Ist A BCD, Fig. 111, die Achse eines

Fig. 111.

Rotationskorpers, welcher durch biegende Krafte in B und C be-
. lastet in 4 und D gestiitzt wird, welchen Kriiften das Kriiftepoly- -
gon A 02, die Momentenfliche AbcD entspricht, und wird die-
ger Stab zwischen B und C von einem gegebenen verdrehenden
Momente P. R beansprucht, so ist zuerst die Momentenfliche
des letzteren zu bestimmen. Nach §. 43 und der Multiplikations-
regel L, § 22, erhiilt man die Strecke, welche P R darstellt, in~
dem man zunichst P von 4 bis p im Kriiftepolygon auftriigt, den
Strahl Op . .. zeht, und in 04 ... und Op ... mit einer um
R von O abstehenden Parallelen zu A P einschneidet das abge-
schnittene Stiick ¢r der letzteren stellt dann PR in demselben
Maassstabe, d. i. fiir dieselbe Einheit OF dar, welche fiir das
Polygon AbeD gilt. Die Momentenfliche fiir die Verdrehung
zwischen C und D wird hiernach in dem Rechtecke B Cvu er-
halten, dessen Hohe Bu oder Cv = ¢r ist. In der Regel ist bei
praktischen Aufgaben dieses Torsionsrechteck zu vergleichen und



Zusammengesetzte Beanspruchung. 127

in Beziehung zu setzen zu gleichzeitig wirkenden biegenden Mo-
menten. Soll dies geschehen, so ist es zu ersetzen durch ein
gleichwerthiges, d. h. derselben Tragsicherheit entsprechendes bie-
gendes Moment. Ein solches ist aber nach §. 18 gleich 5/, des ver-
drehenden Momentes. Macht man demnach Bu, — Cv, = 5/; Bu,
so ist das erhaltene Rechteck die Momentenfliiche der biegenden
Momente zwischen B und C, welche im Maassstabe der AbeD ge-
zeichnet die verdrehenden Momente ersetzen kinnen.

Sollen diese mit den gegebenen biegenden Momenten ver-
einigt werden, so hat eine graphische Addition beider stattzufin-
den, welche durch Formel (IV.) §. 18 S. 49 analytisch angegeben
wird, wonach das resultirende (ideelle) biegende Moment M,
welches das verdrehende M; und das biegende MM, an jeder
Stelle ersetzt:

M; = %5 M, + 3/ M + M2

ist. Zu dem Ende machen wir Bb, = 5/, Bb, C¢ — /s Ce,
Ee = 5/;Ee u. s. w., klappen Bu,, Cv,, Ew, auf AD nieder,
und addiren die Hypotenusen b,u,’, ¢;v,', €,1," zu den Strecken
bby, ccy, ee,. Die erhaltenen Summen der wirklichen Léangen die-
ser Strecken sind dann die zu B, € und E gehorigen Ordinaten
des resultirenden ideellen Seilpolygones B3’ ¢'c D, welches die
zusammengesetzte Beanspruchung darstellt.

§. 46.

Bestimmung des Schwerpunktes mittelst des
Krifteplanes.

Die Aufsuchung des Schwerpunktes einer ebenen F igur lasst
sich mittelst des Kriifteplanes oftmals sehr bequem ausfiihren.
Man zerlegt dieselbe dafiir in schmale Streifen von gleicher Breite,
deren Inhalt man ihrer mittleren Léinge proportional setzen kann,
bildet aus denselben ein Kriifte- und Seilpolygon, und erhilt
dann in der Richtungslinie der Mittelkraft eine Schwerlinie. Ist
die Figur nicht symmetrisch, so wiederholt man dasselbe Verfah-
ren unter Annahme einer zweiten: Richtung der schmalen Strei-
fen, worauf man eine zweite Schwerlinie, und in deren Schnitt
mit der ersten den Schwerpunkt erhiilt. Bei einfach gestalteten
Figuren konnen auch grissere Abschnitte statt der Streifen ge-
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bildet, ihr Flicheninhalt auf irgend eine Weise bestimmt, und in
graphischer Auftragung, wie angegeben, benutzt werden.
Es sei z B. der Schwerpunkt des in Fig. 112 dargestellten
T-formigen Trigerquerschnittes zu suchen. Zur Achse Y'Y ist
Fig. 112.
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die Figur symmetrisch, also liegt der Schwerpunkt auf dieser
Achse. Wir zerlegen die Figur ferner in die Rechtecke & X ¢,
by X ¢ und by, X ¢ von den Flicheninhalten 1, 2 und 3. Durch
die Mitten dieser Figuren gehen dann deren einzelne Schwer-

linjen. Es sei nun ¢ = 1,5b,, ¢, = b,. Dann konnen wir die
Krifte 1, 2 und 3 durch 1,5 X%, 9 und % darstellen und an-

einandertragen, wie hei 4123 geschehen ist, withlen einen Pol
O und ziehen K' K, || 04, K, K, || 01, KK, || 02, K, K,' || 03;
dann ist der Schnittpunkt M der Seiten K, K’ und K; K, ein
Punkt der gesuchten Schwerlinie MM, deren Schnittpunkt S
mit der Achse Y Y der Schwerpunkt der Figur ist.

§. 47.

Mittelkraft der Wasserbelastung eines
‘Wasserrades.

Beim Entwurfe eines Wasserrades ist es mitunter wichtig, die
Lage der Mittelkraft der Wasserbelastung zu kennen; man kann
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dieselbe nach den entwickelten Lehrsiitzen unschwer bestimmen,
was beispielsweise hier fiir ein riickschlichtiges*) Zellenrad ge-
zeigt werden soll.

Von den zehn Zellen des in Fig. 113 (a.f.8.) im Profil sche-
matisch dargestellten halben Rades empfingt die dritte von oben
das Aufschlagwasser, wobei sie um einen, durch den Fillungs-
koéffizienten angegebenen Bruchtheil gefiillt wird. Den Wasser-
spiegel der abwiirts gehenden Zellen als waagerecht annehmend,
kann man diejenige Zellenstellung bestimmen, bei welcher der
Ausfluss aus dem freien Rade beginnen wiirde, der aber durch
den Kropf KL verhindert werden soll. Vernachlissigt man als-
dann den Wasserverlust an den Spalten desKropfes, so sind alle
Zellen von Nr. IIL bis Nr. X. mit demselben Wassergewicht be-
lastet, welches im Schwerpunkt des Wasserprismas jeder Zelle an-
greift. Die Zelle XI. nehmen wir als schon entleert an.

1. Bestimmung des Kropfbogens KL. Der Inhalt des
Zellenquerschnittes ist der Kranzausschnitt, welcher zwischen zwei
verlingerten benachbarten Riegelschaufeln liegt. Es sei nun der
Fiillungskoéfficient — 0,4. Wird dann der Bogen KL in Zelle
L = 04 der Zellentheilung gemacht, und Im radial gezogen, so
ist der Ringausschnitt kImn der Querschnitt einer Zellenfiillung.
Diese Figur verwandeln wir in das in Zelle II. angegebene Viereck
rput, dessen eine Ecke ¢ in dem Umfangspunkt der Stossschaufel
rt liegt, worauf kiu der zu suchende Kropfwinkel KM L, und
ut M dessen Komplement N MK ist.

Die Verwandlung geschieht wie folgt. Zuerst wird an dem
rechtwinkligen Dreieck opq die Kathete op—der mittleren Breite
von klmn, und die pg = 2.Im gemacht, dann dieses Dreieck
in das gleichgrosse rp s verwandelt (indem man parallel der gezo-
gen .gedachten rq die os zieht und r mit s verbindet, vergl. §. 25).
Zieht man darauf die s, und parallel zu ihr die %, und verbin-

*) Es sei vergonnt, hier zu bemerken, dass die in mehreren grossen
Lehrbiichern der neueren Zeit gebrauchte Bezeichnung ,riickenschligig"
sprachlich nicht richtig ist. Das Rad schlagt nicht mit seinem Riicken,
sondern wird riickwéarts beaufschlagt, oder unten beaufschlagt beim
,unterschlichtigen, oben beim ,,oberschlichtigen‘; hierbei kommt ,,schlich-
tig* (wie Schlacht) von schlagen, wie ,trichtig® (und Tracht) von tragen,
und wird ,riickschlichtig® fir ,rickwartsschlichtig gesagt, ge-
~ rade wie riickgingig fiir rickwartsgangig. Die herkommlichen Kunst-
ausdriicke sollten in unserer an Sprachgefilhl verarmten Zeit geschont,
und sehr genau untersucht werden, ehe man sie verwirft.

Reuleaux, der Konstrukteur. 9
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det » mit #, so ist, abgesehen von der statthaften Vernachlissigung
der Kriimmung von pu, das Viereck rput das gesuchte. Winkel
KMN ist = ut M gemacht, iibrigens wegen des Schwappens des
Wassers der Kropf noch bis J hinauf verlingert.

II. Bestimmung der Wasserspiegel in den einzelnen
Zellen. Wir beginnen mit Zelle IV. In dieselbe ist die Figur
rput eingetragen, darauf von # aus versuchsweise die ¢ v, und
ihr parallel die w'w gezogen, bis die Verbindende o w waagerecht
fiel, was nach wenigen Tastversuchen erreicht wird. Ebenso ist
mit Zelle V., VI. und VIL verfahren.

In Zelle III. wurde die eingetragene Figur rput vorerst in
das Viereck mit der Oberlinie pa verwandelt, und dieses dann
wie vorhin in die hier fiinfeckige Figur mit waagerechter Ober-
linie y 2z umgestaltet.

- In Zelle VIIL trat eine dritte Verfahrungsweise ein. Zuerst
wurde die eingetragene Figur rput in die mit der Oberlinie
P12;, und darauf diese in die mit waagerechter Oberlinie y, 2, ver-
wandelt; auf dieselbe Weise ist endlich in den Zellen IX. und X.
verfahren.

II. Krifteplan fiir die Wassergewichte. Es werden
nunmehr die Schwerpunkte 4, B bis H der acht gefiillten Zellen
aufgesucht, was auf dem Wege der Zeichnung nach den in der
Flichentafel des IV. Abschnittes gegebenen Regeln geschehen
kann, und darauf aus den acht gleichen Kriiften das Kriftepolygon
A 08 gebildet. Mit dessen Hilfe wird sodann das Gelenkpolygon
dbeafghi nach den bekannten Regeln konstruirt, und dabei in 4
ein Punkt der Richtungslinie der Mittelkraft aller Wassergewichte
erhalten. Zu bemerken ist iiber die Zeichnung hier nur, dass
wegen der horizontalen Niihe der Schwerpunkte C und D die
beiden in ihnen wirkenden Kriifte vereinigt gedacht wurden, so
dass id || A0, db || 02 zu ziehen war, eine Parallele zu 01 also
wegfiel.
~ Leicht ist es nun auch, den wirklichen Schwerpunkt P der
simmtlichen Wasserprismen zu finden. Wir legen dafiir durch
ABC u. s. w. Horizontalen, denken uns das Kriiftepolygon 4 08
um 90° gedreht, und bilden mit den Parallelen zu den Polstrah-
~ len ein Seilpolygon, oder — was dieselben Dienste kiirzer thut —
wir ziehen die Seilpolygonseiten antiparallel, also hier normal, zu
den Polstrahlen, und erhalten das zweite Seilpolygon a'v'c'd'ef' ...7.
Eine Horizontale durch ¢ schneidet alsdann die Vertikale, welche

9%
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durch 4 gelegt wurde, im Schwerpunkte P der Gesammt-Wasser-
masse.

Bei Annahme einer anderen Zellenstellung findet sich die
¢ P vielleicht in einer etwas anderen Lage, doch fallen bei ge-
wohnlichen Ridern die Schwankungen der Lage iusserst klein
aus. Das ganze Verfahren fiihrt sich leicht und sicher aus, wenn
man nicht iibertrieben peinlich auf eine Genauigkeit sieht, welche
hier erlasslich ist.

§. 48.

Krafteplane fir Zimmerwerke.

In Bauten aller Art kommen gezimmerte Triger zur Anwen-
dung, welche aus Stiben bestehen, die zu unverinderlichen
Systemen zusammengesetzt sind; sie dienen als einfache Trag-
balken, als Briickentriiger, als Dachstiihle, als Hebel (Balanciers)
u. s. w. Die in den Stiben auftretenden Zug- und Druckkrifte
lassen sich durch Kriftepline, welche entweder Kriftepolygone
und Seilpolygone sind, oder aus solchen gebildet werden, sehr
iibersichtlich darstellen. Es sollen hier einige lehrreiche Fille
als Beispiele vorgefiihrt werden. Bei denselben ist iiberall ange-
nommen, dass an den Knoten, d. h. an den Punkten, wo meh-
rere Stibe zusammentreten und verbunden sind, ein Gelenk
vorhanden, oder auf die Biegungsfestigkeit des Knotens wenig-
stens keine Riicksicht zu nehmen sei.

Um bei bekanntem Konstruktions- oder Bauplan eines solchen
Stabsystems dessen Kriifteplan zu bilden, hat man vorerst die
Vertheilung der Krifte der Aufgabe gemiiss festzustellen, und
dann, bei einer der Husseren Kriifte beginnend, dieselbe den Stab-
richtungen nach zu zerlegen; darauf die so erhaltenen Stabkrifte
an den nichsten Knoten mit den schon dort angreifenden dusse-
ren Kriiften zu vereinigen, und die Resultirende wieder den fol-
genden Stabrichtungen nach: zu zerlegen u. s. f. Die sich hierbei
aneinanderreihenden Kriiftedreieke oder -Viereke bilden den
Krifteplan.

Soll man iiber die Richtung der Komponenten, in welche eine
gegebene oder gefundene Kraft zerlegt wird, stets im Klaren sein,
0 hat man die in § 32 erwiesenen Eigenschaften des Kriifte-
polygons im Auge zu behalten. Aus denselben ist fiir den hier
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zu erreichenden Zweck namentlich folgendes Verfahren abzulei-
ten. Ist eine Kraft in zwei oder mehrere zu zerlegen, so
hat man ihren Richtungspfeil umzukehren, und sie nun
zur Schlusslinie §’ in dem Zuge der zusammensetzenden
Krifte zu machen, Fig. 114.

Will man zwei oder mehrere gegebene Krifte durch
zwel oder mehrere andere ersetzen, so erhalten das
Kréaftepolygon aus den gegebenen Kriften und das aus
den sie ersetzenden dieselbe Schlusslinie S, Fig. 115

Fig. 114. Fig. 115.

£ <

Von dieser Regel ist die vorhergehende ein besonderer Fall, indem
eine einzeln graphisch dargestellte Kraft als ein ungeschlossenes
Kriftepolygon anzusehen ist, dessen Schlusslinie der Riickzug
zum Anfangspunkt ist. :

Um die Beanspruchungsart jedes Stabes im Bauplan sicher zu
finden, denke man sich, wenn irgend Zweifel entstehen, den Stab
zerschnitten und an die beiden Schnittenden #ussere Kriifte an-
gesetzt, welche die inneren vertreten; die Richtung dieser Krifte
entscheidet dann sofort mit Bestimmtheit die Beanspruchung.

§. 49.
Krifteplane fur zusammengesetzte Trager.

I. Einfach verspannter Balken. Fig. 116. Der Balken
ABC sei bei B normal zu 4 C mit 2 P belastet, und bei 4 und

Fig. 116.
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C gestiitat; die Stiitzkriifte werden beide — P, da AB = BC.
Es sind die Beanspruchungen der Stibe Nr. 1 bis 5 zu suchen.

In dem mit @ bezeichneten kleinen Plan ist ab die Kraft P
welche bei 4 nach oben wirkt. Sie ist zu zerlegen in die der
Konstruktion als innere Kriifte angehorigen Krifte in A B und
AD. Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese inneren Kriifte
mit den Nummern der entsprechenden Stéibe, und ziehen 1 || 4 B,
2]| AD. Damit die Schlusslinie des hiermit erhaltenen Krifte-
dreieckes die Richtung von P habe (d. h. die Resultirende von
1 und 2 der Kraft P entgegengerichtet sei, vergl. §. 48), miissen
1 und 2 den Pfeilrichtungen in Fig. 116 a nach gerichtet sein.
Es wird also 4B auf Druck, AD auf Zug beansprucht. Der
Deutlichkeit halber bezeichnen wir dieses hier und in den folgen-
den Fillen im Plane dadurch, dass wir die Krifte in gedriick-
ten Stiben oder ,Streben¥, »Pfostené mit Doppellinien,
die in gezogenen ,Ankern“ oder nZugstangen¥  Zughin-
dern®, ,Schlaudern® mit einfachen Linjen zeichnen *),
Ganz entsprechend verzeichnen wir in der Konstruktionszeichnung
oder dem Bauplan des Balkens, hier wie weiter unten, die als
Streben erfundenen Stibe mit einer deutlich messharen Breite, wie
Holzbalken, die als Zugstangen sich ergebenden mit einfachem
kriftigem Striche, womit aber selbstverstiindlich der Wahl des
Materials nicht vorgegriffen wird.

Fiir den Knoten B setzen wir nun 2 P — mmit 1 zusam-
men, und zwar in dem Zuge d ac, indem der Stab von 4 nach
B hin presst, und zerlegen die (punktirte) Schlusslinie horizon-
tal und vertikal in die Kriifte 3 und 4, welche beide Druckkriifte
werden. 2 und 3 zusammengesetzt liefern endlich die Kraft B,
welche eine Zugkraft wird. Der Plan hat zwei kongruente Hilf-
ten, wie zu erwarten war wegen der Symmetrie des Bauplanes,
weshalb wir uns auch mit Untersuchung der einen Hiilfte begnii-
gen konnten.

Denkt man sich die Last 2P statt in B zusammengezogen,
ither A BC gleichformig vertheilt, so vermindern sich die frei

iibrig bleibenden Kriifte in 4 und C auf g, in B auf P, indem
von jedem der Felder 4B und CB je IE) nach den Knoten 4, B

*) Culmann’s Anempfehlung befolgend. Die Verdoppelung der Druck-
kraftlinien geschieht nach ihrer richtigen einfachen Verzeichnung, ist also
nur eine Art von Unterstreichung. ‘
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und C fallen. Wir erhalten dann den Krifteplan b, welcher dem
ersten geometrisch dhnlich ist, aber nur halb so gross ausfillt.
II. Zweifach verspannter Balken (viel gebraucht als
Triiger der sogenannten Briicke bei den Zentesimal-Briicken-
waagen fiir Strassen- und Eisenbahn-Fahrzeuge, sowie in man-
chen anderen kleineren und grosseren Konstruktionen) Fig. 117.
In B und C zwei senkrecht abwirts wirkende Krifte P, in 4 und

Fig. 117.
1 & o 1 ay
g
P43 2 B
8 Py
4 b by
5 o

D zwei gleiche nach oben wirkende. Im Krifteplan a ist ab
= P gemacht, 1|| 4B, 2|| AE gezogen, wodurch die Krifte 1
und 2 erhalten werden. 1 ist wie vorhin Druckkraft, 2 Zugkraft.
Letztere || BE und || EF zerlegt, zerfallt in die Zugkraft 5 und
die Druckkraft 3. 3, 1 und P in B vereinigt liefern nach dem
Plan die Druckkraft 4; die andere Halfte ist der betrachteten
gleich. — Wenn die Vertikalkrifte bei 4 und B an Grosse
nicht gleich sind, was leicht bei einer praktischen Ausfihrung
eintritt, so ist entweder bei B das oben erwihnte Gelenk nicht
zuldssig, oder es miissen noch Verstirkungsbinder E C (und BF)
eingezogen werden. Der Plan b zeigt dies. Ist P, — ¢, in
A wirkend, P, =— a, ¢, in B, so ergibt die Zerlegung von 2 || EB
und EF eine andere Vertikalkraft 3, als die Vereinigung von
P, und 1 zu der punktirten Resultirenden und Zerlegung dersel-
ben || EB und EF. Werden also die Zugbiinder weggelassen,
so sucht sich das Fachwerk schief zu zwingen, bis die Theile
solche Winkel einschliessen, dass die beiden Zerlegungen dasselbe
Ergebniss fiir 3 liefern. Hiernach empfiehlt es sich in einer
grossen Zahl von Fillen, die diagonalen Zugbinder im Mittelfelde
anzubringen. i

III. Dreifach verspannter Balken. Fig. 118 (a. f. 8.).
Gleichformig vertheilte Belastung ruft die in den Bauplan einge-
tragene Kriiftevertheilung hervor. Die Kraft 3 P = abc ist in 2
und 1, ce und eq, zerlegt; darauf 1 mit ab = 2P zu be ver-
einigt und diese in 3 und 4, ef und fb zerlegt, 2 und 3 wieder



136 Dreifach verspannte Balken.

vereinigt, zu fe, und die Resultante in 5 und 6, fg und gc zer-
legt. Darauf ist, da 6 und 10 einander gleich sind, ¢k || G H und
= cg gemacht, worauf gh — 7; der Rest des Krifteplanes ist
eine Wiederholung der ersten Hilfte desselben. e

Fig. 118,
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IV. Anderer dreifach verspannter Balken. Fig. 116.
Das Feld BC ist doppelt so breit, als das Feld 4 B, die Last

Fig. 119.

12 P gleichformig vertheilt angenommen; dann erfahren die
Knoten die in Fig. 119 angegebene Belastung.

Es ist nun abc¢ im Krifteplan — 5 P gemacht, und in 1 und
2, ae und ec zerlegt; dann 1 mit 3 P vereinigt (Knoten B) und
die Zerlegung in 3 und 4, ef und fb, vollzogen; nun 2 mit 3 zu
¢f vereinigt, und diese parallel ¢ und F@ in 5 und 6 zerlegt,
Hier wird, abweichend vom vorigen Beispiel, 5 eine Druckkraft
statt eine Zugkraft. Die gleichgrossen Kriifte 6 und 10 liefern
den Druck gh = 7 fiir die mittlere Stiitze, womit die Hilfte des
Krifteplanes iiberschritten ist; die symmetrische Wiederholung ist
nicht mitgezeichnet.

V. Mehrfach verspannter Balken. Fig. 120. Der Bal-
ken A Jist in acht gleiche Felder getheilt, welche hier gleichformig
belastet angenommen sind, worauf die Belastungen der Knoten
die der Figur eingeschriebenen Verhiiltnisse annehmen.
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Im Kriifteplan ist zunicht die ae = 7P gemacht, und durch
deren Zerlegung 1 und 2, af und fe erhalten; darauf ab —2 P
angetragen, und die Resultirende 6f der 1 mit 2 P in 3 und 4,
f9 und gb, zerlegt. Die Kriifte 2 und 3 haben die Resultante
ge; zerlegt man diese jetzt parallel KC und KL, so erhilt man
in gh und he die Zugkrifte 5 und 6. Beim Uebergehen auf K

Fig. 120.
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oder L zeigt sich jetzt, abweichend von den bisher betrachteten
Fillen, die Schwierigkeit, dass man entweder 6 oder die vereinig-
ten 2P, 4 und 5 in je drei Kriifte von gegebener Richtung zer-
legen muss, was eine unbestimmte Aufgabe ist. Man muss des-
halb von einer der Kriifte auch noch die Grosse ermitteln. Dies
lisst sich z B. fir die Kraft 7 ausfihren. Der Stab CL wird
vertikal zusammengepresst durch die Vertikalkomponenten der
Ziige 5 und 9 und die unmittelbare Last 2P; 5 und 9 sind ein-
ander aber gleich, da sie symmetrisch zu CL liegen und die gleich-
belasteten Pfosten BK und DM tragen. Demnach machen wir
im Krifteplan die A4, welche die Kraft 7 darstellen soll, gleich
2mal der Projektion von 5 auf die Vertikale + 2P, vereinigen
hi mit 6 = he zu der ie, und zerlegen diese in die Kriifte 10 und
11, ¢m und me. Auf Knoten C zuriickgehend, kann man nun auch
sofort die vereinigten 4, 5 und 2 P parallel CL, CM und CD
zerlegen, was den Zug hike ergibt und die Kriifte 8 und 9 lie-
fert. So fortfahrend erhiilt man 12 bis 15, womit die Hilfte des
Planes iiberschritten ist. Bemerkenswerth ist das Ergebniss, dass
der Streckbaum AJ iiberall gleich stark (auf Druck) bean-
sprucht ist. ! =

Der Kriifteplan #indert sich wesentlich, wenn man die Be-
lastung ungleichformig, wenn auch regelmissig vertheilt; vergl. die
Lastvertheilungen in den Fillen Nr. XII und XIII, S. 12.
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& 50.

Krafteplane fiir Dachstiihle.

Die Dachstiihle bieten mannigfache Beispiele von gezimmer-
ten Triigern *). In den folgenden Aufgaben ist eine gleichformige
vertikal gerichtete Belastung der Sparren vorausgesetzt, so dass
die Belastung jedes Feldes dessen Liinge in der Sparrenrichtung
proportional ist.

L Dachstuhl mit unverstrebtemHauptsparren. Fig.121.
Eine gleichvertheilte Last 2 P auf jeder Dachhiilfte gibt die dusse-
ren Krifte P, 2P und P in 4, B und C.

Fig. 121.

Die Strecke ab im Krifteplan ist = P gemacht, ac und be
parallel 4 B und A C gezogen, wodurch die Kriifte 1 und 2 er-
halten wurden; 1 ist ein Druck, 2 ein Zug. Letzterer wird ver-
tikal, nach ce, und parallel CD, nach be zerlegt, wodurch die
beiden Zugkrifte 3 und 5 gefunden werden, und die Hilfte des
Diagramms schon iiberschritten ist. Vereinigt man iibrigens noch
1 mit 2P und 3 zu dem Zuge ecad, so ist die Schlusslinie de
die Kraft 4.

*) Sehr niitzliche Beispiele fiir Uebungen in der Graphostatik sind aus
Ritter’s Dach- und Briicken-Konstruktionen (Hannover, Riimpler 1863)
zu entnehmen, wobei die sorgfiltig durchgearbeiteten numerischen Berech-
nungen der Krifte in den Staben als Probe dienen kénnen.
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II. Dachstuhl mit einfach verstrebtem Hauptspar ren.
Fig. 122. Fiigt man dem vorigen Dachstuhl zwei Streben CE
und CF zu, so entsteht der hier gezeichnete. A E und EB ver-
halten sich hier wie 3 zu 2; ihre Belastungen seien 6 P und 4P
dann bewirken diese, dass dJe dusseren Kriifte an den Knoten die
eingeschriebenen Grossen erhalten. Wir machen nun im Krifte-

Fig. 122,

plan a¢ = 7P und zerlegen letztere Kraft parallel A E und 4 C
in die Kriifte 1 und 2, ad und de¢; darauf 1 mit 5 P — ab ver-
einigend, und die (punktirte) Resultante nach EB und EC zer-
legend, finden wir die Kriifte 3 und 4, beides Druckkriifte. 2 und
3 werden nun mit ihren Wlederholungen 7 und 8 zu dem Zuge
cdefg vereinigt, worauf sich cg — 5 ergibt. Letztere Kraft
konnte auch durch Zerlegung der vereinigtén 4 und 4 P nach
B C und BF gefunden werden, wie denn iiberhaupt die Anord-
nung des Kriifteplanes mancherlei Abéinderungen zuliisst.

OL Anderer Dachstuhl mit einfach verstrebtem
Hauptsparren. Fig. 123 (a. f. S.). Dieser Dachstuhl entsteht
aus dem vorigen, wenn man an demselben die Streben EC und
CF beide horizontal legt. Hier ist A E — EB genommen, wo-
durch die Felderbelastungen simmtlich gleich werden, und bei 4
und D die dusseren Kriifte 3 P entstehen. Letztere Kraft von a
bis ¢ im Krifteplan aufgetragen ergibt in da und c¢d die Kriifte
1 und 2, darauf nach Vereinigung von 1 mit 2 P zu der Resultan-
ten db die Druckkriifte 3 und 4 in de und eb. 7 fillt — 3,
8 = 2 aus; demnach erhdlt man fiir 5 die Strecke ¢f als Schluss-
linie des Zuges cdedf oder cdf. Auch muss sich 5 durch Ver-
einigung der gleichen Kriifte 4 und 6 mit 2P ergeben, was die
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Figur auch darin zeigt, dass die Vertikalprojektion von 4 um P
kleiner, als ef wird. Lisst man die Schlauder CB weg, was sich
: Fig. 123.

bei manchen Ausfiihrungen findet, so kann das Querstiick E CF,
wenn bei C kein Gelenk gelassen ist, vermoge seiner Biegungs-
festigkeit den Widerstand 5 leisten; bei B aber biumen sich die

Sparren gegen einander auf, wenn der Knoten B nicht in einen
festen Verband verwandelt wird.

IV. Dritter Dachstuhl mit einfach verstrebtem
Hauptsparren. Fig. 124. Bei dem folgenden Dachstuhl, wel-
Fig. 124,

cher hiiufig als der belgische oder franzésische bezeichnet wird,
ist die mittlere Schlauder der obigen Konstruktionen in ein Dreieck
BCD aufgelost. Die Felder sind gleich breit angenommen,
weshalb die #usseren Krifte an den Knoten wie bei Fig. 120
werden.
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Im Krifteplan ist abe — 8 P gemacht, worauf 1 und 2 so-
fort wie oben gefunden werden. Aus der Zerlegung der vereinig-
ten 1 und 2 P erhdlt man dann alsbald die Kriifte 3 und 4 in
de und be, und .aus der Resultanten ec der Krifte 2 und 3 die
beiden Zugkrifte 5 und 6 in ¢f und ¢f. Die zweite Hilfte wird
die symmetrische Wiederholung der ersten.

V. Dachstuhl mit zweifach verstrebtem Hauptspar-
ren. Fig. 125. Diese Konstruktion kann aus der in Fig. 124 da-
Fig. 125.

durch erhalten werden, dass man die dort angewandte Strebe des
Hauptsparrens in zwei auflost. Die Felder sind hier wieder gleich-
gross und gleichbelastet angenommen. Es entstehen dabei, wenn
die Belastung jedes Feldes — 2 P ist, die freien iiusseren Kriifte
5P bei A und D. Im Krifteplan ist nun ad — 5 P gemacht
und parallel AF und A4 C zerlegt, wodurch die Krifte 1 und 2,
de und ea, erhalten werden. ea mit @b — 2 P zusammengesetzt,
liefert die den Knoten E belastende Kraft eb, welche parallel
ECund EF zerlegt, in ef und fb, 3 und 4, zerfillt. Aehnlich
wird nun die Resultante f¢ der Kriifte 4 und 2P in 5 und 6, fg
und gc zerlegt, womit man in der Mitte des symmetrisch aus-
fallenden Planes angelangt ist. Die Kraft 7 ist die Resultante
“von 6 und deren Wiederholung 8 und der Firstbelastung 2 P, die
Hilfte von 7 also die Projektion von 6 auf eine Vertikale, weni-
ger P, welche Grosse durch die d h dargestellt ist.

VI. Englischer Dachstuhl mit mehrfach verstreb- .
tem Hauptsparren. Fig. 126 (a.f. S.). Hier sind schiefe Streben
mit senkrechten Schlaudern verbunden angewandt. Die Belastung
ist wieder gleichformig angenommen, nimlich jedes der gleich-
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grossen Felder senkrecht mit 2 P belastet gedacht. Bei 4 und
D entstehen die Vertikalkriifte 7 P als dussere Kriifte.

- Fig. 126

7P 2P
oy :

7P
»

Im Krifteplan ist ad be+cd+de=3%x2P} P
= 7P gemacht, ae parallel BE und AL zerlegt, wodurch die
Kriifte 1 und 2 in fa und ef erhalten werden. Nun ist 1 mit
ab = 2 P vereinigt (gedacht) und die Resultante (fb) in die
Krifte 3 und 4, fg und go zerlegt; alsdann 2 mit 3 (zu ge) ver-
bunden, und diese Resultirende parallel LF und LM in die
Kriifte 5 und 6, g und he zerlegt. So fortfahrend erhilt man
nach einander die Kriifte bis zu Nr. 12 oder 1d, welche alsdann
auf die Vertikale projizirt wird. Zieht man endlich jetzt von der
so erhaltenen dm die halbe Firstbelastung P = de ab, so bleibt
in me die halbe Anspannung der Mittelschlauder B iibrig. - Die

andere Hilfte des Kriifteplanes fillt gerade so wie die gefun-
dene aus.

. VIL Bogenférmiger Dachstuhl, sogenannter Sichel-
triger. Fig. 127. Der sichelformige Triger ABCDEFGH
in unserer Figur, welcher zur Bedeckung weiter und hoher Riume
neuerdings benutzt wird, kann als eine Umformung des englischen
Dachstuhles angesehen werden, indem er aus dem letzteren ent-
steht, wenn man die Abschnitte der Sparren und der unteren
Hauptschlauder polygonal anordnet. Die Belastung des Dach-
stuhles ist hier nicht in bestimmten Verhiltnissen angegeben.
Zwar ist diejenige, welche von den Deckziegeln und deren Unter-
stiitzung herriihrt, der Feldbreite _proportional zu setzen, nicht
aber die vom Schnee herriihrende, welche an den steilen Rand-
feldern bei AB und @ H jedenfalls kleiner ausfillt, als bei CD
und DE. Es sind deshalb nur unbestimmt gelassene vertikale
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Belastungen P,, P,, P; der Knoten B, C, D, E, F, G eingefiihrt,
denen bei A und B die Krifte @ = P, + P, + P; als Hussere
Krifte entgegenwirken.

Im Krifteplan ist ab = Py, be = P,, ¢cd = P;, also ad
— @ gemacht, durch deren Zerlegung parallel AB und AJ die

Fig. 127.

Kriifte 1 und 2, ea und de erhalten werden. 1 mit P; zusammen
liefert die Krifte 3 und 4, ef und 6. Aus den nun bekannten
Kriften 2 und 3 werden 5 und 6, gf und dg ermittelt; darauf 4
und 5 mit P, (zu ge) zusammengesetzt, und durch Zerlegung pa-
rallel CK und CD die Krifte 7 und 8 gefunden, und so fort, bis
in kd die Kraft 12 ermittelt ist, welche die Mitte des zu ihr sym-
metrischen Planes einnimmt. Die Stibe KL, DL EL und ML
werden sammtlich auf Zug beansprucht.

8 51.
Krafteplan fiir einen Dachstuhl mit Winddruck.

Wenn man grosse und schwere Dicher sorgfiltig bauen will,
muss man ausser der Belastung durch die Konstruktion selbst
und den Schnee noch die durch den Wind in Anschlag bringen,
indem dieselbe oft betriichtlich ins Gewicht fillt. Um ein Bei-
- spiel der graphostatischen Losung dieser Aufgabe zu geben, unter-
suchen wir den in Fig. 126 dargestellten englischen Dachstuhl
unter Voraussetzung einer Windbelastung W, Fig. 128 (a.f.8.), welche
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sich zu der frilher in Rechnung gezogenen Vertikalbelastung
gesellt.

Zuniichst sind hier die Krifte @, und @, an den Punkten 4
und D zu bestimmen. Der Winddruck wirkt nur auf die eine

Fig. 128,
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- Dachfliche, der die Seite 4 B des Dachstuhles angehort. W sei
die normal zu 4 B gerichtete Mittelkraft des Winddruckes, P die
gesammte senkrechte Belastung von 4 B; P und W vereinigt be-
wirken auf AB eine in der Richtung FS wirkende Gesammt-
belastung, deren Grosse durch Zusammensetzung von W.und P
erhalten wird, und die im Kriifteplan durch cc, ausgedriickt ist.
Auf den anderen Hauptsparren B D wirkt in der Mitte bei J
ebenfalls, aber auch allein, die senkrechte Kraft P. Wird deren
Richtungslinie bis zum Schnitte S mit der erstgenannten Be-
lastung verlingert, so ist S ein Punkt der Mittelkraft der ganzen
Last des Daches. Im Kriifteplan ist ¢a = P gemacht, ac hat
also die Richtung dieser Mittelkraft, welche nun nach S7' in den
Bauplan getragen werden kann. Um die Krifte @, und @, zu
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bestimmen, haben wir uns jetzt des in §. 34 Gefundenen zu er-
innern, vermoge dessen bei zwei unbekannten Schlusskriiften eines
Kriftepolygons wenigstens noch zwei Angaben iiber die Krifte
vorliegen miissen. Hier lisst sich aber iiber die Richtungen
von @, und @, etwas feststellen.

Der Winddruck ruft eine Horizontalkraft hervor, welche
~durch die stiitzenden Winde oder Pfeiler aufgenommen werden
~muss. Es ist nun in jedem besonderen Falle zu untersuchen, ob

die beiden Stiitzen gleichviel oder ungleichviel Horizontalschub
vertragen kénnen, worauf dieser entsprechend zu vertheilen ist.
Alsdann sucht man (nach § 39) die auf die Stiitzen kommenden
Antheile der senkrechten Komponente der Kraft ac auf (nach-
dem man a¢ in dem Schnittpunkt der S7 ... mit der 4D in
senkrechter und waagerechter Richtung zerlegt hat), und setzt
sie mit dem betreffenden Antheil der Horizontalkomponente zu-
‘sammen. Leicht kann der Fall eintreten, dass eine der Stiitzen
gar keinen Seitenschub aufzunehmen vermag, wenn sie niimlich
aus frei aufgestellten Siulen oder Pfeilern besteht. Dann kommt
der ganze Horizontalschub auf die andere Stiitze, die demselben
mithin gewachsen sein muss. Hier ist dieser bei Bahnhofhallen
nicht seltene Fall vorausgesetzt, nimlich angenommen, dass bei
D nur in senkrechter Richtung Widerstand geleistet werden konne.
Hiermit sind die Richtungen beider Kriifte festgesetzt. Verlingert
man nimlich die Senkrechte in D bis zu dem (hier nicht gezeich-
neten) Schnitte mit ST, und verbindet den Schnittpunkt mit A,
_so ist die Richtung der an A angreifenden Kraft gefunden. Diese
und die bis jetzt gefundene Riickwirkung bei D sind indessen
noch nicht die frei an 4 und D angreifenden Husseren Kriifte,
denn es wirken daselbst noch Antheile der Belastungen der Dach-
felder abwiirts. Wir vertheilen jetzt, um das Fehlende noch zu fin-
den, die vereinigten P und W auf die Knoten von 4B, die P auf
die Knoten von BD und erhalten als Belastung von A die Kraft
P, fir E, F und G die Kraft P,, fir die First B die Kraft J 2

fir H, J und K die Kraft P, — % und fiir D die (senkrechte)

Kraft P, — g Es ist nun im Krifteplan gemacht e¢d — P,

de = ef = fg =Py, gh = P;, hi = ik = kl = P, und la
- = P;. Nun endlich haben wir demnach in der Strecke 51 die
bei D angreifende Kraft @, und in der nicht ausgezogenen Ver-

bindungslinie von & mit d die bei 4 wirkende #Hussere Kraft Q.
Reuleaux, der Konstrukteur. 10
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Die Aufsuchung der Kriifte in dem Gespiirre kann nun leicht
vorgenommen werden. Zuerst ist bd = @, nach AFE und AL

Fig. 129.

zu zerlegen, wodurch die bm und md, Kraft 2 und 1 gefunden
werden. Darauf wird fortgefahren bis zur Schlauder B C oder
Nr. 13, fiir welche man die Zugkraft s = 13 erhilt, indem man
in die vertikale rs mit der zu BD parallel gezogenen ks ein-
schneidet. Nunmehr findet man rasch die Kriifte 15 bis 25 in
der zweiten Hilfte des Gespirres. Der Kriifteplan liefert un-
gleiche Kriifte fiir die entsprechend gelegenen Stibe. — Die Ver-
zeichnung der Krifte kann auch mit der Kraft 25, bei dem
Dreieck 25l beginnen, und muss dann dasselbe Ergebniss liefern,
was als Probe dienen konnte. Da aber der Punkt 2 durch die
von Anfang an verzeichenbaren Strecken 51 und bz bestimmt
ist, so zeigt sich die Richtigkeit der ersten Zeichnung schon da-
durch, dass die letzte Strecke wax, welche parallel K O zu ziehen
ist, in den Punkt 2 trifft. In der That muss die Zeichnung mit
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Sorgfalt ausgefiihrt werden, damit dieses Zutreffen, d. i. Schliessen
des letzten Kriiftedreieckes, stattfindet. ;

Vergleicht man die_in Fig. 129 gefundenen Krifte mit denen
in Fig. 126, so sieht man (da der Kriftemaassstab in beiden Fil-
len derselbe ist), wie sehr man behufs genauer Berechnung der
Dachstiihle den Winddruck beriicksichtigen muss. Will man im
vorliegenden Falle ganz vollstindigen Aufschluss haben, so hat

man in einem zweiten Plane den Winddruck auf B D angreifend
einzufiihren.

§. 52.
Krafteplane fiur gitterformige Freitrager.

Gitterformige Freitriiger aus Schmiedeisen wie aus Gusseisen
kommen in mancherlei Bauwerken zur Anwendung, in Maschinen
u. a. als Balanciers, als Auslader von Kranen u. s. w. Einige
Beispiele solcher Triiger seien hier noch vorgefiihrt.

L Freitriger mit geraden Streckbiumen. Fig. 130.
Der hier dargestellte Triiger sei in A4 mit einer Kraft P belastet,

Fig. 130.

welche senkrecht zur Symmetrieachse des Armes gerichtet ist,
und in B und C befestigt. Der Kriifteplan lisst sich wie folgt
erhalten. In demselben ist @b — P gemacht und nach den
Richtungen der Stéibe 1 und 2 zerlegt; ac und ¢b sind die Kriifte
1 und 2. Jede derselben ist in zwei andere Krifte zu zerlegen,
1in 3 und 4, 2 in 5 und 6, was im Kriifteplan durch die Ziige
bec und ade ausgefiihrt ist. Nun ist Kraft 3 mit Kraft 5 zu
vereinigen, und die Resultante in 7 und 8 zu trennen. Zu dem

10*
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Ende wird zuerst 5 = d¢ nach fe getragen, worauf die Resul-
tante fb in die 7 und 8 zerlegt werden kann. So fortfahrend,
Fig. 131.

erhilt man einen zur Achse gc¢ symmetrischen Zug, von dem
also eigentlich nur die Hilfte verzeichnet zu werden braucht.
Die Strecken ga und bg, welche zuletzt als die Resultanten von
15 mit 17, und 16 mit 18 erhalten werden, kann man als Hussere
Kriifte in B und C anbringen, um die Triiger dort zu befestigen,
vorausgesetzt, dass die Richtungen der Kriifte in B und C nach
Belieben gew#hlt werden diirfen.

IL Zweifach belasteter Freitriger. Fig. 132. Der fol-
gende Triger ist bei A4 vertikal abwiirts durch die Kraft P, be-

Fig. 132.

lastet, bei D aufwiirts durch P, bei B und C befestigt. Die
Streckbiume 4B und A4 C sind polygonal geformt. Der Kriifte-
plan wird fiir die Krifte 1 bis 18 wie der vorige behandelt. Bei
D sind die einander kreuzenden Stiibe fest mit einander verbun-
den gedacht, so dass die Kraft P, auf beide Stibe, 15 und 16,
wirken kann; mit ihr vereinigt wirken in demselben Knoten D
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die Kriifte 12 und 13. Fiigt man demnach bei d dem Zuge 13-12
die Kraft P, an, so ist deren Verlingerung bis zum Ursprung
von 13 die Resultante der drei Kriifte, welche nun sofort in
15 und 16 zerlegt werden kann. Mit dieser fortfahrend erhilt
man die Krifte bis 20 und endlich in &f und ea noch die
dusseren Kriifte @, und @,, welche den Kriiften P, und P, das
Gleichgewicht halten.

III. Gitterformiger Kran-Auslader. Fig. 133. Diese
Figur zeigt zur Linken einen gebogen gestalteten Freitriiger, wie
er als Auslader fiir grosse Krane, mit mehr Feldern ausgefiihrt,

Fig. 133.

gebraucht wird. In 4 und D greifen die Krifte P, und P, an,
in B soll eine horizontale dussere Kraft @, in C eine nach Er-
forderniss gerichtete dussere Kraft @, ihren Angriffpunkt haben.
Der Krifteplan gibt Aufschluss iiber die in und an dem Bau-
werke vorkommenden Krifte. Was zuniichst die Husseren Kriifte
betrifft, so ist vorerst die noch unbekannte Richtung von @, fest-
zustellen. Hierfiir verlingern wir P, und P, bis zu dem Schnitt-
punkte F, suchen im Kriifteplan durch Verzeichnung des Zuges
abe die Richtung EF der Mittelkraft ac¢ der beiden Kriifte, und
verlingern die Richtungslinie der @, bis zu ihrem Schnitte G
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mit der EF; dann ist C G die Richtung der Kraft . Mit dieser
Richtung und der horizontalen den Zug ade¢ im Krifteplan bil-
dend, erhalten wir ¢d — @, und da = @,. — Nunmehr begin-
' Fig. 134. '

nen wir mit der Zerlegung von P, — ab in die Kriifte 1 und 2
zerlegen 2 wieder in 3 und 4, vereinigen 3 und 1, und zerlegen
ihre Resultante in 5 und 6. So fortfahrend erhalten wir die
Krifte bis 12, wobei zuletzt 9 und 8 in 11 und 12 zerlegt wer-
den. Es ist nun zu 10 und 11 noch P, zu fiigen, und deren
Resultirende in 13 und 14 zu trennen. Die Kraft 11 hiitte in
unserer Figur auch an e angesetzt werden konnen, worauf aber
12 mit 2 nahe zusammengefallen, und dadurch Undeutlichkeit
entstanden wire. Nun aber tragen wir 11 noch einmal, und zwar
diesmal wirklich von ¢ aus auf, so dass ef = 11 wird; dann ist
der Zug 11 — 10 — P, gebildet und dessen Schlusslinie ¢ f so-
fort in 13 und 14 zerlegbar. Es ergeben sich nun 15 und 16 aus
der Resultante von 13 und 12, und endlich 17 als Verbindungs-
linie des Schnittes von 15 und 16 mit d, da 16 und 17 die Mittel-
kraft @, = ad haben miissen. Ist die Zeichnung genau, so muss
17 im Kriifteplan parallel B C fallen; es entsteht also auch hier
eine Kontrole fiir die Genauigkeit der Zeichnung, die sehr schiitz-
bar ist.
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§. 53.
Schlussbemerkungen.

Nachdem im Vorstehenden eine Reihe der fiir das vorliegende
Buch wichtigen Aufgaben der Arithmographie und Graphostatik
behandelt worden sind, verdient noch im allgemeinen dazu be-
merkt zu werden, dass Genaunigkeit und Sauberkeit im Zeichnen
sehr wesentlich fiir die Anwendung der Methode sind. Demjeni-
gen, der dieselbe brauchen lernen will, ist zu empfehlen, nicht zu
viel, oder besser gesagt, moglichst wenig Buchstaben oder Zahlen
in die Zeichnung zu schreiben, was Anfinger gern thun, um an-
geblich besser.im Klaren zu bleiben. Die néthigen Bezeichnun-
gen schreibe man sehr klein und mit diinnem Strich, damit die-
selben leicht weggewischt werden konnen. Gut gespitzte Bleistifte
von verschiedenen Hirten, ein genaues Reissbrett, sehr gut gear-
beitete Winkelbrettchen und Lineale, gute Zirkel und Maassstibe,
ein aufgespannter, ja nicht bloss aufgehefteter Bogen sind Erfor-
dernisse, welche man bei einiger Ueberlegung als selbstverstind-
lich erkennen wird, auf die aber dennoch, der Erfahrung des Ver-
fassers nach, aufmerksam gemacht werden muss. Um die Losun-
gen sicher und gut auszufithren, bedarf es einer gewissen Uebung,
deren baldige Erwerbung an einfachen Aufgaben dem Anfiinger
zu empfehlen ist. Dieselbe fordert aber auch nicht bloss die
Giite, sondern auch das Verstindniss der Arbeit, welche dann
schliesslich rasch und genau das Gesuchte liefert, und zwar in
einer gliicklichen Form, deshalb, weil sie der sinnlichen Wahr-
nehmung das Zusammenfassen einer ganzen Reihe von Rechnungs-
resultaten gestattet.




DRITTER ABSCHNITT.

KONSTRUKTION DER MASCHINEN-
ELEMENTE.

Vorbemerkungen.

Unter den baulichen Elementen der Maschinen, welche auch
einfache Maschinentheile oder Maschinentheile kurzweg genannt
werden, versteht man solche einzelne Theile oder Theilgruppen,
welche sich bei allen Maschinen mehr oder weniger zahlreich vor-
finden und wiederholen. Thre Zahl ist nicht bedeutend, iibrigens
auch nicht fest bestimmbar, da die erwiihnten Gruppen von Theilen
nicht nach festen Grundsiitzen aus den méglichen Vereinigungen
einzelner Stiicke zu einem Ganzen ausgewihlt worden sind. Die
nachfolgend zusammengestellten baulichen Maschinenelemente
werden ziemlich allgemein als solche aufgefasst.

Wihrend in den beiden ersten Abschnitten alle Formeln all-
gemein gehalten werden konnten, miissen sie hier fiir bestimmte
Maasseinheiten ausgerechnet werden. Fiir die Abmessungen und
Belastungen sind Millimeter und Kilogramm als Einheiten be-
nutzt; nur in einzelnen Fillen ist hiervon abgewichen, dies aber
@ann ausdriicklich bemerkt. Die Geschwindigkeiten sind im Text
stets in Metern ausgedriickt und beziehen sich auf die Sekunde
als Zeiteinheit, die Umdrehungszahlen dagegen auf die Minute.
Als Maass fiir Arbeitsgrossen dient das Kilogrammeter (km); die
Arbeitstirke (Intensitit der Arbeit) wird durch Sekundenkilo-
grammeter (km) griossere Arbeitstirken durch die Pferdestiirke
= THkm gemessen.



