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Zweites Buch.

Erforschung der Bahnen der Himmelskirper aus geocentrischen
Beobachtungen.

Erster Abschnitt.

Bestimmung der Bahn aus drei vollstindigen Beobachtungen.

115.

Zur vollstindigen Bestimmung der Bewegung eines Himmelskorpers in
seiner Bahn sind sieben Elemente erforderlich, deren Zahl sich aber um ein
Element verringern liisst, wenn die Masse des Korpers entweder bekannt ist, oder
vernachlissigt wird. Diese Licenz Lisst sich kaum vermeiden bei Bestimmung
einer noch ginzlich unbekannten Bahn, wo man alle zur Ordnung der Storun-
gen gehorenden Grossen so lange bei Seite lassen muss, bis die Massen, von
welchen sie abhingen, anderswoher bekannt geworden sind. Da ich nun bei
der gegenwirtigen Untersuchung die Masse des Korpers vernachlissige, so
reducirt sich die Zahl der Elemente auf sechs, und es ist daher klar, dass
zur Bestimmung einer unbekannten Balm ebenso viele von den Elementen
abhingige, von sich selbst aber gegenseitig unabhiingige Grossen erfordert
werden. Diese Grossen konnen keine andere, als von der Erde aus beob-
achtete Orte des Himmelskorpers sein, und da die einzelnen Orte je zwei Daten
liefern, niimlich Linge und Breite, oder Rectascension und Declination, so ist
es das Einfachste, drei geocentrische Orte anzunehmen, welche, im Allge-
meinen gesprochen, zur Bestimmung der sechs unbekannten Elemente ausreichen.
Diese Aufgabe ist als die wichtigste dieses Werkes zu betrachten, und soll
daher mit der hichsten Sorgfalt in diesem Abschnitte abgehandelt werden.
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In dem besondern Falle aber, wo die Ebene der Bahn mit der Ecliptik
zusammenfillt, und deshalb der Natur der Sache mach alle heliocentrischen
und geocentrischen Breiten yverschwinden, konnen die drei verschwindenden
geocentrischen Breiten nicht weiter als drei von einander unabhiingige Daten
betrachtet werden. Es wiirde daher dann diese Aufgabe unbestimmt bleiben,
und den dreien geocentrischen Orten durch unendlich viele Bahmen gentigt
werden konnen. In einem solchen Falle miissen mithin nothwendig vier
geocentrische Liingen gegeben semn, um die vier iibrigen unbekannten Elemente
(mit Ausfall der Neigung der Bahn und der Liinge des Knotens) zu finden.
Obgleich nun ,per principium indiscernibilium® mnicht zu erwarten ist, dass
jemals in der Natur der Dinge ein solcher I all sich zutragen werde, so ist
doch leicht abzusehen, dass eine Aufgabe, welche beim vollstindigen Zu-
sammenfallen der Bahn mit der Ecliptik ginzlich unbestimmt wird, auch
bei denjenigen Bahnen, die nur sehr wenig gegen die Ecliptik
geneigt sind, wegen der beschriinkten Genauigkeit der Beobachtungen
beinahe ebenso unbestimmt bleiben miisse, wo selbst die kleinsten Beob-
achtungsfehler die Bestimmung der Unbekannten ginzlich zu storen vermogen.
Um deshalb auch auf diesen Fall Riicksicht zu nehmen, wird man sechs andere
Daten auswiihlen miissen, und ich will daher im zweiten Abschnitte zeigen,
wie sich die unbekannte Bahn aus vier Beobachtungen bestimmen ldsst, von
denen zwar zwei vollstindig sind, die beiden iibrigen aber unvollstindig,
indem entweder die Breiten oder die Declinationen fehlen.

Da endlich alle unsere Beobachtungen wegen der Unvollkommenheit
unserer Instrumente und Sinne nur Anniherungen zur Wahrheit sind, so
wird eine Balm, die lediglich auf die sechs absolut nothwendigen Daten sich
stiitzt, noch betriichtlichen Irrthiimern unterworfen sem kinnen. Um nun die
letzteren, so weit es angeht, zu verkleinern, und so die grosstmoglichste
Genauigkeit zu erreichen, giebt es keinen andern Weg, als von den besten
Beobachtungen so viele als méglich zu sammeln, und die Elemente so auszu-
feilen, dass sie nicht allein diesen oder jemen mit unbedingter Schiirfe sich
anschliessen, sondern mit allen so gut als mdglich iibereinstimmen. ~ Durch
welches Verfahren man nun eine solche Uebereinstimmung (wenn auch nirgends
eine absolute, aber doch allenthalben eine so mahe als migliche) nach den

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 21



(133)

162 Zweites Buch. Erster Abschnitt,

Grundsiitzen der Wahrscheinlichkeits- Rechnung erlangen kann, will ich im
dritten Abschnitte zeigen.

Auf diese Weise wird sich also die Bestimmung der Bahnen, soweit
sich in ilmen die Himmelskorper nach den Kepler’schen Gesetzen bewegen,
zu aller wiinschenswerthen Vollkommenheit erheben. Die letzte Ausfeilung
Iiisst sich freilich erst dann unternehmen, wenn man auch den Stérungen
Rechnung tréigt, mit welchen die iibrigen Planeten auf die Bewegung ein-
wirken. Diese Rechnung, soweit sie zu unserem Zwecke gehort, will ich in
dem vierten Abschnitte kiirzlich anzeigen.

116.

Bevor man die Bestimmung einer Bahn aus geocentrischen Beobachtungen
unternimmt, muss man, wenn die grosste Schirfe erfordert wird, gewisse
Reductionen wegen Nutation, Priicession, Parallaxe und Aberration anbringen.
Bei einer mehr beildufigen Rechnung kann man diese Kleinigkeiten ver-
nachliissigen.

Die Beobachtungen der Planeten und Cometen werden gewdhnlich so
gegeben, dass sie in scheinbaren Rectascensionen und Declinationen ausge-
driickt sind, d. h. sie sind auf die scheinbare Lage des Aequators bezogen.
Da diese Lage wegen der Nutation und Priicession veriinderlich, und daher
fiir verschiedene Beobachtungen verschieden ist, so muss man vor allen
Dingen an Stelle der verdinderlichen Ebene irgend eine fixe Ebene einfiihren,
zu welchem Zwecke man entweder den Aequator nach seiner mittleren Lage
fiir irgend eine Epoche, oder die Ecliptik wihlen kann. Die letztere Ebene
pflegt gemeiniglich angewendet zu werden, aber auch die erstere Ibene
empfiehlt sich durch einige eigenthiimliche, nicht zu verachtende Vortheile.

Falls es daher beliebt, die Ebene des Aequators zu wiihlen, so miissen
vor Allem die Beobachtungen von der Nutation befreit werden, und sind
solche alsdann mit Anbringung der Priicession auf irgend eine beliebige
Epoche zu reduciren. Dieses Verfahren kommt ganz mit demjenigen iiberein,
mittelst dessen man aus dem beobachteten Orte eines Fixsterns dessen mittlere
Position fiir eine gegebene Epoche ableitet, und dasselbe bedarf daher hier
keiner Erklirung. Hat man aber beschlossen, die Ebene der Ecliptik zu
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adoptiren, so erhellt daraus eine doppelte Methode. Es kinnen nimlich ent-
weder aus den fiir Nutation und Priicession verbesserten Rectascensionen
und Declinationen die Liingen und Breiten vermdge der mittleren Schiefe
abgeleitet werden, woraus man sodann die bereits auf das mittlere Aequinox
bezogenen Liingen erhilt; oder man kann bequemer aus den schein-
baren Rectascensionen und Declinationen, mit Anwendung der schein-
baren Schiefe, die Lingen und Breiten berechnen und diese sodann von der
Nutation und Aberration befreien.

Aus den Sonnentafeln werden die, den einzelnen Beobachtungen ent-
sprechenden Erdorte berechmet, die man dann natiirlich auf die ndimliche Ebene
beziehen muss, auf welche die Beobachtungen des Himmelskorpers bezogen
sind. Man vernachliissigt daher die Nutation bei Berechnung der Sonnen-
linge, reducirt aber sodann diese Linge durch Anbringung der Priicession
auf eine feste Epoche, und vermehrt die Liinge um 180"; der Breite der
Sonne, wenn es der Miihe werth ist, sie in Rechnung zu nehmen, giebt man
das entgegengesetzte Zeichen. Auf diese Weise erhiilt man die heliocentrische
Position der Erde, welche, wenn man den Aequator zur Grundebene gewiihlt
hat, unter Anwendung der mittleren Schiefe in Rectascension und Declination
verwandelt wird.

7.

Die auf diese Weise aus den Tafeln berechnete Erdposition bezieht sich
auf den Mittelpunkt der Erde, der beobachtete Ort des Himmelskdrpers
aber auf einen Punkt der Erdoberfliche; eine Nichtiibereinstimmung, der sich
auf dreierlei Weise Abhiilfe schaffen lisst. Man kann niimlich die Beobachtung
entweder auf den Erdmittelpunkt reduciren, d. h. sie von der Parallaxe be-
freien; oder aber den heliocentrischen Ort der Erde auf den Beobachtungsort
reduciren, was sich dadurch bewirken lisst, dass man an den, aus den Tafeln
berechneten Sonnenort die Parallaxe gehirig anbringt; oder endlich lassen sich
auch beide Positionen auf irgend einen dritten Punkt iibertragen, als welchen
man am bequemsten den Einschnittspunkt des Visions-Radius mit der Ebene
der Ecliptik annimmt: die Beobachtung selbst bleibt dann ungeindert, und

die Reduction des Erdortes auf diesen Punkt ist im Art. 72 gelehrt. Die (134)
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erste Methode lisst sich nur dann anwenden, wenn der Abstand des Himmels-
korpers von der Erde wenigstens niherungsweise bekannt ist; dann aber ist
sie Husserst bequem und besonders in dem Falle, wenn die Beobachtung im
Meridiane angestellt ist, wo nur die Declination allein von der Parallaxe afficirt
wird. Uebrigens ist es vorzuziehen, diese Reduction unmittelbar an den beob-
achteten Ort anzubringen, bevor man die Umformungen des vorhergehenden
Artikels unternimmt. Ist aber der Abstand von der Erde noch giinzlich unbe-
kannt, so muss man auf die zweite oder dritte Methode recurriren, und zwar
auf die zweite, wenn der Aequator als Grundebene angenommen wird, auf
die dritte aber, falls man alle Positionen auf die Ecliptik beziehen will.

118.

Wenn der einer Beobachtung entsprechende Abstand eines Himmelskorpers
von der Erde schon sehr nahe bekannt ist, so lisst sich diese Beobachtung
vom Einflusse der Aberration auf mehre Arten befreien, die sich auf die
verschiedenen, im Art. 71 behandelten Methoden stiitzen. Es sei ¢ die wirkliche
Zeit der Beobachtung; & der Zeitraum, welchen das Licht gebraucht, um von
dem Himmelskorper zur Erde zu gelangen, und den man erhilt, wenn man
die Distanz mit 493 Zeitsecunden multiplicirt; / der beobachtete Ort; /' derselbe,
mit Hiilfe der geocentrischen tiglichen Bewegung auf den Zeitpunkt 74-9
reducirte Ort; ' der Ort /, aber befreit von demjenigen Theile der Aberration,
welche den Planeten mit den Fixsternen gemeinsam ist; L der wahre, der
Zeit ¢ entsprechende Erdort (d. h. der Tafelort um 20725 vermehrt); endlich
'L der wahre, der Zeit t—& entsprechende Erdort. Dann ist:

I. ! = der wahre Ort des Himmelskorpers aus 'L zur Zeit ¢—&
gesehen;

II. 7 = der wahre Ort des Himmelskorpers aus L gesehen zur Zeit 2

II. 7'= der wahre Ort des Korpers aus L gesehen zur Zeit /—9-
Bei der Methode I wird daher der beobachtete Ort unveriindert beibehalten,
fiir die wirkliche Zeit aber die fingirte Zeit ¢—9 substituirt, und dabei der
Ort der Erde fiir diese fingirte Zeit berechnet. Die Methode II bringt die
Aenderung lediglich an die Beobachtung an, erfordert aber ausser dem
Abstande auch noch die tigliche Bewegung. Bei der Methode III erleidet
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die Beobachtung eine von dem Abstande unabhingige Verbesserung, fiir die
wirkliche Zeit wird die fingirte ¢—9 substituirt, aber unter Beibehaltung des
der wirklichen Zeit entsprechenden Erdortes. Von diesen Methoden ist die
erste die bei weitem bequemste, sobald die Entfernung wenigstens in soweit
bekannt ist, dass die Reduction der Zeit mit der erforderlichen Genauigkeit
berechnet werden kann.

Ist aber diese Entfernung mnoch ginzlich unbekannt, so leidet keine
dieser Methoden eine unmittelbare Anwendung; bei der ersten hat man zwar
den geocentrischen Ort des Himmelskorpers, aber zu wiinschen bleibt noch
die Zeit und die Stellung der Erde, die von der unbekannten Entfernung
abhiingig sind; bei der zweiten sind zwar letztere gegeben, aber der erstere
fehlt; bei der dritten endlich hat man zwar den geocentrischen Ort des
Himmelskirpers und die Position der Erde, aber die mit jenen Daten zu ver-
bindende Zeit fehlt.

Was ist daher bei unserer Aufgabe zu thun, wenn in einem solchen
Falle eine, auch mit Riicksicht auf die Aberration genaue Lisung verlangt
wird? Es ist dann sicherlich das Einfachste, die Bahn zuerst unter Beiseite-
lassung der Aberration zu bestimmen, und da diese nicmals eine erhebliche
Einwirkung #ussern kann, so erhiilt man daraus die Abstiinde wenigstens mit
einer solchen Genauigkeit, dass sich nun die Beobachtungen mittelst einer der
so eben auseinandergesetzten Methoden von der Aberration befreien lassen,
und man darm die Bestimmung der Bahn genauer wiederholen kann. Bei
dieser Arbeit verdient nun die dritte Methode vor den iibrigen den Vorzug.
Denn es sind bei der ersten Methode alle die von der Position der Erde
abhiingigen Operationen ganz von Frischem wieder zu beginnen. Bei der
zweiten Methode (welche ausserdem nur Anwendung leidet, wenn man eine so
grosse Menge von Beobachtungen besitzt, dass sich daraus die tigliche Be-
wegung ableiten lisst) muss man alle Rechnungsoperationen von Neuem an-
stellen, die von dem geocentrischen Orte des Himmelskorpers abhingig sind.
Bei der dritten Methode dagegen (wenn nimlich die erste Rechmung bereits
auf solche geocentrische Orte gebaut war, die von der F ixstern- Aberration
befreit sind) konmen alle vorliufige, von der Position der Erde und dem
geocentrischen Orte des Korpers abhiingige Operationen bei der neuen Rechnung
unverindert beibehalten werden. Man kann daher gleich bei der ersten
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Rechnung die Aberration mit erfassen, wenn die Methode der Bahnbestimmung
so angethan ist, dass man daraus die Werthe der Abstéinde eher erhiilt, bevor
es erforderlich wird, die verbesserten Zeiten in die Rechnung einzufiihren. Es
ist dann der Aberration wegen keine doppelte Rechmung nothig, wie bei der
weiteren Behandlung unserer Aufgabe noch klarer werden wird.

119.

Es wiirde nicht schwierig sein, aus der in unserer Aufgabe zwischen
den gegebenen und den unbekannten Grossen bestehenden Verbindung ihren
Stand auf sechs Gleichungen zu reduciren, oder noch auf wenigere, da die
eine oder die andere der Unbekannten sich ganz bequem eliminiren liesse.
Weil aber diese Verbindung eine Husserst verwickelte ist, so wiirden die
Gleichungen sich meist als intractabele erweisen. FEine solche Trennung der
Unbekannten aber, dass schliesslich eine Gleichung herauskime, die nur eine
einzige unbekannte Grésse enthielte, kann, allgemein gesprochen®), fiir un-
moglich gehalten werden, und es liisst sich daher um so weniger die ganze
Auflosung des Problems nur durch directe Operationen erledigen.

Aber auf die Losung zweier Gleichungen X = 0 und Y = 0, wobei
nur zwei unbekannte w, % untermischt verbleiben wiirden, liisst sich allerdings
unser Problem zuriickfiihren und zwar auf verschiedene Arten. Es ist
niimlich nicht nothwendig, dass @ und y zwei” von den Elementen selbst sind,
sondern es kimnen Grossen sein, die auf irgend eine Art mit den Elementen
zusammenhiingen, wenn die letzteren nur nach Auffindung von 2 und y sich
bequem daraus herleiten lassen. Ausserdem ist es offenbar micht nothig, dass
X, Y durch entwickelte Functionen von « und y dargestellt werden, sondern
es geniigt, dass sie mit jenen durch ein System von Gleichungen so verbunden
sind, dass man es in der Gewalt hat, von den gegebenen Werthen fiir z, ¥
zu den entsprechenden Werthen von X, Y zu gelangen.

*) Falls die Beobachtungen so wenig von einander entfernt sind, dass die Zwischenzeiten als unend-
lich kleine Grossen sich behandeln lassen, so kann eine solche Trennung allerdings von Erfolg sein, und das

ganze Problem auf die Auflssung einer algebraischen Gleichung des sicbenten oder achten Grades reducirt werden.
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120.

Da nun die Natur der Aufgabe eine weitere Reduction als auf zwei
Gleichungen, in denen zwei mit einander vermischte Unbekannte enthalten
sind, nicht gestattet, so besteht die Hauptsache vorerst in einer schicklichen
Auswahl der Unbekannten und in einer solchen Anordnung der Gleichun-
gen, dass nicht nur X, Y auf die einfachste Weise von @, y abhingig
erscheinen, sondern dass auch nach Auffindung dieser Werthe daraus die
Elemente so bequem als moglich hervorgehen. — Andererseits muss aber
auch in Betracht gezogen werden, durch welches Verfahren man die den
Gleichungen Gentige leistenden Werthe der Unbekannten durch nicht zu miih-
same Operationen ermittelt. Wenn dies nur durch gleichsam blinde Versuche
zu bewerkstelligen wire, so wiirde eine ungeheuere und kaum zu ertragende
Arbeit erforderlich sein, welcher nichts destoweniger die Astronomen sich
hitufig unterzogen haben, welche Cometenbahnen durch eine sogenannte indirecte
Methode bestimmt haben. Hierbei wird die Arbeit allerdings dadurch er-
heblich erleichtert, dass bei den ersten Versuchen minder scharfe Rechnung
geniigt, bis man zu geniiherten Werthen der Unbekannten gelangt ist. Hat
man aber erst eine geniiherte Bestimmung, so ldsst die Sache sich stets durch
sichere und rasche Methoden zu Ende fiihren, welche ich hier auseinander-
setzen will, bevor ich weiter gehe.

Den Gleichungen X = 0, Y = 0 geschieht von selbst ganz vollstindig
Geniige, wenn man fiir @, ¥ deren wahre Werthe selbst getroffen hat; sind
aber dafiir Werthe angenommen, die von den wahren verschieden sind, so
werden X und Y daraus von Null verschiedene Werthe erhalten. Je néher
daher dieselben an die wahren herankommen, desto kleiner miissen auch die
Werthe fiir X und Y herauskommen, und wenn ihre Verschiedenheiten von
den wahren erst sechr klein sind, so darf man voraussetzen, dass die Aende-
rungen in den Werthen von X und Y sehr nahe der Aenderung in =
proportional sind, wenn y unveriindert bleibt, und proportional der von ¥,
falle: # sich mnicht * #ndert. Bezeichnet man daher die wahren, Werthe
von «, y resp. mit & 7, so werden die der Voraussetzung z = §-4,
Y = n-+u entsprechenden Werthe von X, Y durch die Form X = ai--fu,




(137)

168 Zweites Buch. Erster Abschnitt.

Y = yA+0u darzustellen sein, so dass man die Coefficienten e, B, v, 0 als
constant annehmen kann, so lange 4 und w sehr klein bleiben. Hieraus ldsst
sich schliessen, dass, wenn fiir drei Systeme von Werthen fiir @, y, die von
den wahren nur wenig verschieden sind, eine Bestimmung der entsprechenden
Werthe von X, Y Statt gefunden hat, man daraus die wahren Werthe von
a, y wenigstens insoweit ableiten kinne, als dabei jene Voraussetzung zuldssig
ist.  Wir wollen setzen, dass
fiir »==4, y=b ‘werde: X="dd, "Y'=
Bl SgeEnl Xl W

B ar/ y ot bu X = A//, Ir e B//

b}

I

und man hat dann
A =af@a—8+B0b—mn), B=y
A —oa—GEpl —v), & =jla
L= a(@—E+pE—n), B—yd—+IF—n).
Daraus entsteht nach Eliminirung von ¢, 3, y,
a(d'B'— A"B)+ o (A"B—AB")+a'(AB — 4 B)

(a —8+30 —2)

Il

-

§: AIB”—-—A”B,—I—-—ANB—ABU—}—AB’—-—AB
b b(A/B//__ANB/)_{_b/(A//B__ABN)_l_z)//(AB/__AI-B)
(L B A"B - A"B— AR Yl il J

oder in einer zur Rechnung bequemeren Gestalt:
e a+(a’—a) (A" B— AB")+} (2" —a) (AB — A' B)
e AB —A"B L A'"B—AB'| AB—A'B
G o b+(b’——b)(A”B——AB”)-{—(b”—b)(AB’——A’B)
7— A/B//——A”B/—*—ANB—AB”—‘*—'AB/——AIB.

Offenbar ist es auch in diesen Formeln gestattet, die Grossen @, b, 4, B mit
a, b, A, B, oder mit @', ', A", B' zu vertauschen.
Der gemeinschaftliche Nenner aller dieser Ausdriicke, den man auch
unter die Form (4'— A)(B'— B)— (A"—A)(B — B) bringen kann, wird
— (0—pp) | —a) ' —B)— (' —a) B —B)};
woraus man sieht, dass a, o, a’, b, ¥, b’ so genommen werden miissen, dass

nicht —, ;- =57 wird, widrigenfalls diese Methode nicht anwendbar

sein, sondern fiir & und % gebrochene Werthe liefern wiirde, deren Zihler und
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Nenner zugleich verschwiinden. Ebenso ist hieraus klar, dass, wenn zufillig
«d—f3y = 0 wird, derselbe Mangel den Gebrauch der Methode ganz zer-
storen wiirde, auf welche Weise man auch @, «, @', b, &', 0" annchmen mochte.
In einem solchen Falle miisste man fiir die Werthe von X folgende Form
voraussetzen oh-pBu—4-eid+CAu+ 9 uwu, und eine ihnliche fiir die Werthe
von Y, wo dann die Analyse Methoden an die Hand geben wiirde, die der
vorhergehenden ‘analog sind, um aus den Werthen von X, Y, die fiir vier
Systeme der Werthe von , y gerechnet wiren, die wahren Werthe der
letzteren zu bestimmen. Auf diese Weise wiirde aber die Rechnung Husserst
beschwerlich ausfallen und ausserdem lisst sich zeigen, dass in einem solchen
Falle die Bahnbestimmung die erforderliche Schiirfe der Natur der Sache nach
nicht zuliisst. Da diese Unzutriiglichkeit nicht anders vermieden werden
kann, als wenn man neue, mehr geeignete Beobachtungen heranzieht, so will
ich bei diesem Gegenstande hier nicht verweilen.

121.

Sobald man daher fiir die Unbekannten bereits iiber geniherte Werthe
disponirt, so lassen sich daraus die wahren mit aller nur zu wiinschenden
Schiirfe durch die so eben erklirte Methode ableiten. Zuerst werden nimlich
die jenen approximirten Werthen (a, 0) entsprechenden Werthe von X, ¥ be-
rechnet. Wenn letztere dann nicht von selbst verschwinden, so wird die
Rechnung mit zwei anderen, davon wenig verschiedenen Werthen (@, ') wieder-
holt, und dann mit einem dritten Systeme (a’, 0"), wenn nicht zufillig schon
beim zweiten X und Y verschwinden. Dann lassen sich durch die Formeln
des vorhergehenden Artikels die wahren Werthe finden, insofern die Voraus-
setzung, auf welcher jene Formeln beruhen, von der Walrheit nicht merklich
abweicht. Um sich iiber die Sache ein desto besseres Urtheil zu bilden, mag
die Rechnung der Werthe von X, ¥ mit jenen verbesserten Werthen wieder-
Lolt werden, und falls diese zeigt, dass dadurch den Gleichungen X = 0, ¥ =0
noch nicht Geniige geschehe, so wird man wenigstens sehr viel kleinere Werthe
von X und Y daraus erhalten, als durch die drei fritheren Hypothesen, und
deshalb werden die hieraus abgeleiteten Bahnelemente weit genauer sein, als die
den ersten Hypothesen entsprechenden. Will man sich hierbei nicht beruhigen,
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so wird es am gerathensten sein, unter Weglassung derjenigen Hypothese,
welche die grissten Unterschiede hervorgebracht hatte, die beiden iibrigen mit
ciner vierten von Neuem zu verbinden und so mach Anleitung des voran-
gehenden Artikels ein fiinftes System der Werthe von 2, y zu bilden. Auf
dieselbe Weise kann man, wo es der Mihe werth erscheint, zu eier
sechsten u. s. w. Hypothese iibergehen, bis dadurch den Gleichungen K=y
Y = 0 so genau Geniige geleistet wird, als es die logarithmischen und trigono-
metrischen Tafeln gestatten. Selr selten jedoch wird es nothig sein, iiber das
vierte System hinauszugehen, wenn man als erste Hypothesen nicht solche
angenommen hat, die noch zu sehr von der Wahrheit abweichen.

Da die bei der zweiten und dritten Hypothese anzunehmenden Werthe
der Unbekannten in gewisser Weise willkiirlich sind, wenn sie mur von der
ersten Hypothese nicht gar zu verschieden sind, und man " ausserdem in
Acht nimmt, dass das Verhiltniss (¢'—a): (0"—0) nicht zur (#leichheit mit
(¢'—a): (' —b) hinneigt, so pflegt gemeiniglich gesetzt zu werden: o = a,
' — b. Hieraus erwichst ein doppelter Vortheil; denn es kommen nicht nur
die Formeln fiir & und 7 noch etwas einfacher heraus, sondern es bleibt auch
cin Theil der ersten Rechnung derselbe bei der zweiten Hypothese und ein
anderer Theil bei der dritten.

Es giebt aber ecinen Fall, wo andere Griinde eine Abweichung von dieser
Gewohnheit rathsam machen. Nimmt man n#mlich an, dass X die Form
X'—=2 habe, und ¥ die Form Y'—y, und dass die Functionen X', ¥' durch
die Natur der Aufgabe so angethan seien, dass sie von missigen, bei den
Werthen von z, y begangenen Fehlern nur sehr wenig afficirt werden, oder dass

: . - -
<%L>, (%L» (%éy—), (%) Husserst kleine Grossen selen, so ist klar,
dass die Unterschiede zwischen den Functionswerthen, die dem Systeme z = &
y = 7 entsprechen, und zwischen denen, welche aus z =@, y= b entstehen,
auf eine gleichsam héhere Ordnung bezogen werden konnen, als die Differenzen
-, 5—b; nun sind jene Werthe X' = §, ¥ ies s dies o alber
X' =a+A, Y =b+B, woraus folgt, dass a4 A, b4+ B viel genauere
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Werthe fiir 2 und y sind, als @ und 0. Wenn man auf dieselben die zZweite
Hypothese stiitzt, so geschieht dadurch sehr hiufig den Gleichungen X = 0,
Y =0 schon so genau Geniige, dass man nicht weiter zu gehen braucht.
Andernfalls wird auf dieselbe Weise aus der zweiten Hypothese eine dritte
gebildet, indem man e e d b itay i e b B =ik BB
setzt, und wenn auch diese moch mnicht als genau genug sich erweist, so
wird daraus endlich eine vierte nach Anleitung des Art. 120 abgeleitet.

123.

In dem Vorhergehenden habe ich vorausgesetzt, dass man schon
anderswoher im Besitze geniiherter Werthe fiir die Unbekannten z, ¥ sich
befindet. Falls man bereits iiber geniiherte Bestimmungen der ganzen Bahn
gebietet (die vielleicht aus anderen Beobachtungen durch {rithere Rechnungen
abgeleitet und nun durch neue Beobachtungen zu verbessern sind), so lidsst
sich jener Bedingung ohne Schwierigkeit Geniige leisten, welche Bezeichnung
man auch den Unbekannten beilegen mag. Dagegen ist es bei Bestimmung
einer noch ginzlich unbekannten Bahn (ee Aufgabe, die sehr schwierig ist)
keineswegs gleichgiiltig, welche Unbekannten man anwendet; vielmehr miissen
letztere dann mit Kunst und in solcher Weise gewiihlt werden, dass man die
geniiherten Werthe aus der Natur der Aufgabe selbst schipten kann. Dies
gelingt am besten, falls die drei, zur Bahnerforschung angewandten Beobach-
tungen keine zu grosse heliocentrische Bewegung des Himmelskarpers umtassen.
Derartige Beobachtungen sind daher stets zur ersten Bestimmung anzuwenden,
welche man nachher durch weiter von einander entfernte Beobachtungen nach
Belicben verbessern kann. Denn man sieht ohme Weiteres, dass die unver-
meidlichen Beobachtungsfehler die Rechnung um so mehr storen, je niher an
einander liegende Beobachtungen dazu verwendet werden. Daraus folgt, dass
die Beobachtungen zur ersten Bestimmung nicht blindlings ausgewihlt werden
diirfen, sondern man sich hiiten miisse, erstens, dass die Beobachtungen sich
nicht zu nahe sind, und dann, dass sie nicht zu weit von einander entfernt
liegen. Im ersten Falle wird zwar die Berechnung von Elementen, welche den

Beobachtungen Geniige leisten, sehr rasch beendigt; diesen Elementen selbst wiire (140)
22*
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jedoch wenig zu trauen, und konnten dieselben daraus mit Irrthiimern so
enorm entstellt herauskommen, dass sie nicht einmal als Anniherungen zu
gelten vermichten. Im zweiten Falle dagegen wiirde man von den kiinstlichen
Mitteln verlassen werden, welche zur geniherten Bestimmung der Unbekannten
zu benutzen sind, und man wiirde daraus nur eine ganz rohe Bestimmung
ableiten konnen und doch sehr viel mehr Hypothesen brauchen, oder eine
giinzlich ungereimte, und doch die langweiligsten und widerwiirtigsten Versuche
nicht vermeiden kénnen. Ein erfahrenes Urtheil aber iiber diese Methoden-
grenzen wird besser durch hiiufige Anwendung, als durch  Vorschriften
erworben. Die unten zu behandelnden Beispiele werden zeigen, dass aus
Beobachtungen der Juno, die nur 22 Tage von einander entlegen sind und
eine heliocentrische Bewegung von 7°85" umfassen, die Elemente sich
schon mit vieler Cenauigkeit ableiten lassen, und dass wechselsweise unsere
Methode sich auch mit dem besten Erfolge auf die Ceres-Beobachtungen an-
wenden lisst, welche 260 Tage von einander abstehen und eine heliocentrische
Bewegung von 62°55" einschliessen, sowie, dass durch Anwendung von vier
Hypothesen, oder vielmehr successiven Anniherungen, Elemente erhalten
werden, die aufs Beste mit den Beobachtungen iiberemstimmen.

124.

Ich gehe nun zur Aufzihlung derjenigen Methoden iiber, welche vor-
ziiglich zweckmiissig sind und sich auf die vorangehenden Vorschriften stiitzen,
deren hauptsiichlichste Momente im ersten Buche auseinandergesetzt wurden und
die hier nur unserem Zwecke angepasst zu werden brauchen.

Die einfachste Methode scheint die zu sein, wobei fiir , y die Abstinde
des Himmelskorpers von der Erde in zwei Beobachtungen angenommen werden,
oder vielmehr entweder die Logarithmen dieser Abstiinde, oder die Logarithmen
der auf die Ecliptik oder den Aequator projicirten Abstinde. Hieraus leitet
man vermittelst Art. 64, V die heliocentrischen Orte und die hierzu gehirenden
Abstinde von der Sonne ab; daraus ferner mnach Art. 110 die Lage der
Bahnebene und die heliocentrischen Lingen in der Bahn, und hieraus, sowie
aus den Radien Vectoren und den entsprechenden Zeiten durch die in den
Artikeln 85—105 ausfiihrlich behandelte Aufgabe alle iibrigen Elemente,
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wodurch offenbar jene Beobachtungen genau dargestellt werden, welche
Werthe man auch dem @ und y beigelegt haben wiirde. Wenn nun mittelst
dieser Elemente der geocentrische Ort zur Zeit der dritten Beobachtung
berechnet wird, so muss dessen Uebereinstimmung mit, oder dessen Ab-
weichung von dem beobachteten Orte entscheiden, ob die angenommenen
Werthe die wahren sind, oder davon abweichen. Man gewinnt daraus eine
doppelte Vergleichung, indem man die eine Differenz (in Linge oder gerader
Aufsteigung) fiir X, und die andere (in Breite oder Declination) fiir 1" an-
nimmt. Falls daher die Werthe dieser Differenzen X, )" nicht von selbst
— Null herauskommen, so lassen sich die wahren Werthe von z, y durch die
im Artikel 120 und folg. beschriebene Methode ermitteln. Uebrigens ist
es an und fiir sich gleichgiiltic, welche von den drei Beobachtungen man
hierbei zu Ausgangspunkten wihlen will. Gemeiniglich empfiehlt es sich jedoch,
die erste und letzte zu mnehmen, mit Ausnahme eines besonderen Falles,
von dem ich gleich sprechen will.

Diese Methode ist sehr vielen, spiter zu erklirenden in dem Betrachte
vorzuziehen, weil sie eine sehr allgemeine Anwendung gestattet. Ausgenommen
muss dabei der Fall werden, wo die beiden #Hussersten Beobachtungen eine
heliocentrische Bewegung von 180° oder 360" oder 540° u. s. w. wmfassen,
denn dann kann die Tage der Bahnebene aus zwei heliocentrischen Orten
nicht bestimmt werden (Art. 110). Ebenso ist es nicht angemessen, die
Methode dann anzuwenden, wenn die heliocentrische Bewegung zwischen den
beiden iussersten DBeobachtungen nur wenig von 180" oder 360° ete.
verschieden ist, weil man in diesem Falle keine genaue Bestimmung der Lage
der Bahn erhalten kann, oder vielmehr weil dann die kleinsten Veriinderungen
in den angenommenen Werthen der Unbekannten so grosse Veriinderungen in
der Bahnlage und folgeweise auch in den Werthen von X, 1" hervorbringen
wiirden, dass diese jenen mnicht mehr als proportional angesehen werden kinnen.
Hier ist aber eine Abhiilfe zur Hand, indem man niémlich in einem solchen
Falle nicht von den beiden Hussersten Beobachtungen ausgeht, sondern von
der ersten und mittleren, oder von der mittleren und letzten, wobei man dann
fiir X, ¥ die Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung im dritten
oder ersten Orte annimmt. Wenn aber sowohl der zweite Ort vom ersten,
als der dritte vom zweiten nahezu um 180 Grade abstehen sollten, so wiirde

(141)
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auf jene Weise dieser Nachtheil nicht gehoben werden, und es ist dann vor-
zuziehen, solche Beobachtungen, aus denen man der Natur der Sache nach
eine genaue Balmbestimmung iiberall nicht ableiten kann, zur Klementen-
berechnung nicht zu verwenden.

" Ausserdem empfiehlt diese Methode sich noch dadurch, dass man daraus
olme Miihe zu schitzen vermag, welche Veréinderungen die Elemente erleiden,
wenn, unter Beibehaltung der beiden ussersten Orte, der mittlere um ein
Weniges geiindert wird. Auf diese Weise kann man sich also ein Urtheil
iiber den Grad der Genauigkeit bilden, welche man den gefundenen Elementen
beilegen darf.

125.

Durch Anbringung einer leichten Veriinderung an die vorige Methode
liisst sich daraus eine zweite ableiten. Ganz wie bei der ersten bestimmt
man alle Elemente, indem man von den Abstinden in zwel Beobachtungen
ausgeht. Aus diesen Elementen berechnet man dann aber nicht den geocen-
trischen Ort fiir die dritte Beobachtung, sondern fiihrt die Rechnung nur bis
yum heliocentrischen Orte in der Bahn und leitet dann denselben heliocen-
trischen Ort mittelst der in den Art. 74 und 75 behandelten Aufgabe aus
dem beobachteten geocentrischen Orte und der Lage der Bahnebene ab. Diese
beiden Bestimmungen, die unter sich differiren (wenn nicht zufillig die wahren
Werthe von @, 7 bel der Annahme getroffen sein sollten) werden, uns X und
Y liefern, wo fiir X der Unterschied der beiden Werthe fiir die Linge in
der Bahn genommen wird, und fiir Y der Unterschied zwischen den beiden
Werthen fiir den Radius Vector, oder vielmehr fiir dessen Logarithmus. Diese
Methode ist den niimlichen Anstinden unterworfen, welche ich im vorher-
gehenden Artikel beriihrt habe. Man muss ihr aber noch die fernere Be-
merking beifiigen, dass der heliocentrische Ort in der Bahn aus dem geocen-
trischen nicht gefunden werden kamm, falls der Ort der Erde in einen der
beiden Knoten der Bahn fillt. Dann lisst sich daher diese Methode mnicht
anwenden. Man thut jedoch wohl, dieser Methode auch in dem Falle sich
zu enthalten, wenn der Ort der Erde nur wenig von einem der beiden
Knoten absteht, weil die Voraussetzung, dass geringen Aenderungen von
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a, y auch proportionale Aenderungen von X, Y entsprechen, dann zu fehlsam
sein wiirde, und zwar aus einem #hnlichen Grunde, wie der im vorhergehenden
Artikel angedeutete. Aber auch hier lisst sich durch Vertauschung des
mittleren Orts mit einem der Husseren Orte, dem ein mehr von den Knoten
entfernter Erdort entspricht, Abhiilfe schaffen, wenn nicht zufillig bei allen
drei Beobachtungen die Erde in der Nihe der Knoten sich befunden hat.

126.

Die vorhergehende Methode bahnt sofort zu einer dritten den Weg.
Zuniichst bestimme man wie vorher aus den Abstinden des Himmelskrpers von
der Erde in den #Hussersten Beobachtungen die entsprechenden Lingen in der
Bahn mit den Radien Vectoren. Mit Hiilfe der Lage der Bahnebene, welche
diese Rechnung liefert, leite man aus der mittlern Beobachtung die Linge in
der Balm und den Radius Vector ab. Dann aber berechne man aus diesen
drei heliocentrischen Orten die iibrigen Elemente vermittelst der in den Art. 82
und 83 behandelten Aufgabe, wobei das Verfahren unabhingig von den Zeiten
der Beobachtungen. ist. Auf diese Weise werden also die drei mittleren
Anomalien und die tiigliche Bewegung bekannt, woraus sich die Zeitintervalle
zwischen der ersten und zweiten und zwischen der zweiten und dritten
Beobachtung berechnen lassen. Deren Unterschiede von den wahren Intervallen
nimmt man dann fiir X und Y.

Diese Methode wiirde weniger zweckmiissig sein, falls die heliocentrische
Bewegung nur einen kleinen Bogen umfasst. Denn in einem solchen Falle
hiingt (wie ich schon in Art. 82 bemerkt habe) diese Bahnbestimmung von
Grossen der dritten Ordnung ab und lisst daher geniigende Schiirfe nicht zu.
Die leichtesten Aenderungen in den Werthen von @, y kinnten iibergrosse
Aenderungen in den Elementen und also auch in den Werthen von X, ¥
erzeugen, und man diirfte diese nicht als jenen proportional erachten. So oft
aber die drei Orte eine betriichtliche heliocentrische Bewegung umfassen, so
ist der Gebrauch der Methode allerdings vom besten Erfolge begleitet, voraus-
gesetzt, dass er nicht durch die in den vorangehenden Artikeln dargelegten
Ausnalimen gestort wird, die daher offenbar auch bei dieser Methode zu
beriicksichtigen sind.
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129.

Hat man die drei heliocentrischen Orte auf die im vorangehenden
Artikel beschriebene Art ermittelt, so kann man auch in folgender Weise
verfahren. Man bestimme die iibrigen Elemente vermittelst der Aufgabe in
den Artikeln 85—105 zuvorderst aus dem ersten und zweiten Orte mit der
entsprechenden Zwischenzeit, sodann aber auf dieselbe Weise aus dem zweiten
und dritten Orte und der zugehirigen Zwischenzeit. So wird man fiir die
einzelnen Elemente zwei Werthe erhalten, aus deren Unterschieden man mnach
Beliecben zwei fiir X und ¥ annehmen kann. Diese Methode empfiehlt sich
ausserordentlich durch den nicht zu verachtenden Vortheil, dass man bei den
ersten Hypothesen die iibrigen Elemente, abgesehen von den beiden, welche
man zur Feststellung von X, Y auswiihlt, iiberhaupt bei Seite lassen kann,
und dass diese erst durch die letzte, auf bereits corrigirte Werthe von x, y
gestiitzte Rechnung bestimmt werden, entweder allein aus der ersten Combination,
oder allein aus der zweiten, oder, was gememiglich vorzuziehen ist, aus
der Combination des ersten Orts mit dem dritten Orte. Im Uebrigen gewtihrt
die Auswahl jener beiden Elemente, welche, allgemein gesprochen, willkiirlich
ist, eine grosse Marmigfaltigkeit der Auflosungen. Es kinmen z. B. genommen
werden der Logarithmus des halben Parameters mit dem Logarithmus der
orossen Halbaxe, oder ersterer mit der Excentricitit, oder der letztere mit
der Excentricitit, oder mit einem dieser Elemente die Linge des Perihels.
Irgend eins dieser vier Elemente kann auch combinirt werden mit der excen-
trischen Anomalie, die dem mittleren Orte in jeder der beiden Rechnungen
entspricht, wenn nimlich eine elliptische Bahn sich ergeben sollte, wo dann
die Formeln 27—30 des Art. 96 eine sehr rasche Rechnung gewihren. In
besondern Fiillen aber bedarf diese Auswahl einer gewissen Vorsicht. So z. B.
wiirde bei Bahnen, die zur Aehnlichkeit mit der Parabel hinneigen, die grosse
Halbaxe @ oder ihr Logarithmus weniger zweckmiissig sein, weil deren un-
miissice  Variationen den Aenderungen von x, y mnicht proportional erachtet

werden diirften. In diesem Falle wiirde es dienlicher sem, - - auszuwihlen.

Tch halte mich aber bei diesen Vorsichtsmaassregeln um so weniger auf, als
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die fiinfte, im folgenden Artikel auseinanderzusetzende Methode vor den
bislang erirterten vier Methoden fast in allen Fiillen die iiberwiegendsten
Vorziige besitzt.

128.

Es sollen die drei, auf die niimliche Weise wie in den Artt. 125, 126 er-
mittelten Radien Vectoren mit =, ', ' bezeichnet werden; sodann soll die
heliocentrische Winkelbewegung in der Bahn vom zweiten zum dritten Orte
mit 2f, vom ersten zum dritten mit 2/, vom ersten zum zweiten ik 24"
angedeutet sein, so dass f'= f4f" ist. Es sei ferner r'r'sin2f = n,
rr'sin2f =n, rr'sin2f" = n'.

Grosse k (Artikel 2) mit den Zwischenzeiten von der zweiten zur dritten Beob-

Endlich seien die Producte der constanten

achtung, von der érsten zur dritten, von der ersten zur zweiten beziehungsweise

9, 9, 9. Man beginne nun mit einer doppelten Berechnung der Elemente
(ganz wie im vorhergehenden Artikel) sowohl aus 7, r, f’ und &, als aus

#, 7', f, 9. In beiden Rechnungen gehe man aber nicht bis zu den
Elementen selbst vor, sondern halte ein, sobald die Grisse, welche das
Verhiiltniss des elliptischen Sectors zum Dreiecke ausdriickt, und welche oben
(Art. 91) mit y oder — ¥ bezeichnet wurde, gefunden ist. s sei der Werth
dieser Grosse in der ersten Rechnung 7, in der zweiten 7. Man erhiilt daher (144)
mittelst der Formel [18] des Art. 95 fiir den halben Parameter p den
doppelten Werth:

n// n' nn
V]) — T und Vp = T.
Nach Art. 82 hat man aber iiberher einen dritten Werth

Sk 47y’ 7" sin fsin f' sin f"
. o n—mn' - n’ ’

welche drei Werthe offenbar identisch sein miissten, falls man fiir 2, y gleich
von Anfang an die wahren Werthe getroffen hiitte. Es miisste deshalb sein

3// 7]” n//
T T
’ 0 499" r+' 7" sin fsin f’ sin f” n' 99"
n—mn —*"71 = T _— A W 7 e
7' nn 27" rr'v" cos feos f' cos f

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 23
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Wenn daher diesen Gleichungen nicht bereits bei der ersten Rechnung von
selbst Geniige geleistet wird, so kann man setzen

T nnd”’
T Og n//n//ﬂ 9
Y=n—n'+n"— mer

2q 9" v’ v’ cos feosf' cosf”

Diese Methode leidet eine ebenso allgemeine Anwendung wie die zweite,
im Art. 124 gegebene. Es ist aber ein grosser Gewinn, dass bei dieser fiinften
Methode die ersten Hypothesen eine Entwickelung der Elemente selbst nicht
erfordern, sondern man dabei gleichsam auf halbem Wege stehen bleiben kann.
Sobald man iibrigens bei diesem Verfahren soweit gelangt ist, dass sich voraus-
sehen lisst, wie eine neue Hypothese von der Wahrheit nicht merklich ver-
schieden sein werde, so geniigt es, darin die Elemente selbst entweder lediglich
aus r, 7, f', 9", oder aus 7, 7', f, & oder, was vorzuziehen ist, aus

// 4 / ot
r, 'y f, 9 zu bestimmen.

129.

Die bis jetzt erliuterten fiinf Methoden balmen sofort den Weg zu
chensovielen andern, welche sich von jenen nur dadurch unterscheiden, dass
tir @ und y an Stelle der Abstinde von der Erde die Neigung der Bahn
und die Linge des aufsteigenden Knotens genommen werden. Mit diesen
neuen Methoden verhilt es sich so:

I. Es werden aus  und y, sowie aus den beiden Hussersten geocen-
trischen Orten mach Art. 74, 75 die heliocentrischen Liingen in der Bahn und
die Radien Vectoren bestimmt, und hieraus und aus den entsprechenden
Zwischenzeiten alle iibrigen Elemente; aus letzteren endlich der geocentrische
Ort zur Zeit der mittleren Beobachtung, dessen Unterschiede mit dem beob-
achteten Orte in Linge und Breite .\ und Y liefern.

(145) Die vier iibrigen Methoden kommen darin iiberein, dass aus der Lage
der Balmebene und den geocentrischen Orten alle drei heliocentrischen Liingen
in der Bahn und die entsprechenden Radien Vectoren berechnet werden.

Sodann aber werden
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II. die iibrigen Elemente nur aus den beiden iussersten Orten und
den entsprechenden Zeiten bestimmt. Nach diesen Elementen werden fiir die
Zeit der mittleren Beobachtung die Liing® in der Bahn und der Radius Vector
berechnet, und die Verschiedenheiten dieser Grissen von den zuvor dafiir ge-
fundenen, d. h. aus dem geocentrischen Orte abgeleiteten Werthen, stellen .\
und Y dar.

ITII. Oder man leitet die iibrigen Bahndimensionen aus allen drei
heliocentrischen Orten (Art. 82, 83) her, eine Rechnung, wobei man die Zeiten
nicht braucht. Dann berechnet man die Zwischenzeiten, welche in der so
gefundenen Bahn zwischen der ersten und zweiten Beobachtung, und zwischen
dieser und der dritten hiitten verstreichen miissen, und deren Unterschiede mit
den wahren liefern uns X" und Y.

IV. - Man berechne die iibrigen Elemente auf doppelte Weise, nimlich
sowohl aus Combination des ersten Orts mit dem zweiten, als aus Combination
des zweiten mit dem dritten, unter Hinzunahme der entsprechenden Zeit-
intervalle.  Durch Vergleichung dieser beiden Elementensysteme unter sich
kann man aus den Unterschieden irgend welche zwei fiir X' und } nehmen.

V. Oder endlich fiithre man dieselbe doppelte Rechnung nur bis
zu den Werthen der im Art. 91 mit y bezeichneten Grosse fort, und
nehme dann fiir X und Y die im vorhergehenden Artikel gegebenen
Ausdriicke an.

Um sich dieser vier letzten Methoden mit Sicherheit zu bedienen,
diirfen die Orte der Erde fiir alle drei Beobachtungen den Knoten der Bahn
nicht zu nahe liegen. Dagegen erfordert der Gebrauch der ersten Methode
nur, dass diese Bédingung bei den beiden #Hussersten Beobachtungen Statt
findet, oder vielmehr (weil man den mittleren Ort an Stelle eines der beiden
dussersten setzen kann), dass von den drei Erdorten nicht mehr als einer in
der Niithe der Knoten liegt.

130.

Die zehn, vom Art. 124 an erklirten Methoden stiitzen sich auf die
Voraussetzung, dass man bereits geniiherte Werthe fiir die Abstiinde des Himmels-
korpers von der Erde, oder fiir die Lage der Bahnebene besitzt. Falls es sich

23*
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darum handelt, die Bahndimensionen, deren genitherte Werthe bereits anders-
woher bekannt geworden sind (zum Beispiel aus einer fritheren, auf andere
Beobachtungen gestiitzten Reclmung), durch Beobachtungen zu verbessern,
die weiter von einander entfernt sind, so stehen einer solchen Anforderung
offenbar keine Schwierigkeiten im Wege. Hieraus aber ist noch nicht klar,
auf welche Weise die erste Berechnung in Angriff zu nehmen ist, wo mnoch
alle Bahndimensionen giinzlich unbekannt sind. Dieser Fall unserer Aufgabe
ist der bei weitem wichtigste und schwierigste, wie man schon aus dem analogen
Probleme in der Theorie der Cometen abnehmen kann, das bekanntlich schon
lange die Geometer gequiilt und so viele vergebliche Versuche hervorgerufen
hat. Um unsere Aufgabe als richtig geldst ansehen zu konnen, muss offenbar
den nachfolgenden Bedingungen Geniige geleistet sem, wenn anders die Auf-
lssung nach der vom Art. 119 an erklérten Vorschrift geschehen soll. Zuerst
miissen die Grossen @, y auf solche Weise gewiihlt werden, dass man fiir sie
geniiherte Werthe aus der Natur der Aufgabe selbst erzielen kann, wenigstens
so lange die von den Beobachtungen umschlossene heliocentrische Bewegung
des Himmelskorpers nicht zu betriichtlich ist. Zweltens aber wird erfordert,
dass kleine Aenderungen der Grdssen x, y micht zu starken Aenderungen in
den daraus abzuleitenden Grossen entsprechen, damit nicht die bei der Werth-
annahme jener Grossen etwa begangenen Fehler verhindern, dass man auch
diese als geniiherte anschen kann. Endlich drittens verlangt man, dass die
Rechnungsoperationen, durch welche man von den Grissen @, y nach und nach
bis zu X, Y vorschreitet, nicht gar zu weitliuftig werden.

Diese Bedingungen geben ein Criterium an die Hand, nach welchem
man sich iiber die Vorziiglichkeit jeder Methode ein Urtheil bilden kann, die
sich noch sichtlicher aus hiufigen Anwendungen offenbaren wird. Diejenige
Methode, zu deren Auseinandersetzung ich jetat iibergehe und welche ge-
wissermaassen als der wichtigste Theil dieses Werkes zu betrachten ist, leistet
diesen Bedingungen in einer Weise Geniige, dass nichts mehr zu wiinschen iibrig
erscheint. Bevor ich jedoch damit beginne, dieselbe in der fiir die Praxis
bequemsten Gestalt zu erkliren, will ich einige vorliufige Betrachtungen vor-
ausschicken, um gleichsam den Zugang zu dieser Methode, der sonst vielleicht
zu dunkel und weniger nahe liegend erscheinen kimmte, zu beleuchten und zu

erofinen.
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131.

Im Artikel 114 ist gezeigt, dass, wenn das Verhiltniss zwischen den
dort und im Art. 128 mit », %, n’ bezeichneten Grossen bekannt ist, man die
Abstinde des Himmelskirpers von der Erde durch sehr einfache Formeln be-

1"

2 . . . n n
stimmen kann. Wenn daher fiir z, y die Quotienten 7, —; genommen
wiirden, so béoten sich fiir diese Grossen in dem Falle, wo die heliocentrische

Beweoune innerhalb der Beobachtungen keine iibermiissige ist, sofort die Werthe

gung g g )

& ’19//

ST T

Art. 128 zu nehmen). Hieraus scheint mithin eine nahe liegende Auflésung
g g

dar (wobei die Symbole &, &, & in derselben Bedeutung wie im

unserer Aufgabe sich zu eroffnen, falls man aus = und y die beiden Abstiinde
von der Erde herleitet, und sodann nach Maassgabe einer der fiinf in den
Artt. 124—128 gegebenen Methoden vertihrt.

In der That wird, wenn man auch die Symbole 7, 7" in der Be-
deutung des Art. 128 nimmt, und dem analog mit 7/ den Quotienten bezeichnet,
welcher aus der Division des zwischen beiden Radien Vectoren enthaltenen
Sectors durch die zwischen ebendenselben befindliche Dreiecksfliche entsteht,
RS diem Tl
n/__b/'ﬂgnz““ﬂ/'n//

. . . 1"
sein, und man sieht leicht, dass, wenn n, n, %

als kleine Grossen der ersten Ordnung angesehen werden, damm, allgemein
gesprochen, 7—1, 7/—1, 7"—1 Grossen der zweiten Ordnung sind, und dass

daher %, —:::—:/ als geniiherte Werthe der Grissen z, y von den wahren nur
um Grossen der zweiten Ordnung verschieden sind.  Nichts desto weniger
findet sich bei niherer Betrachtung der Sache, dass diese Methode iiberhaupt
ungereimt ist, eine FErscheinung, deren Grund ich mit wenig Worten
erklidren will.

Ohne viele Miihe erkennt man, dass die Grosse (0.1.2), mit welcher
die Abstinde in den Formeln 9, 10, 11 des Art. 114 multiplicirt sind,
mindestens von der dritten Ordnung wird, wogegen z. B. in der Gleichung
j9] die Grossen (0..1.2), (I.1.2), (II.1.2) von der ersten Ordnung
sind; hieraus folgt aber leicht, dass ein bei den Werthen der Grossen

(147)
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1
n

e %— begangener Fehler zweiter Ordnung in den Werthen der Abstinde
cinen Fehler von der Ordnung Null erzeugen werde. Ks wiirden deshalb
nach dem gewdhnlichen Sprachgebrauche die Abstinde nur dann mit emem
begrenzten Fehler herauskommen, wenn die Zwischenzeiten unendlich klein
sind, und man wiirde mithin sowohl diese Abstinde, als die iibrigen daraus
abzuleitenden Crossen nicht einmal fiir Anniiherungen halten kénnen, und die
Methode wiirde daher mit der zweiten Bedingung des vorangehenden Artikels
im Widerspruche stehen.

132.
Setzt man der Kiirze "wegen “(0.01.2) =‘q, 0T 2E0 ==
0.0 20— e T 2 D' = +d, so dass die Gleichung [10] des
Art. 114 wird ad' = b+c.

"
n . T
7y 80 werden zwar die Coefficienten ¢

und d von der ersten Ordnung sein, es ldsst sich jedoch leicht zeigen, dass die
Differenz ¢—d zur zweiten Ordnung gehoren miisse. Hieraus folgt aber, dass

s > en--dn" SV
der Werth der Grosse —n—:E;nT-, der aus der approximirten Voraussetzung
nen' = 9:9" entsteht, nur mit einem Fehler von der vierten Ordnung behaftet

sei, ja sogar nur von der fiinften, falls die mittlere Beobachtung von den

siusseren um gleiche Zwischenriiume absteht. Denn es wird jener Fehler
¢ do" en—dn' 99" (d—c) (" —mn)

G 5" n—-n" O+ "o+ nv")’

wo der Nenner von der zweiten Ordnung ist, der eine Factor des Ziihlers

99" (d—c) von der vierten, der andere (f'—mu) von der zweiten oder in
senem speciellen Falle von der dritten. Stellt man daher jene Gleichung in
J 1 J g

3 l 4 P
folgender Gestalt dar: @) ==ibel C:Zj__;n .L‘J_,ng, so ist klar, dass der

Fehler der im vorhergehenden Artikel vorgetragenen Methode nicht daraus
herrithrt, dass die Grossen n, 7 hier den Grossen J, 9" proportional ange-

nommen sind, sondern daraus, dass man noch iiberdies die Grosse n' der
Girosse 9 proportional gesetzt hat. Auf diese Weise wird nHmlich an der

1 ol
n n i - ) . e
Stelle des Factors ———7};—, der minder genaue Werth —o—=1 eingefiihrt,
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0’3//
29n" r' v cos f cos f' cos [
der zweiten Ordnung verschieden ist. (Art. 128).

von welchem der wahre Werth = 14 um eine Grosse

133.

Da die Cosinusse der Winkel f, f', f”, ebenso wie die Grossen 7, 1’
von der Einheit um eine Differenz der zweiten Ordnung verschieden sind,
so sieht man, dass ein Fehler vierter Ordnung begangen wird, wenn statt

n+ der gensherte Werth 1 - 0 5 eingefiithrt  wird. Falls daher
anstatt der Gleichung des Art. 114 d1e fo]gende angewandt wird:

Sl o)

so wird sich in dem Werthe des Abstandes J' ein Irrthum zweiter Ordnung

ergeben, wenn die Husseren Beobachtungen von den mittleren gleichen Abstand
haben, oder ein Fehler erster Ordnung in den iibrigen F#llen. Diese neue
Form jener Gleichung ist jedoch zur Bestimmung von d" nicht geeignet, weil sie

die noch unbekannten Grossen 7, 7, #” enthilt.

/!
3 i 4 o ” 7 :
Allgemein gesprochen entfernen sich die Grossen —r, -~ von der Kin-

!

heit um eine Differenz der ersten Ordnung, und ebenso das Product ——

7.

In dem besonderen, schon oft erwihnten Falle sieht man leicht, dass dieses
Product nur um eine Differenz der zweiten Ordnung von der Einheit ver-
schieden sei. Ja, wenn die Bahnform der Ellipse nur wenig excentrisch ist, so
dass die Excentricitiit als eine Grisse der ersten Ordnung sich betrachten

o v.N

Liisst, so wiirde die Differenz von —7-7 Zu ener noch um emen Grad hoheren

Ordnung gehoren kinnen. Es ist daher klar, dass jener Fehler von derselben

E : . : : 99"
Ordnung wie vorher bleiben werde, wenn in unserer Gleichung statt ——7—7

1"

99
gesetzt wird ——-, wodurch sie folgende Form erhilt:

1

) = (AL C&+d3 (1—{— 23,3 )
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149) Auch diese Gleichung enthilt zwar noch die unbekannte Grosse 7, welche
sich aber offenbar eliminiren lisst, da sie nur von ¢" und bekannten Grossen
abhiingig ist. Wiirde die Gleichung alsdann gehorig geordnet, so wire sie
eine des achten Grades.

134.
Aus dem Vorstehenden ist bereits der Grund ersichtlich, warum wir in
unserer Methode- fiir z, y resp. die Grossen % = £ Ung.2 (Zﬁ_l — 1>

annehmen wollen. Denn es ist zuerst klar, dass, wenn P und @ als bekannt
angesehen werden, sich daraus d" mittelst der Gleichung

c—]—d P
NS B s ( L 2’3)
bestimmen lasse und sodann ¢ und 0" durch die Gleichungen [4] und [6] des
Artikels 114, indem man hat

n
Sl 1+P (“V 2% ) - 1+P <1+2
Zweitens ist offenbar, dass bei der ersten Hypothese fiir die Grossen P und
; " ; e i ’19// n / /16311 ;
Q, deren genau wahre W erthe Fag o und e e sind,

"

sofort die geniiherten Werthe :Z— und 99" sich darbieten, eine Hypothese,
aus welcher in die Bestimmung von ¢’ und mithin auch von d, d” Fehler der
ersten Ordnung iibergehen, oder von der zweiten Ordnung in dem mehrfach
erwihnten Bpemalhﬂe Obgleich man sich iibrigens im Allgememen auf diese
Schlussfolgerungen fest verlassen darf, so konnen sie doch in einem besondern
Falle ihre Beweiskraft verlieren, falls niimlich die Grosse (0.1.2), die im
Allgemeinen von der dritten Ordnung ist, zufillig = Null wird, oder doch
so klein, dass sie einer hoheren Ordnung angehdren muss. Dies geschieht, falls
die oeocentn\che Bewegung an der Himmelskugel nabe an dem mittleren Orte
einen Einbiegungspunkt zeigt. Um daher diese Methode benutzen zu konnen,
ist es schliesslich offenbar nothwendig erforderlich, dass die heliocentrische
Bewegung innerhalb der drei Beobachtungen nicht zu betriichtlich sei. Diese
Einschriinkung aber kann nach der Natur der sehr verwickelten Aufgabe
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in keiner Weise vermieden werden, und ist auch nicht fiir einen Nachtheil
zu halten, da man stets wiinschen wird, die erste Bestimmung der unbekannten
Baln eines neuen Himmelskorpers baldmoglichst zu  beginnen.  Ausserdem ist
jene Einschriinkung, wie die unten gegebenen Beispiele zeigen werden, In
ziemlich weitem Sinne zu verstehen.

135.

Die vorstehenden Untersuchungen sind zu dem Zwecke angefiihrt,
damit die Grundsiitze, worauf sich meine Methode stiitzt, und gleichsam ihr
wahrer Nery desto klarer durchblickt werden. Die Durchfiihrung selbst aber
wird die Methode in einer ganz verschiedenen Gestalt darstellen, welche ich
nach sehr hiiufigen Anwendungen als die bequemste unter vielen andern von
mir versuchten empfehlen kann. Da bei der Bestinmung einer unbekamnten
Bahn aus drei Beobachtungen das ganze Geschiift sich stets auf einige
Hypothesen, oder vielmehr successive Anniiherungen zuriickfiihren lisst, so ist es
als ein sehr grosser Vortheil zu erachten, wenn es gelingt, die Rechnung derartig
anzuordnen, dass gleich von Anfang an so viele Operationen als moglich, die
nicht von P und @, sondern einzig von der Combination bekannter Grossen
abhiingen, von den Hypothesen selbst sich tremmen lassen. Man braucht dann
offenbar die vorliiufigen, allen einzelnen Hypothesen gemeinsamen Operationen
nur einmal auszufiihven, und die Hypothesen selbst werden auf so wenig
Operationen wie muoglich reducirt. Auch ist es dabei von grossem Werthe,
wenn man nicht nithig hat, bei den einzelnen Hypothesen bis zu den Elementen
selbst vorzuschreiten, sondern wenn man sich deren Berechnung bis zur letaten
Hypothese aufsparen kann. In beider Hinsicht diirfte meine Methode, welche
ich jetzt auseinandersetzen will, nichts zu wiinschen iibrig lassen.

136.

Vor allen Dingen muss man die drei heliocentrischen Orte der Krde
an der Himmelskugel 4, 4, 4" (Fig. 4) mit den drei entsprechenden geocen-
trischen Orten des Himmelskorpers B, B, B durch grisste Kreise verbinden,
und sowohl die Lage dieser grossten Kreise in Beziehung auf die Ecliptik

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 24
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(wenn man nimlich letztere zur Grundebene wihlt), als in ihnen die Lage
der Punkte B, B, B’ berechnen. Es seien «, «, o' drei geocentrische
Liingen des Himmelskorpers, 3, 3, 8" dessen Breiten, /, ', " die heliocen-
trischen Lingen der Erde, deren Breiten = Null gesetzt werden (Artt. 117, 72).
Es seien ferner y, 7/, ¥ die Neigungen der grissten Kreise, welche von A4,
A, A" beziehungsweise nach B, B, B’ gezogen®sind, gegen die Ecliptik.
Um in Bestimmung dieser Neigungen eine feste Regel zu befolgen, wollen
wir sie bestindig in Beziehung auf denjenigen Theil der Ecliptik messen,
welcher von den Punkten A, 4, A" nach der Ordnung der Zeichen belegen
ist, so dass ihre Grésse von O bis zu 360" durchgeziihlt wird, oder, was auf
dasselbe herauskommt, im nordlichen Theile von 0 bis 180°, im siidlichen
von 0 bis —180°. Die Bogen AB, A'B, A"B’, die man stets zwischen 0
und 180" setzen kann, bezeichne ich mit d, ¢, d". So hat man fiir die
Bestimmung von y, ¢ die Formeln:

tang 8
1] tangy = -—zes o
i Hang(e=T)
2] tanod = Y

welchen man zur Priifung der Rechnung hinzufiigen kann:

gingd = %Zg;, cosd = cos 3 cos (a—1).
Zur Bestimmung von , &, 4, 0" dienen offenbar ganz analoge Formeln.
Wiirde gleichzeitig 3 =0, a—I =0 oder = 180°, d. h. beféinde sich der
Kérper zugleich in der Oppos1t10n oder Conjunction und in der Ecliptik, so
wiirde y unbestimmt bleiben; aber ich setze voraus, dass dieser Fall bei keiner
der drei Beobachtungen Statt habe.

Wenn statt der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewihlt wird,
so miisste man, um die Lage der drei grissten Kreise in Beziehung auf den
Aequator zu bestimmen, ausser den Neigungen noch iiberher die Rectascensionen
der Einschnitte mit dem Aequator berechnen, und auch ausser den Abstinden
der Punkte B, I, B’ von diesen Einschnitten annoch die Abstiinde der Punkte
A, A, A" von denselben bestimmen. Da dies von der im Art. 110 behan-
delten Aufgabe abhiingig ist, so halte ich mich hier bei der Entwickelung der
Formeln nicht weiter auf.
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137.

Das zweite Geschift bildet die Bestimmung der relativen Lage jener
drei grossten Kreise unter sich, die von der Lage der gegenseitigen Kin-
schnitte und von den Neigungen abhiingig ist. Da ich dieses ohne Zwei-
deutigkeit auf klare und allgemeine Begriffe zuriickzufiihren wiinsche, so dass
man nicht fiir die einzelnen verschiedenen Fille auf besondere Figuren zu
recurriren braucht, so muss ich einige vorgiingige Erliuterungen voranschicken.
Zuerst muss man nimlich in jedem grossten Kreise zwei entgegengesetate
Richtungen unterscheiden, was dadurch geschieht, dass man die eine als
eine vorschreitende oder positive, die andere als eine riickgiingige oder negative
betrachtet. Da dies an sich ganz willkiirlich ist, so will ich, um eine feste
Norm aufzustellen, stets die Richtungen von A, A, A" nmach B, B, B’ hin
als positive betrachten, so z. B. wenn die Einschneidung des ersten Kreises mit
dem zweiten durch eine positive Distanz vom Punkte 4 dargestellt wird, so
ist dies so zu verstehen, dass sie von A gen B hin (wie D" in unserer Figur)
zu nehmen sei; wenn sie aber negativ wire, so miisste sie von der anderen
Seite von A genommen werden. Sodann aber zweitens, werden auch die
beiden Halbkugeln, in welche jeder grosste Kreis die ganze Kugel zertheilt,
durch schickliche Benennungen von einander zu unterscheiden sein. Und zwar
will ich diejenige Halbkugel die obere nennen, welche dem an der inmeren
Kugelfiiche einen grossten Kreis in vorschreitender Richtung Durchwandernden
zur Rechten ist; die andere die untere. Die obere Region wird daher analog
sein der nordlichen Halbkugel in Beziehung auf Ecliptik oder Aequator, die
untere der siidlichen.

Hat man dies richtig verstanden, so wird man leicht beide Einschnitte
der grissten Kreise von einander unterscheiden kimnen; in dem einen Ein-
schnitte n@mlich lenkt der erste Kreis aus der untern Region des zweiten in
die obere, oder, was dasselbe ist, der zweite aus der oberen Region des ersten
in die untere. Bei dem zweiten Einschnitte findet das Gegentheil Statt.
An und fiir sich ist es freilich ganz gleichgiiltig, welche Einschnitte wir bei
unserem Problem auswihlen wollen. Um aber auch hier mnach einer unver-
tinderlichen Norm zu verfahren, wollen wir stets diejenigen (D, I, D" in Fig. 4)

24*

(152)
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annehmen, wo resp. der dritte Kreis 4"B" in des zweiten A' B, der dritte in
des ersten A B, der zweite in des ersten obere Region iibergeht. Die Lage
dieser Einschnitte wird durch ihre Abstinde von den Punkten A4 und A",
Aund A", A und 4' bestimmt, welche wir einfach mit A'D, 4"D, AD', A" D,
AD'", A'D" bezeichnen wollen. Sedann werden die gegenseitigen Neigungen
der Kreise die Winkel sein, welche resp. in diesen Einschnittspunkten D, D,
D" zwischen denjenigen Theilen der sich schneidenden Kreise enthalten sind,
die in vorschreitender Richtung liegen. — Diese, stets innerhalb O und 180°
zu nehmenden Neigungen bezeichne ich mit & &, ¢. Die Bestimmung dieser
neun unbekannten Grossen aus den bekannten hingt offenbar von derselben
Aufgabe ab, die im Art. 55 abgehandelt ist. Man hat daher folgende
Gleichungen :

[38] siniesin+(AD+A'D)=sini({l’'—0)sin 3 (y" 47
[4] sinlecosi(A' D+ A"D) = cosy ('—0)sin L (y"—7)
[] costesin —;« (AD—A"D) = sin £ (I'—1")cos 1 (" +7)
[6] costecost(AD—A'D) = cosy(I'—1)cos3(y"—7)

Aus den Gleichungen [3] und [4] wird §(4'D+A4"D) und sinye gefunden,
die beiden iibrigen geben +(A4'D—A"D) und cos$é, und so A'D, A"D und e
Der Zweifel bei Bestimmung der Bogen 1(4'D4A4"D), $(4'D—A"D) durch
die Tangenten wird mittels der Bedingung entschieden, dass sinje und cos 3¢
7 2 2

positiv herauskommen miissen, und die Uebereinstimmung von sinj¢ und cos ;¢
dient zur Priifung der ganzen Rechnung.

(@) {5

Die Bestimmung der Grossen AD', A'D, ¢, AD", AD", & geschieht

auf oanz ihnliche Weise, und es wird nicht nothig sein, die zu dieser Berech-
o ) o 2
nung anzuwendenden acht Gleichungen hierher zu iibertragen, dasie von selbst
‘o) te} /)
aus den Gleichungen 3—6 folgen, wenn
(] " & 78 1 /
AD CA'D. e | l—V g |
mit AD | AD. | & | ¥l | % | % oder
mit AL L AD |l =l
resp. vertauscht werden.

Eine neue Priifang der ganzen Rechnung lisst sich noch aus der gegen-
seitigen Relation zwischen den Seiten und den Winkeln des von den Punkten
D, IV, D" gebildeten sphiirischen Dreiecks ableiten, woraus man folgende

Lt g It ) 8
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ganz allgemein geltenden Gleichungen erhilt, welche Lage auch diese Punkte

haben mogen :
SiAPE ADY) | sin(dD— AR sintA'D— A'D)

sin & sin ¢’

siné”

Wenn endlich der Aequator an Stelle der Ecliptik zur Grundebene
gewihlt wird, so erleidet die Rechnung nur die Aenderung, dass man fiir die
heliocentrischen Orte der Erde 4, A4, A" diejenigen Punkte des Aequators
substituiren muss, wo er von den Kreisen AB, 4'B, A"B" geschnitten wird.
Man nimmt daher fiir /, /', " die Rectascensionen dieser Kinschnitte, und fiir
A' D die Distanz des Punktes [ vom zweiten Einschnitte u. s. w.

138.

Das dritte Geschiift besteht nun darin, dass man die beiden Hussersten
geocentrischen Orte des Himmelskérpers, d. h. die Punkte B, B” durch einen
grossten Kreis verbindet, und des letzteren Einschnitt mit dem gréssten Kreise
A' B bestimmt. Es sei B* dieser Einschnitt, und 0’—o dessen Abstand vom
Punkte A, sowie «* dessen Liinge, 3* die Breite. Man hat also, weil B, B,
B" in demselben grossten Kreise liegen, die bekannte Gleichung:

0 = tang 3sin (o' — o) —tang 3" sin (¢" — ) 4- tang 3" sin (¢" — @),
welche, wenn man tangy/'sin(¢"—/) fiir tang(3" substituirt, folgende Gestalt
annimmt:

cos(a"—1') {tang Bsin(o'—1)—tang 3" sin (a— Z’)}

—sin(a"—1) {tangﬂ cos ('—1') 4 tang 7/ sin (e"— &) — tang (3" cos (e —1 ’)}
Da nun tang(¢*—!{') = cosy'tang (0'—a), so hat man

tang @sin (¢ — 1) — tang " sin (¢ — 1)
cos 7' (tang f cos (¢’ —U') — tang §” cos (¢ —1')) |- siny’sin (¢ —e) *

tang (0" -—o) =

Hieraus leitet man die folgenden, zur numerischen Rechnung be-
quemeren Gleichungen ab.
Man setze
[7] tangpsin («'—1)—tang3"sin(e—0") = S
[8] tangfcos(a¢’'—I)—tang 3" cos(¢—1!) = T'sint
[9] sin(e¢'—a) = T'cost,

153)
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(Art. 14, II), und es wird sein:
[10] tang(d'—o0) = Ts_i'rf(fj—{——y’]'
Die Zweideutigkeit in Bestimmung des Bogens d'—o durch die Tangente
entsteht daraus, dass die grossten Kreise A'B, BB" in zwei Punkten sich
schneiden. Ich nehme fiir B* stets den dem Punkte B’ niichsten Einschnitt,
so dass o immer zwischen die Grenzen — 90’ und +90° fillt, wodurch jene
Zweideutigkeit gehoben wird. Gemeiniglich wird dann der Werth des Bogens o
(der von der Curvatur der geocentrischen Bewegung abhiingt) eine hinléinglich
(154) miissige Grosse sein, und zwar, allgemein gesprochen, von der zweiten
Ordnung, wenn die Zeitintervalle als Grossen erster Ordnung ange-
sehen werden.

Welche Modificationen bei der Rechnung anzubringen sind, wenn statt
der Ecliptik der Aequator als Grundebene gewihlt wird, ist aus der Anmerkung
des vorhergehenden Artikels von selbst klar.

Uebrigens bleibt die Lage des Punktes B® dann offenbar unbestimmt,
wenn die Kreise BB’, A'B' iiberhaupt zusammenfallen sollten; diesen Fall,
wo die vier Punkte 4, B, B, B" in demselben grissten Kreise liegen wiirden,
schliesse ich von unserer Untersuchung aus. Is ist aber auch angemessen,
bei Auswahl der Beobachtungen selbst den Fall zu vermeiden, wo die Lage
dieser vier Punkte nur wenig von einem grissten Kreise abweicht, widrigen-
falls die Lage des Punktes B', welche bei den mnachfolgenden Operationen von
grosser Wichtigkeit ist, durch die kleinsten Beobachtungsfehler zu sehr afficirt
werden und sich nicht mit der néthigen Genauigkeit bestimmen lassen wiirde.
FEbenso wiirde der Punkt B* dann unbestimmt bleiben, wenn die Punkte B, B
in einen einzigen zusammentielent), in welchem Falle die Position des Kreises
B B unbestimmt bleiben wiirde. Ich schliesse deshalb auch diesen Fall aus,
sowie man sich denn auch aus dhnlichen Griinden wie die vorigen derjenigen
Beobachtungen zu enthalten hat, bei welchen der erste und letzte geocentrische
Ort in Punkte der Kugel fallen, die sich sehr nahe sind.

+) Oder auch dann, wenn letztere sich entgegengesetzt sind, aber von diesem Falle spreche ich nicht,
weil unsere Methode nicht auf Beobachtungen ausgedehnt werden kann, die einen so grossen Zeitraum
umfassen.
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139.

Es seien an der Himmelskugel C, €', C" die drei heliocentrischen Orte
des Himmelskorpers, welche resp. in den grossten Kreisen A DB, AR AR
und zwar zwischen 4 und B, 4 und B, A" und B’ belegen sein werden
(Art. 64, III); ausserdem werden die Punkte C; €', C" in demselben grossten
Kreise liegen, niimlich in demjenigen, welchen die Bahnebene an der Himmelskugel
projicirt.  Ich bezeichne mit r, 7, 7' die drei Entfernungen des Himmelskdrpers
von der Sonne; mit ¢, ¢, ¢’ dessen Abstinde von der Erde; mit R, k) B
die drei Abstinde der Erde von der Sonne. Ferner setze ich die Bogen C'C",
Bl 00 rap. = F 27, 2f") wmd PPsm2f =, rrien2f = u
rr'sin2 £'=n'. Man hat daher f' = f+ ', AC+CB=9, AC'+C'B' =7,
A"C"4+C"B' = 0" und sodann

sind SNl GFR ST s (73]
pd i 0 o h
SIn(OfN iiisin G il s ¢/ B!
7_/ R Ql B RI
sin 6" g ALCH gin € B
,1/1 == Q/l on R// L

Hieraus sieht man, dass, sobald die Lage der Punkte C, €', C" bekannt
" und ¢, ¢, @ bestimmen

1
£ : y s 5 8 n
liessen. Ich will nun zeigen, wie sich erstere aus den Grissen ——= P,

sein wiirde, sich daraus die Grossen 7, 7, 7

2 (n—l;,n — 1) 7* = @ ableiten lisst, von denen, wie ich bereits oben erklirt

habe, unsere Methode ausgeht.

140.

Zuerst bemerke ich, dass, wenn N irgend ein Punkt des grossten
Kreises CC'C” ist, und man die Abstinde der Punkte C, (", C” von dem
Punkte N nach der niimlichen Richtung zihlt, welche von C mach C" geht,
so dass allgemein wird:

W= NC.= 2f, NC' <NC=3f, NCO—NO=2F,

(155)*



(156)

192 Zweites Buch. Erster Abschnitt.

man folgende Gleichung habe:
0 =sin2 fsin NC—sin2 f'sin NC'+&in2 f'sinNC" .. ...oviiiiiiinas (D).

Nun gehe ich davon aus, dass N im FKEinschnitte der grossten Kreise
BB'B', CC'C" genommen sei, gleichsam im aufsteigenden Knoten des
ersteren auf dem zweiten. Ich bezeichne mit €, ¢, ", D, D, D" resp. die
Abstinde der Punkte C, C', C", D, D', D" von dem grossten Kreise B.B*B’,
die von einer der beiden Seiten positiv, von der anderen entgegengesetzten
negativ zu nehmen sind. Darnach werden offenbar sin@, sin€’, sin@" resp.
proportional sein sin N, sin N (', sin NC", wodurch die Gleichung (I) folgende
Gestalt erhilt:

.0 = sin2 fsin@—sin2 f'sin@ 4-sin 2 ' sin C”,
oder, wenn man mit 77 7" multiplicirt,
0 =nrsmC—nrsnC 4 n'ranl .. oo, v snnieh Bt B S ST G (ID).

Ferner ist klar, dass sich verhalte sin@ zu sin®" wie der Sinus des Abstandes
des Punktes C von B zum Abstande des Punktes D' von B, wobei jeder
Abstand nach derselben Richtung hin gemessen wird. Man hat daher

und auf #hnliche Weise erhilt man:

sin®” sin CB

e ST 6, == m
e sin ® sin C' B* Sin S B
el =D e maD
i sin ®sin C” B’ sin ®'sin "' B”
e SnAD—07) . anATD—d)

Dividirt man daher die Gleichung (II) mit +“sin@’, so entsteht:
e rsinCB s D—d) = 7' sin C' B* sin (4" D—¢") T
=N PP AT —L0) *sinC" B" ° sin(A'D—0d +o0) :

Wenn man nun hier den Bogen C'B' mit z bezeichnet, fiir =, 7, " ihre
Werthe aus dem vorhergehenden Artikel substituirt, und der Kiirze wegen setzt:
[11] R/sirllésjn.(A”D’/—d”) o

: R'sin ¢"sin (4 D'—9)
R'sin ¢ sin (4" D —48") S
2" sin 0" sin (A’ D— 0’ +0) ’

a

[12]
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so verhiilt sich unsere Gleichung wie folgt:
0=an—>bn. i i
sin z
Der Coefficient b liisst sich aunch vermittelst der, leicht aus den eben gege-
benen Gleichungen abzuleitenden Formel
R sind'sin (A D" —6
[13] ot Esinésin(A'(D”—d’—{—)o) 5

berechnen. Zur Priifung der Rechnung wird es gut sein, beide Formeln [12]
und [13] zu benutzen.

Falls sin(4'D'—0"4-0) grosser ist als sin(4'D—d 40), so wird die
zweite Formel von den unvermeidlichen Tafelfehlern weniger afficirt, als die
erste, und ist daher dieser vorzuziehen, wenn sich eine kleine, hieraus zu
erklirende Verschiedenheit in den Werthen von 0 ergeben sollte. Dagegen
verdient die erste Formel mehr Vertrauen, sobald sin(4'D"—d + o) kleiner
ist als sin(4'D—0J"+o0). Wenn man will, kann man ein schickliches Mittel
zwischen beiden Werthen nehmen.

Zur Priifung der Rechnung lassen sich auch die nachfolgenden Formeln
brauchen, deren nicht so schwierige Ableitung ich indess der Kiirze wegen

weglasse:
__asin(l’"—1) bsin(l’—1)  sin(6'—o) sin (I’ —1)
i B e bk A T B
R sin ¢’ Ucos f cos i

b =

R’siné” ° sin(AD' —d)sing'?

wo U den Quotienten
S _ Tsin(t4-7)

sin(0'—o) ~ cos(d'—o)

(Art. 138, Gleichung 10) bezeichnet.

141.

Ans P = —Z— und der Gleichung (IIT) des vorhergehenden Artikels folgt:

- P+a 5 , sin(z—o0)
(n_‘l—n)fP—-{—l br sinz i

il

GAUSS, Theorie d. Beweg, d. Himmelsk. 20

Hieraus aber sowie aus

1" AR /
n—-+n 7 R sin 6 17
+, — 1>7"3 undt 72— = == “erhilttman
n simz
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Qsinz* P41

8in 2 + gar = b By, sin(z—o), oder
Qsinz! P i .
S e e ( P*——*}——i‘ s o) sin (z—o0)—sin o cos (z—o).
Setzt man der Kiirze wegen
1l
Uil s
und fiihrt den Hiilfswinkel @ so ein, dass
tanow — AR e
4 P—I— 1 COS 0
—{—a =

wird, so erhilt man die Gleichung (IV)

cQsinwsinz* = sin(z—w—o0),
woraus man die Unbekannte z bestimmen muss. Zur bequemeren Berechnung
des Winkels o lisst sich die vorige Formel fiir tangw so darstellen:
(P a)tang o

P( s — 1)+ (sr =)

tang w =

Setzt man daher
b
0S o0 =
[15] ———=d

COs o

[16] Agmga =
5 o

COS O

so hat man zur Bestimmung von die einfache Formel:

tang w = —g%)q__t%)—.

Die Berechnung der Grossen «, 0, ¢, d, e aus den F ormeln 11—16, welche
lediglich von gegebenen Grossen abhangt kann man als das vierte Geschaft
betrachten. Die Grossen b, ¢, e selbst hat man nicht nothig, sondern nur
ihre Logarithmen.

Uebrigens giebt es einen besondern Fall, in welchem obige Vorschriften
einiger Abtinderung bediirfen. Falls némlich der grosste Kreis BB’ mit A" B"
gusammenfillt und deshalb die Punkte B, B* mit D/, D, so wiirden g, b
unendliche Werthe erhalten. Setzt man in diesem Falle
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Rsindsin (4' D’ — o0+o)
Dano Al —8) .

7' sin (z—0)

so hat man statt der Gleichung III folgende: 0 = 7% —————, woraus

man dieselbe Gleichung TV erhiilt, wenn man macht
wsin o
tang w = P (I—mcoso)"
Ebenso wird in dem besonderen Falle, wo o = 0, die Grisse ¢ unend-
lich und @ = 0, woraus der Factor c¢sinw in der Gleichung IV unbestimmt
zu sein scheint; nichtsdestoweniger ist er in Wahrheit bestimmt und sein Werth

P+ta

T R 0 — ) (P d) wie eine kleine Aufmerksamkeit lehren wird. In

2(b—1) (P4-d)
QP+ a)

diesem Falle wird daher sinz = E'sind’}/

142. ¢

Die Gleichung IV, welche entwickelt zur achten Ordnung aufsteigen
wiirde, wird in ihrer ungeiinderten Form durch Versuche sehr rasch aufgeldst.
Uebrigens zeigt die Theorie der Gleichungen (was weiter zu entwickeln ich
hier jedoch der Kiirze wegen unterlasse), dass diese Gleichung entweder zwel,
oder vier Auflssungen durch reelle Werthe zulasse. Im ersteren Falle wird der
eine Werth von sinz positiv sein, den anderen negativen muss man verwerfen,
weil nach der Natur der Aufgabe 7' nicht negativ herauskommen kamn. Im
zweiten Falle wird von den Werthen fiir sinz entweder einer positiv sein
und die andern drei megativ — wo es daher nicht zweifelhaft ist, welchen
man annehmen muss — oder man hat drei positive mit einem negativen. In
diesem Falle muss man auch von den positiven Werthen, wenn solche da
sind, diejenigen verwerfen, wo 2z grosser herauskommt als ', weil vermoge
einer andern wesentlichen Bedingung der Aufgabe ¢ und deshalb auch
sin(d'—=2) eine positive Grosse sein muss.

So oft die Beobachtungen um miissige Zeitriiume von einander ent-
fernt sind, wird gemeiniglich der letztere Fall Statt haben, dass drei positive
Werthe fiir sinz der Gleichung Gentige thun. Unter diesen Auflgsungen

plegt ausser der wahren noch eine gefunden zu werden, wo 2z wenig
25
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von ¢ verschieden, bald etwas grisser, bald etwas kleiner ist. Diese Er-
scheinung ist auf folgende Weise zu erkliren. Die analytische Behandlung
unserer Aufgabe ist allein auf die Bedingung gestiitzt, dass die drei Orte des
Korpers im Raume in geraden Linien liegen miissen, deren Lage durch den
absoluten Ort der Erde und die beobachtete Position bestimmt wird. Schon
nach der Natur der Sache miissen zwar jene Orte in denjenigen Seiten
der geraden Linien liegen, woher das Licht auf die Erde herabgelangt;
aber die analytischen Gleichungen erkenmen diese Einschriinkung nicht an,
und miissen alle, mit den Kepler'schen Gesetzen iibereinstimmende Orts-
systeme auf gleiche Weise umfassen, sei es nun, dass letatere von dieser
Qeite der Erde her in diesen geraden Linien liegen, oder von jener Seite
her, oder sei es endlich, dass sie mit der Erde selbst zusammenfallen. Auch
dieser letzte Fall wiirde unserer Aufgabe Geniige leisten, da die Erde selbst
nach Norm jener Gesetze sich bewegt. Hieraus sieht man, dass die Gleichun-
gen auch diejenige Auflosung begreifen miissen, in welcher die Punkte C,
(', C" mit den Punkten A, A, A" zusammenfallen (insoweit man die sehr
kleinen Veriinderungen vernachlissigt, welchen die elliptischen Erdorte ver-
moge der Storungen und der Parallaxe unterworfen sind). Die Gleichung v
muss daher stets die Auflosung z = 0' zulassen, wenn fiir P und @ die den
Erdorten entsprechenden wahren Werthe genommen werden. Falls mithin
jenen Grossen Werthe beigemessen werden, die von diesen nicht viel ver-
schieden sind (was sich immer annehmen lisst, wenn die Zwischenzeiten
miissig  sind), so muss unter den Auflsungen der Gleichung IV noth-
wendig eine gefunden werden, welche sehr mnahe an den Werth z = ¢’
herankommt.

Gemeiniglich wird zwar in dem Falle, wo die Gleichung IV drei Aut-
lssungen durch positive Werthe fiir 2z zuliisst, die dritte Losung (ausser der |
wahren und der, von welcher wir eben gesprochen haben) einen Werth von z
geben, der grosser als " und deshalb analytisch ehenso moglich, physisch
aber unmoglich ist. Dann kann es daher nicht zweifelhaft sein, welchen man
nehmen muss. Es kann sich aber auch ereignen, dass jene Gleichung zwei
verschiedene schickliche Auflgsungen zulisst, und dann wiirde sich unserer
Aufgabe durch zwei ganz verschiedene Bahnen Geniige leisten lassen. Uebrigens
ist in einem solchen Falle die wahre Bahn von der falschen leicht zu unter-
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scheiden, sobald nur erst andere mehr entfernte Beobachtungen zur Priifung
hinzugezogen werden konnen.

143.

Sobald der Winkel z gefunden ist, hat man sofort 7 durch die Gleichung
y R'sin ¢’

1/
. . n
i - TFemer erhiilt man aus den Gleichungen P = —— und (I1I)
w'r  (P4a)R'sind
i b sin (z — 0)
nEEe N ey
b e b

Um die Formeln, welche zur Bestimmung der Lage der Punkte C) ("
aus der Lage des Punktes (' dienen, so abzuhandeln, dass ihre allgemeine
Wahrheit auch fiir diejenigen Fille sofort einleuchte, welche die Fig. 4 nicht
zeigt, bemerke ich, dass der Sinus des Abstandes des Punktes C' vom
grossten Kreise C'B (positiv genommen in der oberen Region, negativ in
der untern) gleich sei dem Producte von sing’ in den Sinus des Abstandes (160)
des Punktes €' von D’ (nach der vorschreitenden Richtung gemessen) und
daher = —siné¢’sinC’ D" = —sine’sin(z+4'D'—¢). Ebenso wird der Sinus
des Abstandes des Punktes C" von demselben grissten Kreise = —siné'sin (" D'
Offenbar aber verhalten sich dieselben Sinusse wie sinCC" zu sinCC”, oder

" /
. n . o=
wie — zu —, oder wie n'r" zu #'7. Setzt man daher C"D = T" so
) i )
hat man
Lim ) . /1
= e ey N5y S & . oY
Wi s (e ZT.Wsm(Z—I—AD —0d).
Auf canz #hnliche Weise erhilt man, wenn CD' =  gesetzt wird
to] L (o] )

w1

WAL il =

: S%Z,—Sin(z—{—A'D——()")

n
VIL rein(4+AD'—AD) —r' P.E2 sin(¢"+ 4" D— A' D).
Durch Combination der Gleichungen V und VI mit den folgenden, aus Art. 139
heriibergeschriebenen :

VIIL +'sin(f'— A’ D'+ ") = R'sind”
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IX. rsin({—AD 4 J) = Rsind)
lassen sich die Grossen , L', r, " nach Anleitung des Art. 78 daraus be-

stimmen. Zur bequemeren Erledigung der Rechnung bringe ich noch folgende
Formeln bei. Man setze:

Bl i
18] =y =
i o)
0] ="

Die von P und @ noch unabhiingige Berechnung dieser Grossen oder vielmehr
ihrer Logarithmen kann als das fiinfte und letzte Geschift bei den
Priiliminar - Operationen angesehen werden, und wird dasselbe sogleich bequem
mit der Berechnung von a, b oder mit dem vierten Geschifte erledigt, wo

b7 .
o= — wird. Macht man sodann:

n'7 sine

.sin(z+4'D—0d0)=p

n Eine

n'r  sinég’
Tolk e stniE!

x(hp—1)=gq
z// (l”z)”—l) e ql/,

.sin(z+4'D"'—08) =p’

‘so erhilt man £ und » aus rsinf = p, reost = ¢, und L’, sowie 7, aus
P'snl" = p’, 7 cost” = ¢'. Ein Zweifel in Bestimmung von £ und {" kann

hier nicht obwalten, weil » und 7' nothwendig als positive Grossen heraus-
kommen miissen. Die vollstindige Rechnung mittelst der Gleichung VII kann
zur Priifung dienen.

Es giebt aber zwei Fiille, wo man eine andere Methode befolgen muss.
So oft nimlich der Punkt D' mit B entweder zusammenfillt, oder auf der
Kugel ihm entgegengesetzt ist, oder so oft AD'—d =0 oder = 180°, so
miissen die Gleichungen VI und IX nothwendig identisch sein, und es wiirde
daher % = oo, ip—1 = 0 werden und mithin ¢ unbestimmt bleiben. In
diesem Falle werden zwar £’ und ' auf dieselbe oben gezeigte Art bestimmt,
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sodann aber muss man £ und » aus Combination der Gleichung VII mit VI
oder IX ableiten. Ich unterlasse es, die aus dem Art. 78 zu entnehmenden
Formeln hier nochmals herzuschreiben, und bemerke nur, dass in dem Falle,
wo AD—08 zwar nicht = 0 und auch nicht = 180°, doch aber ein sehr
kleiner Bogen ist, man besser thut, dieselbe Methode zu befolgen, weil
dann die erstere Methode nicht die néthige Schirfe zulassen wiirde. Und
zwar moge man die Combination der Gleichung VII mit VI oder mit
IX annehmen, je nachdem sin(AD'—AD') grosser oder kleiner ist, als
sin(4D"— 9).

Ebenso wiirde in dem Falle, wo der Punkt D' oder der ihm entgegen-
gesetzte entweder mit B’ zusammenfillt, oder nur wenig davon absteht, die
Bestimmung der Grossen ¢”, 7' durch die vorhergehende Methode entweder
unmoglich werden, oder wenig Sicherheit gewihren. Dann bestimmt man
daher ¢ und » zwar durch jene Methode, alsdann aber £” und 7" aus Com-
bination der Gleichung VII entweder mit V oder mit VIII, jenachdem
sin(4'D—A"D)) grosser oder kleiner ist als sin(4"D—0d"). Uebrigens braucht
man nicht zu besorgen, dass zugleich D' mit den Punkten B, B’ oder den
entgegengesetzten Punkten zusammenfillt, oder nur wenig von ihnen absteht;
denn den Fall, wo B mit B’ zusammenfillt, oder nur sehr wenig davon
absteht, habe ich bereits oben im Artikel 138 von unserer Untersuchung aus-
geschlossen.

144.

Hat man die Bogen {, ¢’ gefunden, so ist dadurch die Lage der
Punkte C, C" gegeben, und es liisst sich der Abstand C'C" =2 f" aus {
und ¢ bestimmen. Es seien u, »’ die Neigungen der grossten Kreise 4B,
A"B' zu dem grissten Kreise CC” (welche in Fig. 4 resp. die Winkel C"C'D’
und 180°—CC"D' sein werden), so hat man folgende, ganz denen im Art. 137
[3]—[6] analoge Gleichungen:

sin f'sin 1 (@' +u) = sin § ¢'sin 4 ({4 L")
sin /' cos+ (&' +u) = cos+ &'sin 4 ({—{")
cos /' sin H (W' —u) = sin L & co%%(( + "
cos ' cos + (u'—u) = cos} ¢ cos 5 ({—{").

(162)
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Die beiden ersten geben +(u'+u) und sinf’, die beiden andern  (»'—u) und
cos f'; aus sinf’ und cos /' hat man f'. Die Winkel §(v'4 %) und (u'—w),
welche erst in der letzten Hypothese zur Bestimmung der Lage der Bahnebene
gebraucht werden, kann man in den ersten Hypothesen bei Seite lassen.

Auf ganz #hnliche Weise liesse sich f aus & O'D und C"D, sowie f,
aus ¢, OD" und C'D" bestimmen; man wendet aber hierzu bequemer die fol-
genden Formeln an:

a2 e=ram2

n
nr
"

gin 2" =ut @ il

n
n'r?

"
s : 3 n n =

wo man die Logarithmen der Grossen —ro und — schon aus der fritheren
Rechnung vor sich hat. Eine neue Priifung der ganzen Rechnung endlich wird
dadurch gewonnen, dass 2 f4 2 f" = 2 f’ werden muss; sollte zufillig ein Unter-
schied Statt finden, so kann er sicherlich von keiner Bedeutung sein, wenn sonst
alle Operationen so genau als mdglich vollzogen sind. Bisweilen kann jedoch,
falls die Rechnung allenthalben mit sieben Decimalen durchgefiibrt ist, dieser
Irrthum auf einige Zehntheile der Secunde steigen, welchen man, wenn es der
Miihe werth scheint, mit leichter Miihe unter 2f und 2 #” so vertheilen kann

) . Y
dass die Logarithmen der Sinusse auf gleiche Weise entweder vermehrt oder

: ; rsin2 f" n' ;
vermindert werden, wodurch der Gleichung P= ——=—5- = — mit aller
#'sin 2 f n

Schiirfe, die die Tafeln zulassen, geniigt sein wird. Sind f und f” wenig ver-
schieden, so reicht es hin, zwischen 2f und 2f" jenen Unterschied gleich-

missig zu vertheilen.

145.

Nachdem man solchergestalt die Positionen des Himmelskorpers in der
Bahn bestimmt hat, muss man eine doppelte Berechnung der Elemente sowohl aus
Combination des zweiten Orts mit dem dritten beginnen, als aus Combination
des ersten mit dem zweiten, zugleich mit den entsprechenden Zeitintervallen.
Bevor man aber diese Operation unternimmt, bediirfen die Zeitintervalle noch
einer Verbesserung, wenn man nimlich beschlossen hat, auf die Aberration
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nach Maassgabe der dritten Methode im Art. 118 Riicksicht zu nehmen. In
diesem Falle niimlich muss man statt der wirklichen Zeiten als fingirte solche (163)
setzen, welche resp. um 4939, 493¢', 493¢" Secunden frither sind. Zur Be-
rechnung der Entfernungen ¢, ¢/, ¢ hat man die Formeln:

e R s s G- 8 L Y
= EE—AD Y T sme
e Risimfdg) sl (05)
i sin 2 B Btroqe
e R” sin (A”D/ ——é’”) w3 ?“” Sin (A//D/_ g//)
Q A sin (§” _— A” D/ + OH) i Siﬂ“ .

Hat man iibrigens die Beobachtungen von Anfang an sogleich nach der
ersten oder zweiten Methode des Art. 118 von der Aberration befreit, so muss
diese Rechnung weggelassen werden, und es wiirde deshalb auch nicht nothig
sein, die Werthe der Entfernungen ¢, ¢/, ¢' zu ermitteln, als um vielleicht zu
priifen, ob diejenigen Werthe, auf welche man vorher die Berechnung der
Aberration gestiitzt hatte, genau genug waren. Schliesslich ist es von selbst
klar, dass es dieser ganzen Rechnung auch alsdann nicht bedarf, wenn man
die Aberration iiberhaupt vernachlissigen wollte.

146.

Die Bereclmung der Elemente — welche man in dem einen Falle aus
#, 7', 2 f und der verbesserten Zwischenzeit der zweiten und dritten Beob-
achtung, deren Product mit der Grosse k& (Art. 1) ich mit 9 bezeichne; und
im anderen Falle aus 7, #, 2" und dem Zeitintervall zwischen der ersten
und zweiten Beobachtung, dessen Product mit £ = 9" sein soll, anstellt
— wird nach der in den Artikeln 88 bis 105 gegebenen Methode nur
bis zu der dort mit y bezeichneten Grosse durchgefiihrt, deren Werth in
der ersten Combination ich mit 7, in der zweiten mit 7" bezeichnen will.

Es wird daher
9" 7 4 g L
T R ro’ q o cos fcos f cos f

S Q/a

und man sieht, dass, wenn die Werthe der Grossen P und ¢), auf welche die
ganze Rechnung bis jetzt gebaut war, die wahren sein sollten, 2 =P, ¢’ = ¢

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 26
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herauskommen miisse.  Umgekehrt ist leicht einzusehen, dass, falls P = P,
Q = Q herauskommt, die doppelte Elementen-Rechnung, wenn sie von beiden
Seiten zu Ende gefiihrt wird, ganz gleiche Zahlen liefern miisse, durch welche
also alle drei Beobachtungen genau dargestellt wiirden, und so der Aufgabe
vollstindig geniigt wiirde. Falls aber nicht P = P, @ =@ wird, so mag
man P'— P, @ —Q fiir X und Y nehmen, wenn man nimlich P und @ fiir
x, y genommen hat. Noch bequemer ist es, log P = 2, logQ =y zu setzen,
und log P —log P = X, log@Q —logQ = Y. Alsdann ist die Rechnung mit

anderen Werthen von @, y zu wiederholen.

147.

Eigentlich wiirde es zwar auch hier, ebenso wie. in den zehn oben
abgehandelten Methoden, willkiirlich sein, welche neue Werthe man fiir 2, y
in der zweiten Hypothese setzen wollte, wenn solche nur nicht den oben
erkliirten allgemeinen Bedingungen widersprechen. Da es jedoch offenbar ein
grosser Vortheil ist, falls man sofort von etwas genaueren Werthen ausgehen
kann, so wiirde es nicht weise sein, die zweiten Werthe gleichsam aufs Gerathe-
wohl anzunehmen, da es in der Natur der Sache liegt, dass, wenn die ersten
Werthe von P, ) nur mit kleinen Fehlern behaftet sind, sich daraus die Werthe
P, () viel genauer darstellen lassen, wenn anders die heliocentrische Bewegung
cine miissige war. Ich will deshalb stets P/, ' als zweite Werthe von P, ¢
nehmen, oder log P', log @) als die zweiten Werthe fiir z, y, wenn die ersten

Werthe durch log 2, log ) bezeichnet sind.

In dieser zweiten Hypothese, wo alle durch die Formeln 1—20 dargelegten
Priiliminar-Operationen unveriindert beizubehalten sind, wird die Rechnung nun
auf ganz ihnliche Weise wiederholt. Zuerst wird der Winkel w, dann werden

e ) Y
/ wan nr

r, —— ——, ¢
,”” ) o)

e ¢ s fy fy f bestimmt. Aus der mehr oder weniger

U5y

betrichtlichen Differenz zwischen den neuen und alten Werthen dieser Gréssen
liisst sich leicht ermessen, ob es der Mithe werth ist oder nicht, auch die
Verbesserung der Zeiten wegen der Aberration von Neuem zu berechnen. Ist
dies micht der Miihe werth, so bleiben die Zeitintervalle und deshalb auch
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die QGrossen 9 und 9" die niimlichen wie vorher. Schliesslich leitet man aus
£ vy o5 £y v, v und den Zwischenzeiten %, %" und hieraus neue Werthe fiir
P, Q ab, die gemeiniglich von den durch die erste Hypothese gelieferten
viel weniger verschieden sind, als diese selbst von den ersten Werthen {fiir
P, Q. Die zweiten Werthe von X, ¥ werden daher viel kleiner sein, als
die ersten, und die zweiten Werthe fiir P/, @ kann man als dritte Werthe
fiir P, Q nehmen, und hiermit die Rechnung abermals wiederholen. Sowie
also solchergestalt aus der zweiten Hypothese schon genauere Werthe resultirten
als aus der ersten, so wird man solche aus der dritten noch genauer erhalten,
als aus der zweiten, und man kinnte dann die dritten Werthe fiir P/, Q als
die vierten fiir P, @ nehmen, und dergestalt die Rechnung so oft wiederholen,
bis man zu einer Hypothese gelangt, in welcher X, Y als verschwindend ange-
nommen werden mochten. Falls aber die dritte Hypothese noch nicht als
ausreichend erscheinen sollte, so wird man es vorziehen, die fiir £ und @ in
der vierten Hypothese anzunehmenden Werthe nach der in den Artikeln 120,
121 gegebenen Methode aus den drei ersten abzuleiten, wodurch man eine
raschere Anniiherung erhiilt und es selten nothig sein wird, noch bis zu einer
fiinften Hypothese zu gehen.

148.

Falls die aus den drei Beobachtungen abzuleitenden Elemente noch giinz-
lich unbekannt sind (ein Fall, dem unsere Methode vorzugsweise angepasst ist),
so kann man, wie schon bemerkt, bei der ersten Hypothese fiir P und Q die

"

approximirten Werthe und 39" annehmen, wo ¢ und 9" einstweilen aus

<

den unverbesserten Zeitintervallen abgeleitet werden. Driickt man deren Ver-
hiiltniss zu den verbesserten Intervallen durch w:1 und &”:1 aus, so hat
man in der ersten Hypothese
X = logu—1log u" 4-logn—Ilogn"
Y = logu+logu’'—logn—1logn”’ 4+ Comp.log cos f + Comp.log cos f'

+ Comp.logcos f” 4 21log 7 —log r—Ilogr".
Die Logarithmen der Gréssen w, g’ sind im Vergleich mit den iibrigen

Gliedern von keiner Bedeutung; log # und log#’, die beide positiv sind,
26+

(165)



204 Zweites Buch. Erster Abschnitt.

heben sich in X cinigermaassen gegenseitig auf, vorziiglich wenn die Zeit-
itervalle fast gleich sind, woraus dann X einen kleinen, bald positiven, bald
negativen Werth erhiilt; dagegen erwichst in ¥ aus den negativen Gliedern
logn und log#” zwar einige Compensation der positiven Glieder Comp.
log cos f; Comp. log cos f', Comp. log cos f”, aber weniger vollstindig, weil
gemeiniglich die letzteren erheblich grosser sind als die ersteren. Ueber das

41/ 1’

. : 'y T 8 . 3 i s
Zeichen von log —7 ldsst sich im Allgemeinen nichts bestimmen.

Falls die heliocentrische Bewegung innerhalb der Beobachtungen eine
miissige ist, so wird es selten nothig sein, bis zu einer vierten Hypothese zu
gehen; gemeiniglich giebt die dritte, oft schon die zweite hinreichende Genauig-
keit, ja bisweilen kann man schon bei den aus der ersten sich ergebenden
Zahlen stehen bleiben. Es ist dabei immer gut, die griossere oder geringere
Genauigkeit zu beriicksichtigen, welche die Beobachtungen besitzen; denn es
wiirde eine undankbare Arbeit sein, bei der Rechnung eine hundert- oder
tausendfach grissere Genauigkeit zu erkiinsteln, als die Beobachtungen zu-
lassen. DBei diesen Dingen wird aber das Urtheil durch hiiufige praktische
Ausiibung  besser geschirft, als durch Vorschriften, und die Erfahrenen
werden leicht einige Fertigkeit erlangen, es richtig zu beurtheilen, wo man
stehen bleiben darf.

149.

Erst in der letzten Hypothese werden die Elemente selbst gerechnet,
entweder aus f, 7, 7', oder aus f”, 7, 7, indem man eine von beiden Rech-
nungen bis zu Ende durchfiibrt, die man bei den vorigen Hypothesen nur
bis zu 7 oder 7" zu verfolgen brauchte. Will man beide Rechnungen durch-
fiihren, so wird die Uebereinstimmung der resultirenden Zahlen emne neue

(166) Priifung der ganzen Arbeit liefern. Denmoch empfiehlt es sich, sobald erst
£ f f" gefunden sind, die Elemente aus der alleinigen Combination des
ersten und dritten Orts abzuleiten, niimlich aus f*, 7, 7" und dem Zeitintervalle,
und endlich zur grosseren Sicherheit der Rechnung den mittleren Ort in der

Bahn nach den gefundenen Elementen abzuleiten.



Bestimmung der Bahn aus drei vollstindigen Beobachtungen. 205

~ Auf diese Weise werden also die Dimensionen des Kegelschnitts bekannt,
nimlich Excentricitiit, halbe grosse Axe oder halber Parameter, die Lage
des Perilels in Bezichung auf die heliocentrischen Orte €', ¢, ¢, die mittlere
Bewegung und die mittlere Anomalie fiir eine willkiirliche Epoche (wenn
nimlich die Bahn eine elliptische ist), oder die Zeit des Perihel-Durchganges
(falls sic eine Hyperbel oder Parabel ist). Es eriibrigt daher nur, die Lage
der heliocentrischen Orte in der Bahn in Beziehung auf den aufsteigenden
Knoten, die Lage dieses Knotens in Beziehung auf den Aequinoctialpunkt,
sowie die Neigung der Bahn gegen die Ecliptik (oder den Aequator) zu be-
stimmen. Dies Alles lidsst sich durch Auflosung eines sphirischen Dreiecks
bewerkstelligen. Es sei @ die Liinge des aufsteigenden Knotens, ¢ die Neigung
der Baln, ¢g und ¢’ die Argumente der Breite in erster und dritter Beob-
achtung; endlich {—Q =/, I"—Q =~/4". Wenn nun in der vierten Figur
Q den aufsteigenden Knoten bezeichnet, so werden im Dreiecke QAC die
Seiten sein AD'—{ ¢, h, und die diesen resp. gegeniiberstehenden Winkel
¢, 180°'—y, w. Man hat daher

sin Lisin +(g4+%) = sin 3 (AD —)sin 5 (y + »)
sin +icos 5 (9+1) = cos%(AD'——C)sin L (y—u)
i} .

2l b

2

cos+isin 1 (9—Fh) =

(AD'— ) cos 5 (y+u)

w).

Die beiden ersten Gleichungen geben 4 (¢-+7%) und sini¢, die beiden iibrigen
1(9—") und cosii. Aus g wird die Lage des Perihels in Beziehung auf den
aufsteigenden Knoten bekannt, aus A die Lage des Knotens in der Ecliptik.
Schliesslich wird ¢ bekannt, indem der Sinug und Cosinus zur gegenseitigen
Priifung dienen. Zu demselben Ziele kann man mit Hiilfe des Dreiecks
QA"C" gelangen, wo man nur in den vorhergehenden Formeln die Buchstaben
gy h, 4,8 v, win ¢’y 'y A", ') ¥’ W' zu verwandeln braucht.. Um fiir die
ganze Arbeit noch eine andere Priifung zu erlangen, wird es niitzlich sein,
die Rechnung auf beide Weise durchzufithren. Wenn sich daraus kleine
Unterschiede in den Werthen von %, § und der Linge des Perihels in der
Bahn ergeben sollten, so kann man die mittleren Werthe annehmen. Selten
aber werden diese Unterschiede bis auf 0”1 oder 0”2 steigen, wenn man anders

cos L icos L (g—h) = cos 5 (AD'—{)cos+ (y

alle Rechnungen streng mit siehen Decimalen gefiihrt hat.



206 Zweites Buch. Erster Abschnitt.

Hat man iibrigens statt der Ecliptik den Aequator zur Grundebene
gewiihlt, so entsteht hieraus bei der Rechnung keine andere Differenz, als dass
man statt der Punkte 4, A" die Einschnitte des Aequators mit den grissten
Kreisen 4B, A"B" nehmen muss.

150.

Ich gehe jetzt zur Erliuterung dieser Methode durch einige ausfiihrliche
Beispiele iiber, die zugleich aufs Deutlichste zeigen werden, wie weit ihre
Anwendbarkeit ausgedelnt ist und wie bequem und rasch sie stets zum erwiinsch-
ten Ziele fiihrt”).

Das erste Beispiel soll der neue Planet Juno liefern, zu welchem
Zwecke ich folgende, in Greenwich angestellte und von Maskelyne mir mit-
getheilte Beobachtungen ausgewiihlt habe. »

scheinbare scheinbare siidliche:

ritlens dai Lotciniat Rectascension. Declination.

1804 Oet. 5. TO'51™ 6% | (357" 1022 85 ewtgiay 5
17. 9 58 10 | 355 43 45, 30 8 47 25
20, 916 4l vaks Iy 10 2

Aus den Sonnentafeln findet man fiir dieselben Zeiten:

i Linge der Sonne vom Nutati Abstand von der Breite der | scheinbare Schiefe der
scheinbaren Aequinox. e Erde. Sonne. Ecliptik.
Oct. 5| 192°28'53"72 | 4-15"43 | 0,998 8839 | — 0749 3°217 59" 48
17 |7204:2D. 21, 54 | =15, 51 1 0,995 396 = Ss 1l gy 29,26
27| 214 16 52,21 | +15,60 | 0,9928340 | —0,15 59, 06

Ich will bei Fiihrung der Rechnung so verfahren, als ob die Bahn noch
giinzlich unbekannt wiire. Man kann daher die Orte der Juno von der Parallaxe

*) Es ist nicht richtig, eine Methode mehr oder weniger genau, als eine andere zu nennen.
Denn man kanu nur von derjenigen Methode sagen, dass sie die Aufgabe geldst habe, durch welche man in den
Stand gesetzt ist, jeden beliebigen Grad der Genauigkeit zu erreichen. Die eine Methode kunn daher der anderen
nur in dem Betracht den Rang ablaufen, dass derselbe Grad der Genauigkeit durch die eine schnell und mit
minderer Arbeit, durch die andere langsamer und mit grdsserer Miihe erreicht wird.\
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nicht befreien, sondern muss diese auf die Orte der Erde iibertragen. Zuerst
reducire ich daher die beobachteten Orte vom Aequator auf die Ecliptik unter
Anwendung der scheinbaren Schiefe, woraus hervorgeht:

scheinbare Linge der scheinbare Breite der
Juno. Juno.

Oct. 5 | 854°44'54"27 | —4'59'31"59
17 | 362 34 44 51 | —6 21 56,25
G e T B B T

Mit dieser Rechnung verbinde ich sogleich die Bestimmung der Linge (168)
und  Breite des Zeniths des Beobachtungsortes in den drei Beobachtungen.
Die Rectascension kommt zwar mit der Rectascension der Juno iiberein (weil
die Beobachtungen im Meridiane selbst angestellt sind), die Declination ist aber
gleich der Polhshe = 51°28'39". Man erhilt so:

Linge des Zeniths. Breite.

Oct. 5 |  24°29 | 46°53
17 23825 47 24

2 28851, 47 36

Jetzt werden mnach Anleitung der Vorschriften im Art. 72 die fingirten Orte
der Erde in der Ebene der Ecliptik berechnet, an welchen der Himmels-
korper ebenso erschienen sein wiirde, als an den wahren Orten der Beob-
achtungen. Auf diese Weise bekommt man, wenn die mittlere Sonnenparallaxe
= 8"6 gesetzt wird:

l Redlll?;:i;l);e.der Reduction der Distanz. Reducztégnr'l el

Oct. b ! — 22" 39 -+ 0,000 3856 —0%19
g | TE S o Y0000 2320 |- <0199

21 ——90, 82 40,000 2085 — 0,42

Die Reduction der Zeit ist nur deshalb beigefiigt, um zu zeigen, dass sie
itberhaupt unmerklich ist.
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Endlich miissen alle Liingen, sowohl die des Planeten als die der Erde,
auf das mittlere Friihlings- Aequinox fiir irgend eine Epoche, wozu ich den
Anfang des Jahres 1805 wiihle, reducirt werden. Nach FEinfiihrung der
Nutation muss daher auch noch die Priicession hinzugefiigt werden, welche
fiir die drei Beobachtungen resp. ist: 11787, 10”23, 8786, so dass man fiir
die erste Beobachtung addiren muss: —3"56, fiir die zweite: —5"28, fiir die
dritte: — 6"74.

Schliesslich sind Lingen und DBreiten der Juno von der Fixstern-
Aberration zu befreien. So findet man durch die bekannten Regeln, dass man
von den Lingen resp. abziehen muss: 19712, 17"11, 14"82, dass man aber
zu den Breiten addiren muss: 053, 1718, 1”75, eine Addition, wodurch die
absoluten Grossen eine Verminderung erleiden, weil die siidlichen DBreiten als
negative angesehen werden.

151.

Nach gehoriger Anbringung aller dieser Reductionen, stehen die wahren
Daten der Aufgabe, wie folgt:

Beobachtungszeiten auf den ’

Pariser Meridian reducirt .. | Oct. 5,458 644 | 17,421885 | 27,393077
Lingen der Juno e, ¢, o'... | 354°44'31"60 | 352°34'22"12 | 351°34'30" 01
Biethet - Baph pa; 51 ed <4 B9 BL06" | —6 215500 =P E 50195
Lingen der Erde 7,7, 1" ....| 12 28 2T16 24 19749:05 - 54 16 20,65
Log. der Abstinde R, R, R"| 9,999 6826 9,998 0979 9,996 9678

Hieraus geben die Rechnungen nach Art. 136 und 137 folgende Zahlen:
B A e R 196° 0 8736 | 191° 58" '@ 388 =10 L E
oy 18 23 59,20 | 32 19 24,93 | 43 11 42,05
Die Logarithmen der Sinusse . 9,499 1995 9,728 1105 9,835 3631
BB A D AT et o 932 6 26,44 | 213 12 29,82 | 209 43 17,47
AT A D A G e 241 151 15.22 ¢ 234 27 S (B0 O 8 OIS
T 2 19 34,00+ . 7T 13 37:70° | .4 55 46,19
Die Logarithmen der Sinusse . 8,608 3885 9,099 6915 8,934 1440
logsimle ..ol L BRI | 8,799:5259
IDBEOREE ok o e e 98,9991 357
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Ferner hat man nach Art. 138:

jogtang B .....; 8,941 24947 logtang3'..... 9,10740807
logsin(e"—1') .. 9,733 23917 logsin(e—1)...9,6935181n
logcos (e —1'). . 9,924 7904 log cos(e—1') .. 9,939 3180
Hieraus
log (tang § cos (¢'—I')—tang 3" cos (e—I')) = log T'sin¢ 8,578 6513
logsin(e'—ea) = logTeos? ... uooverivennnnnnnn 8,7423191n
Hieraus ¢ = 145" 32'57" 78 TN T R R 8,826 0683
t+9 = 337 30 58,11 logsin(t+%)...... 9,582 5441 n
Endlich
log (tang Bsin (o'—1')—tang 3" sin (e—1'))' = log 5. .. 8,203 33197
o Famobops. Duloial | (e 10uens el s st 8,408 6124 n
Worsus Toglanp (0 =gy, SO il Sl 9,794 7195

) —o = 31"56' 11”81; also 0 = 0°23'13"12.
Nach Artikel 140 wird

A'D—3d" =191"15'18"85 logsin...9,2904352n logcos...9,9915661n (170)
AD —8 —194 4830,62 — ...9407542Tn — ...9,9853301n
A'D—¢ —198 3983,17 - — ....9,50506677

AD —d0+4+0=200 10 14,63 — ...9,53759097

AD'—¢ E=EIESIUESR o LSO 02 864 n

AD'—§ =189 17 46,06 — ...9,2082723n.

Daraus folgt

loga = 9,549 4437, a = 40,354 3592

logb = 9,861 3533.
Die Formel 13 wiirde logh = 9,8613531 geben, aber ich ziehe ersteren Werth
vor, weil sin(4'D—dJ o) grosser ist als sin(4'D"—d 4-o).

Ferner wird nach Art. 141

BlogR'sind ..... 9,178 6252
RN R 0,301 0300
WG T 7,829 5601
7,309 2153 und daher loge = 2,690 7847.
7Ty T 9,8613533
logeoso . ....u.. 2:989:9901
9,861 3632

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 27
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woraus bo = 0,726 7135. Daraus erhilt man d = — 1,862 50562,
loge = 8,392 9518n. Schliesslich geben die Formeln des Art. 143:
Mpwi st 0,091 3394 %
logw' ot 0,541 89577
[ N 0,486 44807
lomhis e 0,159 2352 .
152.

Damit sind die Priiliminar-Rechnungen erledigt und ich gehe zur
ersten Hypothese iiber. Der (unverbesserte) Zeitraum zwischen der zweiten
und dritten Beobachtung betrigt 9,971192 Tage, zwischen der ersten und
zweiten 11,963 241 Tage. Die Logarithmen dieser Zahlen sind 0,998 7471
und 1,077 8489, woraus logd = 9,284 3285, logd' =19,3184308. Ich sefze
daher zur ersten Hypothese

z = log P = 0,079 1018
y = logQ = 8,547 7588.
(171) Hieraus wird

P=1,1997804, P+4a= 15541396, P+4d=—0,16217248;

MO0 e 8,392 95187

e 0,191 4900

C.log(P+d)... 0,788 5463 n

logtamg i il J 9,372 9881, woraus w =+ 13°16'51"89, w40 =+ 13"40"5"01.
T 8,547 1588

lo@es.. o v 2,690 7847

IBegimms et s 9,361 2147

logQesinw . . .. 0,599 1582,

Der Gleichung Qc¢sinwsinz' = sin(z—13"40'5"01) Iisst sich durch wenige
Versuche Geniige thun mit einem Werthe von z = 14’35 4" 90, woraus
logsinz = 9,401 0744, log?’ = 0,3251340. Jene Gleichung ldsst ausser dieser
Auflésung noch drei andere zu, nimlich
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% =y B30 OB
Ze—nli3 24X
2= 1 93 HEdH1 8.

Die dritte muss man verwerfen, weil sinz dadurch negativ herauskommt; die
zweite weil z grosser wird als 0'; die erste entspricht der Anniherung an die
Erdbahn, woriiber im Art. 142 gesprochen ist.

Ferner hat man nach Art. 143:

= g 9,864 8551
o Peal i, 0,191 4900
Comp.logsin(z—o).. 0,610 3578
[ S e e 0,666 7029
15T DA 0,079 1018
50 e R 0,587 6011

2 AD — & —21-199°47 1'51 — 214°22' 6"41; logsin = 9,7516736x
24 AD'—0 = 21188 54 32, 94 — 203 29 37, 84; logsin = 9,600 59237

Hieraus folgt logp = 9,9270735n; logp” = 0,022 64597, und sodann
logg = 0,293 09777; logq’ = 0,258 00867, woraus:

[ = 203°1731"22; logr = 0,3300178
"= 210 10 58, 88; logr’ = 0,321 2819.

Endlich erhilt man vermittelst Art. 144
L(w' +4u) = 205°18 10" 53

1w —u)=—3 14 2,02

e 3 48 14, 66
g2l . ... 3 9,121 8791 oo 0 A AR 9,121 6791
T e U0 0,330 0178 Tom s s oo .. 0,3212819

n' 7! n'r’

Comp.log— "~ ... 9,333 2971 Comp.log—7— ... 9,4123989
Tamein® Ay, 0. 5 8,785 1940 T 2 A5 it 8,805 5599
D =B 2046103 D o= 4 6L AR OS:

Die Summe 2 f 2 /" ist hier von 2/ nur um 0"01 verschieden.
2l

(172)
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Um nun die Zeiten fiir Aberration zu verbessern, miissen die Distanzen
0, ¢, 0" nach den Formeln des Art. 145 berechnet, und muss sodann mit diesen
Distanzen die Zeit von 493 Secunden oder 0,005706 Tagen multiplicirt
werden. Hier die Rechnung:
dol el Sl o, 0,580 @24imosis, leoi 4 0,326 13s o sl ORIl 0,321 28
logsin(AD'—¢) .. 9,236 06 logsin(d'—z)..9,483 84 logsin(4"D'—C")..9,61384 _
Comp. logsind'. ... 0,50080 C.logsind’....0,27189 Comp.logsind” ....0,164 64

ol 0,066 88 logg ......... 0,08086 logle” vl 0,099 76
18g CONIBE. +s v s visvis 7,756 33 7,756 33 1,756 33
logder Reduet....7,823:21 7,837 19 7,856 09
Reduction = 0,006 656 0,006 874 0,007 179
Der Beobachtungen verbesserte Zeiten Intervalle Logarithmen
L Oct.(3451 988, . . aqsaiaeit. - 4 oinct i
I1. 17,415 011

1L 217,385 898 9,970887 0,998 7339.

Es werden mithin die verbesserten Logarithmen der Grissen &, 9 9,234 3153
und 9,313 4223. Fingt man jetzt die Bestimmung der Elemente aus f, », 7/,
& an, so. kommt;logs = 0,0002285; -ebengo ‘aus’ £, & ¢, wuddosy —
0,000 3191. Diese im ersten Buche, Abschnitt III, weitlduftig erklirte Berech-

nung herzusetzen, will ich unterlassen.

Endlich hat man nach Art. 146:

T M vl 9,313 4223 SHlagr 58 s 0,650 2680
Comp, logdhii L.k 0,765 6847 Comp.logr+”..... 9,348 7003
sy e idng 0,000 2285 Tol RIS, iy 8,547 7376
Comp.log7 . .s... 9,999 6809 Comp.logn7n"..... 9,999 4524
los PYIsagtse Sis 0,079 0164. Comp.logcosf ...0,0002022

Comp.logcosf”...0,000 9579
Comp.logcosf” .. 0,000 2797
iy 8,547 5981.

Aus der ersten Hypothese resultirt daher X' =— 0,000 0854, ¥ = —0,0001607.
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153.

In zweiter Hypothese lege ich fiir P, Q diejenigen Werthe zum
Grunde, welche in der ersten fiir P, @ gefunden waren, und setze also
z = log P = 0,079 0164
y=logQ) = 8,6475081.
Da die Rechnung hier ganz ebenso wie in erster Hypothese gefiihrt wird,
so setze ich nur die Hauptmomente her:

AR R 13°15'38" 13 )57 TR e 210° 924”98
2l e 13 38 51, 25 e A e 0,330 7676
locDoano....... 0,598 9389 M RGBS 0,322 2280
S T 14 33 19, 00 T 205 22 15, 58
ok ae a 0,3259918 Ligiaan.. . —_ 34 479
Bl 0,667 5193 Philcsay Lo 7 34 53, 32

i i, S T N 329 0,18
| S 0,588 5029 131 P Y Sl 4 553, 12
Bt on ol 203 16 38, 16

Die Reduction der Zeiten fiir Aberration von Neuem zu berechnen
wiirde nicht der Miihe werth sein, da sie kaum um eine Secunde von denen
abweichen wiirden, welche in erster Hypothese gefunden.

Die fernere Rechnung giebt logn = 0,0002270, log7’ = 0,0003173,
woraus man erh#lt

log P = 0,019 0167 ..X = -£0,000 0003

logQ' = 8,5476110 ¥ = +0,0000129.
Hieraus sieht man, um wie viel genauer die zweite Hypothese, als die
erste ist.

154. (174)

Um nichts zu wiinschen {iibrig zu lassen, will ich noch die dritte
Hypothese ansetzen, wobei ich wiederum die in zweiter Hypothese gefundenen
Werthe fiir P, @ als Werthe fiir P,  nehme. Setzt man daher



214 Zweites Buch. FErster Abschnitt.

x = log P = 0,079 0167
g =JdogQ = 85476110,
so sind die Hauptmomente der Rechnung folgende:

ara i avaniiap 13°15'38"39 Elanmikrei el 210° 825”65
ol A, s 13385151 log# ¥ Jedsnm Ly 0,330 7640
ol ofinws .. i 0,598 9542 YogiF st vl sl 0,322 2239
bl Sy 14 33 19, 50 L' 4-u) ... 205 22704 58
Yot s e 0,325 9878 L W) i
Fi 0,667 5154 S 7 34 53,173

2 SR s 329 0,39
log S ..ovein, 0,588 4987 ¥ SIS 4 553, 34
A T 203 16 38, 41

Alle diese Zahlen weichen von den in zweiter Hypothese gefundenen
so wenig ab, dass man sicher annehmen kann, dass die dritte Hypothese
keiner Verbesserung weiter bediirfe®). Man kann daher jetzt zur Bestimmung der

/

Elemente selbst vorschreiten aus 2 /') », #’, 9, welche hierher abzuschreiben
ich unterlasse, weil dieselbe schon oben Art. 97 als Beispiel ausfiihrlich vor-
getragen ist. Ks bleibt daher nur iibrig, die Lage der Balmebene nach An-
leitung des Art. 149 zu berechnen, und die Epoche auf den Anfang des Jahres

1805 zu iibertragen. Diese Berechnung stiitzt sich auf folgende Zahlen:

AD—C = 98 5551 S

3 (y+u = 202 18 13,855

t(y—u) = —6 18 5,495,
woraus man ableitet:

L(g+h) = 196°43 14" 62

Ligatioo .. g aigid

1

~.

= G aad
(175) Es wird daher A= 201°20'39"03 und deshalb Q = [—%h = 171°7'48"73;
ferner g = 192"5'50"21, und mithin, da die wahre Anomalie fiir die erste

*) Wenn die Rechnung ehenso wie in vorstehenden Hypothesen zu Ende gefiihrt wiirde, so wiirde
X = 0, und ¥ = -} 0,000 0003 herauskommen ; ein Werth, der als verschwindend anzusehen ist, und kaum iiber
die der letzten Decimale stets anklebende Unsicherheit hinausgeht.
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Beobachtung im Art. 97 zu 310°55'29"64 gefunden war, ist der Abstand
des Perihels vom aufsteigenden Knoten in der Bahn = 241°10'20"57, die
Liinge des Perihels = 52°18'9"30; endlich die Neigung der Bahn = 13"6'44"10.
Will man zur niimlichen Rechnung lieber vom dritten Orte ausgehen, so ist

A" 2471R'85" 25

10/ bu) = 196 24 54, 98

L(y'—u") = —5 43 14, 81,
woraus:

1 W) = 211°24'32" 45

1(g"—h") =—11 43 48, 48

) e

und hieraus die Linge des aufsteigenden Knotens = ["—7%" = 171°7'48" 72,
die Linge des Perihels = 52°18'9"30, Neigung der Bahn = 13"6'44"10,
ganz wie oben.

Der Zeitraum zwischen der letzten Beobachtung bis zum Beginn des
Jahres 1805 betriigt 64,614 102 Tage und ihm entspricht eine mittlere heliocen-
trische Bewegung von 53293"66 = 14°48'13"66. Hiernach wird die Epoche
der mittleren Anomalie fiir den Anfang des Jahres 1805 und den Pariser
Meridian = 349° 34’ 12”38, und die Epoche der mittleren Linge = 41°52'21" 68.

155.

Um die Genauigkeit der Elemente klar zu stellen, will ich aus
ihmen den mittleren Ort berechnen. Fiir October 17,415011 findet sich
die mittlere Anomalie = 332°28'54” 77, hieraus die wahre 315°1'23"02 und
logr' = 0,325 9877 (vergl. die Beispiele im Art. 13 und 14). Letztere miisste
der wahren Anomalie in erster Beobachtung vermehrt um den Winkel 2/
gleich sein, oder der wahren Anomalie in dritter Beobachtung vermindert um
den Winkel 2 f, d. h. = 315°1'22"98; der Logarithmus des Radius Vector
aber = 0,325 9878; Unterschiede, die als Null zu erachten sind. Setzt man
die Berechnung fiir die mittlere Beobachtung bis zum geocentrischen Orte
fort, so erhiilt man Zahlen, die von dieser Beobachtung nur um wenige Hun-
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derttheile der Secunde abweichen (Art. 63); Unterschiede, die von den unver-
meidlichen Tafelfehlern gleichsam absorbirt werden.

Das vorangehende Beispiel habe ich deshalb mit grisster Genauigkeit
behandelt, damit man sehe, wie leicht durch unsere Methode eine méoglichst
scharfe Auflosung erreicht wird. In der Praxis wird es aber selten néthig sein,

diesen Typus mit gleicher Aengstlichkeit nachzuahmen. Gemeiniglich wird es

(176) geniigen, allenthalben sechs Decimalen anzuwenden, und in unserem Beispiele

wiirde schon die zweite Hypothese keine geringere und die erste eine vollig
ausreichende Genauigkeit geliefert haben. Ich glaube, dass es dem Leser an-
genehm sein werde, eine Vergleichung der aus der dritten Hypothese abge-
leiteten Elemente mit denen vornehmen zu kiénnen, welche die zweite oder
auch die erste Hypothese geliefert haben wiirden. Diese drei Elementen-

Systeme legt folgendes Schema dar:

Aus Hypothese IIL. Aus Hypothese II. Aus Hypothese I.

Epoche d. mittleren Linge
1805 A 52 21 68 41°52 18" 40 42012 37 83
Mittlere tiigliche Bewegung 824" 7989 824" 7983 823" 5025
Perihel L - 528118 26266 Biaal 0 G
P ALl ST 14 11 59, 94 14 24 27,49
Log. der grossen Halbaxe 0,422 4389 0,422 4392 0,422 8944
aufsteigender Knoten 1701 A8 3 lal e A S5 TR h LR 6
Neigung der Bahn 13 6 44,10 13 6 45,12 15 -2 37,50

Durch Berechnung des heliocentrischen Ortes in der Bahn fiir die
mittlere Beobachtung nach dem zweiten Elementen-Systeme wird der Fehler
im Logarithmus des Radius Vector = 0, der Fehler der Linge in der Bahn
= 0"03 gefunden. Dieser Ort aber aus dem Systeme nach erster Hypothese
abgeleitet giebt Irrthum im Logarithmus des Radius Vector = 0,0000002,
Fehler der Linge in der Bahn = 1"31.

bis zum geocentrischen Orte aber findet sich:

Durch Fortsetzung der Rechnung
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Aus Hypothese II. Aus Hypothese I.
geocentrische Linge 352°34' 22726 | 352°34'19"97
Fehler 0,14 2.15
geocentrische DBreite 6 21 55,06 6 21 54,47
Fehler 0,01 0,60

156.

2l

Das zweite Beispiel will ich von der Pallas hernehmen, deren nach-
folgende, zu Mailand angestellte Beobachtungen ich der von Zach’schen

Monatlichen Correspondenz, Band 14, Seite 90, entlehne.

] Scheinbare

Maildnder mittlere Zeit. g Scheinbare Declination.
Rectascension.

20878 t 27°16'57"7 stidlich

1805 Nov. 5. 14"14™ 4°
Tie o0 Gddlal, Yot U3 ie B 48,8 13252448
BRE 15 8 50 36 of BF a4 11,1 {28 38; 8,15,

R £l

An Stelle der Ecliptik will ich hier den Aequator zur Grundebene
Rechnung so durchfiihren, als ob die Bahn noch giinzlich

Zuniichst hat man aus den Sonnentafeln fiir die angesetzten

wahlen, und die
unbekannt wire.
Zeiten :

Breite der
Sonne.

Abstand von der

Linge der Sonne vom
Erde.

mittleren Aequinox.

| 3

Nav.. 5. | .228°14, @61, [1.0,0904811 | + 059

Dec. 6 1 254 28 42,59 | 0,9846753 | + 0,12

dlam kb | 295051 475620 40,983 8158 1. — 0,19
i | |

Die Lingen der Sonne reducire ich unter Anbringung der Priicession
von resp. 4 7’69, +3"36, —2"11 auf den Anfang des Jahres 1806 und
bringe solche dann mit Anwendung der mittleren Schiefe = 23°27'53"53
und unter gehoriger Riicksicht auf die DBreiten; auf Rectascensionen und
Declinationen. Ich finde so:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk. 28
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Rectusg;:;i:n 4 Declination der Sonne.
Nov. b5 | 220°46'44"65 | 15"49'43"94 siidlich
Dec. 6 | 258 923,26 | 22 33 39,45
Jan.© 1b | 207 @BE11 | 21 8NP0 50

Diese Positionen werden auf den Mittelpunkt der Erde bezogen und
miissen deshalb durch der Parallaxe an den Beobachtungsort

reducirt werden, da man die Positionen des Planeten von der Parallaxe nicht
befreien kann.

/ 1 '. v -
Anbringung

Die bei dieser Rechnung anzuwendenden Rectascensionen des
Zeniths kommen mit den Rectascensionen des Planeten iiberein (weil die
Beobachtungen im Meridiane selbst angestellt sind),

allenthalben die Polhche = 45" 28",

die Declination ist aber
Damit ergeben sich folgende Zahlen:

(178) ‘ ?Rectascensinn der Erde. Declination der Erde. D{;iis;lzh?ugodne;e
“ | ! " / 1" .
| Nowe 5 | 40"46'48"51 | 15 49'48°59% ndrdlich | 9,9958875
Deg.~/ 6445 15 §728,2611 82 3042.85 - 9,9953099
IR i e e S R e o 9,992 9259
Die beobachteten Orte der Pallas miissen von der Nutation und

der Aberration der Fixsterne befreit werden, und sind dann mit Anbringung
der Priicession auf den Anfang des Jahres 1806 zu reduciren. Unter diesen
Titeln miissen daher folgende Verbesserungen an die Beobachtungen ange-
bracht werden:

1 Beobachtung 1. Beobachtung II. Beobachtung IIL.
iiRéctascension } Declination. ;ewcmsceir;su;i‘-Beicihnahon. Rectascension‘J Declir;ngnii
U . |
Niiion | — 12780 | — 308 | —13"68 | —3"42 | —13"06 [
| Aberration] —18,13 | — 9,89 | —21,51 | —1,63 | —15,60 ‘ 49,76
Pricession| 4 5,43 i + 0,62 |+ 2,55 | —0,89 | — 1,561 | —0,33 |
Summe \ obae | =535 466 | —aniv e
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Hieraus gehen nachfolgende Positionen der Pallas hervor, auf welche

die Rechnung zu stiitzen:

Eh )
Mittlere Pariser Zeit. 1 Rectascension. Declination. ’
\

| l ey
Nov. 5,574047 ‘ i e e SRR G & (8 1 ‘
36,475035 | 73 816,16 | —32 52 48,96 \
76,349444 | 67 13 40,93 | —28 88 2,42 |
|

157%.

Zuerst bestimme ich nun die Lage der grossten Kreise, welche von
den heliocentrischen Orten der Erde mach den geocentrischen Orten des
Planeten gezogen werden. Die Emschnitte dieser Kreise mit dem Aequator,
oder (wenn man das lieber will) ihre aufsteigenden Knoten sollen die Buch-
staben 2, A, A’ zugeschrieben erhalten, und die Abstinde der Punkte B, B
B’ von diesen Punkten bezeichne ich mit 4, 4', 4”. Beim grisseren Theile
der Operationen muss fir A, 4, A", nun %, A, A, und fir d, &, &
nun 4, 4, 4" substituirt werden; wo aber 4, A, 4", d, &, 0" beizubehalten
sind, wird der aufmerksame Leser auch olme meine Erinnerung leicht

einsehen.
Die Rechnung ergiebt

Rectascension der Punkte |

) 233° 54 510 ] 252" BlaT DL | 276°40 25 30
g 51171574 | 90 1 3,19 | 131 59 58,03
g 215 b8 40,27 1921255248, 96" | 220" 312,96
B 56 26 34,19 | 55 26 31,79 | 69 10 57,84
N DS NP 23054.52:13 SOLSE £ 3105 29 = 804832
DN ) 30885 2613H Gl Bl AL 225205860
ey A7 1L 5469 89 34 BT, 17T | 42 33 4117
Logarithmen der Sinus 9,8643525 9,99 99886 9,8301910
logsin & 9,8478971
logcos3 & 9,8510614

28*

(179)



(180)
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In der Berechnung nach Art. 138 wird fiir I/ die Rectascension des
Punktes A angewandt. So findet sich

log T'sint . . .. 8,486 8236 n

log T'cost. ... 9,284 8162 .
Hieraus ¢ = 189° 248783, log I’ = 9,290 2527; ferner ¢4 = 279"3'52"02,
loo i, ik 9,011 05667

log I'sin(t+%') ... 9,284 79507,
woraus 4'—o = 208°1'55"64 und ¢ = 4°50'53"32.
In den Formeln des Art. 140 muss man sind, sind’, sind” fiir @, b und
T[: beibehalten, und ebenso in den Formeln des Art. 142. Behuf dieser

Rechnungen hat man dann:

UWD—4" =171"50" 8"18 logsin ...9,1523306 logcos ...9,99557597
oo e Ble e S e L e 89054789 1 o 9,99786297
iy B SR oy i [ e il 9,091 7972
WD b= 105 52 B A9t 8,856 1520
WD = s =TS el anaE b 9,075 5844
WD g=s 1T 18 fE9T L0 B e 8,996 7978.

Hieraus erhiilt man:
logz = 0,9211850, logi = 0,0812057n
log#’ = 0,811 2762,  losh'— 0,051 9691 %
loga = 0,1099088, a = 4 1,2879790
logh = 0,181 0404

log% = 0,0711314, woraus logb = 0,181 0402 wird. Unter

diesen beiden nahezu gleichen Werthen fiir & nehme ich den mittlern
logb = 0,181 0403. Schliesslich entsteht

loge = 1,045 0295

d = 40,448 9906

loge = 9,210 2894,
womit die priliminaren Rechnungen beendigt sind.

Der Zeitunterschied zwischen der zweiten und dritten Beobachtung
betrigt = 39,874 409 Tage, zwischeri der ersten und zweiten = 30,900 961
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Tage. Hieraus wird logd = 9,836 2757, log 9" = 9,725 5533. Ich setze daher
zur ersten Hypothese
&= log'l = 9,8892716
gy =ilopl) = 9,561:8290.
Die Hauptmomente der Rechnung sind dann:
B e 907 8' 46772
log Qcsinw = 0,028 2028.
Hiermit wird der wahre Werth von z = 21°11'24"30 und logr = 0,3509379.
Die drei iibrigen Werthe von 2z, die der Gleichung IV im Art. 141 Geniige
leisten, werden in diesem Falle:
o= Ul A
z— SIS 5R
=199 24 T,

von denmen der erste als Anniherung an die Erdbahn anzusehen ist, dessen
Verschiedenheit davon aber hier wegen der zu grossen Zwischenzeit bei weitem
betriichtlicher ist, als im vorhergehenden Beispiele. Die fernere Rechnung
ergiebt folgende Zahlen:

L Bifasii o 195°12' 2'48
B a0 196 57 50,78
I S 0,3647022
o e e 0,335 5758
L' +u)..... 266 47 50,41
L(u! —u).u. —43 39 5,33
ks et .22 32 40,86
B Fas pot bt s 13 5 41,17
Bl ah e s 9 27 0,05.

Die Differenz zwischen 2jf' und 274-2f", welche hier 0736 betriigt,
wird unter 2f und 2f" so vertheilt, dass man setzt 27 = 13°540" 96,
g — 0958 5900,

Nun muss man die Zeiten wegen Aberration verbessern, wo in den (181)
Formeln des Art. 145 zu setzen ist

AD—C=WND—A44+0—C; AD—-C"=ND—4a"}0"—0".
Man hat daher:



(182)
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Lot §; . oktisiatods v 0,864.70; Joge' . %ewwn i 0;360:94 Jopw (i . buton snnnid 0,33557
logsin(AD'—T) ..9,76462 logsin(d'—z)..9,75038 logsin(4"D'—C")..9,84220
Comp.logsind'....0,07918 C.logsind’....0,08431 Comp.logsind”....0,02932

logeomst, vy s suse 1,756 33 dogeonst; v .- 5370685 logconsh,. i s 0ol 7,756 33
7964 83 7,941 97 7,963 42
Reduct. der Zeit 0,009 222 0,008 749 0,009192
Damit wird erhalten:
Corrigirte Zeiten. Intervalle. Logarithmen.
Nov. /6,564852.4) 559514 /| 1 4800765
A 39,873 966 1,600 6894
76,340 252 S )

und es werden die verbesserten Logarithmen der Grisssen &, 9 resp. 9,836 2708
und 9,7255599. Beginnt man daher die Berechnung der Elemente aus r/, 7,
27,9, o wird logy = 0,0081921; sowie ags @, ¢ S
log7"=0,0017300. Daraus log P'=19,8907512, logQ =9,5712864 und deshalb
X = +40,0014736, Y = 4-0,0094574.
Die Hauptmomente der zweiten Hypothese, wobei ich setze
&=logih =9 8000l 2
y ='logl) — 9,571 92864
sind folgende:

(51l S o A 202 =34 04T
logQeeing i 2 b 0,0373071
g6, Gl pl . 21 12 6,09
B SoUBe e 0B850 T 1L
EA RS Sl b 195 16:59,00
Bt SR 196 52: 40,63
OO e KAt s o d s 0,3630642
10g7’” ............ 0,3369708
LG o 267 610,75
(@' —u)....—43 39 4,00
BN R A 22332085469
B o Do 13 154,65

2 9 30 14,38.
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Die Differenz 034 zwischen 2 /" und 2 /427" ist so zu vertheilen, dass
2 f—13°1'54"45, 2 = 9°30' 1424 gesetzt wird.

Wenn man es der Miihe werth hilt, die Verbesserungen der Zeiten hiemit
von Neuem zu berechnen, so findet sich fiir die erste Beobachtung 0,009169,
fiir die zweite 0,008 742, fiir die dritte 0,009236. Also sind die verbesserten
Zeiten Nov. 5,564 905, Nov. 36,466 293, Nov. 76,340 280. Damit wird

log$..... 9,836 2703
log 9 .. ..9,7255594
log7..... 0,0031790

log7’ . ...0,0017413
logPr . :.9.8007268
logQ ....9,5710593.
Auf diese Weise folgt also aus zweiter Hypothese
¥ = 0000244 FUF — - 0,0002271,
Fir die dritte Hypothese endlich, in der
@ =dep P=—19, 8007268
gre= Jgol) =0 5710593

gesetzt wird, sind die Hauptmomente der Rechnung:

Bl 20087162 [ LR 0,336 9536
loaflesinw, .. .. 0,0370857 LW'4u)..... 260 i 58 99
e 21 12 4,60 1t diri sions 901 da gl
g L L s 0,3507191 et sint. ngs 22 32 17,67
gren, ol 195 16 54,08 B b 13,1 57,42
e e 196 52 44,45 PR T 9 30 10,63
fetos g 0,363 0960

Die Differenz 0”38 wird so vertheilt, dass 2f=13°1'57"20, 2 f"'=9°30'10"47").

Da die Unterschiede aller dieser Zahlen von den in der zweiten
Hypothese gefundenen nur sehr gering sind, so kann man schon sicher an-
nehmen, dass die dritte Hypothese keiner Verbesserung weiter bedarf, und (183)

*) Diese etwas grossere, in allen drei Hypothesen fast gleiche Differenz ist zum grossten Theile daraus
entstanden, dass ¢ ungefihr zwei Hunderttheile der Secunde kleiner als sein richtiger Werth und der Logarithmus
von b um einige Einheiten grosser, als sein richtiger Werth herausgebracht war,
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dass mithin eine neue Hypothese iiberfliissig ist. — Es kann deshalb nun die
Berechnung der Elemente aus 2 /', &, », " begonnen werden, und da die-
selbe m den oben bereits ausfiihrlich erkliirten Operationen enthalten ist, so
will ich mich begniigen, zur Annehmlichkeit derer, die solche selbstiindig
auszufiihren wiinschen, die Elemente herzusetzen: ;

Rectascension des aufsteigenden Knotens im Aequator . . . . . . 15840’ 38793
Neigung: der Bahn gegen den Aequator . . viwit. woohie . L tilL 4240 13
Abstand des Perihels von jenem aufsteigenden Knoten . . ... 323 14 56,92
mittlere Anomalie fiir die Epoche 1806 . ............ 335 418,05
mittlere thgliche (siderische) Bewegmngr. . . Jwils o4, oo 00
@ n L U e T T T L
Logarithmus der grossen Halbaxei, siuis o o diiiuie o o aip vie wey 0. 4400458

158.

Die beiden vorigen Beispiele haben mir keine Gelegenheit geboten, die
Methode des Art. 120 zu benutzen, denn die successiven Hypothesen convergirten
so rasch, dass man schon bei der zweiten hiitte stehen bleiben kimnen, und
dass die dritte kaum merklich von der Wahrheit abwich. Man wird sich in
der That dieses Vortheils stets erfrenen, und sich iiber eine vierte Hypothese
hinwegsetzen kénnen, falls die heliocentrische Bewegung eine miissige ist, und
die drei Radien Vectoren micht zu ungleich sind, vorziiglich wenn iiberdies
die Zwischenzeiten von einander nur wenig verschieden. Je mehr aber
diese Bedingungen der Aufgabe unerfiillt bleiben, desto stirker werden die
supponirten Werthe fiir P, @ von den wahren differiren, und desto langsamer
die mnachfolgenden Werthe zu den wahren convergiren. In einem solchen
Falle sind daher die drei ersten Hypothesen so zu erledigen, wie es die
beiden vorigen Beispiele zeigen (nur mit dem Unterschiede, dass in dritter
Hypothese nicht die Elemente selbst, sondern, ebenso wie in erster und zweiter,
die Grossen 7, 7", P, Q, X, Y berechnet werden miissen). Dann aber nimmt
man nicht ferner mehr die Schlusswerthe von P', ' als neue Werthe fiir die
Grossen P, () in einer vierten Hypothese, sondern diese werden nach der
Methode des Art. 120 aus Combination der drei ersten Hypothesen ermittelt.
Selten wird es dann erforderlich sein, noch zu einer fiinften Hypothese nach
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Vorschrift des Art. 121 vorzugehen. Auch diese Rechnungen will ich jetzt
durch ein Beispiel erliiutern, woraus man zugleich dariiber klar werden wird,
welche weite Anwendung sich fiir unsere Methode eriffnet.

159.

Als drittes Beispiel wiihle ich die nachfolgenden Ceres-Beobachtungen,
deren erste von Olbers in Bremen, die zweite von Harding in Gdottingen,
die dritte von Bessel zu Lilienthal angestellt ist.

Mittlere Zeit des Beobachtungsorts, Rectascension. nordl. Declination.

1805 Bept.''5.7' 13" " 854" 90 9 20" 28- 21 78"
1800 Jam 4. " 10°58 "ol 101 18 40,6 SUENEIDS
1806 Mar 23751023 563 1 56T 28 274h

Da die Methoden in den beiden vorigen Beispielen schon reichlich
erliutert sind, welche man zur Beriicksichtigung der Parallaxe und Aberration
dann anwendet, wenn die Abstinde von der Erde als noch ginzlich unbekannte
angesehen werden, so iiberhebe ich mich bei diesem dritten Beispiele dieser
iiberfliissigen Arbeitsvermehrung, und entnehme zu diesem Zwecke die ge-
niherten Abstinde aus der Monatlichen Correspondenz von Zach (Band XI,
S. 284), um die Beobachtungen von Emwirkung der Parallaxe und Aberration

zu befreien. — Die nachfolgende Tafel stellt diese Abstinde zugleich mit den
daraus abgeleiteten Reductionen dar:
Abstand der Ceres von der Erde 2,899 1,638 2,964
Zeit, die das Licht von dort bis zur

Erde braucht 287 49° 13#28" 242012
Reducirte Zeit der Beobachtung 125" 68 1100 497 25° 1| " 9P 59 = 3r
Sternzeit in Graden 8bbrab. oR B 210 41"
Parallaxe in Rectascension 4+ 1”90 09 —1"97
Parallaxe in Declination — 2,08 S 1000 —2,04.

Die Data der Aufgabe, nach Befreiung von Parallaxe und Aberration
und nach Reduction der Zeiten auf Pariser Meridian, verhalten sich dann so:

GAUSS, Theorie d. Beweg. d. Himmelsk, 29
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Rectascension. Declination.
1805 Bept. b, 12" 197 13" 95° b9 257107 1 22" 2120
1806 dan, 180 = 101 18 40,38 | 30 21 24,20
1806 Mai 23. O a0 Iy 121 56 8,97 |28  2:4704

Aus diesen Rectascensionen und Declinationen sind die Lingen und

Breiten abgeleitet mit Anwendung einer Ecliptikschiefe von 23°27 55”90,

25° 20V b4 50 20" 30 05 20

Dann sind die Liéngen von der Nutation befreit,

welche war resp. 417731, 417”88, 418”00 und dann auf den Anfang des
Jahres 1806 reducirt durch Anbringung der Praecession -+ 15”98, —2"39,

—19"68.

Endlich sind fiir die reducirten Zeiten aus den Tafeln die Sonnen-

orte genommen, wo beil den Lingen die Nutation weggelassen, dagegen die

der Sonne ist iiberhaupt vernachliissigt.
Rechnung anzuwendende Zahlen:

Zeit 1805 Sept. | 5,513 36
Oty O ikt } 95132'18/56
3.8, o | —0 59 34,06
bl ol | 342 54 56,00,
log R, log R, log R' | 0,0031514

(185) Praecession ganz wie an die Lingen der Ceres angebracht ist.
So entstanden folgende, bei der

139,42711
99" 49" 5'87
+17 16 36,80
117 12 43,25
9,9929861

Die Breite

265,39813
118° 528785
+17 38 49,39
241 58 50,71

0,005 6974

Die prilliminaren Rechnungen der Artt. 136 —140 geben:

o8 Do 28400

0y

& 0% ok {138 87 9460

AD, AD, AD" Fe95 32 41,40

A, A el | 138 45 4,60

PR S804 8.9
o= 8"52'4"05

loga = 0,184 01937
logb = 0,004 0987
loge = 2,006 6735
di=1117;508 78
loge = 0,856 8244

156752 11"49
18 48 39,81
252 42 19,14
6 26 41,10
170 32 59,08

e = —1,527 6340

170°48'44"79
12332 52,13

1365 2622,38
358 5 57,00
156 6 25,25
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logx = 0,1611012
log#" = 9,977 08197
logh = 9,916 40907
log A" = 9,732 0127 n.
Die Zwischenzeit zwischen der ersten und zweiten Beobachtung ist
= 133,913 75 Tage, swischen der zweiten und dritten = 125,971 02.
;35085205 10g19” — (.962 4066,
log 39" = 0,698 2586.

hieraus

Damit

0,026 5546,

/"

ward - logy = log 5 =

Die vorziiglichsten Rechnungs-Momente der drei ersten
zu bildenden Hypothesen giebt die nachfolgende Uebersicht:

,‘ i 63 I l
\ : i 4 Kl
logP=2z | 0,026 5546 0,025 6968 0,025 6275
logQ =1y | 0,698 2536 0,7390190 0,7481055
w-to RENTONE Y e ap B o | RO A AR
logQesinw | 1,1546650% | 1,1973925% |  1,2066327n
g LRGN 0L e S 338000 - 916,500
log 7" | 0,4114726 | 0,4129371 0,4132107
z L1601 10 46,74 4 1R0IV0 7,82 | 160 92 9,49
g’ 262 6 1,03 | 262 12 18,26 | 262 14 19,49
| logr ' 0,4323934 | 0,4291773 0,428 4841
log 1" 0,4094712 ‘ 0,4071975 0,406 4697
L(u'4w) | 262 5523,22 | 262 57 6,83 | 262 57 31,17
Liu'—u) | 273.28.50,95 | 273 29 15,06 | 273 29 19,56
2 f | 62 3428,40 | 62 49 56,50 | 62 53 57,06
2f (3081, 8. 30408 oferB Ll 5159, 0% | 31 1813183
o | 81 255843 | 31 3357,32 31 35 43,32
log | 0,0202496 | 0,020 3158 0,020 3494
log7 6g 0,021 1074 0,0212429 0,0212751
log P . 0,0256968 0,025 6275 0,025 6289
log@ 0,7390190  0,7481055 0,750 2337
[ e | —0,0008578 | —0,0000693 | 4-0,0000014
g - +0,0407604  0,0090865  +0,0021282
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Bezeichne ich nun die drei Werthe fiir X mit 4, 4, 4" und die drei
Werthe fiir ¥ mit B, B, B’; die aus der Division der Gréssen AB-A'B
A"B—AB", AB— A'B durch ihre Summe entstandenen Quotienten mit %, %, Rl
so dass man hat k4% --&" = 1, und endlich die Werthe fiir log P’ und log Q'
in dritter Hypothese mit M und N (welches die neunen Werthe fiir 2, y sein
wiirden, wenn man die vierte Hypothese ebenso aus der dritten herleiten
wollte, wie die dritte aus der zweiten abgeleitet war), so entnimmt man den
Formeln des Art. 120 leicht, dass der verbesserte Werth von « wird
= M—k(A+A")—k A", und der verbesserte Werth fiir y = N—Fk(B+B")—«k B".
Durch Reclmung ergiebt sich der erste = 0,0256331, der zweite = 0,750 9143.
Auf diese verbesserten Werthe stiitze ich nun die vierte Hypothese,
deren Hauptmomente folgende sind:

T RSN 7°14' 45" 247 lopgl oo 0,406 2033
logQesinw ..... 1,209 42847 Ll ey 262" 57/ 38" 18
i Ao T 919 738 b v 273 29 20, 73
Boar o e 0,413 2817 Ly el 62 55 16, 64
SR e 160 22 45, 38 e T 3119 1,49
g i gl 262 15 3,90 AL 31 36 15, 20
o 0,428 2792

Die zwischen 2" und 2f-+2f" auftauchende Differenz 005 vertheile
ich so, dags 2 f=31"191"47512/" = 31136 1b 1T 'gesetat wird..\ = Micii
nun aus den beiden Hussersten Orten die Elemente selbst hergeleitet werden, so
erhilt man folgende Zahlen:

Walre Anomalie fiir den ersten Ort £2892. 139475
Wahre Anomalie fiir den dritten Ort . . . 8352 2 56,39
Mittlere Anomalie fiir den ersten Ort . . . 297 41 35,65
Mittlere Anomalie fiir den dritten Ort. . . 353 15 22,49

die Zeit der

mittleren Beobachtung,

so findet

Mittlere tidgliche siderische Bewegung . . . . . 76976755

Mittlere Anomalie fiir Anfang 1806 . . . . 322 35 52,51

Winiliel o ... SISIBEEL. .7 T RIBRGEOH 4 37 57,78

Logarithmus der grossen Halbaxe ... ... 0,442 4661.
Berechnet man mit diesen Elementen den heliocentrischen Ort fiir

sich mittlere Anomalie
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— 326°19'25"72, Logarithmus des Radius Vector 0,4132825, wahre Anomalie
— 320°43'54"87. Letztere miisste von der wahren Anomalie fiir den ersten
Ort abstehen um die Differenz 2 f”, oder von der wahren Anomalie fiir den
dritten Ort um 2f, und miisste daher werden = 320°43'54"92 und der
Logarithmus des Radius Vector = 0,4132817. Der Unterschied von 0”05 in der
wahren Anomalie, und von acht Einheiten in dem fraglichen Logarithmus ist
bedeutungslos. Wiirde man die vierte Hypothese auf gleiche Weise durch-
fiihren wie die drei ersten, so kime X =0, ¥ = —0,0000168, woraus die
verbesserten Werthe von @, y wiirden

x = log P = 0,025 6331 (derselbe wie in vierter Hypothese)
ge=tas U = 0,750 8917,
Wenn auf diese Werthe eine fiinfte Hypothese gebaut wiirde, so wiirde die
Auflssung die Husserste Schiirfe erlangen, welche die Tafeln nur gewiihren;
aber die hieraus hervorgehenden Elemente wiirden kaum merklich von denen
abweichen, welche die vierte Hypothese lieferte.

Um vollstindige Elemente zu haben, eriibrigt nur, die Lage der Bahn-
ebene zu berechnen. Nach Anleitung von Art. 149 kommt

aus dem ersten Orte aus dem dritten Orte
L I O 8540 MaRIdDD g g 57° 5 091
DR CAEa s L B LR 261 56 6,94 M G R (DR
g s R S 108 S 88702 Sealald il 10 37 33,00
e e DA SORESELONOGE o 80 58 49,10
D= e Rerhel s vons @ G HE R LT Gay 2 4, 52
Lange jdes Perihels . ... ook AL OS5 a8 . S e e 146 0 53,62.

Im Mittel wird daher ¢ = 10"37'33"01, Q = 80°58'49"08, Perihelliinge
= 146"0'53"57. Endlich die mittlere Linge fiir den Anfang des Jahres 1806
= 108" 36'46" 08.

160.

Bei Auseinandersetzung der Methode, welcher die vorangehenden Unter-
suchungen gewidmet waren, trafen wir auf einige besondere Fille, wo sie eine
Anwendung nicht leidet, wenigstens nicht in der Gestalt, in welcher sie von

(188)
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mir dargelegt ist. Wir sahen, dass dieser Mangel zuerst dann Statt habe,
wenn einer der drei geocentrischen Orte, entweder mit dem entsprechenden
heliocentrischen Orte der Krde, oder mit dem entgegengesetzten Punkte
zusammentillt  (letzterer Fall kann offenbar nur dann eintreten, wenn der
Himmelskorper  zwischen Somne und FErde durchgeht); zweitens dann,
wenn der erste geocentrische Ort des Himmelskorpers mit dem dritten
zusamment#llt; drittens dann, wenn alle drei geocentrischen Orte zu-
gleich mit dem zweiten heliocentrischen Orte der Erde in demselben grissten
Kreise liegen.

Im ersten Falle wird die Lage irgend eines der grossten Kreise 4B,
A'B, A"B" unbestimmt bleiben, sowie im zweiten und dritten Falle die Lage
des Punktes B". — In diesen Fiillen verlieren also die vorigen Methoden,
mittelst deren man, wenn die Grossen P, @ als bekannte angesehen werden,
aus den geocentrischen Orten die heliocentrischen bestimmt, ihre Kraft. Dabei
mache ich jedoch auf einen wesentlichen Unterschied aufmerksam. Im ersten
Falle liegt der Fehler lediglich an der Methode, im zweiten und dritten aber
in der Natur der Aufgabe selbst. Im ersten Falle wird man daher die fragliche
Bestimmung dennoch bewerkstelligen kénnen, wenn man nur die Methode in
angemessener Weise #ndert; im zweiten und dritten aber ist sie absolut
unmoglich und die heliocentrischen Orte bleiben dann unbestimmt. Ich will
diese Relationen mit wenigen Worten entwickeln, aber Alles zu erschipfen,
was- hiermit zusammenhiingt, ist um so weniger nithig, da in allen diesen
Specialfiillen eine genaue Bahnbestimmung unmoglich ist, wo sie von den
kleinsten Beobachtungsfehlern enorm afficirt werden wiirde. Derselbe Mangel ist
auch dann schon fiithlbar, wenn die Beobachtingen zwar nicht vollig, aber
doch recht nahe sich in einem dieser Fille befinden. Bei der Auswahl der
Beobachtungen muss man daher dies beriicksichtigen, und sich sorgfiltig
hiiten, nicht einen Ort anzuwenden, wo der Kérper zugleich in der Nachbar-
schatt des Knotens und der Opposition oder Conjunction verweilt, sowie auch
nicht solche Beobachtungen, wo der Kérper in der letzten Beobachtung nahezu
an denselben geocentrischen Ort zuriickgekehrt ist, den er bei erster Beob-
achtung inne hatte, und endlich nicht solche, wo der grosste Kreis, welcher
von dem mittleren heliocentrischen Orte der Erde nach dem mittleren geocen-

(189) trischen Orte des Himmelskérpers gezogen ist, einen sehr spitzen Winkel mit
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der Richtung der geocentrischen Bewegung bildet, und den ersten und dritten
Ort gleichsam streift.

161.

Ich mache fiir den ersten Fall drei Unterabtheilungen.

I. Wenn der Punkt B mit 4 oder mit dem entgegengesetzten Punkte
coincidirt, so ist & = 0 oder = 180°; 7, ¢, ¢ und die Punkte D', D" bleitben
unbestimmt, dagegen werden 7, 7', ¢ und die Punkte D), B" bestimmt. Der
Punkt O fillt nothwendig mit 4 zusammen. Durch analoge Betrachtungen,
wie in Art. 140, leitet man leicht folgende Gleichung ab:

e sin(z—0) R siné’ : ‘sin(A”D—é”) Wy r
sin z R'sino”  sin(A'D—4¢' o)
Es liisst sich daher hierher Alles iibertragen, was in den Artt. 141 und 142
* auseinandergesetzt ist, falls man nur @ = 0 setzt, und b mittelst der Gleichung 12

A [ <
s i ) n'r w7 :
des Art. 140 bestimmt. Die Grossen z, 7, v o werden ganz wie oben

berechnet. Sobald also z und solchergestalt die Lage des Punktes " bekannt
wird, kann man dem grossten Kreise C'C' seine Lage anweisen und dessen Kin-
schnitt mit dem grossten Kreise 4"B” finden, d. h. den Punkt C", und somit die
Bogen CC', CC", C'C" oder 2 f", 2 f', 2 f; hieraus endlich erhilt man

w'r  sin2f i 'y sin2f"

ARl =op SN e e T

II. Auf den Fall, wo der Punkt B’ mit 4" oder dem entgegenge-
setzten Punkte zusammenfillt, ldsst sich Alles eben Gesagte iibertragen, wenn
man nur Alles, was auf den ersten Ort sich bezieht, mit dem vertauscht, was
zum dritten Orte gehort.

III. FEtwas anders aber muss man den Fall behandeln, wo B’ ent-
weder mit A oder mit dem entgegengesetzten Punkte zusammentdllt. Hier
wird der Punkt C' mit A4 zusammenfallen; y, &, ¢ und die Punkte
D, D', B* werden unbestimmt bleiben. Dagegen lisst sich der Kinschnitt
des grossten Kreises BB" mit der Ecliptik®) angeben, dessen Linge = ['4-x

0 St

*) Allgemeiner gesprochen mit dem grossten Kreise 4 A"; der Kiirze halber habe ich aber hier nur
den Fall betrachtet, wo die Ecliptik zur Grundebene gewihlt ist.
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gesetzt sein soll. Durch dhnliche Betrachtungen wie die des Art. 140 erhiilt
man die Gleichung

~___ Rsindsin(4"D'—¢") . sin “
0 =P pmr T =s .k T

Bezeichnet man den Coefficienten von 7, welcher im Art. 140 mit @ iiber-

einkommt, auch hier mit @, und den Coefficienten von #'+" mit (3, so lisst sich
Rsin(l'4-n—1)
R’'sin(l" —1U' —m)
daher 0 = an-+ 377" 4-n"; eine Gleichung, durch welche man, wenn man sie

bestimmen. Man hat

(190) @ auch hier durch die Formel ¢ = —

1"

combinirt mit P = %, =2 (llj—z,L — 1) 7%, erhilt:

AT .
BEED oy gy Q=

woraus sich die Distanz 7 ableiten lisst, wenn nur 8 nicht = 0 ist, in welchem
Falle daraus nichts Anderes folgen wiirde, als P = -—a. Wenn iibrigens
auch 3 nicht = 0 ist (wo man dann auf den dritten, im nachfolgenden Artikel
zu betrachtenden Fall kommen wiirde), so wird doch /3 stets eine sehr kleine
Grosse sein, und deshalb P nur wenig von —a sich unterscheiden miissen.

f(LP+1)
P—Ha
unsicher wird, und deshalb 7" sich mit irgend welcher Genauigkeit nicht ableiten

o (4ot &
= n'r Pla 7' r P
ldsst. Ferner hat man MRS — end

Hieraus ist aber klar, dass die Bestimmung des Coefficienten sehr

PRl P
lich wie im Art. 143, leicht folgende Gleichungen entwickelt werden:

; worauf, dhn-

peSy 2 /"
n ke n SN - e /" /
rsinl = sipdiedis - sin (I"—1')

b o
Ry o n' 7 S
e = Ve i Wblﬂ(l——l)

i (A D e :g: (L st

aus deren Combination mit den Gleichungen VIII und IX des Art. 143 die
Grossen 7, C, 7', " sich bestimmen lassen. Die iibrigen Rechnungsoperationen
kommen mit den oben beschriebenen iiberein.



Bestimmung der Bahn aus drei vollstindigen Beobachtungen. 233

162.

Im zweiten Falle, in welchem B’ mit B zusammenfillt, wird auch
D' mit denselben Punkten oder mit dem entgegengesetzten Punkte zusammen-
fallen. Es werden daher AD'—d und A4"D'— 0" entweder = 0 oder = 180°

sein; wonach man aus den (leichungen des Art. 143 ableitet:

Ol 8 sin &' Rsin 6

Borilal erigm o ;sim——A"‘D—é’)
n' 7’ sin & R sin ¢
e T e PO ) e O

Rsind'siné’sin(z +4'D'—0) = PR'sind"sinesin(z -+ A'D—J).
Hieraus ist klar, dass z, unabhiingig von Q, allein durch P bestimmbar ist
(wenn nicht zufiillig 4'D' = A'D oder = AD+ 180" ist, wo man auf den
dritten Fall kommen wiirde). Hat man aber z gefunden, so wird auch r be-
R S

L H ek o o w7 n'1 n
kannt, und weiter mit Hiilfe der Werthe der Grossen — — — auch — und

"
"

"
—Z,—. Hieraus endlich auch @ = 2(~%—|—% —1) r®. — Offenbar lassen sich
dann also P und @ nicht als von einander unabhiingige Data betrachten,
sondern sie stellen entweder nur ein einziges Datum dar, oder incongruirende
Data. Die Lage der Punkte C, ¢ bleibt in diesem Falle willkiirlich, wenn
solche nur in demselben grissten Kreise mit (" genommen werden.

Im dritten Falle, wo 4, B, B, B" in demselben grissten Kreise
liegen, werden D und D" resp. mit den Punkten B’ B oder mit den
entgegengesetzten zusammenfallen; woraus sich mittelst Combination der

Gleichungen VIT, VIIT, TX des Aut. 143 ergicht P= 2orosine’ _ A0 20
In diesem Falle ist daher der Werth fiir P schon durch die Daten des
Problems selbst geliefert, und es wird deshalb die Lage der Punkte C; C', ("
unbestimmt bleiben.

163.
Die von Art. 136 an auseinandergesetzte Methode ist zwar vorzugsweise

der ersten Bestimmung einer noch ganz unbekannten Bahn angepasst. Sie
GAUSS, Theorie d, Beweg. d. Himmelsk. 30
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kann jedoch mit gleich gliicklichem Erfolge auch dann benutzt werden, wenn
es sich um Verbesserung einer schon sehr nahe bekannten Bahn aus drei, von
einander, so weit man will, abstehenden Beobachtungen handelt. In einem
solchen Falle muss man indessen Einiges #indern. Wenn nimlich die Beobach-

tungen eine sehr grosse heliocentrische Bewegung umfassen, so ist es mnicht
1"

mehr gestattet, und 99" als gendherte Werthe der Grossen P, @ zu be-

&
trachten. — Man kann vielmehr dann dafiir viel genauere Werthe aus den
sehr nahe bekannten Elementen ableiten. Man berechne daher leichthin ver-
mittelst dieser Elemente die heliocentrischen Orte in der Bahn fiir die drei
Beobachtungszeiten, woraus, wenn man die wahren Anomalien mit v, ¢/, »", die
Radien Vectoren mit 7, 7, ', den halben Parameter mit p bezeichnet, die

folgenden geniherten Werthe sich ergeben:

sl == G 4 sind (v —v)sind (v —0)
— 7’sin(@w —v)? T peost(v —w)

Hierauf baue man dann die erste Hypothese, und durch kleine beliebige Aende-

.

rungen die zweite und dritte. Denn es wiirde nicht vortheilhaft sein, hier
(wie es oben geschehen ist) P und @ fiir die neuen Werthe anzunehmen,
indem sich nicht mehr annehmen lisst, dass man daraus genauere Werthe
erhalten werde. Durch diese Rechnung lassen sich alle drei Hypothesen
sehr bequem zugleich erledigen, worauf man dann die vierte nach Vorschrift
des Art. 120 bildet. Uebrigens habe ich nichts dagegen, dass, wenn Jemand
dafiir hilt, wie die eine oder die andere der in den Artt. 124—129 aus-
einandergesetzten zehn Methoden in einem solchen Falle, wenn mnicht rascher,
doch beinahe ebenso rasch zum Ziele fiilhren werde, er dann davon nach
Belieben Gebrauch mache.



