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Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt unilaterale stationéire Kontaktprobleme, die sich auf homogene
isotrope linear hyperelastische Materialien beschranken. Die dazugehorigen mathema-
tischen Modelle, die durch partielle Differentialgleichungen beschrieben werden, bein-
halten eine reibungsfreie und eine weitere Formulierung, die einem Reibungsgesetz mit
vorgegebenen Reibungskoeffizienten geniigt. Jedoch sind die analytischen Losungen im
Allgemeinen nicht bekannt. Ausgehend von zugehorigen Variationsungleichungen ist
es aber moglich, eine Finite-Elemente-Formulierung anzugeben, in der die Kontakt-
nebenbedingungen knotenweise erfiillt werden. Die resultierenden diskreten Systeme
liefern in Verbindung mit geeigneten Losungsverfahren ndherungsweise Losungen des
urspriinglichen Modells.

Anstatt die Ungleichungen des diskreten Systems zu betrachten, wird durch die Ein-
fithrung von Lagrangemultiplikatoren eine dquivalente Ausgangslage geschaffen, in der
man nichtlineare Gleichungen zu 16sen hat. Die Gleichungen, die Lagrangemultiplikato-
ren beinhalten, besitzen die Eigenschaften der Kontaktnebenbedingungen, die Lagran-
gemultiplikatoren beschreiben aber keine entsprechenden Kontaktkrifte des gegebenen
kontinuierlichen Modells. Im Rahmen dieser Arbeit wird jeweils ein effizienter itera-
tiver Losungsalgorithmus, der einer exakten Aktive-Mengen-Strategie entspricht und
aus einem halbglatten Newtonverfahren hervorgeht, fiir jedes algebraische nichtlineare
Gleichungssystem der beiden Modelle erstellt.

Abgerundet wird die Arbeit mit einer numerischen Studie des Hertzschen Kontaktpro-
blems eines elastischen Zylinders auf einer starren Platte. Dabei wird die Untersuchung
auf den reibungsfreien Fall und dessen Spannungsverteilung beschrénkt.






Abstract

In many technical and engineering applications one has to investigate contact pro-
blems with friction. Therefore a set of partial differential equations should be solved.
In this thesis the mathematical modeling is restricted to a problem without friction
and a second formulation using a friction law with an a priori known friction force.
Additionally a homogeneous isotropic hyperelastic material law of linear elasticity is
used. But in general we do not know an analytical solution of the partial differential
equations. Thus, it is searched for a useful design of discretization techniques and ef-
ficient solution strategies within the given unilateral stationary contact problems.
Using finite elements and Lagrange multipliers, the related variational inequalities can
be transformed into algebraic equations and inequalities, which are a node-to-segment
approach, i.e. the discrete inequalities are fulfilled point-wise. These inequalities in-
cluding Lagrange multipliers possess the same abilities as the contact side conditions,
but the multipliers do not describe any contact forces related to the given problems.
After a reformulation of the inequalities we have to solve a set of nonlinear algebraic
equations. To construct an efficient numerical solution algorithm semi-smooth Newton
methods are used.

Finally, a numerical study of a Hertz contact problem, involving an elastic cylinder on
a rigid plate, is given to investigate the solution algorithm. The example is restricted
to a problem without friction and the related stress distribution.






Einleitung

Numerische Simulationen haben heutzutage durch den Einsatz leistungsfdhigerer Rech-
nersysteme enorm an Bedeutung in Forschung und Ingenieurswesen gewonnen. Da-
durch kénnen beispielsweise zu teure oder unméglich scheinende Experimente zumin-
dest simuliert oder tiefere Einsichten der Wechselwirkung zwischen dem Experiment
und des theoretischen Modells erlangt werden. In der Serienproduktion kann eine Uber-
schreitung kritischer Werte genauer prognostiziert werden, was zu einer Materialkos-
tenersparnis fithren kann.

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit der Erstellung eines spezifisch angepassten Simu-
lationsprogramms fiir Randwertprobleme aus der Kontaktmechanik. Die Modellglei-
chungen sollen durch ein Diskretisierungsverfahren programmierbar werden, so dass
das Programm numerische Losungen liefert. Ziel dabei ist es, zwei Modelle mathema-
tisch so aufzubereiten, dass ein praktisches Problem katalogisiert werden kann, damit
das Simulationsprogramm numerische Lésungen, die bei einer Ubereinstimmung der
mathematischen Charakteristika zur gesuchten Losung konvergiert, finden kann. Es
werden zwei Modelle der Kontaktmechanik bearbeitet und fiir die Simulation so mo-
difiziert, dass zweidimensionale Modelle, die das lineare Hookesche Gesetz erfiillen,
numerisch gelost werden kénnen.

Das erste Modell, das urspriinglich im Jahre 1933 von Dr. Antonio Signorini formuliert
wurde, behandelt neben den elastomechanischen Grundgleichungen und dem linearen
Materialgesetz auch die geometrische Bedingung, dass sich zwei disjunkte Korper nicht
durchdringen koénnen. Das zweite Modell stellt eine Erweiterung des ersten dar. Ein
Korper kann laut dem Signorini-Modell einen anderen Korper zwar nicht durchdrin-
gen, aber sie beriihren sich reibungsfrei. Nun beschreibt dieses erweiterte Modell auch
jene Reibungsgesetze, die die Regeln fiir die Beriihrung zwischen den Objekten festle-
gen.

Innerhalb der mathematischen Analysis entsteht die Variationsformulierung jener Mo-
delle durch Integration der Differenzialgleichungen iiber das zu betrachtende Gebiet.
Das heifit, in dieser Arbeit soll ein stationdres Randwertproblem in der Ebene gelost
werden. Diese Umformulierung beinhaltet nun einige Funktionale, die iiber geeignete
Funktionenrdume auf die reellen Zahlen abbilden, und hat bei beiden Modellen die Ge-
stalt einer Variationsungleichung. Wéhrend die Formulierung der elastomechanischen
Grundgleichungen zu einer Operatorgleichung iiber eine lineare Untermenge des gege-
benen Funktionenraumes fiihrt, wird durch die Reibung und der Nichtdurchdringung
eine Variationsungleichung {iber eine abgeschlossene konvexe Untermenge forciert. Die-
se Ungleichung wird mit Hilfe der konvexen Analysis und der konvexen Optimierung
in bestimmten Funktionenrdumen analysiert. Die Theorie dazu soll Aussagen iiber die
Existenz, manchmal zusétzlich {iber die Eindeutigkeit, der Variationsformulierung lie-
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12 Einleitung

fern.

Besitzt die Variationsungleichung die richtigen Charakteristika, soll, wie oben bereits
erwahnt, das Simulationsprogramm eine Nahrungslosung bestimmen. Dabei kommt
eine Finite-Elemente-Methode (FEM) mit einem Ansatzraum der stiickweise linearen
und global stetigen Funktionen zum Einsatz. Diese Wahl erlaubt eine Analysis der
FEM mit Standardinterpolationsoperatoren. Es wird aber nicht weiter darauf einge-
gangen, ob eine numerische Losung unter verschiedenen Regularitédtsbedingungen des
Gebietes und der Randdaten zur Losung konvergiert oder welche Regularitédt und Kon-
vergenzgeschwindigkeit diese besitzt.

Jetzt wird in dieser Arbeit ein halbglattes Newton-Verfahren fiir einen Losungsalgo-
rithmus zugrunde gelegt, das einer Aktive-Mengen-Strategie entspricht. Anders als die
Analysis der FEM wird die Herleitung jener Strategie im Detail behandelt. Das Simu-
lationsprogramm soll Problemstellungen 16sen, die die Eigenschaften eines der beiden
Modelle und deren mathematischen Voraussetzungen besitzen.

Dass nur stationdre Randwertprobleme in der Ebene mit einem linearen Hookeschen
Gesetz betrachtet werden, stellt eine bewusst gewahlte Einschriankung der Modelle
und der Modularitdt des Programms aufgrund des Zeitrahmens dar. In dieser Arbeit
liegt der Fokus auf der Funktionalanalysis der Modelloperatoren und der Erstellung
des numerischen Losungsalgorithmus. Denn man hat keine lineare Variationsgleichung,
die zu einem linearen Gleichungssystem fiihrt, sondern eine Variationsungleichung, die
zu einem nichtlinearen Gleichungssystem mit nicht stetig differenzierbaren Funktio-
nen fiithrt. Dafiir soll ein Algorithmus im Rahmen der halbglatten Newton-Verfahren
hergeleitet werden.

Die numerischen Studien beinhalten die Daten bereits bekannter Testfille, um die
Ergebnisse abgleichen und testen zu kénnen. Besonders das Signorini-Problem eines
elastischen Zylinders auf einer starren Platte ist sehr gut zum Testen geeignet, da die
Geometrie und passend glatte Randdaten auch analytische Losungen zulassen.



1 Physikalisches Modell

In der Kontaktmechanik interessieren die Eigenschaften von Korpern, die wegen Ober-
flichen-, duBlerer Kréfte und einer Anfangsbewegung aufeinander stoflen. Die Kor-
per sind elastisch und dadurch verformbar, jedoch diirfen sie sich nicht durchdringen.
Sie sollen voneinander abprallen oder auf den Oberflichen entlangrutschen. Das Ent-
langrutschen wird durch zwei vereinfachende Ansédtze modelliert. Eine Annahme ist,
dass die Korper reibungsfrei rutschen. Im erweiterten Ansatz soll in Tangentialrich-
tung das Trescasche Reibungsgesetz gelten.

Ein Korper soll zur einfacheren Darstellung als starrer Untergrund angenommen wer-
den. Aus angenommenen Symmetriegriinden reicht eine Modellformulierung in der
Ebene, siehe Abbildung 1.1.

Die Feldgleichungen, die die Verschiebung der Korper und deren Spannungsverteilun-
gen innerhalb erkéren, werden im néchsten Abschnitt beschrieben. Danach folgen die
hyperelastischen Materialgesetze, die die Zusammenhénge zwischen den Spannungen
und den Verzerrungen der Korper definieren, siehe [2] und [13].

Die Nichtdurchdringungsbedingung oder die normale Kontaktbedingung, welche das
Ineinanderdringen der Koérper verhindert, wird in weiterer Folge hergeleitet. Zusatzlich
werden die Reibungsgesetze, die in dieser Masterarbeit Verwendung finden, mitange-
geben.

Abbildung 1.1: Elastischer Zylinder auf einer starren Platte

1.1 Elastomechanische Grundgleichungen

Der elastische Korper in der Anfangs- oder Referenzkonfiguration wird mit einer be-
schrinkten offenen Menge Q2 C R, d = 2,3, bezeichnet. Der Rand des Kérpers €2

13



14 1 Physikalisches Modell

wird mit I' = 9 erklart, der jedoch in drei offene disjunkte Teilmengen I'p, 'y und
I'. aufgespalten wird, so dass I' = T'p UTy U T, gilt. Die Menge ' soll kompakt in
F\fc eingebettet sein. Das heifit, dass sich die Teilréinder I'p und T in keinem Punkt
iiberlappen. Dieser Sachverhalt wird in der Abbildung 1.1 anhand des in dieser Ar-
beit verwendeten geometrischen Modells illustriert. Ein Neumannrand I'y trennt die
anderen beiden Teilrdnder. Wenn in weiterer Folge eine instationdre Problemstellung
betrachtet wird, so gilt fiir das Zeitintervall [0, T]C R mit 7" > 0.

Die Deformation

0 Ox[0,T] >R,  Qx[0,7]> (z,t) — ¢(z,t) € RY,

beinhaltet die moglichen Bewegungen des elastischen Kérpers unter den vorgegebenen
Volumen- und Oberflichenkriften. Das heifit, ¢(z, t) ist die Deformation unter der mo-
mentanen Konfiguration zum Zeitpunkt ¢. Der Vektor z bezeichnet den Positionspunkt
in der Referenzkonfiguration. Zusétzlich wird die Verschiebung

u(z,t) = p(z,t) —z (1.1)
eingefiihrt. Der Deformationsgradient

0
F:=Vop = (¢r)i<ki<d; Pkl = %, (1.2)
x

definiert den rechten Cauchyschen Verzerrrungstensor
C:=(F)'F=(Vy) Vy,
und besitzt die Jacobi-Determinante
J = det(F),

vergleiche fiir die letzten drei Definitionen [21]. Dieser fiihrt auf den Green-Saint Ven-
ant Verzerrungstensor, siehe [9],

1 1
E:= 2(C—Idy) = 5(Vu+ (Vu)' + (V) Vu), (1.3)
wobei Id; den Einheitstensor in R¥*? bezeichnet. Wenn nur starre Kérperbewegungen

stattfinden, gilt C = Idy und E = 0 [9]. Ein zugehoriger Verzerrungstensor in der
Momentankonfiguration lautet nach [21]

e= %(Idd -bh). (1.4)

Dieser Almansi Verzerrungstensor ist durch den linken Cauchy-Green Verzerrungsten-
sor b=FF" definiert. Fiir E aus (1.3) gilt mit (1.4) der Zusammenhang

E=F'eF. (1.5)
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Dies ist die Pull-Back Operation von der Momentankonfiguration zuriick zur Referenz-
konfiguration. In der linearen Elastizitdtstheorie gilt [19]

Byt =l = 5 (5 + 52 ) (16)
Ji )

Dies ist durch die Voraussetzungen u; < 1 und du;/0z; < 1,4,j =1,...,d, gegeben.
Mit der Annahme, dass zwischen Referenz- und Momentankonfiguration nicht unter-
schieden wird, gilt F ~ Id; und ist J ~ 1.

Nach der Definition der Verzerrungstensoren werden jetzt jene Bewegungsgleichungen,
die den Zusammenhang zwischen den Spannungen des Korpers €2 und der Volumen-
und Oberflachenkrifte beinhalten, angegeben. Der momentane Positionspunkt lau-
tet y := @(z,t). Die Volumenkréfte in der momentanen Konfiguration werden mit

f(y) und die Oberflichenkriifte werden mit p(y) bezeichnet. Die momentane Dich-

t_e_é(y) muss in den Bewegungsgleichungen genau so beriicksichtigt werden, wie der

Cauchysche Spannungsvektor ¢(y). Dieser kann durch den symmetrischen Cauchyschen

Spannungstensor 'i‘(g) wie folgt beschrieben werden, [2],

ty) =Tnly), ye ).

Dabei bezeichnet n den d&ufleren Normalenvektor auf einem beliebigen Kontrollvolumen
innerhalb des elastischen Korpers. Die Spannungen am Teilrand I'y kénnen auch durch
die Druckverteilung an der Oberfliche erklért werden, das heifit

ty) =p), yeelni).

Die Bewegungsgleichungen in der momentanen Konfiguration [2, 9, 21| lauten

wobei divY der Divergenzoperator in Abhéngigkeit der momentanen Position y ist.
Wenn die Bewegungsgleichungen (1.7) in der Referenzkonfiguration formuliert werden
sollen, miissen Variablentransformationen eingefiihrt werden. Daher wird der erste
Piola-Kirchhoff Verzerrrungstensor

P(z,t) := J(z,t)T(x, t)FiT(L t),

wobei der Zusammenhang

T(z,1) :=T(y) = T(e(z,1))

gilt, und der zweite Piola-Kirchhoff Verzerrrungstensor

S(z,t) :==F '(z,t)P(z,1) (1.8)
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eingefiihrt [21]. Da der Tensor T symmetrisch ist, besitzt S die gleiche Eigenschaft.
Die Gleichung (1.8) beschreibt auch die Pull-Back Operation fiir den Spannungstensor.
Die Volumenkrifte f und die Oberflichenkrifte p in Abhéngigkeit der Referenzkonfi-
guration sind durch -

(z,t) == J(z,0) f (pla, 1)),
(z,1) == J(z,)|F~ " (z, t)n(z, 1) |p(p(z, 1)) (1.9)

=S I~

definiert [9]. n(z,t) ist der duBlere Normalenvektor der Referenzkonfiguration 2 im
Punkt z zum Zeitpunkt ¢ und ||.|| ist die Euklidsche Norm in R?. Mit der Referenz-
dichte o(z,t) und der Relation @& = ¢, folgend aus (1.1), lautet das Anfangsrandwert-
problem des betrachteten Modells [9]

o(z, t)i(z,t) — divP(z,t) = f(z.1), (z,t) € Q x [0,T], (1.10a)
P(z,t)n(z,t) = p(z,1), (z,t) € Ty x [0,T], (1.10b)

u(z,t) = up(z,t), (z,t) € I'p x [0,T], (1.10c)

u(z,0) =0, x € ), (1.10d)

u(z,0) = vy, z €} (1.10e)

Die Gleichung (1.10c) beschreibt die Dirichlet-Randbedingungen und (1.10d) und
(1.10e) sind die Anfangsbedingungen mit der Anfangsgeschwindigkeit v,,.

In der linearen Elastizitdtstheorie setzt man o(z,t) ~ T(z,t) wegen J(z,t) ~ 1 und
F ~ Id,;. Damit wird die Gleichung (1.10) zu

o(z,t)i(z,t) —dive(z,t) = f(z,1), (z,t) € Q x [0,T], (1.11a)
o(z,t)n(z,t) = p(z,1), (z,t) e Ty x [0,T], (1.11b)

u(z,t) = up(z, t), (z,t) € T'p x [0,T], (1.11c)

u(z,0) =0, x € €, (1.11d)

u(z,0) = vy, z €. (1.11e)

1.2 Materialgesetze

Die gleiche Geometrie und Belastung eines Korpers €2 rufen bei unterschiedlichen Ma-
terialien andere Spannungs- und Verschiebungszustédnde hervor. Um das Materialver-
halten zu charakterisieren, werden konstitutive Beziehungen oder Materialgleichungen
eingefiihrt. Sie stellen einen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrrungen
her. Dadurch vervollstédndigen sie die Feldgleichungen.

In der Materialtheorie werden vier physikalische Annahmen oder Prinzipien vorausge-
setzt [18]. Im Prinzip des Determinismus wird der aktuelle Zustand eines Kontinuums
durch die aktuelle Beanspruchung und die gesamte Vergangenheit charakterisiert. Die
abhingigen Zustandsvariablen werden durch die Vorgeschichte der unabhéngigen Va-
riablen des Korpers bestimmt.



1.2 Materialgesetze 17

Im Prinzip der lokalen Wirkung werden die konstitutiven Variablen durch eine dif-
ferentiell nahe Umgebung beeinflusst. Die konstitutiven Gleichungen sind dann lokal
formuliert, deren Grolen und ihre Ableitungen erster Ordnung nach dem Ort bekannt
sein miissen.

Im Prinzip der materiellen Objektivitat diirfen die Wahl des Bezugssystems und die
Bewegungen eines Beobachters die FEigenschaften des Materials nicht beeinflussen.
Die Materialgleichungen miissen gegeniiber konstanten Zeitverschiebungen, Starrko-
pertranslationen und -rotationen invariant sein.

Im Prinzip der physikalischen Konsistenz miissen die Materialgesetze den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik erfiillen.

1.2.1 Verzerrungs- und Spannungstensoren in der
Referenzkonfiguration

Es werden Materialgesetze mit den oben genannten Prinzipien benétigt, die einen
Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor S aus (1.8), dem Deformationsgrad-
ienten F aus (1.2) und dem Verzerrrungstensor E aus (1.3) herstellen. Im néchsten
Abschnitt wird in der Referenzkonfiguration das Hookesche Gesetz der linearen Elas-
tizitdat hergeleitet. Auf die Darstellung in der Momentankonfiguration wird verzichtet,
da in den linearisierten Modellen, die nur infinitesimale Verschiebungen zulassen, die
Bewegungen zu verschiedenen Zeitpunkten in der Referenzkonfiguration beschreibbar
bleiben. Schrinkt man auf elastische Materialien ein, sucht man eine eindeutige Zu-
weisung der aktuellen abhéngigen Zustandsvariablen zu den aktuellen unabhéngigen
[18]. Das heifit, der Be- und Entlastungsvorgang eines elastischen Materials ist reversi-
bel. Ein Zusammenhang der Energiefunktion W und S existiert, wenn die Betrachtung
auf hyperelastische Materialien beschrankt wird. Denn in diesem Fall kann durch die
Energiefunktion W auch die Gleichung des Spannungstensors S abgeleitet werden.
Bei zusiitzlich homogenen Materialien hiingt die Energiefunktion W nur noch von F
ab. Aufgrund des Prinzips der materiellen Objektivitdt kann eine dquivalente Ener-
giefunktion W oder W gefunden werden, die nur von C oder E bestimmt wird. Der
Spannungstensor S kann daher nur implizit von den Ortskoordinaten abhéngen und
wird durch komponentenweiser Ableitungen der Energiefunktion W oder W nach C
oder E beschrieben. Das heifit, dass nach [13] gilt,

S = Zaa—Ig oder S = %—Ig,
oW oW (1.12)
SaB 3 oder Sup OF

In dieser Arbeit werden lineare homogene hyperelastische isotrope Materialien ver-
wendet. Isotropie bedeutet, dass die Eigenschaften des Materials richtungsunabhéngig
sind. Das liefert

w(CQ) = w(C),
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wobei Q eine orthonormale Transformationsmatrix ist. Die Energiefunktion aus (1.12)
héngt von den drei Invarianten des rechten Cauchyschen Verzerrrungstensors ab,

Io :=tx(C), IHc:==((tr(C))* —tx(C?), ¢ :=det(C)=J%

N | —

Diese lautet nun [21]
W (C) = W (I, L, 1) (1.13)

Die Gleichung (1.12) ist der Startpunkt fiir die Betrachtungen der linearen Elastizitét.
Beriicksichtigt man die Gleichung (1.13), so liefert eine Taylorreihenentwicklung das
lineare Hookesche Gesetz.

1.2.2 Lineare Elastizitat

Die Linearisierung der Energiefunktion W in Abhéngigkeit des Verzerrungstensors E
fiihrt auf das verallgemeinerte lineare Hookesche Gesetz [6]. Die Taylorreihenentwick-
lung der Energiefunktion liefert

—

— 1
W(E) = Wy + S}, B + §CijklEijEkl - (1.14)
dabei gilt fiir ein homogenes hyperelastisches Material

W

Ciip 1=~
gl 8E236Ek1

Setzt man die Taylorreihenentwicklung (1.14) in (1.12), dazu benétigt man die kom-
ponentenweise definierte partielle Ableitung von W nach E, zur Bestimmung von S ein
und vernachléssigt Terme zweiter und héherer Ordnung der Taylorreihenentwicklung,

fiihrt das auf
Sij = S?j + Cijri B (1.15)

in der Indexnotation. Sloj sind die Spannungen im nicht verzerrten Zustand. Hier wer-
den die Spannungen S% Null gesetzt, das heiit man betrachtet einen spannungsfreien
Zustand in der Referenzkonfiguration. Das verallgemeinerte lineare Hookesche Gesetz
lautet

Sij = CijtiEr (1.16)
und in der kompakten Schreibweise
S = C[E].

Aufgrund der Symmetrie des Spannungstensors S gilt C;jx = Cjiy. Wegen der Symm-
etrie des Verzerrrungstensors E interessiert komponentenweise nur das Produkt mit der
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Summe C;ji; + Cijip. Somit kann ein homogenes elastisches Material mit 36 Kompo-
nenten des Materialtensors beschrieben werden. Ist weiter das Material hyperelastisch,
gilt Cijr = Criij und der Materialtensor hat nur noch 21 verschiedene Komponenten.
Damit lautet das lineare Hookesche Gesetz in Matrixnotation

S En Cii Cip Ciz Ciy Ci5 Cyg

Sao Esy Cia Cyp Cy3 Cy Cy Oy

Sas Ess3 Ciz Oy Csz Cs Oz Csg
S = E = D= 1.17
- Sas |7 T 2F93 | Cu Cy Csy Cy Cys Cu |’ ( )

Sis 2k Ci5 Oy Css Ci5 Css Csg

Sia 2E, Cis Co Css Cas Css Cgs

und kompakt

S=DE. (1.18)

Ist ein homogenes hyperelastisches Material zusétzlich isotrop, ist die Energiefunk-
tion nur noch von den Invarianten abhingig. Nach der Taylorreihenentwicklung und
komponentenweiser partieller Differentiation nach E ist das verallgemeinerte lineare
Hookesche Gesetz durch zwei unabhéngige Konstanten erkldrbar. Die beiden Materi-
alparameter werden auch die Laméschen Konstanten genannt [19]. Der Materialtensor
lautet daher

Cijki = N6ijOp + 1(8i6j1 + 0bji) (1.19)

und das lineare Hookesche Gesetz fiir isotrope Materialien schreibt sich in der Indexno-
tation

Die Elastizitatsmatrix lautet

A2
A

(1.21)

o O O oo

A A
+ A
A A+ 2u
0 0
0 0
0 0

O O O > >
oOoOox®T O oo
OxT OO oo

1

Wenn die Energiefunktion iiber den rechten Cauchy-Green Tensor C definiert ist, kann
wegen des Zusammenhanges C = [d; — 2E, vergleiche (1.3), wieder ein Spannungs-
Verzerrungsverhéltnis angegeben werden, das vom Green-Saint-Venant Tensor E ab-
héngt.

In der linearen Elastizitatstheorie werden S durch o aus (1.11) und E durch € aus (1.6)
ersetzt. Dadurch gilt fir (1.20)

Uij = Aéijskk + 2,u5ij.
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Das ist das lineare Hookesche Gesetz der linearen Elastizitdtstheorie. Dieses lautet in
der kompakten Schreibweise

o = \tr(e)ldy + 2ue (1.22)

und fiir den Tensor € aus (1.6)
1
e:=5(Vu+t (Vu)"). (1.23)

Im zweidimensionalen Fall in der Ebene gibt es zwei Modellansdtze: den ebenen Ver-
zerrungs- und den ebenen Spannungszustand [19]. Der Erstgenannte wird hier in dieser
Arbeit eingesetzt.

Im Modell des ebenen Verzerrungszustandes hingen die Komponenten von € von zwei
Ortskoordinaten ab, und es gilt

6ij<ﬂ7 x17x27'r3> = 6ij(uu .ﬁUl,.TQ) fur Z7,] - 1727

ei3(u,x) = e3i(u,x) =0 fiiri = 1,2, 3.

Das Hookesche Gesetz wird zu

oij(w) = Aij(e11(u) + eaa(w)) + 2pei;(u) fir i,j = 1,2,
oi3(u) = o3;(w) =0 fir i = 1,2, (1.24)
o33(u) = Aen(w) + e2(un)).

Die Laméschen Konstanten sind durch das Elastizitdtsmodul £ > 0 und die Querkon-
traktionszahl (Poissonzahl) v € (0, 1)

Ev FE

)\:: e —
ARSTE R

I+ o)1 —20) (1.25)

gegeben. Gelte der ebene Spannungszustand, so werden

O-ij(ﬂ, fL‘l,fL‘Q,l’g) = O-ij(ﬂ, fL‘l,{L'Q) fiir Z)] — 1727

O-Z'3<Q7£) = 0-3i<g7£) =0 fiiri = 17 2737

verwendet. Dadurch vereinfachen sich die Verzerrungen zu

Ansonsten gilt (1.24) mit o33 = 0 und (1.25) mit

Ev FE

YT M Ee)
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1.3 Kontaktbedingung

Im bisher betrachteten Modell fehlt noch die Kontaktbedingung auf dem Rand T,
wenn der Korper 2 auf den starren Untergrund trifft. Dabei werden Nichtdurch-
dringungs- und Reibungskontaktbedingungen benoétigt. Die Reibungskontaktbeding-
ung muss auf dem Kontaktrand I'. zwei Zusténde beschreiben kénnen. In einem haftet
und in dem anderen rutscht der Korper, wenn dieser den starren beriihrt. Zur Be-
schreibung dieser Bedingung soll das Coulombsche Reibungsgesetz verwendet werden,
welches einen Reibungskoeffizienten beinhaltet, der dariiber entscheidet, ob ein Punkt
des elastischen Korpers rutscht oder haftet. Eine Vereinfachung stellt das Trescasche
Reibungsgesetz dar, welches a priori gegebene Reibungskoeffizienten voraussetzt, siehe
[4]. Begonnen wird mit der Herleitung der Nichtdurchdringungsbedingung und der not-
wendigen Zerlegung des Kontaktdrucks, der Verschiebung und der Abstandsfunktion
in einen Anteil der Normalenrichtung und der Tangentialrichtung.

1.3.1 Normalkontakt

Fiir einen Punkt z € T'. in der Referenzkonfiguration soll die kinematische Normal-
kontaktbedingung formuliert werden. Dafiir wird eine Abbildung R,

R, : T, = s;x — Ry(z), fir d = 2,
R, :T. = (s,7); x — Ry(z), fiir d =3,

fiir jedes t € [0, T eingefiihrt, die einen Zusammenhang der Punkte des Kontaktrandes
I'. zum starren Untergrund ¥ erklart, wobei

W(s) = (i;gzg) , s €la,b] CR, a,beR, fir d=2,

Uy (s,r)
Uy(s,7) |, s,7 € a,b] X [¢,d] CR xR, a,b,c,d € R, fir d=3,
(s,7)

i

3

eine parametrische Vektorfunktion ist. Der Punkt in der momentanen Konfiguration

Pc
,71 x, LD W(xjt)\ ST t)
K | g
A S ‘ .
Y(Re(24)) W(Re(z5)) v U(Re(zy)) P(xo,t) = U (Re(25)) v

Abbildung 1.2: Zuweisung der Parameter durch R; beim Normalkontakt

o(z,t) ==z +u(z,t) € (I, t) beriihrt ¥ oder diesem wird ein Punkt von ¥ zugeord-
net, so dass der minimale Normalabstand zwischen o(z,t) und ¥ angenommen wird.
In der Abbildung 1.2 sicht man diesen Vorgang. Entweder ein Bertihrpunkt ¢(z,t) =
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W(R:(z)) oder ein Punkt W(R;(x)) der Vektorfunktion, der durch den minimalen Nor-
malabstand wie oben charakterisiert wird, kann jedem Punkt ¢(z,t) € ¢(I'.,t) und
somit jedem zugehérigen z € T zugewiesen werden. Das heiBt, wenn fiir B, Wohldefi-
niertheit vorausgesetzt wird, kénnen zu jedem Punkt x € I'. und zu jedem Zeitpunkt
t die Parameterwerte von W aus der Momentankonfiguration zugewiesen werden, so
dass s = Ri(z) oder (s,7) = Ry(x) fiir alle ¢t € [0, T gilt.

Sei n(z,t) = n(¥(R(z)),t) der duBere Normalenvektor von ¥ in der momentanen
Konfiguration ¢(I',t), der dem Punkt z € I', in der Referenzkonfiguration zugeord-
net ist und in die Richtung des elastischen Korpers Q zeigt. Dann ist die momentane
Abstandsvektorfunktion g in einem Punkt z € T'. zum Zeitpunkt ¢

g(x.t) = (L(Rex) - pla.1)). (1.26)

In der Abbildung 1.2 ist g in die Normalenrichtung richtig eingezeichnet, ndmlich senk-
recht auf die starre Platte. Die Euklidsche Norm liefert den minimalen Normalabstand.
Die Abstandsvektorfunktion g(z,t) wird in die Normal- und Tangentialkomponenten

gn(z,t) == g(z, t)n(z,t), g (z,1) = g(z,t) — ga(z, )n(z, 1), (1.27)
zerlegt. Fiir den momentanen Normalabstand g, gilt
gn(z,t) <0, z €T, (1.28)

sieche Abbildung 1.3. Die Bedingung (1.28) wird auch Nichtdurchdringungsbedingung

=

oL, t)

Abbildung 1.3: Zerlegung der Abstandsvektorfunktion g

genannt. Diese Nichtdurchdringungsbedingung beschrankt die Abstandsfunktion auf
negative Werte. Wenn die Normalabstandsfunktion auch positive Werte annehmen
konnte, wiirde sich die Orientierung des Richtungsvektors (1.26) dndern, der durch
die Ortsvektoren eines Korperpunktes ¢(z,t) und eines Punktes des Untergrundes
U(Ry(z)) berechnet wird. Das heit, der elastische Kérper wiirde in den starren Un-
tergrund eindringen, wenn g,n und n mit der gleichen Orientierung parallel sind.
Umgekehrt kann der Korper §2 das nicht, wenn g,n und n antiparallel sind, verglei-
che Abbildung 1.3 links. Daher soll in diesem Modell die Gleichung (1.28) gelten.
Auf (T, t) herrscht aber der momentane Kontaktdruck p,- Dieser wird auch in eine
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f(rc, t)

To
pc P =T

3

Abbildung 1.4: Zerlegung des Kontaktdruckes p,

Normal- und eine Tangentialkomponente zerlegt,

palz,t) :==p (z,)n(z,t), p (1) :=p(z,1) —pa(z,t)n(z,t). (1.29)

Damit lautet die Normalkontaktbedingung in der Momentankonfiguration

Gn(z,1) <0, pu(z,t) >0, gz t)p,(z,t) =0. (1.30)

Diese konstitutive Gleichung (1.30) beinhaltet die Nichtdurchdringungsbedingung als
erste Ungleichung. In der zweiten Ungleichung wirkt ein Druck p von auflen auf den
elastischen Korper und kein durch andere Krifte, zum Beispiel Kohas1on hervorgeru-
fener. In (1.30) wird der Normaldruck p, in die Richtung von n beriicksichtigt. Dieser
kann nur mit der gleichen Orientierung des Normalenvektors n zu diesem parallel sein,
sieche Abbildung 1.4. Daraus folgt die zweite Bedingung p,(z,t) > 0. Die dritte Glei-
chung aus (1.30) besagt noch, dass ein Kontaktdruck nur bei Beriihrung des starren
Untergrunds groBer Null sein kann. Sonst herrscht kein Druck vor und der elastische
Korper kann sich frei bewegen, solange er den starren Untergrund nicht beriihrt.
Wenn man kleine Deformationen betrachtet, wird die Bedingung (1.30) linearisiert.
Eine vollstdndige mathematische Herleitung dazu findet man in [10]. Dabei #ndert
sich der Normalenvektor n nicht mit der néchsten momentanen Konfiguration. Denn
bei kleinen Deformationen wird als Ndherung die Normal- und Tangentialrichtung der
Zerlegungen nicht gedndert. Das heifit, die Zerlegung in die Normalkomponente und
den Tangentialvektor erfolgt iiber n(z) := n(¥(Ry(z))) der Referenzkonfiguration im
Punkt x € I'.. Der Referenzkontaktdruck P, , der auf den Teilrand I'. wirkt, hingt mit
dem momentanen Druck p durch (1.9) wie folgt

Py, (1) = T (2 O)|F " (z, )n(a)|lp, (p(z. 1)) (1.31)

zusammen. Dieser Druck p . wird in der Beschreibung der linearisierten Normalkon-
taktbedingung (1.30) verwendet. Die Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponen-
ten erfolgt {iber

pa(z,t) = p, (2, 0)n(z), p_(2,t):=p, (2,t) = pa(z, )n(2). (1.32)

Es gilt die Definition aus (1.26). Der Anfangsabstand go,(z) sei durch Ry(z) mit

gon(x) 1= llz = L(Ro(@))| = = (L(Ro(2)) — 2 )n(x)
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definiert. Mit ¢(z,t) = z + u(z,t) wird (1.30) zu

_un(ﬁa t) S gOn(£)7 pn(£7 t) Z 07 pn(£7 t) (_un(£7 t) - gOn(Q)) = 0. (133)
Die Zerlegung der Verschiebung u auf I'. lautet
un(z,1) = u(z,)n(z), u.(z,t):=u(z,t) —un(z, t)n(z). (1.34)

Fiir den stationiiren Fall sei R die Abbildung von z auf ¥, bestimmt durcll den mini-
malen Abstand von ¢(z) in der Endkonfiguration auf ¥ und n(z) := n(¥(R(z))). Mit
p(x) = z + u(x) werden (1.30) zu

gn(2) <0, pa(a) 20,  gn(z)pn(z) =0 (1.35)
und im Fall kleiner Deformationen die linearisierten Bedingungen (1.33) zu
~tn(2) < goul2),  Palx) 20, pa(2)(—unlz) — gon(z)) = 0. (1.36)

1.3.2 Tangentialkontakt

Hier miissen zwei Zustdnde betrachtet werden. Der Haftzustand zwingt den Koérper in
einem Punkt dazu, dass dieser sich dort nicht in tangentiale Richtung bewegen kann,
wenn dieser den Untergrund beriihrt. Im Rutschzustand kann der Kérper jedoch genau
dieses.

Fiir die tangentiale Kontaktbedingung gilt mit dem Coulombschen Reibungsgesetz
und dem Reibungskoeffizienten vy € R¢, [9, 21],

Ip_(z,t)|| < vrlpa(z,t)],
Ip_(z, )|l < valpa(z,t)] = g_(z,t) =0, (1.37)
Ip_(z,t)|| = velpn(z,t)| = Ja € R : p_(z,1) = a®g_(,1).

In Gleichung (1.37) gilt die Zerlegung (1.29) des momentanen Kontaktdrucks p . Die
Haftbedingung gilt mit der Zerlegung (1.27) und g_ist das totale Differenzial nach der
Zeitvariable t. Das bedeutet, dass ein Massenpunkt z € I, keine tangentiale Geschwin-
digkeit aufnimmt, wenn er den starren Untergrund beriihrt. Somit findet auch keine
Verschiebung des Massenpunktes statt, das heit g = 0. Die dritte Zeile beschreibt
die Rutschbedingung. Sie setzt die Richtung und Orlentlerung fest, in die g_ zeigen
soll, wenn der tangentiale Anteil des Kontaktdrucks P, bekannt ist. Eine aqulvalente
Formulierung von (1.37) lautet nach [9]

lp Il < velpal, p, =03, g I(p, Il = valpa|) = 0. (1.38)
Das Coulombsche Reibungsgesetz lautet im linearisierten Fall
I, (z, )l < valpn(z, 1),
Ilp, (2, )l < vrlpn(z,t)] = @, (z,t) = 0, (1.39)

lp, (z, )l = vrlpa(z,t)] = 3o € R : p (z,1) = a’iL ().

—T
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Das heifit, die Normal- und Tangentialrichtungen éndern sich nicht [21]. Fiir den hier
eingesetzten Referenzkontaktdruck p,, mit der Zerlegung (1.32) und dem totalen Diffe-
renzial nach ¢ der Verschiebung u mlt der Zerlegung (1.34) beschreibt die konstitutive
Gleichung (1.39) einen Zusammenhang des Referenzkontaktdrucks und der Geschwin-
digkeit einer Verschiebung. Dabei gelten die obigen Erlduterungen zu (1.37).

Im stationdren Fall beeinflusst das Coulombsche Gesetz nicht die Geschwindigkeiten
in tangentiale Richtung, sondern den tangentialen Anteil der Abstandsfunktion g aus
(1.26), die Verschiebung u aus (1.34) im linearisierten Fall, direkt [10]. Die Gleichung
(1.37) wird zu

=

lp_(@)|| < vrlpa(2)],
lp_ (@)l <vrlp.(z)] = g (z) =0, (1.40)
lp_(2)| = vrlpa(2)] = Ja € R : p_(z) = a’g_(2),

und (1.39) zu
lp, @)} < vrlpa(2)],

)
lp, @)l < vrlpa(2)] = u,(2) =0, (1.41)
lp, (@) = velpa(2)] = 3a € R : p (2) = a’u.(z).
)

Dabei gelten die Zerlegungen (1.29) und (1.27) in (1.40). Der Vektor n(z,t) dieser
Zerlegungen wird durch n(¥(R(z))) der Endkonfiguration und die Zerlegungen (1.32)
und (1.34) in (1.41) mit dem Normalenvektor n(z) := n(¥(Ry(x))) ersetzt.

1.4 Zusammenfassung der betrachteten Modelle

Das stationdre Signorini-Problem lautet

—dive(u(z)) = f(z), z €, (1.42a)
o(u(z))ng(z) = p(a), z ey, (1.42b)
u(z) =0, zelp, (1.42¢)
— un(z) < go(z), on(u(z)) =0, an(u(x))( () + gol )) =0, zel,, (1.42d)
o (u(@))| < valoa(u(z))l,
o (u(2))| < velon.(u(z))] = u,(z) =0, ., zel, (142¢)
o, (w(@)|| = valon(u(z))| = 3a € R : g, (u(z)) = o?u, (2)
o(u(z)) == Ar(e(u(z)))Ida + 2pe(u(z)), (1.42f)
e(u(z)) = 5 (Vu(z) + (Vu) ' (2)), (1.42¢g)

mit dem Hookeschen Gesetz (1.22), dem Verzerrungstensor (1.23) und den Materialpa-
rametern aus (1.25). Die Vorgaben p auf dem Neumannrand I'y und p, auf dem Kon-
taktrand I'. werden durch den Zusammenhang mit dem Cauchyschen Spannungstensor
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durch on ersetzt. Damit gilt mit dem Normalenvektor n := n(¥(Ry(z))) der Referenz-
konfiguration o, := (on)n. Fiir den tangentialen Anteil fithrt man ¢ := on — o,n
ein. Somit hat man wie fiir p, in (1.29) eine analoge Zerlegung. Die selbe gilt auch
fir w in (1.42d) und (1.42e). Fiir den Kontaktrand gelten die linearisierten Bedin-
gungen (1.36) und (1.41), wobei gy := gon gesetzt wird. Fiir den Neumannrand aus
(1.42b) gilt der dulere Normalenvektor ny(z). Dieser hingt nur von der Oberfliche des
Kontinuums ab und unterscheidet sich von n des Kontaktrandes I'.. Die Bedingung
(1.42c) muss wegen des betrachteten spannungsfreien Zustandes der Referenzkonfi-
guration am Anfang gelten. Die néchsten beiden vereinfachten Modelle sollen spéter
durch Variationsmethoden bearbeitet werden.

1.4.1 Reibungsfreies Signorini-Problem

In (1.42) wird das Reibungsgesetz (1.42e) durch o, = 0 ersetzt. Damit lautet das
Signorini-Problem

—dive(u(z)) = f(z), z €9, (1.43a)
o(u(2))ny(z) = p(z), z €Ty, (1.43b)
u(z) = 0, z €Tp, (1.43c)
—un(z) < go(z), onlulz)) >0, on(u(z)) (un(z) + 90(£)> =0, zel. (143d)
o, (u(z)) =0, zel,, (1.43e)
o(u(x)) := Mr(e(u(z)))Idg + 2pe(u(z)), (1.43f)
e(u(z)) = %(Vu(@ + (Vo) (2)). (1.43g)

1.4.2 Signorini-Problem mit Trescascher Reibung

Im Fall des Trescaschen Reibungsgesetzes wird vg|p,(x,t)| durch gr(z) ersetzt, wobei
die nicht negative Funktion gg(-) : ' — R a priori gegeben ist [9]. Das Signorini-
Problem lautet

—dive(u(z)) = f(x), z€Q, (1.44a)
o(u(z))ny(z) = p(z), z €Ty, (1.44b)
u(z) =0, z €Tp, (1.44c)
—un(z) < go(z), onlu(z)) >0, on(u(z)) (un(z) + go(z)> =0, zel,, (1.44d)
o (u(z))l < gr,
o, (u(z))]| < gr = u (z) =0, : zel,, (1.44e)
o, (w(@)| = gr = 3Ja e R : o, (ulz)) = o’u,(z)
o(u(z)) = Mr( (w(@)))Idg + 2pe(u(z)), (1.44f)

e(u(z)) : ( u(z) + (V) ' (2))- (1.44g)
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Bei der Trescaschen Reibung gibt es einen vierten theoretisch moglichen Zustand. Die-
ser besitzt die Eigenschaft, dass ein Punkt x € I'. haften kann, obwohl er den starren
Untergrund nicht beriihrt.

Im Fall finiter Deformationen, die zum Beispiel in [9] und [21] behandelt werden, fiihrt
die Einfiihrung der Abbildung R;(z) zu einer erheblich schwierigeren Herleitung geeig-
neter numerischer Losungsalgorithmen, da sich die Normal- und Tangentialrichtungen
der Zerlegungen in jedem Zeitschritt d&ndern kénnen. Die Richtungen in dieser Arbeit
verhalten sich anders, weil unter den Voraussetzungen der linearen Elastizitédtstheorie
diese fiir jeden Zeitpunkt durch die Referenzkonfiguration festgelegt sind.






2 Analysis der Modellgleichungen

Die Differenzialoperatoren in den Modellen des Kapitels 1.4 sollen so bearbeitet wer-
den, dass sie durch funktionalanalytische Methoden und Begriffe erklart und katalogi-
siert werden konnen. Sie sollen folglich Stetigkeits- und Beschrénktheitseigenschaften
bestimmter reeller Funktionale

F:- MCX—R
und Monotoniebedingungen bestimmter zugehoriger Abbildungen
A X = X7

eines Funktionenraumes X auf dessen Dualraum X* erfiillen.

In dieser Arbeit werden die Differenzialoperatoren von (1.43) und (1.44) zu Funk-
tionalen umgeformt. Dazu benotigt man einen passenden Funktionenraum, aus dem
die Losung stammen kann. Dieser Funktionenraum héngt von den Voraussetzungen
an die Regularitdt der Modellparameter ab. Ein Funktionenraum, der die nétigen
Umformungen zulésst, ist jener der quadratintegrierbaren Funktionen L?*(Q) iiber ein
beschrénktes Gebiet (2 und dessen Erweiterung auf die Sobolev-Réume und die dazu-
gehorigen Dualrdume.

Auch die Differenzierbarkeit und die benétigten Verallgemeinerungen dieses Begriffs
sind essentiell. Denn verallgemeinerte Ableitungen erméglichen die Charakterisierung
der notwendigen und hinreichenden Bedingungen einer Minimierungsaufgabe im Rah-
men der konvexen Analysis, siche Abschnitt 2.3. Innerhalb dieses Funktionenraumes
werden nun speziell konvexe unterhalbstetige (stetig lineare) Funktionale betrachtet,
deren Subdifferenziale existieren und fiir die Variationsformulierung der Modelle (1.43)
und (1.44) explizit angegeben werden kénnen. Die konvexe Optimierung aus dem Ab-
schnitt 2.4 liefert dann die Variationsungleichungen der im Kapitel 1.4 angegebenen
Modelle. Zum Schluss werden Existenzaussagen zur Losbarkeit der Funktionale und
deren Variationsungleichungen angegeben, die den beiden Modellen zugewiesen wer-
den.

2.1 Funktionenriaume

Die Differenzialoperatoren des physikalischen Modells werden bekanntlich durch eine
Variationsformulierung in Funktionale gewandelt. In dieser Arbeit werden zur Um-
wandlung die Sobolev-Rdume verwendet.

Der Rand I' des Gebietes () muss gewisse Regularititsbedingungen erfiillen. In dieser

29
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Arbeit wird der Raum der Holder-stetigen Funktionen verwendet, um die Regularitét
zu beschreiben. Dieser Funktionenraum wird C** genannt. Das heifit, dass die Funk-
tionen ¢ aus diesem Funktionenraum und deren Ableitungen D¢ bis zur Ordnung
k, 0 < |a| < k, die Holder-Bedingung erfiillen, vergleiche [10, S. 13, 14]. Dabei soll
der Rand I' nach einer lokalen Koordinatentransformation durch endlich viele Para-
meterfunktionen f,. beschrieben werden [10, S. 14]. Sind die Funktionen f, aus C**
ist das Gebiet  aus der Klasse €%, Gilt fiir Q € €%, wird Q auch Lipschitz-Gebiet

genannt.

Bemerkung 2.1. Sei Q C R?, d = 2,3, ein Lipschitz-Gebiet. Der Rand T' soll hinrei-
chend glatt sein. Das heifit, [' € C*°.

Bevor die in dieser Arbeit relevanten Funktionenrdume eingefithrt werden konnen,
folgen die Definitionen jener, die zur Festlegung der Sobolev-Réume benétigt werden.

Definition 2.2. [10, S. 14, 15]

1. C™(Q): ist der lineare Raum der Funktionen v mit den Ableitungen D%v, 0 <
la] < m, dessen v und alle D®v stetig auf € sind. m ist eine natiirliche Zahl.

2. 0(Q) = (2 C™(Q)
3. CJ*(£2): ist der Raum der Funktionen v, die einen kompakten Tréger haben, das
heifit supp(f) ist kompakt.

4. L*(Q): ist der Raum der zueinander dquivalenten Klassen der messbaren Funk-
tionen v, die quadratintegrierbar und mit der folgenden Norm ausgestattet sind,

|mm:{AW@Wm}m.

5. L>(Q): ist der Raum der messbaren Funktionen v, die essentiell beschrénkt sind,
das heifit, ein v ist bis auf das Mafi Null beschrankt. Die Norm lautet

|v||, = esssup|v(z)]| fiir ein z € Q.

Der Raum L*(Q) ist ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt,

(u,v), = /Q wv dz, (2.1)

und reellen v und v [1, S. 27]. Der Tréger wird in der néchsten Definition festgelegt.

Definition 2.3. [22, S. 202] Der Tréger einer reellwertigen Funktion ist
supp(f) == N(f), N(f):={z: f(z) #0}.

Sei X ein kompakter topologischer oder ein metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder
offenen Menge U, von X eine Funktion fz mit diesen Eigenschaften,

1. f5: X —[0,1].
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2. > sfp(x) =1 fiirallex € X.
3. Zu jedem [ existiert ein a mit supp(fz) C U,.

4. Zu jedem z € X gibt es eine Umgebung U(x), sodass nur endlich viele fz auf
U(z) nicht identisch Null sind.

Handelt es sich um endlich viele Uy, ..., U,, dann kénnen fi,..., f, mit den oben
genannten Eigenschaften und supp(f;) C U;, i = 1,...,n, gewihlt werden. Das System
der Funktionen f3 fiir alle 8 heifit Zerlegung der Eins.

In dieser Arbeit kommt die Zerlegung der Eins implizit in der Definition der Normen
fir Funktionenrdume auf dem Rand T' vor, vergleiche [10, S. 83]. Da auch partielle
Ableitungen D*v einer Funktion im distributionellen Sinn vorkommen, vergleiche [1,
S. 18-21], miissen sie Eigenschaften passender Funktionrdume erfiillen. Dies fiihrt zur
folgenden Definition.

Definition 2.4. [10, S. 15] Der Sobolev-Raum H™(2) ist der lineare Raum der
Funktionen v in L*(Q), deren partiellen Ableitungen D%v fiir alle Ordnungen |«|,
0 < |a] < m, auch in L*(Q) liegen,

H™(Q) = {v|D € L*(Q),0 < |a| < m},

wobei m eine nicht negative ganze Zahl ist. Die Norm lautet

1/2

loll,, = / S Do)

|oo| <m

Sei s =k+k,s>0, k€N k€ (0,1). Der Raum H*() ist die Vervollstandigung
des Funktionenraumes C*°(2) mit der Norm

bl = o+ [ 3 P vy

|a|=F

Die Vervollstandigung beziiglich C§°(€2) in H*(Q) wird mit Hj(2) bezeichnet.

Fiir die Funktionenrdume aus Definition 2.4 kénnen innere Produkte (u, v), angegeben
werden. Die Festlegung dieser Produkte folgt der Beschreibung in [19, S. 30]. Wenn
fir H°(Q2) und H{(2) s < 0 gesetzt wird, konnen diese als Dualrdume von H, *(Q2)
beziehungsweise H ~*({2) erklart werden. Die Norm fiir H*(€2) wird iiber die Dualnorm

\<u v),|
lull, = (2.2)
OyéveH y vl

abgeleitet [19, S. 31]. Ersetzt man 0 # v € H;*(2) durch 0 # v € H*(Q2), hat
man die Norm fir H§(€2). Die Dualnorm selbst wird iiber ein Dualitétsprodukt (-, -)
definiert [19, S. 27]. Die Eigenschaften von H{(2) aus der Definition 2.4 gelten fiir alle
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s¢{1/2,3/2,5/2,...}[19, S. 39]. Das ist aber in dieser Arbeit ausreichend.

Man benotigt auch Sobolev-Réaume auf Mannigfaltigkeiten, da auch Randbedingungen
behandelt werden miissen. Mit dem Einsatz der Bemerkung 2.1, sind die Rdume H*(T")
nur fiir |s| < 1 definiert. Auch die Zerlegung der Eins aus Definition 2.3 tritt nun in
Erscheinung [19, S. 41]. Hier interessiert vor allem der Fall, der fiir s € (0,1) gilt.
Datfiir wird die Norm

o
bllp o= {lie + [ s,

definiert. Der Dualraum H~*(I") wird iiber die Dualnorm und das Dualitétsprodukt
(-, ) festgelegt [19, S. 42]. Fiir ein offenes Randstiick &2 C I' eines hinreichend glatten
Randes T sei der Sobolev-Raum H'/2(¥) mit dem Dualraum H~1/2(X), vergleiche [19,
S. 43], [17, S. 20], gegeben. Der Raum Holéz(Z) kann mit der Nullfunktion fortgesetzt
werden und liegt dann in HY2(T'), weiters gilt HY*(T') := H2(I") und der Dualraum
wird Hyg/?() gesetat. [17, S. 20].

Die oben genannten Funktionenrdume gelten fiir skalare Funktionen. In dieser Arbeit
werden diese auf vektorwertige Funktionen erweitert.

1/2

Definition 2.5. [10, S. 17] Eine Funktion v ist dann aus [H*(Q)]¢, d = 2, 3, wenn sie
komponentenweise fiir alle v;, 1 <i < d in H*({2) festgelegt ist. Das heifit,

[H* ()] = {v|v; € H*(Q), 1 <i < d}.

Auf die gleiche Weise wird [H§(Q2)]? erklirt. Die Dualriume werden mit [H ®*(€2)]¢ fiir
[H*(Q)]? und mit [H~*(Q)]¢ fiir [H3(Q)]? deklariert.

Auch der Funktionenraum und der Dualraum auf I" fiir |s| < 1 kann komponentenweise
mit [H*(T)]¢ und [H~*(T)]¢ beschrieben werden.

Man benotigt fiir die Analysis von Randwertproblemen einen Zusammenhang zwischen
den Funktionenrdumen auf 2 und dem Rand I'. Speziell in dieser Arbeit wird

s IHY Q) — [HY(I) (2.3)

verwendet. Der Spuroperator 17 ist fiir einen hinreichend glatten Rand I stetig und
surjektiv [17, S. 24]. Der Rand wird in weiterer Folge in einen Dirichlet-Rand I'p und
in ein zweites Randstiick ¥ aufgeteilt. Es gilt ¥ := int(I' — I'p), [p UX = I und
TpNX = 0. Die hier verwendeten Funktionenriaume werden in der néchsten Definition
erklart.

Definition 2.6. [19, S. 83] Eine Funktion v soll die homogenen Dirichlet-Randbeding-
ungen komponentenweise erfiillen. Das heif3t,

V ={ve [H (D)) ymtv(z) =0,z € p, 1 <i<d}.

Der Dualraum wird [H;*(Q)]? gesetzt. Fiir ' sind 7w aus [HY/2(I'p)]¢ und v aus
[HS({Z(Z)]‘[ mit den Dualrdumen [H~/2(I'p)]¢ und [H&)l/Z(Z)]d.
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Die Spuroperatoren

YRtV — [HY*(Tp)]Y, (2.4)
mﬂv%wmgm (2.5)

sind wieder surjektiv und stetig [10, S. 85]. Die Aufteilung in einen Teilrand T'p und X
reicht noch nicht, da auch mit einem Kontaktrand I'. gearbeitet wird. In dieser Arbeit
wird T, C &, damit gilt [HY/2(T,)]¢ C [Hyl?(T)]4, vorausgesetzt. Das heift, T'. muss
streng in X enthalten sein. Ist zusétzlich der Rand hinreichend glatt, dann ist eine
Funktion aus [H'/?(T,)]¢ mit Null auf [H, i J?(2)]¢ fortsetzbar. Der Spuroperator ~int
aus (2.5) kann somit in zwei aufgeteilt werden. Daher werden drei Spuroperatoren, die
stetig und surjektiv sind, vergleiche [10, S. 88,89],

NtV — [HY3(Tp)]4, (2.6)
mtvﬁmmwm% (2.7)
mt R VAN [H1/2<Fc)]d,

fiir die Analysis veerwendet. Betrachtet man die Normalkontaktbedingung (1.43d),
fallt einem auf, dass die Komponenten der Spannung und der Verschiebung auf I', in
eine Normal- und Tangentialkomponente zerlegt werden. Hierfiir miissen die Komp-
nenten n;, 1 < i < d, des Normalenvektors zumindest aus L>(I'.) sein, damit eine
Variationsformulierung moglich ist. Wenn jedoch auch noch Reibungseffekte wie in
(1.44e) eine Rolle spielen, muss eine Zerlegung innerhalb der Variationsformulierung
moglich sein. Das bedeutet, dass fiir eine Funktion v € [H'/?(T,)]? die einzelnen Pro-
dukte v;n; aus H'/%(T.) sein sollen, damit die Zerlegung v — {v,, v, } in eine Normal-
und Tangentialkomponente einen Isomorphismus von [H'/2(T'.)]? auf die Unterrdume
[HY2(T)l > [H'*(T))

T

[H1/2(Fc)]d ={v e [H1/2(Fc)]d\y = Upn, Uy, = v;N; € Hl/Q(FC)}, (2.9)

n

(H'2(To))7 = {v € [H'2(Te)) v, = 0}, (2.10)

darstellt [10, S. 87]. Daher ist der Raum [H'?(T,)]¢ abgeschlossen in [H'/%(T.)]?
und der Raum [H'Y?(T,)]¢ hat die weitere Darstellung [H'/?(T,)]¢ = [HY*(T'.)]¢ &
[H'/2(T,)]¢ als direkte Summe dieser beiden Raume. Das heifit fiir eine Funktion u € V/,
siche Definition 2.6, folgen die beiden Spuroperatoren mit (2.8)

NV = [HYPT)]E, w— i (u) - n, (2.11)
VLV — [HYT )], wes A (w) — v (w)n. (2.12)

Der Operator 72 ist ein skalarer und fiir 7 gilt % € [HY*(I',)¢ [10, S. 87].
In der Definition 2.6 werden die homogenen Dirichlet- Randbedingungen behandelt.
Zusitzlich werden folgenderweise die Normalkontaktbedingungen (1.43d) und (1.44d)
in einem Funktionenraum eingebunden.
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Definition 2.7. [10, S. 89] Sei das Gebiet Q C R%, d = 2,3 aus ! und eine Funktion
n(z) gegeben, die fiir alle z € ', existiert und deren Komponenten n;, 1 <i < d, aus

L>(T.) sind. Dann ist der Funktionenraum mit dem wohldefinierten Operator 7% aus

(2.11) gegeben,

K :={ve V™ () +g>0in HY*T.)},

c,n

wobei g € HY?(T,) eine skalare Funktion ist. K ist eine abgeschlossene, konvexe
Untermenge von V' C [H'(Q)]<.

Damit die oben genannten Spuroperatoren zum Einsatz kommen, werden die Modelle
(1.43) und (1.44) mit Hilfe der Greenschen Formel durch eine Multiplikation mit einer
Testfunktion und anschlieBender Integration iiber das Gebiet ) zu einer Variations-
formulierung iibergefiihrt. Zuerst wird ein Satz {iber die Greensche Formel angeben.

Satz 2.8 (Greensche Formel). [17, S. 26] Die partielle Integration gilt fir ein Lipschitz-
Gebiet Q C RY, d = 2,3,

/0 ce(u) dr — / (o) - i (u) ds, = — /diva ~udz,
Q r

Q

fir alle w € [HY(Q)]?, 0 € Hyyp(div). Das Integral [ 7" (o) - v(u) ds, erklirt ein
Dualitéitsprodukt auf [H='/2(T)]* x [HY?(')]%. Der Spuroperator oder innere Konor-
malenableitung

i Hyy (div) — [H ()]
ist surjektiv und stetig [17, S. 25].

Mit den Notationen von (1.24), (1.43) und (1.44) wird im néchsten Schritt der Raum
Hgy(div) eingefithrt. Dabei sollen symmetrische tensorwertige Funktionen folgende
Eigenschaft besitzen,

L2, (Q) = {o|oy; € L*(), 0y = 0, 1 <i,5 < d}. (2.13)

sym

Solche Funktionen aus (2.13) sollen eine schwache Divergenz erfiillen,

Hoym(div) := {0 € L2, (Q)| dive € [L2(9)]}. (2.14)

sym
Der Spuroperator i kann wiederum in surjektive und stetige zerlegt werden [10, S.
93]. Sie erhalten folgende Bezeichnungen,

Tt Hyy (div) — [HY(Tp))Y, (2.15)
T Hyy (div) — [Hog (D)%, (2.16)

T Hyy (div) — [HY2(T,)]% (2.17)

[
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7 kann nochmals zerlegt werden, wenn alle Voraussetzungen, die auch die Rdume aus
(2.9) und (2.10) erfiillen, gegeben sind. Dabei werden die Dualrdume mit [H~/2(T.)]?

und [H~Y2(T,)]¢ beschrieben [10, S. 87]. Die Spuroperatoren bekommen die Bezeich-
nungen,

T Hoy (div) — [HY2(T,)) (2.18)

c,n n’

T Hoyy (div) — [HY2(T )2 (2.19)

C, T T

Damit das linearisierte Hookesche Gesetz aus (1.43f) und (1.44f) auch mit den in
dieser Arbeit angegebenen funktionalanalytischen Methoden bearbeitet werden kann,
miissen die Materialparameter die folgenden Bedingungen erfiillen. Das linearisierte
Hookesche Gesetz hat komponentenweise die Gestalt,

oij = E CijieEre,

1<k0<d
1
& = 5 Uiy + 54,
Cijke = NijOre + 11(0inbje + Siedji).

Fiir w, . gilt die Schreibweise aus (1.2). Nun gelten fiir die Komponenten des Materi-
altensors C und des Verzerrungstensors € folgende Figenschaften,

Cijre € L™(42),
Cz‘jkg = Ckéij = Cjik( fast iiberall in Q, 1 S i,j, k?,f S d,

€y =¢€5, 1 <i,j <d, (2.20)
Z Cijri€ij€re = M Z €,;€i; fast tiberall in Q, m > 0, fiir jedes €.
1<i,j,k,6<d 1<i,j<d

Wenn das Hookesche Gesetz die Voraussetzungen (2.20) erfiillt, gilt ¢ = Ce € L2,,, ()
17, S. 33].

2.2 Definitionen aus der Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt werden notwendige Grundbegriffe, Eigenschaften von Hilbert-
und Banachrdumen, Konvergenzeigenschaften von Operatoren in Banachrdumen und
Bildmengeneigenschaften eingefiihrt, da der Einsatz der linearen, stetigen Funktionale
zum Beispiel bei der Definition der G-Ableitung im Abschnitt 2.2.2 benétigt wird.
Vor allem das Konzept des Dualraums und den zugehorigen speziellen Abbildungsei-
genschaften einer Dualabbildung von einem Banachraum auf seinen Dualraum werden
angegeben. Eine Dualabbildung fiir Hilbertrdume findet man im Abschnitt 2.2.1. Hin-
gegen konnen Eigenschaften einer Dualabbildung in Banachrdumen erst im Abschnitt
2.4.2 angeben werden.

Fiir die Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffes ist es notwendig, iiber den Dual-
raum die (pseudo)monotonen und maximalmonotonen Operatoren einzufiihren, ver-
gleiche die Abschnitte 2.2.4 und 2.2.5.
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Die Begriffsbildungen der schwachen Konvergenz und der uniformen Konvexitéit eines
Banachraumes sind entscheidend dafiir, dass pseudomonotone und maximalmonotone
Operatoren und deren Existenzsétze gebildet werden kénnen. Sie bilden ein Funda-
ment, auf dem die konvexe Optimierung beruht.

2.2.1 Grundbegriffe

Die folgenden Begriffe werden an dieser Stelle angeben, weil sie immer wieder benotigt
werden. Es handelt sich um Definitionen aus dem Bereich der topologischen Réaume.
Um Existenzaussagen beziiglich der Modelle (1.43) und (1.44) zu erhalten, konzentriert
sich das Interesse auf die Strukturen eines Banachraumes oder eines Hilbertraumes.

Definition 2.9. [22, S. 200]Ein Unterraum M eines topologischen Raumes (X, 7) mit
der strukturgebenden Topologie 7 liegt dicht in diesem, wenn der Abschluss M = X
ist. X ist separabel, wenn ein M existiert, dass abzahlbar ist und dicht in X liegt.

Die Separabilitit eines Funktionenraumes X ist eine notwendige Bedingung, dass die
Operatoren eines numerischen Verfahrens, die in einem Raum endlicher Dimension
gegeben sind, eine Approximationseigenschaft haben kénnen und somit das Verfah-
ren eventuell zu einer Losung fiir das tatsédchliche Problem im gegebenen Raum X,
dim X = oo, konvergieren kann.

Der néchste Begriff spielt eine zentrale Rolle in der linearen Funktionalanalysis. Diese
Eigenschaft wird immer wieder in verschiedensten Satzen und Theoreme vorausgesetzt.

Definition 2.10. [22, S. 202]Ein topologischer Unterraum M C X ist genau dann
kompakt, wenn sich aus jeder Uberdeckung von M mit offenen Mengen endlich viele
auswéahlen lassen, die bereits M iiberdecken.

M ist relativ kompakt, wenn der Abschluss M kompakt ist.

Jedoch wird in der programmiertechnischen Umsetzung haufig mit Folgen gearbeitet.
Daher stellt sich folgende Frage. Welche Bedingungen miissen Mengen erfiillen, damit
die Grenzwerte der Folgen in den gewédhlten Funktionenrdumen liegen, das heifit, dass
die Mengen folgenabgeschlossen oder sogar folgenkompakt sind? Jetzt folgen Defini-
tionen, die sich auf Folgen beziehen.

Definition 2.11. [22, S. 204]Sei {2}, }nen eine Folge und x deren Grenzwert.

Eine Funktion f ist folgenstetig, wenn z, — = = f(x,) — f(z).

Sei M C X und X ein topologischer Raum.

M ist folgenabgeschlossen, wenn x,, — x, x, € M = x € M.

M ist relativ folgenkompakt, wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge besitzt.
M ist folgenkompakt, wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge besitzt, deren
Grenzwert wieder in M liegt.

Die Analysis der Modellgleichungen (1.43) und (1.44) fithrt tiber die Einfithrung eines
Banachraumes.
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Definition 2.12. [22, S. 209]Ein Banachraum X ist ein normierter Raum (X, |.]|)
iiber K, der als metrischer Raum folgenvollstandig ist.

Die zwei letzten Definitionen 2.10 und 2.11 sind sehr eng miteinander verbunden, wenn
X ein Banachraum ist. Denn in einem Banachraum sind die Definitionen kompakt und
folgenkompakt, abgeschlossen und folgenabgeschlossen dquivalent [22, S. 207, Absatz

(21)].
Ein wichtiges Konzept ist der Dualraum eines Banachraumes, der in dieser Arbeit
immer wieder die Bildmenge eines Operators sein wird.

Definition 2.13. [22, S. 212]Sei X ein Banachraum tiber K. Eine lineare, stetige
Abbildung f : X — K heif3t lineares stetiges Funktional. Alle linearen stetigen Funk-
tionale bilden mit

einen Banachraum iiber K, der mit X* bezeichnet und dualer Raum zu X genannt
wird.

Mit der Symbolik (f,z) := f(x), f € X*, x € X kann die Reflexivitit erklirt werden.
Existiert eine bijektive Abbildung b : X** — X von X** := (X*)* auf X mit b(z**) =z
und

(™, f) = (f,x), ||| = ||z|| fiir alle f € X*, 2™ € X™,

dann heiit X reflexiv oder in Kurzform notiert, X** = X. Durch die Eigenschaft der
Linearitéit des Banachraums gilt fiir die Norm des Dualraums X* alternativ

171, = sup DL
% Tl
x#0

Die lokale Konvexitdt eines Banachraumes wird wie folgt festgelegt.

Definition 2.14. [22, S. 215] Ein lokal konvexer Raum (X, (p;)) besteht aus einem
linearen Raum X iiber K und einem System von Halbnormen (p;);es, so dass

pj(x)=0,Vjel—z=0.

Eine Menge U C X heifit offen, wenn zu jedem xqg € U ein ¢ > 0 und Indizes
J1s- -, Jn € I existieren, so dass

{z:pj(x—xp) <e,i=1,....,n} CU.

Diese Mengen bilden eine Topologie 7. Mit 7 wird X ein separierter topologischer
Raum.

Wegen der lokalen Konvexitét ist auch die néchste Definition moglich, die die Begriffe
der schwachen und starken Topologie des Banachraumes X einfiihrt.
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Definition 2.15. [22, S. 215] Ist X ein lokal konvexer Raum iiber K, dann sei X* die
Menge aller Abbildungen der Form

f X = K, linear, stetig.
Das System der Halbnormen

pyv(f) :=sup |f(x)], M C X, M beschrinkt, beliebig,
M

erzeugt auf X* die starke Topologie 7 und
p(f) = |f(x)|, x € X, beliebig,

erzeugt auf X* die schwache Topologie 7yj,. (X*,75) und (X*, ;) heiflen dualer und
schwach dualer Raum zu X.

Weiters kann auch eine schwache Topologie fiir den Banachraum X zusétzlich erklart
werden.

Definition 2.16. /22, S. 216] Das System der Halbnormen

ps(x) == [f(z)], f € X7, beliebig,
erzeugt auf X die schwache Topologie

Jeder Banachraum X ist mit p(.) := ||.|| ein lokal konvexer Raum. Daher sind alle To-
pologien der Definitionen 2.15 und 2.16 und die Normtopologie (X, 7) mit p(.) := ||.|| x
erkléart. Die Norm der Topologie (75) stimmt mit der Norm der Definition 2.13 iiberein.
Alle Begriffe, die sich auf 7 und 73, beziehen, werden mit schwach beziehungsweise
mit schwach* versehen. Ohne diesen Bezeichnungen gelten die funktionalanalytischen
Begriffe fiir die Normtopologien 7 oder 75. Vor allem lassen sich nun Konvergenzarten
fiir den Banachraum X und dessen Dualraum X* erkldren. In der néchsten Definiti-
on werden eine Normkonvergenz, die der starken Topologie zugeordnet ist, und eine
schwache Konvergenz der oben eingefiihrten schwachen Topologie festgelegt. Die Ein-
fithrung der schwachen Konvergenz liegt darin begriindet, dass bereits unter sehr ge-
ringen Voraussetzungen Folgen einen eindeutigen Grenzwert haben kénnen und somit
als konvergente Folgen existieren.

Definition 2.17. [22, S. 213] Auf Banachrdumen gibt es fiir die Folgen {x, }nen € X,
{futnen € X*, folgende Konvergenzarten,

10— & ||e, — | >0,
fo= fefa=fl =0,

T, = x < (h,x,) — (h,z), Vhe X"
fo > f e (fax) = (fa), VzeX,

fo—= fe(F f) = (F. f), VFeX™
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Dabei nennt man die Normkonvergenz — auch starke Konvergenz beziiglich der To-
pologien 7 bezichungsweise 7¢ und die andere — schwache Konvergenz beziiglich 7y .
Jene, der das Symbol = zugewiesen wird, nennt man auch schwach*-Konvergenz be-
ziiglich der Topologie 7y,. Es gilt fiir die starke und schwache Konvergenz folgende
Proposition.

Proposition 2.18. [22, S. 213] Aus der starken Konvergenz folgt immer die schwache
Konvergenz.

Wenn X reflexiv ist, gilt f, — f < f, — f.

Wenn dim X < oo, dann ¢ilt x,, = v < ©, — x.

Der néchste Satz garantiert zumindest eine schwach konvergente Teilfolge fiir be-
schrankte Mengen, wenn der Banachraum reflexiv und separabel ist.

Satz 2.19. [22, S. 217] Sei X ein Banachraum, M C X, M* C X*.
1. M konvez, abgeschlossen = M schwach abgeschlossen.

2. Sei M reflexiv.
M beschrankt < M schwach relativ folgenkompakt.
M beschrinkt, abgeschlossen, konvexr = M schwach kompakt und schwach fol-
genkompakt.

3. Sei X separabel.
M* beschrdinkt < M* schwach* relativ folgenkompakt.
Sei M* beschrdankt, schwach® abgeschlossen < M* schwach® kompakt.
M schwach kompakt = die schwache Topologie auf M lisst sich aus einer Metrik
gewinmnen.

4. M schwach kompakt = ¢o M schwach kompakt. Dabei ist €0 M der Abschluss von
co M in der Normtopologie.

5. M beschrankt < M schwach beschrdankt.
M* beschrinkt < M* schwach® beschrinkt.

In dieser Arbeit wird der Begriff eines Hilbertraumes benétigt, der die Voraussetzungen
des Banachraumes verschérft.

Definition 2.20. /22, S. 217] Ein Skalarprodukt (.|.) auf einem linearen Raum X
tiber K ist eine Abbildung (z,y) — (z|y) von X x X in K, wobei fiir alle z,y,z € X,
a, B € K gilt,

(zlay + 02) = a(zly) + B(z]2), (zly) = (ylz), = #0= (z[z)>0.
Mit Hilfe des Skalarproduktes folgt die Festlegung des Hilbertraumes.

Definition 2.21. /22, S. 218] Ein Hilbertraum (X, (.|.)) iiber K besteht aus einem
)1/2

Y

linearen Raum X iiber K und einem Skalarprodukt, wobei (X, ||.||) mit ||z|| := (x|z
x € X, ein Banachraum ist.
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In diesem Raum gilt die Rieszsche Abbildung. Damit konnen Elemente aus dem Dual-
raum eines Hilbertraumes charakterisiert werden.

Satz 2.22. [22, S. 218] Sei (X, (.|.)) ein Hilbertraum. Zu jedem linearen, stetigen
Funktional z* € X* gibt es genau ein Element x’' € X, so dass

(@, x) = ('x), l=*l = ll2"ll,  fiir alle v € X.

Die Abbildung J : X — X*, x — x* nennt man Dualititsabbildung (Rieszsche Abbil-
dung). In einem reellen Hilbertraum X ist J linear, stetig und der inverse Operator
J ' X* — X, a* v 2’ existiert auch als linearer stetiger Operator [23, S. 38]. Die
Abbildung J ' bildet X* eineindeutig auf X ab.

Ein Banachraum oder ein Hilbertraum sind die Grundmengen der in dieser Arbeit
verwendeten Operatoren und Funktionale.

2.2.2 Begriffe zu Operatoren

Auch die Operatoren und Funktionale sollen gewissen Voraussetzungen unterliegen.
Es wird mit einigen Ableitungsbegriffen der Funktionalanalysis begonnen, die spéter
in den notwendigen und hinreichenden Bedingungen zur Darstellung eines Minimums
eingebaut sind, wenn dieses von einem konvexen Funktional stammt. Fiir die néchsten
drei Definitionen sei

F: D(F)C X — R ein Funktional auf einem lokal konvexen Raum X,

2.21
und ug ein fest vorgegebener innerer Punkt der Definitionsmenge D(F). (2.21)
Definition 2.23. [24, S. 191] Wenn die Voraussetzung (2.21) gilt, sei
d"F th
6" F(ug; h) := d"F(uo + th) (2.22)
dtn -0

die n-te Variation von F im Punkt ug in die Richtung A € X. Weiters muss die
Ableitung auf der rechten Seite existieren. Fiir §! wird § geschrieben.

Die einseitige Richtungsableitung lautet

04 F(ug; h) = tlim (2.23)

Definition 2.24. [24, S. 191] Unter den Voraussetzungen (2.21) ist das Funktional F
G-ableitbar im Punkt ug genau dann, wenn ein lineares stetiges Funktional F'(ug) €
X* existiert, so dass gilt

t—+0 t

= (F'(ug),h), fiir alle h € X.

F'(up) ist die G-Ableitung (Gateaux Ableitung) von F' in ug und (F'(ug), h) ist das
G-Differenzial von F in ug in die Richtung h.
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Die G-Ableitung F'(ug) existiert genau dann, wenn die Variation 0 F(ug; h) existiert
und fiir alle h € X die Abbildung h — 0F(ug; h) ein lineares stetiges Funktional ist.
Dann gilt [24, S. 191]

OF (ug; h) = (F'(ug), h) fiir alle h € X.

Definition 2.25. [24, S. 192] Sei X aus (2.21) ein normierter Raum. Das Funktional
aus (2.21) ist F-differenzierbar im Element uy € D(F') genau dann, wenn ein stetiges
lineares Funktional F'(ug) € X* existiert, so dass der Ausdruck

F(ug+ h) = F(ug) + (F'(ug), h) + o(||h]]), wenn h — 0, (2.24)

fiir alle h in einer Nullumgebung Us;(0) gilt. F'(ug) ist die F-Ableitung (Fréchet-
Ableitung) von F' im Element wy. Das F-Differenzial von F' in ug in die Richtung
h ist durch dF(ug; h) = (F'(uo), h) gegeben. Die G- oder die F-Ableitung von F' in ug
existiert, wenn F' in einer Umgebung von wug definiert ist.
Das Ordnungssymbol (Landausymbol) o soll anzeigen, dass die Gleichung (2.24) lang-
samer anwéchst als die angegebene Funktion in der Klammer des Landausymbols. Das
heifit, wenn das Funktional »: U(0) € X — R, X Banachraum, gegeben ist,

r(z) .

r(z) =o(||z||), x = 0 & Tl — 0 fiir x — 0,

r(z) =o(l), x = 0 < r(z) — 0 fiir x — 0.

Fiir die Definition 2.24 der G-Ableitung und der Definition 2.25 der F-Ableitung gelten
folgende Eigenschaften und Beziehungen untereinander. Jede F-Ableitung F”(uq) ist
auch eine G-Ableitung und es gilt [24, S. 192]

OF (ug; h) = dF (ug; h) = (F'(ug), h), fiir alle h € X.

Wenn die G-Ableitung F'(ug) von F fiir alle u in einer Umgebung vun wug, U(uy),
definiert und F’ : U(ug) € X — X* stetig ist, dann ist F’(ug) eine F-Ableitung [24,
S. 192]. Wenn F'(uy) eine F-Ableitung ist, ist F' stetig in uy.

Vor allem werden die G-Ableitungen und G-Funktionale zur Charakterisierung der
hinreichenden Minimierungsbedingungen eines konvexen Funktionals eingesetzt, oder
um eine Moglichkeit zu haben die Konvexitidt eines Funktionals festzulegen, siehe
Abschnitt 2.3.1.

Wie bereits erwahnt wurde, sind die G- und F-Funktionale linear und stetig. Die ersten
zwei Definitionen handeln daher von linearen, stetigen Operatoren.

Definition 2.26. [22, S. 209] Sei A: X — Y, XY lineare Rdume iiber K. A heif}t
linear genau dann, wenn fiir alle z,y € X, a, 8 € K gilt,

Aoz + By) = aA(z) + BA(y).

Fiir jedes K gilt in diesem Abschnitt K = R, C.
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Definition 2.27. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Réume X, Y gegeben. Der Operator A ist stetig in ug, wenn fiir eine Folge {u,, }nen
gilt,

Up — ug —  Au, — Auyg.

Das heifit, konvergiert die Folge {u,},en stark in der Normtopologie zu wuy auf X,
dann konvergieren die Bilder Aw,, stark zu Aug in der Normtopologie auf Y.

Die Abbildungsmenge L(X,Y') der linearen, stetigen Operatoren,
Ae L(X,)Y)< A: X =Y, linear, stetig, X,Y Banachridume iiber K, (2.25)

von X nach Y bilden mit der Operatornorm [[A| := sup,—; [[Az| < oo einen Ba-
nachraum iiber KK [22, S. 211]. Lineare beschrinkte Operatoren sind stetig und lineare
stetige Operatoren sind beschrankt, wenn sie aus der Menge L(X,Y") sind.

Im Sinne der Dualitéit aus der Definition 2.13 setzt man folgende Definition fiir lineare
stetige Operatoren.

Definition 2.28. [22, S. 213|Seien X,Y Banachriaume iiber K. Zu jeder linearen,
stetigen Abbildung A : X — Y gibt es eine eindeutig bestimmte lineare, stetige
Abbildung A* : Y* — X*, so dass

(f,Azy = (A" f,z) firalle feY" ze X.
A* heifit duale Abbildung oder dualer Operator.

Fiir Hilbertraume folgt folgende Definition, dabei wird die Rieszsche Abbildung J aus
dem Satz 2.22 verwendet.

Definition 2.29. [22; S. 218]Sei X ein Hilbertraum. Zu jedem linearen, stetigen Op-
erator A : X — X gibt es genau einen linearen Operator A’ : X — X mit

(z|Ay) = (A'x|y), fiir alle z,y € X.
A’ heifit adjungierter Operator und ist stetig.

In einem Hilbertraum gilt nun A* = A’ wenn der Operator A € L(X, X). Operatoren
A € L(X, X*) konnen mit einem A € L(X, X) identifiziert werden [23, S. 39].
Weiters werden folgende Kompaktheits- und Beschrianktheitsbegriffe von Operatoren
in Banachrdumen verwendet.

Definition 2.30. [23, S. 122]Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Raume X, Y gegeben. Der Operator A ist kompakt, wenn die Bildmenge von A,
R(A), relativ kompakt ist, das heifit, der Abschluss R(A) ist kompakt.

Definition 2.31. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Réaume X, Y gegeben. Der Operator A ist vollstetig, wenn A stetig ist und beschrinkte
Mengen M C X in relativ kompakte Mengen A(M) C Y iibergehen.
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Die Begriffe kompakter und vollstetiger Operator besitzen folgenden Zusammenhang.
Ist ein kompakter Operator K : X — Y, XY sind Banachrdume, gegeben, dann ist
er auch vollstetig. Aber ein vollstetiger Operator B : X — Y ist nur dann kompakt,
wenn X zusétzlich reflexiv ist [3, Kap. VI, §3]. In dieser Arbeit bedeuten vollstetig
und kompakt das selbe, weil die verwendeten Sobolev-Réume reflexive Banachriume
sind, siche Abschnitt 2.1. Als néchste der Operatoreigenschaften werden die Begriffe
zur Beschréanktheit eines Operators aufgelistet.

Definition 2.32. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Réume X, Y gegeben. Der Operator A ist beschrinkt, wenn beschrinkte Mengen
M C X in beschrankte Mengen A(M) C Y iibergehen.

Definition 2.33. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Réaume X, Y gegeben. Der Operator A ist lokal beschrankt, wenn jedes u € X eine
Umgebung V' (u) besitzt, so dass die Menge A(V (u)) C Y beschrénkt ist.

Die néchsten drei Definitionen werden zu einem spéteren Zeitpunkt benotigt, wenn
das Subdifferenzial, siche Abschnitt 2.4.2; eingefiithrt wird um den benétigten Ablei-
tungsbegriff zu erweitern, denn die in dieser Arbeit auftretenden Funktionale kénnen
nicht differenzierbar im oben erwédhnten Sinn sein.

Definition 2.34. [23, S. 122]Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Réume X, Y gegeben. Der Operator A ist demistetig in wugy, wenn fiir eine Folge (u,,)
gilt

Uy — Uy —  Au, — Aug.

Das heif3t, konvergiert die Folge u, stark in der Normtopologie zu uy auf X, dann
konvergieren die Bilder Au,, in der schwachen Topologie zu Augy auf Y.

Definition 2.35. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — X* und seien der Banach-
Raum X iiber KK und sein dualer X* gegeben. Der Operator A ist hemistetig, wenn
ein ¢ auf [0, 1] fiir alle u, v, w € X existiert, so dass

t— (A(u+ tv), w) stetig, [0,1] — K.

Definition 2.36. [23, S. 122] Sei der Operator A : X — Y und seien die Banach-
Raume X, Y gegeben. Der Operator A ist verstiarkt stetig in ug, wenn fiir eine Folge

(uy) gilt
Up — ug —  Au, — Aug.

Es handelt sich um Stetigkeitsbegriffe, die notwendigerweise in der Theorie der (pseudo)-
monotonen Operatoren Verwendung finden. Diese Operatoren werden in den néchsten
Kapiteln behandelt. Ein weiterer Aspekt ist eine Erweiterung der Dualitédtsabbildung,
vergleiche Satz 2.22, auf jene des Banachraumes. Die Konvexitdt und Glattheit der
Norm eines Banachraumes ist eng verkniipft mit den Eigenschaften der Dualitédtsab-
bildung.
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Definition 2.37. [24, S. 603,604] Sei X ein reeller Banachraum. X ist lokal uniform

konvex, wenn fiir jedes €, 0 < ¢ < 2, und fiir jedes z, ||z|| = 1, ein d(g, z) > 0 existiert,

so dass fiir zwei Elemente z,y € X gilt

T4y
2

X ist uniform konvex, wenn X lokal uniform konvex und ¢ unabhéngig von x ist.

X ist streng konvex, wenn ||tz + (1 —t)y|| < 1, z £y, ||z| = |ly]| = 1, t €]0, 1].

Nach der Definition der Konvexitét folgt noch die Glattheit.

Definition 2.38. [24, S. 604] X ist glatt, wenn die Norm |[z|| G-ableitbar fiir alle

x € X\{0} ist.

X ist uniform glatt, wenn die Norm ||z|| F-ableitbar fiir alle z € X\{0} ist und

lz+ 2l = [lzll = (f'(2), h)x + (B[R]

fir alle h € X gilt. Weiters wird (h) — 0, wenn h — 0 und dies ist uniform fiir alle
z, ||zl = 1.

[z =yl =& =l = llyl = 1=l | <1—=d(e ).

In der folgenden Proposition werden einige Zusammenhénge fiir die letzten beiden
Definitionen angegeben.

Proposition 2.39. [24, S. 604] Sei X ein reller Banachraum.

Ist X uniform konvez, dann ist X auch lokal uniform konvex. Daher ist X auch streng
konvex.

Ist X uniform konvez, dann ist X auch reflexiv. Ist X uniform glatt, dann ist X auch
glatt.

Jeder reelle Hilbertraum X ist uniform konvex und uniform glatt mit

(@) = ||zl e, fir alle z € X\{0}.

Nicht nur Hilbertraume haben F-ableitbare Normen, sondern auch reflexive Banachriu-
me.

Satz 2.40. [24, S. 604, Kadec-Troyanski| In jedem reflexiven Banachraum kann im-
mer eine dquivalente Norm eingefiihrt werden, so dass X und der Dualraum X* lokal
uniform konvex und daher streng konvez sind. Somit sind die Normen auf X \{0} und

X*\{0} F-ableitbar.

2.2.3 Sitze zu monotonen Operatoren

Stellt man fest, dass die Variationsformulierungen der Modelle (1.43) und (1.44) den
zuvor erwahnten Beschranktheits-, Konvergenz- und Stetigkeitsbegriffen unterliegen,
konnen mit zusétzlichen Eigenschaften der (pseudo)monotonen und der maximalmo-
notonen Operatoren Existenzaussagen beziiglich der Losbarkeit dieser Variationsfor-
mulierungen getroffen werden. Nun folgen die funktionalanalytischen Werkzeuge und
Begriffe dafiir, die danach auch im Abschnitt 2.4.2 in den Sdtzen und Lemmatas vor-
kommen. Sie dienen dann dazu, eine Minimallésung der Variationsformulierungen zu
charakterisieren.
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Definition 2.41. [23, S. 80] Seien der Operator A : X — X* und der Banachraum
X gegeben. A heiffit monoton genau dann, wenn

(Au— Av,u —v) >0, fiir alle u,v € X.
A heifit streng monoton genau dann, wenn
(Au— Av,u —v) >0, fiir alle u,v € X, u # v.
A heifit gleichméflig monoton genau dann, wenn
(Au— Av,u —v) > a(|lu — v||)||Ju —v||, fir alle u,v € X.

Dabeiist a : [0, 00] — R eine steng monoton wachsende, stetige Funktion mit a(0) = 0,
a(t) — oo fiir t — oc.
A heifit stark monoton genau dann, wenn

(Au— Av,u—v) > cllu —v|]?, fiir alle u,v € X, ¢ > 0, fest.

A heifit koerzitiv genau dann, wenn

(Au, u)
il

Fiir die einzelnen Begriffe der Definition 2.41 liegt eine Abhéngigkeitskette vor. Der
néchste Satz setzt die Reihenfolge fest.

— oo fiir ||u|| = oo.

Satz 2.42. (23, S. 81] Ist ein Operator A : X — X* stark monoton, ist er auch gleich-
mdafig monoton. Weiters folgt, dass ein gleichmdf$ig monotoner auch streng monoton
und koerzitiv ist. Weiters ist ein streng monotoner Operator monoton.

Hat ein Operator eine dieser Eigenschaften, dann besagt der folgende Satz, dass eine
zum Operator gehorende Gleichung eine Losung besitzt, wenn die gegebenen Voraus-
setzungen erfiillt sind.

Satz 2.43. [23, S. 125] Satz tiber monotone Operatoren von Browder und Minty.
Seien A : X — X* monoton, koerzitiv, hemistetig und X ein reeller, separabler, refle-
ziver Banachraum. Dann ezistiert eine Basis {wy, wa, ...} in X. Sei die lineare Hiille
lin{wy, ..., w,} die Basis im Raum X,, < oco. Betrachtet werden die Operatorgleichung

Au =, (2.26)

und die zugehorigen Galerkin-Gleichungen,
(Auy, wg) = (b, wy), Z Crn Wi, =1,...,n. (2.27)

Fiir jedes b € X* besitzt die Gleichung (2.26) eine Lisung u. Die Losungsmenge ist
beschrdankt, konvex und abgeschlossen, das heifst schwach kompakt in X .
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Ist dim X = oo, dann gibt es eine Zahl R > 0, so dass (2.27) fir alle n € N ldsbar ist
mit ||u,|| < R. Es existiert eine Teilfolge u,, — u, n — oo, wobei u Losung von (2.26)
15t.

Ist A streng monoton, dann sind (2.26) und (2.27) eindeutig losbar in X beziehungs-
weise X, und u, — u, n — 0o, fiir dim X = oo. Der inverse Operator A= : X* — X
st streng monoton, demistetig und beschrdnkt.

Ist A gleichmdf$ig monoton, dann ist A~ stetig und u,, — u, n — oo, fiir dim X = oo.
Ist A stark monoton, dann ist A~ Lipschitz-stetig. Jeder gleichmdfig monotone und
stetige Operator A ist streng monoton, koerzitiv und hemistetig.

Der Beweis des Satzes 2.43 wird iiber Approximationsraume X, gefiihrt. Man sieht
hier die Ergebnisse, die man auch fiir Operatorungleichungen erreichen will. Denn
nicht nur die Existenz einer Losung im Raum X wird gezeigt, sondern auch, dass
Néherungsverfahren iiber endliche Rdume moglich sind. Jedoch sind die benétigten
Voraussetzungen des Operators A zu einschréankend.

2.2.4 Siatze zu pseudomonotonen Operatoren

Die Idee ist, Bedingungen anzugeben, so dass eine Operatorgleichung im Raum X
durch Losungen der Galerkin-Gleichungen in den Approximationsrdumen X, selbst
eine Losung hat. Dafiir miissen aber die Losungen wu, eine Folge im Raum X sein.
Deren Grenzwert soll existieren und eben eine Losung der Operatorgleichung in X
sein.

Die néchste Definition gibt Bedingungen an, die hinreichend sind, um die Konvergenz
eines Galerkin-Verfahrens zu zeigen.

Definition 2.44. [23, S. 125] Seien der Operator A : X — X* und der reflexive
Banachraum X gegeben. A geniigt den Bedingungen (M), (S), (S)4, (S)o genau dann,
wenn fiir n — oo immer gilt,

(M) up — u, Auy, — v, im(Au,, u,) < (v, u) = Au=v
(9), : unéu,ﬁwmn—/&u,un—m§02>un—>u
(9) : unéu,lim<Aun—Au,un—u):O:>un—>u

o :

(5

Die Bedingung (M ) beschreibt eine Losung in der schwachen Konvergenz und die
anderen erldutern eine Losung in der Normkonvergenz. In der Proposition 2.45 findet
man die Reihenfolge der Abhéngigkeiten der Bedingungen (5), (S), (S)o. Zusétzlich
werden Operatoren, die diese Konvergenzbedingungen erfiillen, angegeben.

Proposition 2.45. [23, S. 125] Seien Ay, Ay : X — X*, X refleriver Banachraum
gegeben.

Es gilt (S)+ = (S) = (9)o.

Ist Ay gleichmdfig monoton, dann gentiigt Ay (S).

Gentigt Ay (S)y und ist Ag vollstetig, dann gilt fir A := Ay + Ay (9)4.

Gentigt Ay (S) und ist As verstarkt stetig, dann gilt fir A = A; + As (S).

0 Uy = u, Au, — v lim (Auy,, uy) = (v, u) = u, — u.
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Die Definition 2.46 der Pseudomonotonie ist der zentrale Begriff um eine Lésung und
eine Konvergenz der Galerkin-Gleichungen zu garantieren.

Definition 2.46. [23, S. 127] Seien A : X — X* und der reflexive Banachraum X
gegeben. A heifit pseudomonoton genau dann, wenn

Uy — u, DM {Aty,, u, — u) <0 = (Au,u — w) < lIm({Au,,u, —w), fiir alle w € X.
A geniigt der Bedingung (P) genau dann, wenn

(P) : up — u = Him{Au,, u, —u) > 0.
Jetzt folgen einige Operatoren, die Pseudomonotonie oder die Bedingung (P) erfiillen.

Proposition 2.47. [23, S. 127] Seien A, A; : X — X*, X reflexiver Banachraum
gegeben.

Ist A monoton, hemistetig und Ay verstirkt stetig, dann ist A+ Ay pseudomonoton.
Ist A demistetig und geniigt (S), dann ist A pseudomonoton.

Ist A wverstdrkt stetig oder monoton, dann geniigt A (P).

Der néchste Satz erldutert die Kernaussage des Abschnitts. Die Pseudomonotonie ga-
rantiert ndmlich die schwache Konvergenz der Galerkin-Gleichungen, wenn jede Glei-
chung eine Losung besitzt.

Satz 2.48. [23, S. 127] Eigenschaften pseudomonotoner Operatoren.

Seien A, Ay, Ay © X — X™ und X reflexiver Banachraum gegeben.

A pseudomonoton = A geniigt (M).

A pseudomonoton = A geniigt (P).

A pseudomonoton, lokal beschrinkt = A demistetig.

A monoton, hemistetig = A demistetig.

Ay pseudomonoton, As monoton, hemistetig = A = Ay + Ay pseudomonoton.

Der néchste Satz biindelt die getroffenen Aussagen.

Satz 2.49. [23, S. 126, 129] Satz iiber pseudomonotone Operatoren von Brézis. Seien
A X — X*, pseudomonoton, beschrinkt, koerzitiv und X ein reeller, separabler,
reflexiver Banachraum, dim X = oo. Sei die Basis {wy,ws,...} in X gegeben. Die
lineare Hiille lin{wy, ..., w,} sei die Basis von X,, dabei gelten die Voraussetzungen
des Satzes 2.43. Betrachtet werden die Operatorgleichung

Au = b, (2.28)

und die zugehirigen Galerkin-Gleichungen,

(A, wi) = (b, wy), up, := Z ConWi, k=1,...,n. (2.29)
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Dafiir sind fir alle n € N die Losungen u, : ||u,| < R, R fest, vorauszusetzen. Ist
nur die Konvergenz der Galerkin-Gleichungen (2.29) zu gewdhrleisten, bendtigt man
die Voraussetzungen, dass A beschrankt ist, und (M) aus der Definition 2.44 erfiillt,
und b € X* fest gewdhlt ist.

Fiir jede schwach konvergente Teilfolge u, — u von (uy,) ist u eine Lisung von (2.28).
FEs gibt mindestens eine solche Teilfolge, das heif§t (2.28) ist losbar. Besitzt (2.28) eine
eindeutige Losung u, dann gilt u, — u. Geniigt A statt (M) der Bedingung (S)o, beide
aus der Definition 2.44, und ist A demistetig, dann gelten alle Aussagen, indem man
"7 schwache Konvergenz, durch =7, Normkonvergenz, ersetzt.

Speziell besitzen alle Galerkin-Gleichungen (2.29) fiir hinreichend grofies R > 0 eine
Losung uy, : ||u,|| < R. Die Gleichung (2.28) ist fir jedes b € X* ldsbar, und es gibt
eine Teilfolge (u,) mit u,y — u fiir n — oo, so dass u eine Losung von (2.28) ist.

Bemerkung 2.50. [23, S. 126] Die Losbarkeit von (2.29) kann durch Variationsmetho-
den oder, wenn A aus Satz 2.49 demistetig ist und

(Au —b,u) >0, fiir alle uw € X, ||u|| = R,

gilt, erzwungen werden. Die Zahl R stammt aus der Definition der Koerzitivitat 2.41.

Das Bemerkenswerte ist, dass der Beweis fiir (pseudo)monotone Operatoren iiber die
Approximationsraume X,, gefithrt wird. Damit hat man eine Grundlage um ein kon-
vergentes Naherungsverfahren zu erstellen.

2.2.5 Sitze zu maximalmonotonen Operatoren

In diesem Abschnitt werden mehrelementige Abbildungen eingefiihrt, die zur Charak-
terisierung der Variationsformulierung benétigt werden. Zu Beginn folgt die Definition
der maximalmonotonen mehrelementigen Operatoren.

Definition 2.51. [23, S. 174] Sei X ein Banachraum. Sei der mehrdeutige Operator
A: C C X — 2% (O nichtleer, abgeschlossen und konvex gegeben. 2% ist die
Menge aller Teilmengen von X*. Dann kann A jedem u € C' auch die leere Teilmenge
A(u) € X* zuordnen. Der effektive Definitionsbereich von A ist

D(A) ={ueC: A(u) # 0}.
Der Graph von A ist
G(A) :={(u,v") € C x X*, u € D(A), v* € A(u)}.
A heifit monoton genau dann, wenn
(u* —ov*u—wv) >0, firalle (u,u”),(v,v") € G(A).

A heiit maximalmonoton genau dann, wenn A monoton ist und keine echte monotone
Erweiterung A; : C' — 2% existiert. Das heifit, dass aus

(W —v u—v)y >0, ueX" uel, firalle (v,v*) € G(A)
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stets folgt (u,u*) € G(A), das heiBt u € D(A), u* € A(u). Eindeutige Operatoren
A: D(A)C O — X*

sind Spezialfille von A : ¢ C X — 2%, indem man als Bilder einelementige Mengen
oder die leere Menge wihlt.

Da in diesem Abschnitt mit mehrelementigen Abbildungen gearbeitet wird, muss die
Stetigkeit neu formuliert werden.

Definition 2.52. [22, S. 101] Seien X, Y lokal konvexe Réume, M C X, N C Y, M
nichtleer.

T : M — 2V heifit stetig in 29 € M genau dann, wenn zu jeder offenen Menge O C Y
mit T'(x¢) C O eine Umgebung U(zg) gehort, so dass T(U(zo) N M) C O.

T heifit stetig genau dann, wenn T fiir alle x € M stetig ist.

Zur Charakterisierung der Stetigkeit dient der folgende Satz.

Satz 2.53. [22, S. 102] Seien der Operator T und die Riume von der Definition 2.52
gegeben. Ist T : M — 2N, M, N kompakt, M nichtleer, M C X, N CY und T(z)
abgeschlossen fiir alle x € M, dann gilt

T stetig<= G(T) :=={(z,y) : v € M,y € T(x)} abgeschlossen in X xY.

G(T) ist der Graph von T.

Die néchste Definition fasst die Begriffe Pseudomonotonie, Demistetigkeit, Beschrankt-
heit und Koerzitivitdt fiir mehrelementige Abbildungen zusammen.

Definition 2.54. [23, S. 177,178] Seien A: C C X — 2%" X ein reflexiver Banach-
raum, C' nichtleer, abgeschlossen und konvex, gegeben.
A heifit pseudomonoton genau dann, wenn aus

U, €C —ueCinX, lim(v,,u, —u) <0, n— oo,

mit v, € A(u,,) fiir alle n € N immer folgt, dass zu jedem w € C'ein v € A(u) existiert,
wobei

(v, u —w) < (Up, Up — W), N — 0.

A heifft demistetig genau dann, wenn A als mehrdeutige Abbildung stetig ist, vergleiche
Definition 2.52, C' mit der Normtopologie von X und X* mit der schwachen Topologie
aus Definition 2.16 versehen wird.

A heiBt beschriankt genau dann, wenn fiir jede beschréankte Menge M C C' auch A(M)
in der Norm von X* beschriankt ist.

A heifit koerzitiv beziiglich b € X* genau dann, wenn es ein r > 0 gibt mit

(u*,u) > (byu), fir alle u* € A(u),u e C: ||u|| > r. (2.30)
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A heifit koerzitiv genau dann, wenn es zu jedem R > 0 ein r > 0 gibt mit

*

{u”, u)
il

> R, firalleu” € A(u),u € C: |ul| >r. (2.31)

Offensichtlich folgt (2.30) aus (2.31).

Es kann laut dem néchsten Satz ein Element u im Raum X gefunden werden, das
unter gewissen Voraussetzungen fiir die Summe eines (pseudo)monotonen und eines
maximalmonotonen Operators auf ein b € X* abbildet.

Satz 2.55. [23, S. 178] Satz iiber maximalmonotone Abbildungen von Browder. Seien
AL Ay 0 C C X — 2X und X ein refleviver Banachraum gegeben. Sei C' nichtleer,
abgeschlossen und konvex. C' enthalte das Nullelement, das heifst 0 € C'.

Ay sei mazimalmonoton, 0 € A;(0).

Aqy sei pseudomonoton, demistetig, beschrinkt, koerzitiv beziiglich b € X*. Die Menge
As(u) sei nichtleer, abgeschlossen, konvez, fir alle u € C.

Es existiert ein u € C, so dass

b= bl + bg, b1 € Al(u), bg € AQ(U), das h@lfo)t b € (A1 + Ag)(u) (232)
Ist Ay koerzitiv, dann gilt (2.32) fir alle b € X*.

Somit kann fiir eine Operatorungleichung, die in dieser Arbeit die Gestalt von (2.33)
annimmt, folgende Existenz einer Losung gezeigt werden.

Korollar 2.56. [23, S. 178] Seien A : C C X — X* und X ein reflexiver, reeller
Banachraum gegeben. C' sei nichtleer, abgeschlossen, konvez, 0 € C.
Bei einem gegebenen b € X* wird ein u € C' gesucht, so dass

(b — Au,u) > (b — Au,v), fiir allev € C. (2.33)

A sei pseudomonoton, demistetig, beschrinkt, koerzitiv beziiglich b € X*.

(2.33) besitzt eine Losung u € C.

Ist A monoton, dann ist die Losungsmenge von (2.33) konvezr und abgeschlossen.
Ist A streng monoton, das heift

(Au— Av,u —v) >0,  fir alle u,v € C, u # v,

dann besitzt (2.33) genau eine Lisung.

Die Voraussetzungen von A sind erfillt, wenn A : X — X* monoton, hemistetig,
beschrinkt und koerzitiv ist, vergleiche [23, S. 123, Satz 27.1].

Ist C' beschrdnkt, dann sind die Voraussetzungen von A erfillt, wenn A hemistetig,
monoton, beschrdinkt oder wenn A pseudomonoton und beschrdnkt ist. Die Bedingung
0 € C entfallt hier.

Die Begriffe aus den Definitionen 2.51 und 2.54 gelten auch fiir die einelementigen
Operatoren, das heifit fiir die (pseudo)monotonen Operatoren aus den Definitionen
2.41 und 2.46.
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2.3 Konvexe Analysis

Die Modelle (1.43) und (1.44) konnen nicht nur mit den (pseudo)monotonen oder
maximalmonotonen Operatoren analysiert werden. Die stationdren Modelle unterlie-
gen auch einer Potentialformulierung, deren Minimallésung durch die oben genannten
Operatoren dargestellt werden kann. Die Ergebnisse sind im Hauptsatz der konvexen
Optimierung im Abschnitt 2.4.2 zusammengefasst. Ist die Potentialformulierung ein
konvexes unterhalbstetiges Funktional, kann zusétzlich ein Existenzsatz fiir die Mini-
mallésung angegeben werden.

Die Losungsmenge, wenn sie existiert, kann durch Subdifferenziale charakterisiert wer-
den. Die Variationsformulierung der Modelle beinhaltet maximalmonotone Operato-
ren, die durch den Begriff iiber Subdifferenziale beschreibar sind. In den folgenden
Abschnitten werden die notwendigen Mittel der konvexen Analysis erlautert.

2.3.1 Konvexe Funktionale

Am Anfang stehen die Definition und die Eigenschaften eines konvexen Funktionals
im Vordergrund. Man beachte die einschrinkenden Voraussetzungen der verwendeten
Mengen.

Definition 2.57. [24, S. 245] Sei FF : M C X — R ein Funktional und X ein
topologischer Raum. Die Menge M ist genau dann konvex, wenn gilt

wveM, tel0,l] = (1—-tu+tve M.
Wenn M konvex ist, dann ist F' (streng) konvex, wenn gilt
F(A=tu+tv)(<) < (1 —=1t)F(u) +tF(v),
fir alle u,v € M, u # v. Dabei sind alle ¢ €]0, 1].

Dass die Menge konvex sein muss, kann unter Umstédnden eine sehr grofle Einschrén-
kung sein. In dieser Arbeit ist diese Definition aber ausreichend. Nach der Definition
2.57 folgt eine Proposition iiber einige Rechenregeln der konvexen Funktionale.

Proposition 2.58. [24, S. 401] Wenn F,G,F, : X — [—00,00] fiir ein beliebiges
a € R konvex auf dem linearen Raum X sind, dann sind F + G, tF,sup(F,G) und
sup,, F,, konvez, 0 < t < oo. Weiters soll F(u) + G(u) := oo definiert werden, wenn
F(u) — G(u) = £o0.

Die néchste Proposition veranschaulicht eine wichtige Eigenschaft der konvexen Funk-
tionale. Es handelt sich um die Moglichkeit zu zeigen, dass ein lokales Minimum ein
globales ist. Dies ist eine herausragende Eigenschaft, denn alle hier angegebenen not-
wendigen und hinreichenden Charakterisierungen gelten ausschliellich fiir lokale Mi-
nima.
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Proposition 2.59. [24, S. 246|Sei F': M C X — R ein konvezes Funktional auf der
konvexen Menge M des reellen lokal konveren Raumes X. Hat F ein lokales Minimum
bei ug,

F(u) > F(ug), fiir alle uw € U(ug) N M,

dabei ist U(ug) eine passende Umgebung U(ug) von ug, dann ist uy auch ein globales
Minimum,

F(u) > F(ug), fir alleuw € M.
Vor allem gilt der folgende Eindeutigkeitssatz.

Satz 2.60. [24, S. 152]|Ein Funktional F : M C X — R hat hochstens ein Minimum
auf der Menge M, wenn gilt, dass M eine konvere Untermenge eines linearen Raumes
X ist und F streng konvex ist.

Nun folgen Eigenschaften und Charakteristika eines konvexen Funktionals mit Hilfe
der G-Ableitung aus der Definition 2.24, F-Ableitung aus der Definition 2.25, und
monotonen Operatoren, siche Abschnitt 2.2.3.

Proposition 2.61. [24, S. 247] Sei F' : X — R ein Funktional auf dem reellen
Banachraum X . Die G-Ableitung F': X — X* existiert auf X. Dann gelten folgende
Aussagen.

1. Folgende drei Aussagen sind dquivalent.

F konvexr auf X <
F' monoton auf X < (2.34)
F(v) — F(u) > (F'(u),v —u) fiir alle u,v € X.
2. Wenn F konvex und der Raum X reflexiv ist, ist F' monoton und demistetig auf
X.
3. Folgende drei Aussagen sind dquivalent.
F streng konvezr auf X <

F' streng monoton auf X < (2.35)
F(v) — F(u) > (F'(u),v — u) fir alle u,v € X, wenn u # v.

Wenn F’ stark monoton ist, dann folgt wegen des Satzes 2.42 auch die gleichmé&fi-
ge Monotonie. Wenn jetzt ein Operator F’ gleichméafig monoton ist, dann hat das
dazugehorige Funktional F' folgende Eigenschaft.

Korollar 2.62. [24, S. 248] Wenn unter den Voraussetzungen der Proposition 2.61
F' gleichmdfig monoton ist,

(F'(v) — F'(u),v—u) > cllv—ull’ fiir alle u,v € X, (2.36)
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fiir five Zahlen p > 1, ¢ > 0, dann gilt

Fv) — F(u) > (F'(u),0 — u) + ]%Hv .

Wegen der Bedingung (2.35) ist F' streng konvex und koerzitiv.

Auch mit hoheren Variationen aus der Definition 2.23 kann ein Funktional /' beschrie-
ben werden. Wenn die zweite Variation 62F(u; h) folgende Eigenschaften hat

§*F(u;h) >0, fiir alle u,h € X, (2.37)
8?F(u;h) >0, fiir alleu,h € X, h # 0, (2.38)
62F(u; h) > c||h||?, , fiir alle u,h € X und feste p > 1,¢ > 0,

2.39
t e 02 F(u+t(v — u);v — u) stetig auf [0, 1] fiir alle u,v € X, (2:39)
gilt das folgende Korollar.

Korollar 2.63. [24, S. 248] Ezistiert unter den Voraussetzungen der Proposition 2.61
auch die zweite Variation 6*F (u; h) fiir alle u,h € X dann gilt

(2.37) = F konvex auf X, (2.40)
(2.38) = I streng konvex auf X, (2.41)
(2.39) = (2.36) gilt und Korollar 2.62 ist giiltig. (2.42)

Fiir ein konvexes Funktional hat man einen Eindeutigkeitssatz und eine Charakterisie-
rung durch monotone Operatoren. Sie sind, vergleiche mit Korollar 2.62, sogar unter
gewissen Bedingungen koerzitiv. Gerade dieser letzte Begriff wird bendtigt um einen
Existenzsatz fiir eine Minimall6sung zu erhalten. Ein konvexes Funktional reicht aber
dafiir nicht aus.

2.3.2 Konvexe unterhalbstetige Funktionale

Mit der Definition eines konvexen unterhalbstetigen Funktionals folgen danach Varia-
tionsungleichungen, die als Charakterisierung der Losungsmenge der beiden Modelle
(1.43) und (1.44) dienen. Die Verbindung mit verallgemeinerten Ableitungen als Cha-
rakterisierung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen der Minimierung die-
ses Funktionals und dessen Zusammenhang mit maximalmonotonen Operatoren finden
sich im néchsten Abschnitt 2.4.

Definition 2.64. [24, S. 149] Seien F' : M C X — [—00, 00| und X ein Banach-Raum
gegeben. Das Funktional F' ist folgenunterhalbstetig im Punkt v € M genau dann,
wenn fiir jede Folge (u,) in M F(u) < lim,,_, inf F(u,) gilt, wihrend u,, — u und
n — oQ.

In der Definition 2.64 lautet der Terminus schwach folgenunterhalbstetig genau dann,
wenn F(u) < lim, o inf F'(u,) fir jede Folge (u,) in M gilt, wiahrend w, — u und
n — oo. Parallel zur Definition 2.64 hat man mit der Menge M, = {u € M : F(u) <r}
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Definition 2.65. [24, S. 150] Sei F': M C X — [—00, 00| gegeben. Ist X ein topolo-
gischer Raum, dann ist F' unterhalbstetig genau dann, wenn M, beziiglich M fiir alle
r € R abgeschlossen ist.

Um diese Definitionen spéter charakterisieren zu konnen, kann fiir Banach-Réume die
Aquivalenz der Definitionen gezeigt werden.

Proposition 2.66. [24, S. 150] Fir F : M C X — [—00, 00| auf einem Banach-Raum
X qilt:

e Die Definitionen unterhalbstetig und folgenunterhalbstetig sind dquivalent.

o Wenn M abgeschlossen und konvex und F' konvex ist, dann sind die Definitionen
unterhalbstetig, folgenunterhalbstetig und schwach folgenunterhalbstetig dquiva-
lent.

Dazu passend gelten fiir ein schwach folgenunterhalbstetiges Funktional diese Aquiva-
lenzen.

Proposition 2.67. [24, S. 235]Das Funktional F : X — R ist schwach folgenun-
terhalbstetig auf dem reellen reflexiven Banachraum X, wenn eine von den folgenden
sechs Bedingungen erfiillt ist,

F konvex und unterhalbstetig, (2.43)
§2F(u;h) > 0 fir alle u,h € X, F' ist eine G-Ableitung, (2.44)
F" monoton, (2.45)
F'" pseudomonoton und lokal beschrdinkt, (2.46)
F' demastetig und geniigt (S), (2.47)
F' lokal beschrinkt und geniigt (P). (2.48)

Wenn eine Variation 6% oder eine G-Ableitung F' in einer Bedingung vorkommt, wird
deren Existenz auf X wvorausgesetzt.

Die néchste Proposition beinhaltet Rechenregeln zwischen mehreren unterhalbstetigen
Funktionalen.

Proposition 2.68. [24, S. 164] Wenn F,G,F, : M C X — [—o0,00] fiir ein be-
liebiges a € R unterhalbstetig auf einem reellen Banachraum X sind, dann sind
F + G, sup(F,G),inf(F,G) und sup,, F, unterhalbstetig. F'G ist nur dann unterhalbs-
tetig, wenn F,G > 0. Die Ausdriicke F' + G und F'G miissen definiert sein, das heifst
Ergebnisse, die oo — oo oder 0 - 0o enthalten, werden ausgeschlossen.

Auflerdem haben unterhalbstetige Funktionale eine vorteilhafte Bedingung, wenn man
zeigen will, dass das Funktional zuséatzlich stetig ist.
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Proposition 2.69. [24, S. 383] Wenn das Funktional F: X — [—00, 00| unterhalbs-
tetig auf einem reellen lokal konvexen Raum X ist, dann gelten folgende Aussagen.

F' stetig in u und F(u) < oo st dquivalent zu

g (W) I (2.49)

F von oben beschrinkt auf einer Umgebung U(u) von u.

F stetig auf der offenen Menge M, wenn (2.50)
F endlich auf M und stetig in einem beliebigen Punkt aus M. '
Daraus folgt die Stetigkeit eines konvexen unterhalbstetigen Funktionals unter sehr

geringen Voraussetzungen.

Korollar 2.70. [24, S. 383] Jedes konvexe unterhalbstetige Funktional F : X — R
auf einer abgeschlossenen konvexen Menge M des reellen Banachraumes X ist stetig
auf intM.

Ist ein Funktional konvex laut dem Abschnitt 2.3.1 und unterhalbstetig oder schwach
folgenunterhalbstetig, gilt der néchste Satz.

Satz 2.71. Ein Funktional F : M C X — [—00, 00| auf der nichtleeren abgeschlosse-
nen konvexen Untermenge M eines reellen reflexiven Banachraums X, das die Koer-
zitivitat erfullt,

lim F(z) = oo,

xeM
llzll xx =00

besitzt ein Minimum, wenn eine der folgenden Figenschaften vorliegt,
1. F ist konvex und unterhalbstetig.
2. F ist schwach folgenunterhalbstetig.

Beweis. Siehe [5, S. 31], [24, S. 155]. O

Die Koerzitivitit der Funktion garantiert, wenn eine Folge existiert, dass sie in der
Menge M beschrankt ist. Die Kombination aus Reflexivitdt des Banachraumes und
die jetzt beschréinkte, konvexe und abgeschlossene Menge liefert wegen des Satzes 2.19
eine schwach folgenkompakte Menge. Diese Menge ist im Beweis fundamental.
Betrachtet man zum Beispiel die Propositionen 2.61 und 2.67, wird immer die Existenz
einer G-Ableitung vorausgesetzt. Daher behandeln die ndchsten beiden Propositionen
hinreichende Bedingungen, die eine G-Ableitung garantieren.

Definition 2.72. [24, S. 234] Sei X ein reeller Banachraum. Der Operator A : X —
X* ist ein Potentialoperator genau dann, wenn ein G-differenzierbares Funktional F :
X — R existiert, so dass A = F’. Dann ist F' ein Potential von A. Wenn A bereits
hemistetig ist, dann sei Fy : X — R,

Fa(u) ::/0 (A(tu), u)dt,

das Pseudopotential von A. Der Integrand ist stetig wegen der Hemistetigkeit von A.
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Dieser Begriff legt fest, dass der Operator A bereits eine G-Ableitung von F' ist oder
zumindest ein Pseudopotential erklart. Die nédchste Proposition fithrt Bedingungen an,
die aus einem Pseudopotential einen Potentialoperator A hervorgehen lasst.

Proposition 2.73. [24, S. 234] Wenn A : X — X* ein hemistetiger Operator auf
dem reellen Banachraum X ist, gelten folgende zwei Aussagen,
Integralkriterium. A ist ein Potentialoperator genau dann, wenn

Fa(u) — Fy(v) = /01 (A(v +t(u —v)),u —v)dt, fir alleu,ve X, (2.51)

gilt. Dann ist das Pseudopotential F4 ein Potential und jedes beliebige Potential fiir
A unterscheidet sich nur durch eine Konstante von I 4.
Differenzierbarkeitskriterium. Wenn die G-Ableitung A" auf X mit

(t,8) = (A'(w + tu + sv)x,y) stetig auf [0,1] x [0,1] fir alle u,v,w,z,y € X (2.52)
existiert, dann ist A ein Potentialoperator genau dann, wenn
(A'(u)v,w) = (A'(w)w,v) fir alle u,v,w € X (2.53)
qgilt.

Wenn nun eine G-Ableitung existiert, dann soll sie zusétzlich noch monoton sein. Das
nennt man schliellich einen monotonen Potentialoperator.

Proposition 2.74. [24, S. 250|Sei A : X — X* ein Operator auf dem reellen reflex-
iven Banachraum X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist ein monotoner Potentialoperator.

2. A ist monoton, hemistetig und (2.51) gilt.

3. A ist ein Potentialoperator, das heifst A = F' und F aus der Definition 2.72 ist
konvex und schwach folgenunterhalbstetig auf X .

Existiert eine demistetige G-Ableitung A" auf X, dann sind folgende Aussagen dqui-
valent, wobei die Reflerivitit des Raumes X nicht bendtigt wird,

1. A st ein monotoner Potentialoperator.
2. Fir A" gilt (2.53) mit (A'(w)h,h) >0 fir alle w,h € X.

Wenn A ein monotoner Potentialoperator ist, ist A auch demistetig. Die schwache
Folgenunterhalbstetigkeit kann wegen der Proposition 2.66 durch die Eigenschaft Un-
terhalbstetigkeit ersetzt werden.

Spéater kann diese Proposition dazu verwendet werden, um Kriterien zur Bestimmung
der G-Ableitung bei konkreten Problemstellungen zu erhalten.



2.4 Konvexe Optimierung Y

2.4 Konvexe Optimierung

Die Konvexe Optimierung liefert Aussagen iiber die Aquivalenz einer Potentialformu-
lierung mit einem konvexen unterhalbstetigen Funktional und einer Variationsunglei-
chung, in der maximalmonotone Operatoren vorkommen. Die Potentialformulierung
soll dabei minimiert werden. Als Startpunkt wird die folgende Proposition vorgestellt.

Proposition 2.75. [24, S. 249]Wenn F : X — R ein konvezes G-differenzierbares
Funktional auf dem reellen Banachraum X ist, dann

F besitzt ein Minimum in u < F'(u) = 0.

Jedoch fithren funktionalanalytische Methoden dazu, dass die Potentialformulierung
des Modells (1.43) nicht iiber den ganzen Funktionenraum X, sondern iiber eine kon-
vexe Teilmenge betrachtet wird.

2.4.1 Konvexes Funktional auf einer konvexen Menge

Im n&chsten Satz kommen nun Variationsungleichungen vor. Die zuvor genannte Pro-
position 2.75 ist darin enthalten, wenn die G-Ableitung existiert. Denn ist M ein
linearer Raum, dann gilt w := v — v und w € M. Aber es gilt auch fiir das Element
—w € M. Die Ungleichung (2.56) fiir eine Losung w ist nur bei gleich Null erfiillt.

Satz 2.76. [24, S. 363|Fiir die Existenzaussagen gelten folgende Voraussetzungen:

F: M CX — R ist schwach folgenunterhalbstetig. (2.54a)
X ist ein reeller refleziver Banachraum. (2.54b)
M st abgeschlossen, konvex, nichtleer. (2.54c¢)
M st beschrinkt, oder fir jede Folge (u,) aus M gilt, (2.544)
wenn ||u,|| — oo und n — oo, lim F(u,) — (b, u,) = co. '
Das zu betrachtende Minimierungsproblem lautet
min F(u) — (b,u) = « (2.55)
mat der zugehdrigen Variationsungleichung
(F'(u) = b,v—u) >0 firaleveM (2.56)

Set ' : M C X — R ein Funktional auf der konvexen nichtleeren Menge M des
reellen lokal konvexen Raumes X und sei b € X* ein vorgegebenes Element.
Notwendige Bedingung. Ist u eine Ldisung von (2.55), dann

0 F(u;v—u) — (byv —u) >0 fir allev e M, (2.57)

wenn die linke Seite der Gleichung existiert. Wenn F' eine G-Ableitung auf M ist,
dann sind (2.56) und die Variationsungleichung (2.57) dquivalent.
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Aquivalenz. Ist F konvex und F' eine G-Ableitung auf M, dann ist das Minimierungs-
problem (2.55) und die Variationsungleichung (2.56) dquivalent.

Findeutigkeit. Ist F' streng konvex auf M, dann besitzen (2.55) und (2.56) hdichstens
ewne Ldsung.

Existenz. Gelten die Voraussetzungen von (2.54), dann hat (2.55) eine Liosung. Ist
F zusditzlich konvez, ist die Lisungsmenge von (2.55) abgeschlossen, konvex und be-
schrankt.

Die Voraussetzungen aus (2.54) spiegeln jene aus dem Existenzsatz 2.71 wider. Die
Ungleichung (2.56) kann auch mit dem Korollar 2.56 analysiert werden. Wird die G-
Ableitung vorausgesetzt, ist wegen der Proposition 2.74 diese, von einem konvexen
Funktional stammend, monoton. Somit gelten alle Voraussetzungen des Korollars 2.56
und wegen der Existenz einer Losung folgt diese dann aus der Ungleichung (2.56).

2.4.2 Subdifferenzial

Der Satz 2.76 reicht fiir die Variationsungleichung des Modells (1.44) nicht aus. Damit
man mit Variationsmethoden und -ungleichungen den Reibungsterm beschreiben kann,
benétigt man einen allgemeineren Begriff als den einer G-Ableitung. Das dazugehérige
Funktional ist nicht differenzierbar. Aber es ist konvex und unterhalbstetig. Wenn man
den Begriff des Subdifferenzials einfiihrt, konnen fiir das Funktional notwendige und
hinreichende Bedingungen zur dessen Charakterisierung gefunden werden. Bekannt ist
der Begriff des Subdifferenzials aus dem Gebiet der konvexen Optimierung.

Das konvexe und unterhalbstetige Funktional F: X — R wird mit dem Werten —oo, co
erweitert. Dabei muss das zu untersuchende Funktional von unten beschrankt sein, dass
heifit —oco < a < F(u), fiir alle u € X, a € R, vergleiche [24, S. 382]. Betrachtet man
ein Funktional F: M C X — R eingeschrankt auf die Menge M, dann soll folgendes
Minimierungsproblem gelost werden,

irélj\lle(u) = a.

X ist ein linearer Raum. Diese Aufgabenstellung beinhaltet Nebenbedingungen. Fiihrt
man stattdessen das Funktional

Flu) = { " () ZS‘?\ " (2.58)

ein, erhélt man ohne Nebenbedingungen

min F(u) = a. (2.59)

ucX
Die Indikatorfunktion xs(u)

Definition 2.77. [24, S. 381] Wenn M eine Untermenge des lokal konvexen Raumes
X ist, dann wird

(u) = 0 wue M,
MU= o0 u € X\M,

Indikatorfunktion genannt.
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wird eine wichtige Rolle spielen, wenn die Einschriankung auf eine Untermenge M
damit angegeben wird. Dazu folgen nun einige Eigenschaften.

Proposition 2.78. [24, S. 381] Seien F : M C X — R und F aus (2.58) gegeben.
Wenn M eine Untermenge des lokal konveren Raumes X ist, dann gilt

M konvex < xp(u) konvex,

M abgeschlossen < xp(u) unterhalbstetig,

F konvex, M konvex < F konvexz,

F unterhalbstetig, M abgeschlossen = F unterhalbstetig.

Definition 2.79. [24, S. 385] Sei F': X — [—00, 00| ein Funktional auf dem reellen
lokal konvexen Raum X. u* € X* ist ein Subgradient von F' im Element u € X genau
dann, wenn F'(u) # oo und

F(v) > F(u) + (u*,v —u), fir alle v € X, (2.60)

gilt. Die Menge aller Subgradienten von F' im Element v nennt man Subdifferenzial
OF (u). Wenn kein Subgradient im Element u existiert, dann wird 0F (u) = () gesetzt.
Das gilt zum Beispiel fiir F'(u) = fo0.

Ist OF (u) # 0, gilt F(u) > —oo wegen (2.60).

Das Subdifferenzial wird eine notwendige und bei konvexen unterhalbstetigen Funktio-
nalen sogar eine hinreichende Charakterisierung fiir das Minimierungsproblem (2.59)
moglich machen. Zuerst folgen aber ein Existenzsatz und bendtigte Rechenregeln fiir
Subdifferenziale.

Satz 2.80. [24, S. 387] Wenn das Funktional F': X — [—00, 00| auf dem reellen lokal
konvexen Raum X konvex ist und ein Element uw € X gegeben ist, dann gilt,

OF (u) konvex, schwach™ abgeschlossen,

F endlich und stetig in u = OF (u) nichtleer, schwach® kompakt.

Bereits aus der Definition 2.79 folgen die Faktorregel und ein Teil der Summenregel.
Dabei gilt fiir die Funktionale F, F}, F5 : X — [—00,00]| und eine reelle Zahl A > 0,
dass

DNF (1)) = NOF (u),

Satz 2.81. [24, S. 389] Die Summenregel
O+ -+ F,)(u) =0F 1 (u) + -+ OF,(u) (2.61)

existiert dann fir alle u € X, wenn folgende Aussagen erfillt sind.
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1. Fy,...,F, : X =] — 00,00| sind konvere Funktionale auf einem reellen lokal
konvexen Raum X, n > 2.

2. Es muss ein ug € X existieren, sodass alle F;, 1 = 1,...,n, endlich und alle Fj,
1=1,...,n—1, stetig in ug sind. F,, jedoch muss nicht zwingend stetig sein.

Auch eine Kettenregel kann folgenderweise erklart werden.

Proposition 2.82. [24, S. 403] Sei F': Y — R konvex und unterhalbstetig, L : X —
Y linear und stetig, X und Y seien reelle lokal konvere Rdiume und F sei endlich,
F < 00, und stetig in einem beliebigen Punkt.

Daraus folgt die Kettenregel fiir Subdifferenziale mit den oben genannten Vorausset-
zungen,

O(FL)(u)=L*OF(L(w)) fir alle u € X.

Das Subdifferenzial aus der Definition 2.79 stellt eine Verallgemeinerung des Differen-
zialbegriffs dar. Die folgende Proposition veranschaulicht dies.

Proposition 2.83. [24, S. 387] Wenn das Funktional F : X — [—o00,00] auf dem
reellen lokal konvexen Raum X konvex und in einem Element uw € X endlich ist, dann
gelten folgende Aussagen.

Wenn F'(u) eine G-Ableitung ist, dann gilt

OF (u) = {F'(u)}. (2.62)

Wenn F in u stetig ist und OF(u) enthdlt nur ein Element, dann existiert die G-
Ableitung F'(u) und (2.62) gilt.

Die G-Ableitung ist hinreichend fiir die Existenz eines Subdifferenzials.
Neben der Einfiihrung einiger Rechenregeln soll mit Hilfe des Subdifferenzials das
Minimierungsproblem (2.59) charakterisiert werden.

Proposition 2.84. [24, S. 387] Sei F' : X —| — 00, 00] ein Funktional auf einem
reellen lokal konvexen Raum X, wober F' # oco. Das Element u € X ist eine Lisung
von

inf Fl(u) =« (2.63)

ueX

genau dann, wenn die Fuler-Gleichung erfillt ist,
0 € OF (u). (2.64)

Da spater der Hauptsatz der konvexen Optimierung eingefiithrt und jener auf die Va-
riationsformulierung der Modelle (1.43) und (1.44) angewendet werden soll, benétigt
man einige Beispiele konkreter Subdifferenziale fiir die in dieser Arbeit ausgewéhlten
Funktionale.

Das wichtigste Subdifferenzial in dieser Arbeit ist die Stiitzfunktionalabbildung. Damit
kann das Subdifferenzial der Indikatorfunktion y,; aus der Definition 2.77 beschrieben
werden.
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Definition 2.85. [23, S. 175] Sei die abgeschlossene konvexe nichtleere Menge M C X
X ist ein Banachraum, gegeben. Ein Element f € X* heifit Stiitzfunktional zu M in
u € M genau dann, wenn

(fyu) > (f,v) fiir alle v € M. (2.65)

Die Menge der zu u € M gehorigen Stiitzfunktionale nennt man Oy (u).
Die Abbildung 9y : M — 2%", u — Ox(u) heiBit Stiitzfunktionalabbildung.

Proposition 2.86. [23, S. 175] Es gelten die Voraussetzungen der Definition 2.85.
Die Stiitzfunktionalabbildung Ox : M — 2% ist mazimalmonoton.

Jetzt folgt wegen der Definition 2.79 das Subdifferenzial der Indikatorfunktion x,; im
Element u des Banachraumes X.

Beispiel 2.1. [24, S. 385] Die Indikatorfunktion xp : X — {0,00}, u — xa(u),
besitzt folgendes Subdifferenzial im Element u € X,

Oxnr (1) = { e (2.66)

wenn M C X konvex und X ein reeller Banachraum ist.

Wegen (2.65) gilt immer 0 € Ox(u) fiir u € M. Diese Eigenschaft ist bedeutend,
wenn eine Variationsungleichung eine Losung laut dem Satz 2.55 haben soll. Weiters
ist Oxn(u) = {0}, wenn u € int M. Wenn w € OM und int M nichtleer ist, kann ein
Funktional u* # 0 gefunden werden, das aus der Menge OJx/(u) kommt. Dem liegt
ein Trennungsatz der konvexen Analysis zugrunde [24, S. 171, Prop. 39.4]. Wenn die
Menge M ein linearer Unterraum ist, folgt

Oxm(u) = M+ fiir alle u € M.
Das heiit, Oxa(u) = {u* € X*: (u*,w) =0 fiir alle w € M}, wenn v € M.

Auch ein Subdifferenzial der Norm eines Banachraumes |[|.|| : X — R, u — ||u],
existiert.
Beispiel 2.2. [7, S. 127] Die Norm eines reellen Banachraumes X .|| : X — R,

u +— ||ul|, besitzt folgendes Subdifferenzial im Element u € X,

u# 0 ull = {u" € X*: (u*,u) = |Jul| und [ju”]|, = 1},

2.67
u=0: 00 ={u" € X" ||u"]], <1} (2.67)
Dabei ist die Norm von X konvex und schwach folgenunterhalbstetig.

Beispiel 2.3. [24, S. 386] Fiir einen reellen normierten Raum X sei das Funktional
F: X =R, u~— 27" ul? erklirt. Das Subdifferenzial im Element u lautet

u* € 0F (u) & (u,u) = |[u|[|[ull, [[u"[] = flu]|- (2.68)

Dabei gilt fiir einen reellen Hilbertraum X, dass das Subdifferenzial durch 0F (u) = {u}
gegeben ist. Das heifit X™* wird mit X identifiziert, vergleiche mit Satz 2.22.
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Nun folgt die Definition der Dualitédtsabbildung.

Definition 2.87. [24, S. 399] Sei X ein reeller Banachraum. Das Subdifferenzial der
Abbildung F : X — R, u~ 27!||u|/?, definiert im Element u die Dualitéitsabbildung,
J: X — 2% J(u) = OF (u). Ist die Menge J(u) einelementig, das heifit J(u) = {v,}
fir alle v € X, dann setzt man J(u) = v, und J : X — X*.

Proposition 2.88. [24, S. 400] Die Dualititsabbildung J : X — 2% ist mazimalmo-
noton. Die Menge J(u) beinhaltet alle u* € X*, so dass (u*,u) = ||u*||||ul], [|[u*]] = ||u||.
Weiters ist J(u) konvex, nichtleer und schwach* kompakt.

In Hilbertraumen entspricht J der Rieszschen Abbildung J. Weitere Eigenschaften
erhélt die Dualitdtsabbildung J durch zusétzliche geometrische Bedingungen und Ab-
leitungsbegriffe der Norm eines Banachraumes X. Mit der oben genannten Proposition
2.88 ist die Basis fiir weitere Eigenschaften im Zusammenhang mit der Konvexitét, De-
finition 2.37, und Glattheit, Definition 2.38, gegeben.

Proposition 2.89. [24, S. 400] Sei X ein reeller Banachraum und sei F(u) = 27 ||ul|”
gegeben.

Wenn X* streng konvex ist, dann ezistiert die G-Ableitung F'(u) und J(u) = F'(u)
fiir alle w € X. Dabei ist J(u) einelementig.

Wenn X* uniform konvex ist, dann existiert die F-Ableitung F'(u) und J(u) = F'(u)
fur alle w € X. Die Abbildung J : X — X* ist gleichmdfig stetig auf jeder beschrink-
ten Menge von X.

Wenn X und X* separabel, reflexiv und streng konvex sind, dann st J : X — X*
bijektiv, streng monoton, koerzitiv, beschrinkt, demistetig und ungerade. Die Inverse
J71 X* — X st zur Dualititsabbildung von X* auf X** = X dquivalent. Sind X und
X* auch noch lokal uniform konvex, dann sind J und J=' stetig auf X beziehungsweise
auf X*.

Nun folgt der Hauptsatz der konvexen Optimierung.

Satz 2.90. [24, S. 387] Sei das Funktional F: M C X — R konvex und F wird auf
X so erweitert, dass F'(v) = oo, wenn v ¢ M. Die Menge M sei nichtleer und konvex
auf dem reellen lokal konveren Raum X.

Das Minimierungsproblem

inf F(u) =« (2.69)

ueM

soll betrachtet werden. Parallel dazu werden die Lisbarkeitsbedingung
0 € OF (u) + Oxnm(u), (2.70)
die zu folgender Darstellung dquivalent ist,
Ju* e X7,
F(v) > F(u) + (u*,v — u) und (2.71)
(U, v—u) >0, veM,
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und die Variationsungleichung,
0+ F(u;v—u) >0, fir allev e M, (2.72)

notiert. X* ist der Dualraum von X . Unter den oben genannten Voraussetzungen exis-
tiert immer die linke Seite der Gleichung (2.72).

Charakterisierung der Losung. Jede der drei Bedingungen (2.70), (2.71) und (2.72) ist
notwendig und hinreichend fir eine Lisung uw € M des Minimierungsproblems (2.69).
Struktur der Losungsmenge L von (2.69). L ist konvex. Wenn zusdtzlich F' unterhalbs-
tetig und M abgeschlossen sind, ist L abgeschlossen. Jedes lokale Minimum von F auf
M st auch ein globales Minimum von F auf M.

Findeutigkeit. (2.69) hat hochstens eine Lisung, wenn F streng konvex auf M ist.

Da das Subdifferenzial iiber lineare stetige Funktionale und deren dualen Operator
definiert ist, wurden die Dualabbildungen in Hilbertraumen, vergleiche Satz 2.22, und
in Banachrdaumen, siehe Definition 2.87, angegeben. Sehr oft kénnen in Anwendungen
Elemente aus dem Dualraum X* durch diese Dualabbildungen konstruiert werden.

2.4.3 Variationsungleichungen mit einer Bilinearform und
einem Sudifferenzial des konvexen, unterhalbstetigen
Funktionals

In dieser Arbeit wird mit dem Begriff einer Bilinearform gearbeitet.

Definition 2.91. [23, S. 39] Sei X ein reeller Banachraum. Eine Bilinearform ist eine
Abbildung

a: X xX =R, (u,v) — a(u,v),

die in jedem Argument linear ist. Die folgenden Definitionen beziehen sich auf alle
u,v € X.

a ist beschrénkt < |a(u,v)| < cljul|||v]|, ¢ > 0, fest.

a ist positiv < a(u,u) > 0.

a ist streng positiv < a(u,u) > 0 fir u # 0.

a ist stark positiv < a(u,u) > d||u|®, d > 0, fest.

a ist symmetrisch < a(u,v) = a(v, u).

a ist vollstetig < (u, — u, v, = v) = a(un, v,) = a(u,v).

Eine Bilinearform in einem reellen Banachraum besitzt eine dquivalente Darstellung
als linearer stetiger Operator.

Satz 2.92. [23, S. 40] Sei X ein reeller Banachraum.

Zu jeder beschrinkten Bilinearform a : X x X — R gehort ein linearer stetiger
Operator A : X — X*, der eindeutig festgelegt ist.

Umgekehrt gehort zu jedem linearen stetigen Operator A : X — X* eine beschrdnkte
Bilinearform a : X x X — R, die eindeutig festgelegt ist.

Ist X reflexiv, dann gilt a vollstetig < A vollstetig.
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Der Operator A : X — X* heifit positiv (stark positiv, streng positiv, symmetrisch)
genau dann, wenn die Bilinearform a : X x X — R diese Eigenschaft besitzt.
Beziiglich der Theorie der monotonen Operatoren bedeutet das, ist ein linearer Ope-
rator positiv (stark positiv, streng positiv), ist er aus der Klasse der monotonen, ver-
gleiche dazu die Definition 2.41. Ist die Bilinearform auch noch symmetrisch, gilt das
néchste Korollar.

Korollar 2.93. [24, S. 250] Es gelten die Voraussetzungen und Aussagen der Pro-
position 2.74. Der Operator A aus dem Satz 2.92 einer beschrdnkten positiven sym-
metrischen Bilinearform im Sinne der Definition 2.91 beschreibt einen monotonen
Potentialoperator.

Der Startpunkt ist die Potentialformulierung,

F:V >R, Fu= %a(u,u) — f(u). (2.73)
Sie besitzt laut [10, S. 77] die G-Ableitung
(F'(u),v) = a(u,v) — f(v), (2.74)
wenn gilt
X ist ein reeller separabler reflexiver Banachraum, (2.75a)
V' C X ist ein linearer Unterraum, (2.75b)
a:V xV — R ist bilinear, symmetrisch, beschrinkt, koerzitiv, (2.75¢)
f:V — R ist linear, stetig. (2.75d)

Wegen der Korollare 2.93 und 2.74 ist das Funktional F' konvex und schwach folgenun-
terhalbstetig, wenn die Voraussetzungen von (2.75) gelten. Dann folgt aus Proposition
2.75, dass ein Minimierungsproblem

min F(u) =« (2.76)
aquivalent zu der Gleichung
a(u,v) — f(v) =0, fiirallev eV, (2.77)

ist. (2.76) hat zumindest eine Losung laut dem Satz 2.71. In dieser Arbeit werden aber
Minimierungsprobleme der Funktionale

min F(u) = a, min F(u) = a, Igg‘r/l(F(u) +xm) = (2.78)

vergleiche (2.59), betrachtet. Es sollen die Voraussetzungen

X ist ein reeller separabler reflexiver Banachraum, (2.79a)
V' C X ist ein linearer Unterraum, (2.79b)
M C X ist eine abgeschlossene, konvexe, nichtleere Menge (2.79¢)
a:V xV — R ist bilinear, symmetrisch, beschriankt, koerzitiv, (2.79d)
f:V — R ist linear, stetig, (2.79)
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gelten. F ist wie F' konvex und schwach folgenunterhalbstetig, das gilt wegen der
Proposition 2.78. Auch die Indikatorfunktion y,; ist wegen der gleichen Proposition
konvex und schwach folgenunterhalbstetig. Alle drei Problemstellungen aus (2.78) sind
zu der Variationsungleichung

a(u,v —u) — f(v—u) >0, firaleveM (2.80)

laut dem Satz 2.90 dquivalent und haben zumindest eine Losung v € M laut Satz
2.71. Bindet man noch ein Funktional j ein,

min(F(u) + j(u) + o) = . (2.81)
dabei gelten
X ist ein reeller separabler reflexiver Banachraum, (2.82a)
V C X ist ein linearer Unterraum, (2.82b)
M C X ist eine abgeschlossene, konvexe, nichtleere Menge (2.82¢)
a:V xV — R ist bilinear, symmetrisch, beschrinkt, koerzitiv, (2.82d)
f:V — R ist linear, stetig, (2.82¢)
j 'V — R ist konvex, unterhalbstetig, (2.82f)
Jug € M,vg € X* = vy € a](lbo), (282g)

dann ist (2.81) dquivalent zu, siehe Satz 2.90, vergleiche auch [24, S. 552,553,
a(u,v —u) + j() —j(u) > f(v —u), fir alle v e M. (2.83)

(2.81) hat zumindest laut Satz 2.71 eine Losung u € M. Die Variationsungleichungen
(2.80) und (2.83) bilden das Fundament fiir die Analysis der Modellgleichungen (1.43)
und (1.44).

2.5 Variationsformulierung der Modelle

Die Ergebnisse der fritheren Abschnitte werden nun auf die beiden Modelle (1.43) und
(1.44) zugeschnitten. Dabei sollen sie danach die Bedingungen einer Variationsunglei-
chung laut(2.80) und (2.83), und die Variationsungleichung selbst, erfiillen.

Ab hier gilt, dass 2 ein Lipschitz-Gebiet ist, ' = I pUT'yUT,, TpNTy = 0, TyNC. = 0
und X := int(I'—-I'p), T. C X. Die Variationsungleichung des Signorini-Problems (1.42)
kann in folgender Gestalt angegeben werden,

Finde v € K :

a(u, v —u) + j(u.v) — j(u,u) > flu—w) firalle v € K. (2.84)
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Der Funktionenraum K wird durch die Definition 2.7 festgelegt. Die symmetrische
Bilinearform a(u,v) und die Linearform f(v) aus [19], [10], [4], haben hier die Form

alwn)i= [ olw):e()dr
f@):iéi~yM%ﬁApr%%@d%,

und das nichtlineare Funktional j(-,-), das die virtuelle Arbeit der Reibungskrifte
charakterisieren soll, lautet [10, S. 269]

JVRV SR ) = [ le@lhiwld,. (28
Te

Die Spuroperatoren kommen aus dem Abschnitt 2.1.

Wenn u € K eine Losung des klassischen Problems (1.42) ist, dann ist sie es auch fiir
die Variationsformulierung (2.84), siehe [10]. Ob (2.84) aber iiberhaupt eine Losung
hat, ist von den Detailangaben der Problemstellung abhéngig. Diese Thematik wird
an dieser Stelle nicht mehr aufgegriffen.

2.5.1 Analysis des reibungsfreien Zustandes

Hier ist das Funktional j = 0 fiir (2.84). Die Variationsungleichung reduziert sich auf

Finde v € K :
.. (2.56)
a(u,v —u) > fv—u) firallewv € K.
Diese Formulierung ist laut [5, S. 29,30] dquivalent zu
1
min F(v) = min(=a(v,v) — f(v)). (2.87)

veK veEK

(2.92) besitzt eine Losung u € K laut Satz 2.71, somit auch (2.86). Dabei muss fiir
die Linearform f aus (2.86) gelten,
[ € [Hy (], p € [Ho " (T)]" (2:88)

gelten. Fiir 0 und € aus der Bilinearform a gelte (2.20). Dann ist F' aus (2.92) be-
schriankt, konvex, unterhalbstetig und koerzitiv. Die Koerzitivitat wird mit den Korn-
schen Ungleichungen, [19, S. 76-79], gezeigt.

Satz 2.94. [10, S. 117] Sei Q ein Lipschitz-Gebiet. Sei F' aus (2.92). Sei K ein
nicht leerer, abgeschlossener und konvexer Unterraum von V aus Definition 2.7 mit
mes(I'p) > 0.

Dann existiert eine eindeutige Losung der Verschiebung u € K, die F' in K minimiert.
Das heifst,

F(u) < F(v) firalleve K.
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Weiters ist w eine Léosung der Variationsungleichung,
a(lu,v —u) > f(v—u) firalev e K. (2.89)

Fiir den FallT'p = () existiert ein eindeutiger Minimierer von F in K, wenn die Daten
f und p die Kompatibilititsbedingung

/i-yd:c—i—/ Q-’y%‘t(y)dsm<0, fiiralleve KNR,v+#0
Q I'n

fiir die Starrkorperbewequngen aus dem Raum R, siehe [19, S. 17], erfiillen.

2.5.2 Analysis des Signorini-Problems mit Trescascher
Reibung

Es gelten (2.88) und fiir ¢ und € aus der Bilinearform a (2.20). Der Ausdruck vg|o,|

ist bei dieser Aufgabenstellung a priori gegeben. Das ist die vorgesehene Modifikation

des Gesetzes (1.42¢), das die Tangentialkontaktbedingungen beschreibt.

Dabei gilt g := vr|o,(u)| mit ggr aus dem Abschnitt 1.3. Das Funktional j : V xV —
R aus (2.85) reduziert sich zu einem j : V — R,

VSR )= [ ol (2.90)
Te
wobei folgendes gelten soll,
gr € H.'?(T.) :={g € HV*(T.) : (g,v) >0, Vv € HY*(T,), v > 0}.

Die Variationsungleichung lautet nun
Finde u € K :

2.91
a(u,v —u)+j(v) —j(u) > f(v—w) firallev € K. (2.91)
Dies ist laut [5, S. 29,30] dquivalent zu
. .1 .
min F(v) = min(za(v, v) — f(v) +5(2))- (2.92)

Laut [10, S. 273] ist F' konvex, unterhalbstetig und koerzitiv. Das heifit, (2.91) und
(2.92) haben eine Losung v € K laut dem Satz 2.71. Mit der Kompatibilitatsbedingung
firreR, c>0,

J(r) = [f ()] = cllrfly, (2.93)
gilt der folgende Satz.

Satz 2.95. [5, S. 30] Sei mes(I'p) > 0 oder I'p = 0 mit (2.93). Dann ezistiert
zumindest eine Losung u € K der Variationsungleichung

a(u,v —u) +j(v) = ju) = fl—w) firaleve K. (2.94)

Im Fall mes(T'p) > 0 existiert eine eindeutige Lisung w. Wenn T'p = 0, ist die
Losung u bis auf beliebige Starrkorperbewegungen r € R eindeutig. Das heifst fiir zwei
Losungen uy, und u, gilt u; —u, € R.
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Wenn die Diskretisierung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode ausgefiihrt wird und
der Funktionenraum der Losungen so gewéhlt wird, dass die Nichtdurchdringungs-
bedingung knotenweise gegeben ist, erhélt man einen nichtkonformen Ansatz, dessen
numerische Analysis zum Beispiel in [9] oder [10] behandelt wird. Obwohl der Ansatz
nichtkonform ist, konnen damit stabile und effiziente Verfahren und Algorithmen er-
stellt werden.

In dieser Arbeit sollen die diskreten Variationsungleichungen der Modelle nicht direkt
gelost werden, sondern zuerst durch mehrere Schritte zu Gleichungssystemen umfor-
muliert werden. Einer der ersten ist die Einfithrung von Lagrange-Multiplikatoren.
Fiir diese zusétzlichen Variablen werden in weiterer Folge die Charakteristiken auf-
gezeigt. Dadurch ist eine knotenbasierte Erfiillung der Kontaktbedingungen maoglich.
Mit der Definition zweier Komplementérfunktionen und deren Eigenschaften kénnen
die diskreten Variationsungleichungen mit nichtlinearen Gleichungssystemen dquiva-
lent gesetzt werden.

Jedoch sind deren Terme nicht im herkémmlichen Sinn ableitbar, sie beinhalten max-
Funktionen und euklidsche Normen, sondern miissen iiber den Begriff der Newton-
Differenzierbarkeit bearbeitet werden. Dies fiihrt zu den halbglatten Newton-Ver-
fahren, die fiir die beschriebenen Modelle der Arbeit Aktive-Mengen-Strategien erge-
ben. Damit werden danach Algorithmen zur Berechnung von numerischen Beispielen
formuliert.

3.1 Raumdiskretisierung

Um die diskreten Variationsformulierungen aus (2.89) und (2.94) herleiten zu kon-
nen, miissen die geeigneten Funktionenrdume angegeben werden. Die Definitionen und
Schreibweisen der Ansatzridume und der Triangulierung des Gebiets €2 in Dreiecks-
(d = 2) oder in Tetraedernetze (d = 3) sind den Arbeiten [9], [19], [10] entnommen.
Die Triangulierung von €2 wird mit 7, o und dessen Rand mit ¥ p := 87_'1179 benannt.
Die Teile des Randes X, p, die den Réndern I'p, I'y I'. des kontinuierlichen Problems
entsprechen, werden mit ¥ p, 3, 5y und X, . bezeichnet.

hr ist der Durchmesser eines Elementes 1" € 7}, . Die Maschenweite h ist der gréfite
Durchmesser aller Elemente,

h := max hrp.
T€Th,0

69
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Die Triangulierung 7 o ist formregulér,
Pr Z ChT7 c> 07 T e 777,,97

wobei pr der Durchmesser des eingeschriebenen Kreises (d = 2) oder der eingeschrie-
benen Kugel (d = 3) des Elements 7' ist, und quasiuniform,

hp >ch,c>0, T € Tha.

Der zur Triangulierung 7;, o gehorige Ansatzraum wird mit S;(75,.q) bestimmt, das sind
die stiickweisen linearen und global stetigen Funktionen. Der diskrete Funktionenraum
lautet

V= {gh c [SH%: uy, = 0 auf Zh7D}. (3.1)

Die knotenbasierte nodale Basis span{py, } |, siehe [19, S. 174, 200], spannt den Raum
Vv auf, sodass gilt

M
Uy = Zg’flcpk, c V. (3.2)
k=1

Dabei bezeichnet M die Anzahl aller Knoten von 7j o und gﬁ ist der Koeflizienten-
vektor des Knotens z;, k= 1,..., M.

3.1.1 Formulierung ohne Reibungsgesetz

Definition 3.1. Seien die Knotenindexmengen, die den Réndern X, p, ¥, xy und ¥y .
zugewiesen sind,

Dh = {’l’lzl,,M, Zz; EEh,D}7
Nh = {’l’lzl,,M, Zz; EEh,N};
cp = {z’:izl,...,M, z; GZhvc}.
n* := n(z,), k = 1,..., M, ist der duBere Normalenvektor des starren Untergrunds

i mit dem Parameterwert Ry(z,) der Abbildung R; aus dem Abschnitt 1.3.1. Fiir

eine Funktion v, € Voh werden in den Knoten k € ¢, die Koeffizientenvektoren Qﬁ

in eine Normal- und in eine Tangentialkomponente wie in (1.29) zerlegt. Diese lauten
k k ¥ — oF . nk. Die Normal- und Tangentialkomponente der

o k ko._
vy = vy - n' und vy = v — v,

Funktion v, auf dem Kontaktrand ¥ . sind

o k o k
Upn 2= E UpPhy  Upy 1= vk, k€ ch.
kecy, kecy
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Der gesuchte diskrete Funktionenraum, in dem die Losung gesucht werden soll, lautet
Ky = {yhe\/oh;v,’§+gﬁzo, kech}. (3.3)

Das heifit, die Nichtdurchdringungsbedingung wird in der Folge innerhalb der Finite-
Elemente-Approximation nur knotenweise erfiillt sein. Die Funktionen gf := go(z;,)
sind Punktauswertungen von der kontinuierlichen Funktion go. vy ist der Koeffizi-
entenvektor von v,. Mit dem Funktionenraum K, aus (3.3) lisst sich die diskrete
Variationsungleichung formulieren,
Finde u, € K,
—h= o (3.4)
an(up, v, — up) 2 fr(v, —wy), vy € K.
Dabei gilt

ap(uy,,vy,) = / 2ue(uy,) : e(vy,) dx +/ Adivuy, divy, dz,
Th,0 Th

Q

fh(ﬁh):/ i'yhder/ P vy, ds,.
Th,0 ZhN

Die Formulierung (3.4) ist der Startpunkt, um in den néchsten Abschnitten einen
Losungsalgorithmus zu designen.

3.1.2 Formulierung mit Trescaschem Reibungsgesetz

Die Funktion gg, die den Reibungskoeffizienten vz und den Betrag des Normaldrucks
|on| a priori ersetzt, soll die Voraussetzung gr € H;l/ *(T',) erfiillen. Dann lautet die
diskrete Fassung des Funktionals j(v), v € V,

i) = [ ol ds. (3.5)
h,c
Die euklidsche Norm wird durch eine dquivalente Norm ersetzt, [9, S. 27],
logrll = > Motllon.
keey,

Dadurch gilt zusétzlich

() = / gllon s, = / or 3 [0t lnds.. (3.6)
2h,,c

Eh’c kecy

Das erlaubt spater auch eine knotenbasierte diskrete Formulierung der Reibungskon-

taktbedingung. Die diskrete Variationsungleichung lautet
Finde u;, € K, (37)
an(wy, vy — ) + Jn(y) = Jn(w,) = fru(w, —w,), v, € Ka. .

Die Formulierung (3.7) ist der Startpunkt, um in den néchsten Abschnitten einen
Losungsalgorithmus zu designen.
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3.2 Knotenbasierte Umformulierung

Damit die Variationsungleichungen (3.4) und (3.7) auch gelost werden konnen, sollen
die Kontaktbedingungen knotenweise erfiillt sein. Um diese herleiten zu konnen, wer-
den die diskreten Variationsungleichungen in eine Matrizenschreibweise umformuliert.

3.2.1 Reibungsfrei

Die Eintrége der Koeffizientenvektoren von u, und v, werden wie folgt global geordnet,

= [(Qlll)lv SR (Qlll)da (Qi)lv S (Qi)da BRI (Qf]y)lv S (Q%)d}—r )

Vi= [(yllm)lv SRR (yk)ch (Qi)l, ceey (Qi)d, BRI (Qf]y)lv cee (Q%)d]—r :

Dabei bezeichnet M die Anzahl der Knoten der Gebietsvernetzung. Die Variationsun-
gleichung lautet nun

=

(' —u")Au> (0" —u')f (3.8)

mit
Ak,ﬁ[iaj] = ah(ﬁpiﬁka@jﬁg), 1 S k?,f S da 1 S Za] S Ma
ik[z] = fulpier), 1<k<d 1<i<M.

Dabei ist e, der k-te Einheitsvektor und ¢, die skalare nodale Basisfunktion des Kno-
tens z,,.

Die Reihenfolge der Eintrége von A und f richten sich nach der Definition von » und
v, sodass (v —u")Au = ap(wy, v, —w,) und (0" —u")f = fr(v, — u,) gilt. Somit
sind A € R ynd f u,v € R,

Weiters wird eine Sortierung beziiglich Nichtkontakt- und Kontaktknoten vorgenom-

men. Fiir u gilt
()
U U

mit ue = [..., (W), ..., (W)a, .. ] firallex, € Spounduy :=1[..., (W), .., (uh)d,. ..

fiir alle 2; € Tha\She Ist |ey| die Anzahl der Knoten aus der Menge ¢, dann gilt
QC e Rd‘ch‘ und HI e Rd(M7|ChD.
Die Vektoren v, f werden genau so sortiert mit

v /
yI(@D’i: (fé)

wobei v, € RIM-lenh y ¢ Rélenl /€ RUM=lenl) ynd ic € Rl Die Matrix A
wird passend dazu angeglichen,
A— (AH AIC)

ACI ACC
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Somit sind A;; € RIM-lenhxdM—lenl) - A, ¢ RIM—lenDxdlenl = A, e RélenlxdM~len])
Acc € Rlenxdlenl Um zur knotenbasierten Nichtdurchdringungsbedingung zu gelan-
gen, wird die sortierte diskrete Variationsungleichung betrachtet,

((r —up) " (e —up)") (j:é'll ﬁéi) (ié) ? ()", (o ~10)) Gé) |
(3.9)

Fiir v; — u; liegen laut dem Funktionenraum (3.3) keine Beschrankungen vor. Wihlt
man w; 1= v; — u; und we = v — U = 0, erhdlt man daher die Gleichung

(s} -

() (An Arc) (1) = (wn)s,

Durch einen Koeffizientenvergleich beziiglich der Eintrige von w;, wenn Aj; invertier-
bar ist, kann u; durch

Uy = 141—11 [i] — A[Cyc]
kondensiert werden. Die Variationsungleichung reduziert sich auf

(ve — ﬂc)TlAcc — ActAjj Arc) ue > (v — ue)' o~ ACIAl_Ili[)J'

:!S :;l_)

Mit dem vektoriellen Skalarprodukt (-, -) liefert die letzte Ungleichung
(Suc,ve —uc) > (b,ve — ug). (3.10)

Man betrachtet nun den Vektor der Lagrangemultiplikatoren A := b — Su.. Dieser hat
die Gestalt

A=l A Qe T, A eRY kea,

und somit ist A € R%/°x| mit den knotenbasierten Vektoren A*. Die Eintréige (Ak)Z sind
die ¢-ten diskreten Lagrangemultiplikatoren des Knotens k. Damit kann die Variati-
onsungleichung (3.10) mit

(A ve —ue) <0 (3.11)

formuliert werden. Die Vektoren M\* in den Knoten Z., k € cp, sollen knotenweise
die Kontaktbedingungen widerspiegeln und die Ungleichung (3.11) erfiillen. Weiters
werden die Vektoren M\*, k € ¢, in die Normalkomponente \¢ := )\* . n* und in
die Tangentialkomponente Xﬁ =\ — e p¥ zerlegt. Folgendes Lemma liefert die
gewiinschten Figenschaften des Vektors \.
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Lemma 3.2. Sei v, u, € K, und u,, die eindeutige Losung von (3.4), das heifit die
Ungleichungen

VE 4 gh >0, ul + g7 >0, ke, (3.12)
sind erfillt. Wird

A= (3.13)

gewdhlt, dann ist die knotenbasierte Nichdurchdringungsbedingung

MNe<0, wl4gr >0, M(ul+gF) =0, (3.14)
Aﬁ = Qa ke Ch,

aquivalent zur Ungleichung (3.11)
<Aa£(j - Qc> = ZAk : (QZ - Qz) <0, kE€Ec,.
k
Beweis. Ist die Ungleichung (3.11) erfiillt, gilt

S ) = St (e ) = AL o) <

k k

da mit (3.13) A* = Mk 4 \F = Nenk ist. Die Koeffizientenvektoren vfl der Testfunktion

vy, sind frei wiahlbar. Nimmt man Qi =uf, k# j,und v -n? > w1, j € ¢, an, folgt

Zkkv —ufy =M (v] —ul) <0
>0

Somit ist )\fl < 0 fiir alle k € ¢;,. Wahlt man wieder yfl = gﬁ, k # 7, aber Q{L n) = —gi,
J € cp, gilt mit (3.12)

02> Mint - (wh —uh) = N, (g —u}-n)) >0
k <0 <0

Somit ist AF(uf - n* + gf) = 0 fiir alle k € ¢,
Gelte umgekehrt (3.14), ist
A (o — ) = (A" + AL) - (4 — uh) Nudh + Xugh
= A -y — Aun® -y — ALgy + Xugy
= At - o+ Al
= A (n" - vy + g5).

Das heifit, A - (vF —uf) <0, k € ¢ Summiert man iiber k, folgt die Ungleichung
(3.11). 0
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Mit
(QC B QC)TSQC + (QC - QC)TA = (QC - QC)TZ_)a QC)A € Rdlehl)
kann ein System, in dem die knotenbasierte Nichtdurchdringungsbedingung eingear-

beitet ist, fir (3.9) formuliert werden.
Wé&hlt man w; 1= v; — u; und we = v — U, hat (3.9) die neue Gestalt

(") (32 2 B (e ) = (e o) (7).

wobei D := Idy|,| gilt. Diese ist die Einheitsmatrix mit der Dimension d |c;|. Das zu
l6sende System beziiglich eines Koeffizientenvergleichs von w lautet

D

Au+D)=f, D:= (0), (3.15)
wobei D € R9M *dlenl gilt, mit der knotenbasierten Nichtdurchdringungsbedingung aus
(3.14)

AN<0, w4 gi >0, M@k +gh =0,
A=, k€ cp.

3.2.2 Trescasche Reibung
Die algebraische Darstellung

(Au, v — w) + jn(ve) — Jnlue) > (f v —u)

mit dem Funktional (3.6) kann wie (3.8) statisch kondensiert werden, weil der Rei-
bungsterm und die Nichtdurchdringungsbedingung aus dem Raum K, die restlichen
Netzknoten aus 7.0\, nicht beschréanken. Das Schurkomplementsystem lautet

<Sﬂcayc - Qc> + jh(yc) - jh(@c) > <l_7> Vo — Hc>a

wobei S und b aus (3.10) sind. Mit dem Vektor A := b— Su, kann die vorangegangene
Ungleichung umgeschrieben werden,

(Suc,ve —ug) + (A v —ue) = (b ve — ue), (3.16a)
>0 (o —uf) - nb) <0, (3.16b)
kECh

Dol = [lufll) = (AF, o —uf) >0, (3.16¢)

keey,

mit b := fEh,c JrYrdS,.
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Lemma 3.3. Sei v, u, € K;, und u,, die eindeutige Losung von (3.7), das heifst die
Ungleichungen

Un gk >0, up +gh >0, k€, (3.17)

sind erfillt. Dann sind die knotenbasierten Kontaktbedingungen

<0, wfbHgi >0, MNP +gh) =0, k € cp, (3.18a)
M) < by, = ¥ =0, k€ cp, (3.18b)

M| = b, = 3a € R 2 M = o%uF

dquivalent zu den Ungleichungen aus (3.16).

Beweis. Fiir die Aquivalenz der Ungleichungen (3.16b) und (3.18a) vergleiche den Be-
weis von Lemma 3.2.
Sei nun die Ungleichung (3.16¢) erfiillt. Weiters wird angenommen, dass fiir einen Kno-
ten 3j € ¢, : by —||AZ|| < 0 gilt. Das muss fiir alle frei wihlbaren Koeffizientenvektoren
v}, méglich sein. Nimmt man vf = uf, k # j, und vJ > ), j € ¢, aus dem Lemma
3.2, wird die Ungleichung (3.16¢) zu

bl = llul) — (A2, v} —ul) > 0.
Wird zusitzlich v/ = M + w/ gewihlt, erhilt die linke Seite der zuvor genannten
Ungleichung die Gestalt
2
I

b (1AL + il = Nl [l) = IAZ1™ < (b = IAZIDIAL-

Hier wird die Dreiecksungleichung verwendet. Jetzt ist

(b = IAZIDIAH = = (05 = IALID (0 = A1) + (b = IA7]) &5 .
<0 >0

Die erste Ungleichung ist die Beweisannahme und b; aus (3.16) als Integration {iber
nichtnegative Funktionen nichtnegativ. Das heif3t,

—(b; = IALIN 05 = IAZID + (& = 1A71)8; < —(b; = [A7])* < 0.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass (3.16¢) erfiillt sein muss. Damit gilt by —
IS >0, k € cp.

Wihlt man nun v} = uf, k # j, und vJ = —gl, j € ¢, und zusitzlich dazu v? = 0,
wird (3.16¢) zu

billulll — (A7, ul) < 0.

—T) =T

Aber fiir diese Ungleichung gilt auch

billud | — (A2, ) = byllud || — 221l

2T =T
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Dies fiihrt mit b; — [|A|| > 0 auf
billug || = IM w2l = (b; = IAHD]u] = 0.
Daraus folgt, dass
billuz || — (AL, ul) =0
gelten muss. Fiir weitere Betrachtungen kann die letzte Gleichung zu

N, uf)

_ \erm =T

bl |

umformuliert werden. Gilt nun b; — [|AZ|| > 0, ist die oben genannte Gleichung immer
kleiner als eins. Somit kann die Bedingung nur erfiillt werden, wenn u? = 0 ist. Gilt
aber b; — || \Z|| = 0 ist die Gleichung immer erfiillt. Das heiBt, die Vektoren M und u/
liegen parallel mit gleicher Orientierung, anders formuliert, 3o € R : M. = o?u. Das
sind die Ungleichungen von (3.18b), wenn alle Knoten k € ¢, betrachtet werden.
Gelten jetzt umgekehrt die Ungleichungen von (3.18b). Wird by — ||A¥|| > 0 und u* = 0
vorausgesetzt, ist

bl ll = lfl) — (A7, 27 — up)

=T =T

bl ll = Nl 1) = ATl — uzl
(

>
> (b — [ AFID[[ek]| > .

Mit by, — || A¥]] = 0 und A = a?u® gilt

b 23]
3 A
O (5[] = [lurl)) — (A%, o — wf) = byl|of]| — ?HA’T“H — (A, 05) + T
b? b?
> il — 2 — by + & = 0,
Summiert man iiber alle k € ¢, erhélt man die Ungleichung (3.16¢). O
Das zu losende System mit den Kontaktbedingungen (3.18) ist
A A 0
Au+D)=f, D:= YK (3.19)

mit den Matrizen D und D aus (3.15).

3.3 Halbglattes Newton-Verfahren fiir den
reibungsfreien Zustand

3.3.1 Nicht differenzierbare Newton-Verfahren

Die folgenden Gleichungen im néchsten Abschnitt sind im klassischen Sinn nicht dif-
ferenzierbar. Aber aufgrund des Konzeptes der Newton-Differenzierbarkeit in infiniten
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Funktionenrdumen (Banachrdumen), siche fiir deren Einfithrung [11], kénnen diese
mit der Anwendung des halbglatten Newtonverfahrens trotzdem behandelt werden.
Nach der Anwendung gleicht der Algorithmus einer Aktiven-Mengen-Strategie. Dieser
Sachverhalt wird in der Arbeit [8] gezeigt. Dieses Berechnungsverfahren wird sehr er-
folgreich bei Signorini-Kontaktproblemen angewendet, siehe zum Beispiel [11].

Zuerst werden die Definition der Newton-Differenzierbarkeit und mogliche verallgemei-
nerte Ableitungen zu speziellen Funktionen, die in dieser Arbeit Verwendung finden,
erklart. Seien X, Y, Z Banachrdume und sei F' : D C X — Y eine nichtlineare
Abbildung iiber einem offenen Gebiet D.

Definition 3.4. Die Abbildung F' ist Newton-differenzierbar in der offenen Menge
U C D, wenn eine Abbildung G : U — L(X, Z) existiert, sodass

lim L||F(9c +h)—F(z) —G(x+ h)h|| =0, firalezel.

h—0 ||h]|
Die Abbildung G ist dann eine verallgemeinerte Ableitung. Sei nun X der Raum der
reellen Funktionen definiert auf dem Gebiet €2 oder auf dessen Rand I'. Fiir Funktio-
nen max(0,y) und min(0,y), das sind der punktweise definierte max- und der min-
Operator, konnen die Newton-Ableitungen,

1 wenn y(z) <0
0 wenn y(x)>0"

1 wenn y(z) >0
0 wenn y(x) <0’

) = { Gunnlo) = {

eingefiihrt werden. Folgender Satz liefert den geforderten Zusammenhang.

Satz 3.5. Die Abbildung max(0,.) : L,(2) = L,(2) und min(0,.) : L,(2) — L,(2)
mit 1 < p < q < oo sind Newton-differenzierbar auf L,(Q2) mit den verallgemeinerten
Ableitungen Gpax und Gy, .

Beweis. Siehe [8]. O

Die beliebige Wahl des Parameters im Fall y(z) = 0, der bei der Anwendung der
verallgemeinerten Ableitungen G, und Gy, auftreten kann, beeinflussen die Kon-
vergenzrate des Newtonverfahrens nicht, [8]. Die hier benutzte Berechnungsvorschrift
des halbglatten Newtonverfahrens fiir eine nicht differenzierbare Gleichung F'(z) = 0
lautet mit dem oben angefithrten Konzept der Differenzierbarkeit

0=F@" )+ VFazr, k>1. (3.20)

Dabei ist der Startwert 2° € X gegeben und die nichste Iteration durch die Vor-

schrift ¥ = 2F=1 + Ak, k > 1. Die Gleichung (3.20) liefert die zugehorige Diffe-
renz Ax®. Fiir die verallgemeinerte Ableitung G wird in jedem Iterationsschritt ein
VE e G(2F1) gewithlt, das sind die Newton-Ableitungen der halbglatten Funktion F'.
Wenn das halbglatte Newtonverfahren mit diesen verallgemeinerten Ableitungen zur
Losung einer stetigen, aber nicht differenzierbaren Gleichung, eingesetzt wird, gelten
laut der Arbeit [8] die superlineare Konvergenz des Verfahrens und die Kettenregel fiir
verallgemeinerte Ableitungen, [20].
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3.3.2 Komplementirfunktion

Die Nichtdurchdringungsbedingung (3.14)

ANe<0, w4 gb >0, M@k gh =0,
Af_:Q, kECh,

bedeutet fiir ein Paar (1, \*), k € ¢, und dessen Koeffizientenpaar (u*, A\F), dass

n)»’'n

entweder uf = —gF und \* < 0 oder u* > —gF und A\* = 0 gilt. Das heiBt, der Knoten
k ist in Kontakt mit dem starren Korper oder frei gelagert.

Das Verfahren soll den korrekten Zustand bestimmen. Dafiir kann aus der Bedingung
(3.14) eine stetige, nicht differenzierbare Funktion bestimmt werden. Diese ist durch

M= —max{0, - \F —c(uf + g5}, ¢>0, kca,
erklért, siehe unter anderem [9]. Dadurch kann die Komplementérfunktion,

Co(uf, NE) := AF + max{0, —\! — c(uf + ¢})} (3.21)

n? n
definiert werden.

Satz 3.6. Ein Paar (uf, \¥) erfiillt die Nichdurchdringungsbedingung (3.14) nur dann,

n’'n

wenn die Bedingung

Co(uf MYy =0, MN=0, kea, (3.22)

n? n T
qgilt.
Beweis. Die Bedingungen des Tangentialvektors Af sind trivialerweise dquivalent. Wenn

(3.14) gilt, dann folgt mit u® = —g¥ und A\¥ < 0 oder uf > —gF und \¢ =0

C(uf, NF) = A+ max{0, —\*} =0,

n’’'n

oder

Cr(uf \F) = max{0, —c(uf 4+ gf)} = 0.

n»’'n

Das heifit, die Bedingung (3.22) ist erfiillt.
Umgekehrt miissen die beiden Fille —AF — c(uf + gF) > 0 und =A% — c(uk + ¢F) <0
betrachtet werden. Wenn C,, = 0 gilt, folgt fiir den ersten Fall

0 = Cn(up, Xy) = c(ty, + gh)-

n’'n

Damit ist u¥ = —gF und darauf aufbauend A\* < 0. Im zweiten Fall ist

0= Cp(ul, Ny =\

n)»’'n

Hier gilt A¥ = 0 und daher auch —c(u* + g¥) < 0. Damit ist die Nichtdurchdringungs-
bedingung (3.14) erfiillt. O
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Wenn die Aktive-Mengen-Strategie hergeleitet wird, dndern sich (3.15) und A* = 0
nicht, da sie bereits lineare Gleichungssysteme sind. Anders verhélt sich die Komple-
mentérfunktion C,. Das niichste Paar in der Iteration (u®‘ \"‘) erhilt man mit der
Theorie iiber halbglatte Newtonverfahren und

(s, N8 ) = (= NET) o (A, AN,

n n n

Rechenoperationen werden komponentenweise fiir u,, und A, ausgefiihrt. Die verall-
gemeinerte Ableitung D¢, der Funktion C,(uf A\F) in Abhingigkeit der Differenz

n’’'n

(Aukt ANF) und des Paares (uff~1 AF471) lautet

De,, (™ A (A, AN = AN = X (AN + cAuy?).

Die charakteristische Funktion wird durch
{1 wenn ke A
X710 wenn k € T¢

definiert. Die Mengen A* und Z! folgen in (3.23). Die Knoten k € ¢, werden durch
die Funktion x 4 in eine aktive A’ und eine passive Menge Z! aufgeteilt,

AL =k € cp: =N — (b 4 o) > 01, (3.23a)

T = {k €cp: =Nt —c(ubt + ¢F) <0}, (3.23b)
und erfiillen, setzt man in die Gleichung des Newtonschrittes

Do (' N, ) =~k )

n

ein, folgende Gleichungen fiir das Paar (uff A\&:4),

ubt = —gf ke A (3.24a)
Mot =0, keIl (3.24D)

Ist ein Knoten k aktiv, das heifit k € A’, beschreibt die Bedingung (3.24) eine Kon-
taktbedingung in die Normalenrichtung der Verschiebung u**. Wenn k frei gelagert
ist, das heit k& € I¢, ist sie eine Kontaktbedingung des Vektors At die in Norma-
lenrichtung angibt, dass kein Druck auf den Knotenpunkt ausgeiibt wird. Somit fiihrt
das halbglatte Newton-Verfahren auf eine Aktive-Mengen-Strategie.

Mit (3.15), (3.24) und A\* = 0 ist fiir jedes Losungspaar (u’, A*), dessen Knotenpaare
(u™*, \¥Y) und der Koeffizientenpaare (u®, \&4), k € ¢, das lineare Gleichungssystem

n J’’n

Au'+ D)X =f (3.25a)
ubt = gk ke AL, (3.25D)
Mot =0, kel (3.25¢)
=0, keq, (3.25d)

zu 16sen. (3.25) entspricht einem eindeutig losbaren diskreten Sattelpunktproblem [9].
Dieses wird im néchsten Abschnitt mit statischer Kondensation bearbeitet, um danach
ein stabileres reduziertes System zu erhalten. Der hier gewéhlte Weg ist einer von
vielen, um ein Sattelpunktproblem zu bearbeiten.
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3.3.3 Elimination der Lagrangemultiplikatoren

In diesem Abschnitt wird eine vollstdndige Matrixdarstellung des linearen Gleichungs-
systems (3.25) hergeleitet. Dieses wiederum wird beziiglich des Vektors M statisch
kondensiert, sodass das resultierende Gleichungssystem, das es zu l6sen gilt, nur von
den Verschiebungen u‘ abhiingig ist.

Dafiir wird die Matrix Ny € ]R|A£I|Xd‘“4£l|, ’Afl’ ist die Anzahl der Knoten in A’

. .0 ... 0 0 0
Nyg:=|0 0 (nF)T 0 0|, keA,
o 0 0 ... 0~ '
definiert. Die Sortierung ist so gewéhlt, dass Ny gﬂl[ = —9 4 gilt, wobei g e =

[, gh )T ke AL, und 9 € R4
Die Vektoren n* sollen in jedem Knoten k € Ag zu einer Orthonormalbasis in R?

erginzt werden. Das sind die Vektoren 7%, 1 < i < (d — 1), die in den Knoten die
Tangentlalﬂache aufspannen. Die Basen lauten fir d = 2 {n*, 7%} und fir d = 3

{n 7_17 }

Die Matrix Ty € ROV pat fiir d = 3 die Gestalt

.o 0 ... 0 0 0
0 0 (" 0 0 ¢
6o 0 0 ... O

Daher hat T fiir d = 2 nur eine Zeile pro Knoten k € A%. Durch die gewiihlte Sor-
tierung gilt Ty Af% = 0. Das Gleichungssystem aus (3.15) kann nochmals umsortiert
werden,

Ur
¢
An Am A 00 0 | Ug I
AL{I Aﬂ;ﬂ; AIﬁAfl DIﬁ 0 Qi\ﬁ = iI,‘; . (3.26)
[
Apr Awz, Anas 0 Dy | A S ae
Z n
Ao

Die Eintréige der Matrix A und der Vektoren u‘, \° und f aus (3.8) werden auf A,
u’, A und /, nach den Knotenindexmengen in jeder Iteration ¢ aufgeteilt. Fiir die
Matrlx D gllt Dz = Idg und D 4 := Id 4 . Somit muss in einem Iterationsschritt ¢
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das lineare Gleichungssystem (3.25) in folgender Matrixdarstellung

A II A It A IAL 0 0 ug il
Ap; Ape Apeye D 0 u_‘ﬁ iIfL
AAZ[ AAzIz AAzAz 0 DAZ l_LG fAf
mn n-n n n n oW pu— —vn 3 . 2 7
0 0 0 Idx O N 0 (3.27)
0 0 Ny 0 o0 ||2E Ly
0 0 0 0 T,/ \Mx 0

gelost werden. Obwohl das System (3.27) scheinbar mehr Zeilen als Spalten aufweist,
ist es trotz allem ein reguldres System, weil die letzten beiden Zeilen formal zu den
Knoten k € A’ gehoren. Somit entsprechen sie einer Zeile beziiglich jener Knoten und
die Anzahl der Zeilen entspricht jener der Unbekannten.

Da die Matrix D, die in (3.27) aufgespalten wurde, eine Einheitsmatrix ist, ist die in-
verse Matrix sie selbst. Daher kann das Gleichungssystem in Abhéngigkeit des Vektors
M statisch kondensiert werden. Die Gleichung hierfiir lautet

Aé =D (iC — AC[Q§ — Accggc> . (328)

Um das reduzierte Gleichungssystem zu erhalten, muss A’ eliminiert werden. Die vierte
Zeile und Spalte kénnen direkt gestrichen werden, da A%‘L = 0 gilt. Multipliziert man
die dritte Zeile mit Ty, folgt mit Ty Af% = 0 der Ausdruck Ty D 4 Aﬁlg = 0, da die
Diagonalmatrixeintriige fiir jeden Knoten k € A’ gleich sind. Das zu lésende lineare
Gleichungssystem lautet

Apg AII;; AIAg ul il
Azeq Azeqe Az a u_fl _ iﬂi (3.29)
Ty Aur TuAuz TwAua |\ 7 T T | '
0 0 Ny A I

Dieses Gleichungssystem ist wegen der gleichen Argumente wie in (3.27) regulér. Die
Kontaktrandbedingungen aus (3.25) konnen in bereits existierende Finite-Elemente-
Programme inkludiert werden. Dadurch ist der Algorithmus sehr flexibel bei der Wahl
der iterativen Verfahren, die den Algorithmus ergénzen.
Hier wird eine exakte Aktive-Mengen-Strategie gewéhlt. Das heifit, das Gleichungs-
system (3.29) wird in

u’ = LoseGLS (v, AL, TV),
das ist Schritt 4 im Algorithmus 1, exakt gelost oder der Losungsvektor u’ wird,
wenn ein iteratives Verfahren herangezogen wird, bis zu dessen Toleranzgrenze des
Berechnungsfehlers angenéhert.
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Algorithmus 1. Ezakte Aktive-Mengen-Strategie
1: setze £ =1
2: initialisiere A}, und I}, sodass ¢, = AL UL} und AL NIE = 0 gilt, z.B. mit A}, = ¢,
und I} = ()
3: setze ¢ > 0

u’ = LoseGLS(u' ™, A", T")
5: berechne den Vektor
\N=D (ic — Acyuf — Acc@é>

6: erneuere A5 und T9M' durch

A =k € e - =N — c(uFf 4 gf) > 0}
T =k €cp: =M — c(ubt + ¢f) <0}

7:4f ASH = AL und I8 = T¢ then
8: stop
9: end if

10: setze ¢ =0+ 1

11: gehe zu 4

Im Schritt 4 sind daher je nach Gestalt und Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix ver-
schiedene iterative Loser, zum Beispiel Multigrid-Verfahren, exakte Reduktionsver-
fahren in Verbindung mit dem CG-Verfahren, moglich. Hier werden die direkten und
Multilevel-Verfahren des linearen Gleichungssystemloser PARDISO verwendet. Details
der programmierten Algorithmen findet man in den Arbeiten [12], [14] und [15].

Der Algorithmus 1 terminiert, wenn die neu bestimmten Kontakt- und Nichtkontakt-
knoten in den Schritten 7-9 mit den Vorgéngern iibereinstimmen.

Erwahnenswert ist, dass die Wahl des Parameters ¢ in Schritt 3 bei einer exakten
Aktive-Mengen-Strategie keine Rolle spielt, siehe [9].

3.4 Halbglattes Newton-Verfahren fiir den Zustand
Trescascher Reibung

3.4.1 Komplementirfunktion

Fiir das Trescasche Reibungsgesetz (3.18b), in diesem Abschnitt gilt fiir den Reibungs-
koeffizienten by, > 0,

IARI] < by,
IS < by = uf =0, k€ e, (3.30)
IAE] = b, = Ja € R« AF = a®uf,
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soll eine Komplementéarfunktion erkliart werden. Der Reibungskoeffizient gg(-) : I'c —
R des Trescaschen Reibungsgesetzes ist grofler Null zu wéhlen, weil in (3.16)

b = / IRPLAS,
Eh’

c

gilt und damit die Voraussetzung b, > 0 erfiillt werden kann. In diesem Abschnitt
3.4 gilt fiir A" .= ((\F, %), (A%, 75)) . Dies sind die Tangentialvektoren der Orthonor-
malbasis {n*, 7%, 75}. Das heiBt, der Koeffizientenvektor A\* ist aus R*'. Die gleiche
Schreibweise wird auf die Verschiebung u* angewandt. Der dazugehérige Koeffizien-
tenvektor u¥ ist ebenfalls aus R?"!. Fiir die Knoten k € ¢, und deren Paare (u*, \¥)
gilt entweder die Bedingung ||A*|| < by und u* = 0, das ist die Haftbedingung, oder
A% = b und A¥ = o2, das ist die Rutschbedingung. Das Ungleichungssystem
(3.30) kann zu einer stetigen, nicht differenzierbaren Funktion in allen Knoten k € ¢,
umgeschrieben werden,

k k
k A’T + Cur

~ M max{by, [N + cub|}

2r

Daraus folgt die Definiton der Komplementarfunktion

O, A% 1= mac{by, AR + cub[JAS — (A + cutd), (3.31)

fiir jedes ¢ > 0.

Satz 3.7. Ein Paar (u¥, \¥) erfillt die Reibungsbedingung (3.30) nur dann, wenn die
Bedingung
Cr(uf, M%) =0, k€ cp, (3.32)

qgilt.

Beweis. Begonnen wird damit, dass die Bedingungen aus (3.30) zu der aus (3.32)
fithren. Das heiBt, fiir ein Paar (u*, A*) gilt |]A¥|| < by und ©* = 0 oder || A¥| = b, und

=727

A = o2uF. Tm ersten Zustand erhilt man

Ok, XF) = max by, [AS]]} A% — A% = 0,

=7 =T

und im zweiten

O, (u, AF) = max{bk, (1 + %)bk}A§ . bk(l + %)Aﬁ —0.
a a
Beide Zusténde erfiillen die behauptete Bedingung C(u*, \¥) = 0. Gilt jetzt fiir ein

—T =T

Paar (u*, \¥) die Bedingung C,(u*, \*) = 0, liefert diese, wenn der Fall || \* + cu®|| < by

—T) =T 2y Ar

betrachtet wird,

0= Cr(ulf, \¥) = b Al — b (A + cul) = —chpul.

=7 =T
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Da die Ungleichungen ¢ > 0 und b, > 0 vorausgesetzt sind, muss u* = 0 gelten. Damit
wird im Nachhinein die Bedingung dieses Falls zu ||A¥|| < by,. Das ist der erste Zustand
aus (3.30).

Wenn der Fall [|A\* + cu®|| > by, betrachtet wird, erhélt man

0= Cr(uf, A7) = [IA7 + A7 — be(A7 + cuy)

und folgend die Beziehungen

Cbk
A7 + cubll — i

A=quf,  yi=

Die Ungleichungen |[A* + cu®|| > br, ¢ > 0 und b, > 0 liefern v > 0. Setzt man
Ao = uk wieder in C (uF, A\*) = 0 ein, muss [|A¥|| = by gelten. Das ist der zweite

T =T

Zustand aus (3.30). O

Aufgrund des Satzes kann auf die knotenweise bestimmten Gleichungen (3.32) ein
halbglattes Newtonverfahren angewandt werden, vergleiche Abschnitt 3.3.1. Die eu-
klidsche Norm |[A® + cu¥|| ist sogar klassisch differenzierbar, da bei |AF 4 cu®|| = 0
diese aufgrund max{by, |A¥ + cu®||} = by in der Komplementirfunktion Cj(u*, A)
verschwindet. Nur max{-, -} ist eine halbstetige Funktion.

Das niichste Paar in der Iteration des Newtonverfahrens (1, \**) erhilt man mit

—_T ) I=T

(uk,Z )\k,@) _ (ﬂkliaéﬁlil) + (AHEZ’AA?Z)-

=1 LT T

Die verallgemeinerte Ableitung D¢, der Funktion C (uF, Xﬁ)in Abhéngigkeit der Dif-
ferenz (Auf*, AN**) und des Paares (u®'~!, A**71) lautet

De, (wi ™ AP (Aud!, AXY) = maxc{by, AT+ cul [ FANT
)\k,ﬁ—l(}\k,f—l _'_Cuk7£—1>—|—
+X 4t A7 A s

I e

(AXNME 4 cAUPY) — b (AN + cAut?).

Die charakteristische Funktion wird durch

{1 wemn ke AL
XA 10 wenn keIt

definiert. Die Mengen A% und Z¢ folgen in (3.33). Die Matrix \* 1 (AP 4 cut-1)T €
R@1x(@=1) hat den Rang Eins oder ist die Nullmatrix. Die Knoten k € ¢, werden
durch die Funktion y 4 in eine aktive A’ und eine passive Menge Z¢ aufgeteilt,
AL i={k€cp | AP 4 e — by > 01, (3.33a)
Tei= (ke on [+ e — by <0}, (3.330)

und erfiillen, setzt man in die Gleichung des Newtonschrittes

DC (uk,ffl’Ai,Z—l)(Agﬁ,Z’ AA?_,E) — _CT(gk,éfI’Af_,ﬁ—l)

T \—T T
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ein, folgende Gleichungen fiir das Paar (1, %),

utt =0, keIt (3.34a)
(Idg_y — MPEHNEE — cMBE 1y Rt = o=t ke AL (3.34D)

mit M54t = ek 1(Idy_; — F¥*~1). Der skalare Wert ef‘~1 und die Matrix F*¢1 €
R4-1*d4=1 gind durch

k-1 by, . Rl AP Cﬂﬁ’ffl)T, (3.35)
T kT bl AETT kT
definiert. Der Vektor A**~! € R lautet
REAL = Rt Ik \ke=1 o kilo1y (3.36)
Die Gleichung (3.34b) kann nochmals umgeschrieben werden,
CORE g PRy kel (3.37)

Die Menge A% der Knoten k spiegelt die Rutschbedingung und Z¢ die Haftbedingung
wider. Formt man (3.34b) mit dem Vektor aus (3.36) zu der Gleichung (3.37) um,
wihrend die Matrix Idy_; — M**~! invertierbar ist, erhdlt man die Bezichungen

LMY= e(Tdgy — M TIMET = o((Idgy — MM = Tdg),  (3.38)
Zk’e_l — _(Idd—l _ Mk,f—l)—lﬁk,f—l' (338b)

Setzt man die Definitionen aus (3.35) in (3.36) ein, erhilt man die Beziehung h***
= M1 Dieses Ergebnis fithrt mit (3.38b) dazu, dass der Vektor A1 und auch rk4-1
linear abhéngig von \**~! sind [9]. Unter welchen Voraussetzungen die Matrix Idy 1 —
M* 1! regulir ist und ob der Fall b, = 0, k € ¢}, das ist der reibungsfreie Zustand des
Knotens k, auch behandelt werden kann, folgt in den néchsten Abschnitten.

3.4.2 Regularisierung

Die Matrix (Idy_, — M**~1) ist withrend des Iterationsprozesses nicht immer regulr,
aber sie konvergiert im Grenzfall zu einer positiv definiten und symmetrischen Matrix.
Daher soll sie in jedem Iterationsschritt regulédr sein und, wenn Konvergenzbetrach-
tungen des halbglatten Newtonverfahrens durchgefiihrt werden, soll das modifizierte
System im Grenzfall dem Ausgangssystem (3.34b) entsprechen, damit die Konvergen-
zeigenschaften nicht beeintrachtigt werden. In dieser Arbeit wird eine mogliche Modifi-
kation des Systems (3.34b) angegeben, die eine regulire Matrix (Idg_; —M"*~1) liefert.
Diese Regularisierung zielt auf eine Anderung der Matrix L**~! und des Vektors r¥~!
aus (3.38) ab, aber die Gleichung (3.37) kann anstatt (3.34b) im Iterationsprozess ver-
wendet werden.

Die Modifikation beinhaltet eine Anderung der Matrix F**~! durch eine skalierte
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F*1 Die Regularisierung stabilisiert den Iterationsprozess des halbglatten Newton-
verfahrens, vergleiche [9]. Laut Einfithrung der Matrix M*~1 und des Vektors aus
(3.36) werden in der Gleichung (3.34b) M**~1 durch M**1 und A**~* durch B

ersetzt, wobei
~ ~ ~ k-1 ~
k-1 . k-1 k,0—1 A=l k=1 k=1 (k01 ke f—1
M =e (Idg_y — F ), h =e F (A7 Feu ),

gilt. Im néichsten Schritt wird die Matrix Idg_; — M**! durch Idy_, — Bk’hl]\sz’éfl,
das ist ein Skalierungsfaktor 8%‘~! > 0, ersetzt. Damit erreicht man die gewiinsch-
te Regularitdt. Die Gleichung (3.37) mit den Definitionen aus (3.38) lautet in der
regularisierten Form

LR FReLykt — el (3.39a)
LR = o(Tdg_y — BRI MY — Td, ), (3.39b)
fk,[*l — _<[dd71 . /Bk,ZfIMk,Zfl)flﬁk,f—ll (339(3)

Fiir diese Modifikation des Systems (3.34b) gilt F*¢~1 — Fk1ynd ght-1 — 1 wenn
das Paar (u/¢, \**) zu einer Losung konvergiert. Das heifit, das auch die superlineare
Konvergenzrate nicht beeinflusst wird [9].

Es fehlen die Definitionen der Matrix F**~! und des Skalars pr4=1 die die Dar-
stellung und Eigenschaften der Matrix L1 und des Vektors 7~ komplettieren.
Der Parameter 8%~ in (3.39) soll ungleich Eins sein, wenn fiir das Skalarprodukt
(ARCEDTAERSY L eyl t=1) < 0 gilt. Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist dann
groffer als 90 Grad. Somit sind fiir den Knoten k£ € ¢, die Vektoren weit von der

Losung entfernt. Denn dafiir gilt ndmlich, dass Xj’é_l und u®1 parallel zueinander
stehen. Die Matrix F**~! hat die Gestalt

kl—1/ykl—-1 k4—1\T
A’T (A’T + CUr )

Frl-1 .
max (b, [|AFHDIAR + cur Y|

. (3.40)

Diese Matrix unterscheidet sich von F®~! nur, wenn || A"~ > b, gilt. Das sind die
Vektoren Xj’z_l, k € cp,, die nicht in der zuldssigen Menge aus (3.30) liegen.

Nun fehlt noch die Analyse der Eigenwerte dieser Matrix und der daraus resultierenden
L*=1 Der Parameter 8%/~ kann danach so gewihlt werden, dass Idy_, — 8¢ 1 M=
aus (3.39) immer regulér ist, wobei die positiven Eigenwerte fy§ Ay R 1 =1, 2, dafiir

zwischen dem Bereich 0 < fy; " < 1 liegen. Fiihrt man die Werte

1 —BFMF

P - AFHTAR T 4+ ) 51— hin 7’@&671” 1
T k/—1 k-1 k-1 T b ) )
AT A 4 cur™ ] g

ein, erhilt man fiir den Eigenwert der Matrix F**1 yL = o1kt

und fiir 7%, =
0 [9]. Darauf aufbauend lauten der Eigenwert der Matrix MFA=1 v}m = b1 —

ok f=ek=1) und 7]2% =1 Da —1 < oM 1 <1 und 0 < 65! <1 gilt, sind mit
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der Relation 0 < e~ < 1 die Eigenwerte durch 0 < ’y}m < 2und 0 < *yfm <1
beschriankt. Setzt man in der Gleichung (3.39) den Skalar

1 kd—1
Bk,ﬁ—l L Tk i-1gki—1 & <0
' 1 sonst

ein, folgt die Aussage fiir die Matrix Idy_; — SH¢"'M*=1 In der Arbeit [9] wird be-

merkt, dass auch die Vektoren Ek’hl und 71 aus (3.39c¢) linear abhiingig von ARl

sind.

In dieser Arbeit wird statt (3.34b) die Bedingung (3.39a) im Berechnungsverfahren
verwendet. Die Matrizen und Vektoren, die in den knotenbasierten Gleichungen (3.34)
und (3.39) vorkommen, sind, wenn Berechnungen in der Ebene durchgefiihrt wer-
den, skalare Werte. Fiir das Gebiet gilt folgend Q € R2 Das heifit, wenn man statt
Idg 4 —Bk’Z*IMk’Z*I den Skalar 1— S*£=1M[F4-1 einsetzt, ist dieser immer groBer Null.
Weiters werden Matrizen X in der Berechnungsvorschrift zu X, Vektoren z zu x und
Koeffizientenvektoren z_ zu x,, wenn in spéterer Folge numerische Studien explizit in
der Ebene durchgefiihrt werden.

3.4.3 Erweiterung des Verfahrens

Wenn man die Aktive-Mengen-Strategie, die durch die Anwendung des halbglatten
Newton-Verfahrens entsteht, in der zuvor genannten Form auch fiir den Fall b, =
0, £ € ¢, verwenden will, ist eine genaue Betrachtung der involvierten Normen
AT eyt 1| und |APY| notwendig, da der Wert 54! und die Matrix M**~!
nicht immer berechnet werden konnen. Die Normen kénnen in diesem Fall den Wert
Null annehmen.

Die Bedingung A* = 0, die zum reibungsfreien Fall b, = 0 gehort, kann nicht von
der Gleichung C,(u*, A\F) = 0 hergeleitet werden. Will man aber die Aktive-Mengen-
Strategie zu einer Fixpunktberechnung fiir ein Kontaktproblem mit Coulombscher
Reibung erweitern, ist der Fall by = 0 von grofler Bedeutung, denn Knotenpunkte, die
nicht mit dem Untergrund in Beriihrung sind, befinden sich im reibungsfreien Zustand.
Wenn b, = 0 gilt, muss der Knoten k& aus der Menge A% sein. Das heifit, die Matrix
M*! muss Null sein, um die Bedingung Aot = 0 durch die Gleichung (3.34b) und
folgend durch (3.39) zu erhalten. Sind die zuvor gennanten Normen groBer Null, ist
"1 = 0 und daher M**~1 = 0, siche (3.35). Somit muss fiir den Fall, das die Normen
AR + cut 1| = 0 oder [|A2“7!|| = 0 sind, die Bedingungen k € A% und A = 0
erzwungen werden. Das erreicht man, wenn in (3.39) fiir die Matrix L**~! := 0 und
den Vektor 71 :=0 gesetzt wird.

3.4.4 Elimination der Lagrangemultiplikatoren

Wenn die Zeile (3.25d) im Gleichungssystem (3.25) mit den Zeilen (3.34a) und (3.39a)
ersetzt wird, erhilt man das zu l6sende lineare Gleichungssystem im /-ten Iterations-
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schritt des halbglatten Newtonverfahrens,

Au' + D) = f (3.41a)
ubt = — gk, ke A, (3.41Db)
et = 0, keIt (3.41c)
ubt =0, keIt (3.41d)

SNBE LRyl = R ke AL (3.41¢)

Die Gleichungen (3.41) eines Newtonschrittes ¢ sind eine Kombination der Gleichung
(3.15), der Komplementérfunktionen C,, aus (3.21) und C, aus (3.31), die hier bereits
durch die Methode des halbglatten Newtonverfahrens die zu berechnende Form haben,
vergleiche Satz 3.7 und 3.6 und deren Abschnitte. Wenn der Newtonschritt ¢ gelost
wird, werden die Knoten k € ¢, in folgende disjunkte Mengen S! C ¢;, 1 <4 < 4, mit
ch = Ujcjey SY eingeteilt,

e S{:=T!NZ% Knoten haftet ohne Kontakt, das heifit
R [ R Y ey Y EL)
ub =0, Af=0, k€ Sy,
e S5 :=T'N A’ Knoten rutscht ohne Kontakt,
IXT e = e > 0, AT = e(un 4 ) <0,
. Aiﬂ_,ﬁ +Ek,€*1u§,f — fk,@*l’ )\I:L,Z _ 0’ = Sﬁ,
e S5 := A’ NZ’: Knoten haftet mit Kontakt,
AT 4 bt — by <0, —NST = ouhT 4 gh) > 0,
ubt =0, ult =—gp, k€8s,
o Si:= A’ N AL Knoten rutscht mit Kontakt,
I e = be > 0, =T = c(up™t + g) > 0,
Ry zk,ﬁ—lgi,é — gl kbt = gk ke st
Dadurch kénnen in den Knoten k € ¢;, die alten Tterationen (w1, \**~!) verwendet
werden, um die néchste Zugehorigkeit des Knotens k& und dessen Gleichungen fiir
die neue Iteration (u®‘, \**) festzulegen. Das Modell mit Trescascher Reibung sieht
auch Knoten vor, die einer Haftbedingung unterliegen, obwohl diese nicht den starren
Korper beriihren. Diese gehoren zu der Menge SY.
Um das reduzierte lineare Gleichungssystem zu formulieren, werden die Knoten in die
Mengen I, das sind jene die nicht in der Menge ¢, liegen, und S¢, 1 < i < 4 aufgeteilt.
Mit der Matrix Lg und dem Vektor rge,
Lsf = diag{f’u_l}kesf c R(d—l)\sf\X(d—l)ISf\’

o [Fke—1 d—1)|S¢
rge = {C"" }tpesr € RIS,
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lautet das reduzierte Gleichungssystem

Al =] (3.42)

Ztnr’
wenn der Vektor A’ aus (3.41) kondensiert wird. Werden auch die Verschiebung u!, die
Matrix A¢ = und die rechte Seite ffm von (3.42) beziiglich der Zerlegung der Menge

tnr L
¢, umsortiert, lauten die Definitionen der Matrix und der rechten Seite,

I
stisf
¢
%I Nsﬁisg
Uge —Yee
¢ 0! ¢ 5
—lu
u = _fg ’ itnr - gSﬁ
Use 0
¢
u
st Tsg gy T rs
0

ist durch A¢ =

tnr

Die Matrix A¢

tnr

Anr Afsf Afsg AIS§ Alsﬁ
NgtAgrp NoAgege Ny Age NgrAgee NgeAge e
NgsAgr NgsAgese Ny Agrss NgsAgese Ny Agysr

0 0 0 Ny, 0

0 0 0 0 Ny

0 Ty 0 0 0
ToAsyr TsAsssr ToAgrsr + LgTor ToAss: TosAsyse

0 0 0 Ty 0
ToAgey TorAges ToAgesy Ty Agisr ToAgisr + LT

erklart. Die Matrizen N, und T, werden beziiglich der Untermengen von ¢, sortiert,
wobei die Definition des Abschnittes 3.3.3 gilt. Dieses lineare System ist regulédr. Die
Zeilen- und Spaltenanzahl der Matrix sind gleich. Jede Zeile, die zu den Untermengen
von ¢y gehort, ist blo in zwei aufgespalten, die wiederum einer Spalte davon zugewie-
sen werden kann. Die Zeilen Zwei und Sechs bescheiben die Knoten aus S!, die ohne
Kontakt haften, Drei und Sieben jene aus S%, die ohne Kontakt rutschen, Vier und
Acht jene aus S%, die mit Kontakt haften und Fiinf und Neun jene aus S, die mit
Kontakt rutschen. Der Vektor A’ wird mit (3.28),

\N=D (ic — Acrug — Aco@é) ,
berechnet. Hier ist kein Gleichungssystem zu lésen. Die Matrix Af, = kann in jedem
Iterationsschritt ¢ effizient erstellt werden, da nur eine lokale Umsortierung der Sy-
stemmatrix A notig ist. Hier wird eine exakte Aktive-Mengen-Strategie gewihlt. Das
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heifit, das Gleichungssystem (3.42) wird in
u’ = LoseGLS(u ™1, AL, T AL TY),

das ist Schritt 4 im Algorithmus 2, wie in Algorithmus 1 geldst.

Algorithmus 2. FEzakte Aktive-Mengen-Strategie

csetze £ =1

2: initialisiere z.B. mit u® := 0 und \° := 0, sodass AL =0, AL =0,
T =cp und I! = ¢,

3: setze ¢ > 0, €,

~

u' = LoseGLSW' ™, AL It AL T

n)~ny Y v T

5: berechne den Vektor
\=D (ic — Acyu; — Accﬂé)
6: erneuere A5, TEHL ALY yund T5Y durch

AS = (k€ ey 0 = AP — c(ul + gF) > 0}

T = {k € cp i =N —c(uPt + ¢F) <0}
AP = (ke o NP 4l - b > 0}
I =k €ep A el — b <0}

7 4f A = AL und T8 = 78 und A = AL und 70 = T¢
8: und ||ut — u*|/||uf]| < €. then
9: stop

10: end if

11: setze ¢ =0+ 1

12: gehe zu 4

Im Schritt 4 sind daher je nach Gestalt und Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix ver-
schiedene iterative Loser, zum Beispiel Multigrid-Verfahren, exakte Reduktionsver-
fahren in Verbindung mit dem CG-Verfahren, moglich. In dieser Arbeit werden die
direkten und Multilevel-Verfahren des Gleichungssystemloser PARDISO verwendet,
[12], [14] und [15].

Der Algorithmus 2 terminiert, wenn die neu bestimmten Kontakt- und Nichtkontakt-
knoten in den Schritten 7-9 mit den Vorgéngern iibereinstimmen.

Erwahnenswert ist, dass die Wahl des Parameters ¢ in Schritt 3 bei einer exakten
Aktive-Mengen-Strategie hier die tangentiale Suchrichtung beeinflusst, siehe [9]. Je
nachdem wie der Parameter gewihlt wird, kann sich die Suchrichtung und der korrekte
Zustand damit #@ndern. Zum Beispiel kann mit ¢ der Wert der Norm || A%! 4 a1
skaliert werden. Je groBer c ist, desto kleiner muss die Verschiebung u**~! sein, wenn
der Haftzustand gelten soll. Damit wird die Suche nach dem korrekten Zustand ge-
nauer und das Verfahren stabiler.






4 Numerische Studien

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der numerischen Beispiele zusammenge-
fasst. Alle Beispiele werden durch einen Finite-Elemente-Code berechnet. Dabei wer-
den lineare global stetige Ansatzfunktionen verwendet, vergleiche (3.1) und (3.2). Die
Netzgeometrie wird mit NETGEN 4.9.13, [16], generiert und mit seiner Meshformat-
datei im Programm eingelesen. In der Abbildung 4.1 mitte wird das Startnetz der
Refinementstufen angegeben. Man erkennt das der Rand des Kreises in 16 Linien-
segmente aufgeteilt wird. Die feineren Netze der folgenden Refinementstufen besitzen
immer die doppelte Anzahl von den Liniensegmenten des Vorgingers. Das heifit, das
erste Netz hat 16 Liniensegmente als Rand, das zweite 32. Das steigt bis zur sechsten
Refinementstufe mit 512 Randelementen. Jedoch ist kein uniformes Refinement der
Netze gegeben. Die inneren Knotenpunkte aller Netze sind voneinander unabhéngig
generiert. Die Netzdaten lauten fiir das erste Netz 20 Liniensegmente als Rand, 132
Flichenelemente und 77 Punkte, fiir das zweite Netz 36 Liniensegmente als Rand, 240
Fldchenelemente und 139 Punkte, fiir das dritte Netz 68 Liniensegmente als Rand, 434
Flachenelemente und 252 Punkte, fiir das vierte Netz 132 Liniensegmente als Rand, 890
Fldachenelemente und 512 Punkte, fiir das fiinfte Netz 258 Liniensegmente als Rand,
1982 Fliachenelemente und 1121 Punkte und fiir das sechste Netz 512 Liniensegmente
als Rand, 4220 Fldchenelemente und 2367 Punkte.

Die Geometrie, die in den Beispielen Verwendung findet, ist ein homogener elasti-
scher Zylinder auf einer starren Platte. Wegen der symmetrischen Eigenschaften der
gewdhlten Druckverteilung und des Verhéltnisses des Radius zu seiner Lange liegen
alle Berechnungen in der Ebene vor. Das Bild links der Abbildung 4.1 zeigt die Vor-
deransicht der Geometrie aller Beispiele.

Es folgen nun einige Erlduterungen zu den Beispielen. Die numerische Integration wird
mit den GauBschen Regeln iiber ein Liniensegment und fiir Zweifachintegrale iiber ein
Dreieck durchgefiihrt. Um die vorkommenden linearen Gleichungssysteme der exakten
Aktive-Mengen-Strategien zu losen, wird PARDISO 5.0.0 verwendet, [12], [14] und [15].
Die Zahlenwerte der Beispiele werden ohne Bezug auf Einheiten gesetzt. Das bedeutet,
dass die Modelle dieser Arbeit als dimensionslose Gleichungen in den Berechnungen
dargestellt werden.

Die Daten, die in allen Beispielen gleich sind, werden in der Folge angegeben. Der
Radius des Querschnittskreises betragt Eins. Dafiir wird » = 1 gesetzt. Die Breite der
Platte betragt Zwei und die Hohe 0.714. Der Kreis liegt auf der Mitte der Breite direkt
auf. Fiir den Druck p(z), z € 'y, gilt p = (0, —0.02) " und fiir den Kraftvektor f(x),
z € () setzt man f = 0. Der Druck p(_g) bleibt fiir alle Refinementstufen gleicﬁ. Er
wirkt symmetrisch auf das obere Achtel des Zylinders, siche Abbildung 4.1 links. Die
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Vergleich A" mit p*®

4.7 )\:},uft}
4. 1072 - 7.7pzm.r -
I I

Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5
Refinementstufen

Abbildung 4.1: Links: Vorderansicht des elastischen Zylinders auf einer starren Pla-
tte, Mitte: Anfangstriangulierung, Rechts: Maximale Kontaktrand-
spannung

Gesamtkraft f, die auf einen Kreisabschnitt wirkt, wird folgendermafien berechnet,

5w 57

f=1{" p-nla)da= / © 0.02sin(a) da = 0.015307.
3T
) 8

Dabei ist hier der Einheitsvektor n(a) := (cos(a),sin(a)) " gemeint. Alle Symbole sind
aus der Gleichung (1.43) entnommen.

4.1 Kontaktproblem ohne Reibung

Am Anfang wird ein stationéres Signorini-Problem ohne Reibungskrifte behandelt,
das einem linearen Hookeschen Materialgesetz unterliegt. Die Angabe der Material-
parameter A und g aus (1.43f) fehlt noch. Mit den Gleichungen aus (1.25) fiir das
Materialmodell der ebenen Verzerrungen sind die Parameter durch das Elastizitéts-
modul F und der Querkontraktionszahl v gegeben. Hier wird £ = 2 und v = 0.3
gewahlt.

Die Verschiebung u;, und Lagrangemultiplikatoren A\*, vergleiche hierfiir (3.11), wer-
den in allen Knoten aus der Menge ¢y, die aus der Definition 3.1 ist, zerlegt. Die dafiir
vorgesehenen, konstant bleibenden Vektoren lauten n := (0,1)" und 7 := (1,0)" fiir
alle Knoten aus ¢;. Mit diesen Werten ist das System (3.15) zu losen. Da aber kein
Dirichletrand Xj, p gegeben ist, wird eine Stabilisierung in die Richtung 7 benétigt.
Das heifit, anstatt den Funktionenraum V' aus (3.1) zu verwenden, ersetzt man ihn

durch
Vh= {yhe [S,ﬂd:/ I-tho}.
T

[Xo)

Alle folgenden Funktionenriume aus (3.4) und (3.15) gelten mit V. Die Bedingungen
von V! werden im Algorithmus, wie in [19, S. 81,82] erklirt, umgesetzt. Die Stabili-
sierung wird benotigt, weil der elastische Zylinder in die Richtung 7 frei beweglich ist.
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Sie ist aber ausreichend, da ein Punkt von ¥, . immer die Platte beriihrt und n, 7,
eine kanonische Basis ist. Somit hat dieser Punkt die Eigenschaften einer Dirichletbe-
dingung fiir die Verschiebung u,, in einer Komponente. Damit sind keine Translationen
in n-Richtung und keine Rotationen moglich.

Das letzte Integral des Ausdrucks fi,(v,) aus (3.4) ist das diskrete Analogon zur Ge-
samtkraft f dieses Beispiels. Aber dieses Integral entspricht nicht der Gesamtkraft in
allen Refinementstufen, weil der Kreisrand mit Liniensegmenten angenéhert wird und
somit auch der Wert der Gesamtkraft f.

Die Werte fiir die Kontaktrandspannungen kénnen auch analytisch berechnet werden
9, S. 47]. Sie lauten fiir die Halbdistanz des Kontaktrandes b = 0.09417 und fiir die
maximale Kontaktrandspannung p'* = 0.103483. Ab der dritten Refinementstufe
beginnen die diskreten Werte \7*** die maximale Kontaktrandspannung gut zu appro-
ximieren, sieche Abbildung 4.1 rechts. \™% ist der betragsmiBig grofite Wert aller \F,
k € c.

In der Abbildung 4.2 sieht man von links nach rechts und von oben nach unten die

12 Koeffizienten w, und u, » Koeffizienten A, und A, » Koeffizienten A, und A,

10 10-2 Koeffizienten wu,, und u, 10
0.2 T T T T T T T T T T T T T T T
ol [ s OF T e e
2
0. a i
o4l 0.5}
=06} 05} 05}
-08 —1r
1l , of of
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x-Koordinaten der Knotenpunkte x-Koordinaten der Knotenpunkte x-Koordinaten der Knotenpunkte x-Koordinaten der Knotenpunkte
10~ Koeffizienten u, und u, 10— Koeffizienten A, und A, 10~ Koeffizienten u, und u, 10~ Koeffizienten A, und A,
—, , p—™
0.8} ns 1
0.5} 061 —05[
04} 21 1
1l 1l
02}
o ot 1

—0.5 1

32 34 36 38 4 42 44 46 48
x-Koordinaten der Knotenpunkte

10-2 Koeffizienten wu,, und u,

32 34 36 3.8 4 42 44 46 48
x-Koordinaten der Knotenpunkte

g3 Koeffzienten X, und A

|
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32 34 36 38 4 42 44 46 48

T S S S N
3.2 34 3.6 38 4 42 44 46 48
x-Koordinaten der Knotenpunkte

x-Koordinaten der Knotenpunkte

—0.5

32 34 36 38 4 42 44 46 48
x-Koordinaten der Knotenpunkte
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Abbildung 4.2: Die Verschiebungen u, und Lagrangemultiplikatoren ), aller Refine-
mentstufen, zerlegt in die Richtungen n und 7 auf X, .

Anordnung von der ersten bis zur sechsten Refinementstufe. Fiir w;, und )\, auf ¥, .
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gilt

w, = Y ufer, A=y My,

kecy, kecy

len ]

mit der nodalen Basis span{yy},"|, gleich konstruiert wie in [19, S. 200]. Das heift,
die Werte der Knoten sind linear interpoliert. In den Legenden der Bilder aus der
Abbildung 4.2 gilt u,, 1= uy,-n, u, = w, -7, Ay, := A,-nund A, := )\, -7. Die Darstellung
fiir \*, k € ¢, als stiickweise lineare Funktion wird in [9, S. 49] gerechtfertigt. A,
verhilt sich so, wie in der Hertzschen Theorie vorgesehen [10, S. 142], obwohl die
Werte von )\, nicht denen eines Normaldrucks entsprechen. Die von Mises Spannung

Von Mises Spannungen
0,0448 ]
004

Von Mises Spannungen
0,0448 ]
004

Von Mises Spannungen
0,0448 [
004

Eoo

ic.n\
0

Eoo

ic.n\
0

Abbildung 4.3: Von Mises Spannungen o,y aus (4.1) fiir die erste, vierte und sechste
Refinementstufe

wird mit dem Druck p wie folgt definiert,

d
crgff = Z|a,~j — 60}, pi= étr(a). (4.1)
ij=1

Jedoch wurden die Daten in der Abbildung 4.3 interpoliert. Ein Knoten des Netzes
erhélt das Resultat des arithmetischen Mittels eines Knotenpatches. Das heifit, die
konstanten Spannungen aller 7' € 7}, o, die den Knoten beriihren, werden summiert
und durch die Anzahl der Elemente T dividiert. Die Werte der Knoten werden linear
interpoliert. Die Spannungsfunktion eines Elementes 1" muss eigentlich konstant sein,
weil die Werte von einer linearen Funktion abgeleitet werden. Die Abbildung 4.3 rechts
entspricht der Form jener aus [9, S. 54]. Die grofiten von Mises Spannungen liegen
ndmlich im unteren Bereich des Zylinders.

.A}L = Cp,
Ny ‘ | AL

| |enl

3

519 7 5 3 1 1
17y 6|17 13 9 7 5 3 3

7

9

33 33 23 17 13 9 7 5 5
65 65 45 32 23 17 13 11 9 7 7
129 | 10 | 129 91 65 48 36 28 22 18 16 15 15

= | W[N] O
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Die Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens fiir jede berechnete
Refinementstufe [ in einer Zeile. Die Anzahl der Kontaktknoten |c;| sieht man in
der zweiten Spalte, die Anzahl der Newtonschritte N; in der dritten. Der Rest zeigt
die Anzahl der aktiven Kontaktknoten |A’| in jedem Newtonschritt. AL = ¢, heifit,
dass bei der Initialisierung alle Kontaktknoten auf ¥ . als aktiv eingestuft werden. In
diesem Beispiel hiangt das Verfahren bei einer Verdoppelung der Kontaktknoten linear
von den Refinementstufen ab.






5 Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Kontaktmodell gewahlt, dem eine stationédre Betrachtung
zu Grunde liegt. Die moglichen Verzerrungen, die durch Verschiebungen hervorgeru-
fen werden, werden als infinitesimal angenommen. Dadurch gilt das lineare Hookesche
Gesetz, das wiederum durch die Annahme eines speziellen Materialtyps, der isotrop,
homogen und hyperelastisch sein soll, eingeschrankt wird. Die Kontaktbedingungen
der Nichtdurchdringung und des Reibungsgesetzes werden durch die infinitesimalen
Verzerrungen vereinfacht. Diese Beschreibung wird auch als linear geometrisch be-
zeichnet. In dieser Arbeit wird das Trescasche Reibungsgesetz verwendet. Dieses Mo-
dell verlangt, dass der Reibungskoeffizient und die Normalkraft a priori gegeben sind.
In der mathematischen Analysis kann mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden iiber
die Minimierung der zugeordneten Funktionale die Existenz einer Losung gezeigt wer-
den.

Die halbglatten Newtonverfahren stellen ein sehr flexibles Werkzeug dar, um die dis-
kreten Variationsungleichungen zu bearbeiten. Man kann versuchen die Konvergenz
zu verbessern, wenn die Berechnungsschritte des Gleichungssystems mit denen der
Aktive-Mengen-Suche innerhalb eines Newtonschritts nicht hintereinander ausgefiihrt,
sondern gemischt werden, siehe [9]. Wie weit aber die numerische Analyse in 3D-
Berechnungen fortgeschritten ist, ist dem Autor nicht bekannt, da sich die Literatur-
recherche hauptséchlich auf Modelle in der Ebene beschrénkt hat.

Vor allem ist die Erweiterung auf instationdre Kontaktprobleme mit dem Coloumb-
schen Reibungsgesetz interessant. Da sind zum Beispiel die Arbeiten [10], [21] fur
die Angabe von Losungsalgorithmen, [9] fiir die numerische Analysis der FEM, [5] fiir
die funktionalanalytische Behandlung der kontinuierlichen Variationsungleichungen zu
nennen. Ein anderer Zugang fiihrt auf Randintegralmethoden (BEM), vergleiche [20],
[6] . Aber auch in [20] werden halbglatte Newtonverfahren eingesetzt. Obwohl auch
andere Losungsalgorithmen in der Literatur vorkommen, zum Beispiel in [10], haben
die halbglatten Newtonverfahren ein breites Anwendungsspektrum in der Kontaktme-
chanik.
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