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1 Abstract

Though numerical procedures such as finite differences or elements can be
used to approximately solve the corresponding partial differential equation
to price American options, they lack performance when dealing with high-
dimensional problems.

Longstaff and Schwartz [2001] closed the gap by introducing the so cal-
led Least-Squares Monte-Carlo approach, where the prevailing advantage of
Monte-Carlo methods is used to efficiently price derivatives on multiple as-
sets. Within their optimal stopping approach, they use Snell’s envelope and
then approximate the conditional expectation by linear regression, ending
up with a stopping time close to the optimal one. Using this, possibly not
optimal, stopping time to price the security, one obtains a lower bound to
the pricing problem.

In order to control the estimation error, it is natural to ask for an upper
bound to somehow define a confidence interval for the intended derivative
price. With a dual formulation of the pricing problem, Rogers [2002] as well
as Andersen and Broadie [2004] found ways to construct upper bounds, also
using Least-squares Monte-Carlo in a nested way.

Lastly, in a different approach, Bender and Schoenmakers [2006] used policy
iteration to sequentially improve exercise strategies. Theoretically the algo-
rithm is as good as backward induction, but practically not as efficient as
the proposed algorithm by Longstaff and Schwartz.

This thesis starts with introducing the necessary basics in stochastics, finan-
cial mathematics and Monte-Carlo-Simulation and then covers the pricing
problem wrapped in the theory of optimal stopping. Then it is devoted to
numerical methods, the Longstaff-Schwartz-Algorithm, duality and policy
iteration. All the algorithms are outlined in various examples and compared
with each other, exposing performance issues and estimation errors.



2 Zusammenfassung

Obwohl numerische Verfahren wie finite Differenzen oder finite Elemente ver-
wendet werden konnen, um amerikanische Optionen zu bepreisen, sind diese
Verfahren eher ungeeignet, um mehrdimensionale Optionen zu behandeln.

Longstaff and Schwartz [2001] schlossen die Liicke durch die Einfithrung
des so genannten Least-Squares-Monte-Carlo-Ansatzes, bei dem der vorherr-
schende Vorteil von Monte-Carlo-Methoden genutzt wird um effizient De-
rivate auf mehreren Assets zu bepreisen. Im Rahmen der Lésung des op-
timalen Stoppproblems einer amerikanischen Option, verwenden sie Snell’s
Einhiillende und n&hern die bedingte Erwartung durch lineare Regression.
Dies liefert eine approximierende Stoppzeit die vielleicht nicht optimal ist,
aber eine gute untere Schranke fiir das Preisproblem liefert.

Um die Schétzfehler kontrollieren zu konnen, ist es iiblich, auch nach ei-
ner oberen Schranke zu fragen, um ein Intervall fiir den Preis der Option
zu erhalten. Mit einer dualen Formulierung des Bepreisungsaufgabe, fanden
Rogers [2002] sowie Andersen and Broadie [2004] Wege, um obere Schran-
ken zu berechnen unter Verwendung von Least-Squares-Monte-Carlo in einer
verschachtelten Art und Weise.

Schlielich verwendeten Bender and Schoenmakers [2006] in einem anderen
Ansatz Policy Iteration um schrittweise die Ausiibungs-Strategie zu verbes-
sern. Theoretisch ist der Algorithmus so gut wie Riickwartsinduktion, aber
praktisch nicht so effizient wie der vorgeschlagene Algorithmus von Longstaff
und Schwartz.

Diese Arbeit beginnt mit den notwendigen Grundlagen in der Stochastik, Fi-
nanzmathematik und Monte-Carlo-Simulation und deckt dann das Bepreisungs-
Problem in der Theorie des optimalen Stoppens ab. Danach werden nume-
rische Methoden, der Longstaff-Schwartz-Algorithmus, Dualitédt und Policy-
Iteration beschrieben. Die Algorithmen sind in verschiedenen Beispielen erlautert
und miteinander verglichen.



3 Stochastische Grundlagen

Die Grundlage fiir die Modellierung von Preisentwicklungen in der Finanz-
mathematik bilden stochastische Prozesse. Damit lassen sich viele Finanz-
phénomene wie Aktienpreise, Zinsraten oder Reserveprozesse von Versiche-
rungen modellieren. Aber auch in der Natur, beispielsweise zur Abbildung
von Wetterphdnomenen oder Fliissen von Partikeln durch einen Filter, konnen
stochastische Prozesse verwendet werden, um das Verhalten der Realitat gut
nachzubilden.

Durch die grofle Bedeutung der Normalverteilung bedient sich die Modellie-
rung gern dieser Verteilung durch die Anwendung der Brownschen Bewegung
oder allgemeiner von Ito-Prozessen, wo sie als Integrator auftritt. Die Brown-
sche Bewegung ist ein Beispiel eines Martingals, desses Theorie spéter in der
Bewertung von Finanzderivaten eine grofie Rolle spielen wird. Die folgenden
Seiten iiber die Grundlagen stochastischer Prozesse sind in noch umfassender
Ausfiihrung in Korn et al. [2010] zu finden.

3.1 Stochastische Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen (X;)sc;, de-
ren Indexierung I man typischerweise als Zeit auffasst. Das entspricht einem
Modell, das das Verhalten dieser Familie durch zeitlich hintereinander aus-
gefiihrte Experimente beschreibt.

Definition 1 (Filtration)

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, das heifit 2 der Ereignis-Raum, A
eine o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, und sei I eine geordnete
Indexmenge.

Eine Filtration ist eine Familie F = (F;);e; von o-Sub-Algebren in A4 mit
Fs CF, CA firs<t, s, tel.

Die Filtration spiegelt den Informationsverlauf wider. Die Inklusion in der
Definition besagt, dass alle messbaren Ereignisse zu einem Zeitpunkt s sehr
wohl auch zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > s bekannt sind. In anderen
Worten nimmt die Information iiber die Familie der Zufallsvariablen, also
den Prozess X;, entlang der Zeit t stets zu.



Mit der Definition einer Filtration formulieren wir nun einen stochastischen
Prozess.

Definition 2 (Stochastischer Prozess (reellwertig))

Ein stochastischer Prozess (beziiglich F) ist eine Familie von Paaren (X, F)ser,
bestehend aus einer Filtration (F; )iy und R"-wertigen Zufallsvariablen (X;):cr
so dass X; Fi-messbar ist.

Fiir ein fixes w € 2 betrachten wir

X (w) = (Xe(w))er = (X(t,w))ter

als Realisation des stochastischen Prozesses und werden diesen gelegentlich
als Pfad bezeichnen.

Definition 3 (Rechtsstetige Filtration)
Sei F eine Filtration und
Ft-l— = m FS .
s>t

Falls F; = F;, fiir alle t € I gilt, dann ist F eine rechtsstetige Filtration.

Definition 4 (Vollsténdige Filtration)
Sei F eine Filtration, F heiffit P-vollstindig, wenn F; alle P-Nullmengen
enthalt

Definition 5 (Ubliche Bedingungen)
Eine Filtration F erfiillt die {iblichen Bedingungen, wenn F rechtsstetig
und P-vollstindig ist.

Definition 6 (Natiirliche Filtration)
Sei (Xi)ier eine Familie von R™-wertigen Zufallsvariablen, dann bezeichnen
wir mit

Fri=o0(X|s<tel

die natiirliche Filtration von X.

Eine hiufig verwendete Filtration eines Prozesses X ist die vervollsténdigte
kanonische Filtration F, = o(F;X UN), die aus der natiirlichen Filtration
FX und den P-Nullmengen A erzeugt wird. Sie erfiillt bei vielen Prozes-
sen automatisch die iiblichen Bedingungen, ist aber im Allgemeinen nicht
notwendigerweise rechtsstetig.

Bemerkung
Der Einfachheit halber bezeichnen wir direkt X anstatt des Paares (X, F) als
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stochastischen Prozess, dann sollte klar sein, dass entweder aus dem Kontext
die Filtration hervorgeht oder die natiirliche Filtration gemeint ist.

1. Ist die Indexfamilie I hochstens abzéhlbar, dann sprechen wir von
(X,)ner als ein stochastischer Prozess in diskreter Zeit.

2. Andernfalls, wenn I C R ein Intervall (oder noch typischer I C [0, 00)),
nennen wir (X;);c; einen zeitstetigen stochastischen Prozess.

Definition 7 (stetige Pfade)

Wenn alle Pfade (Realisierungen) eines stochastischen Prozesses X (w), w €
2, (bis auf eine Nullmenge) stetig (rechtsstetig, linksstetig) sind, dann heift
X ein Prozess mit stetigen (rechtsstetigen, linksstetigen) Pfaden.

Hat X = (X;)ses stetige Pfade, so ist seine natiirliche Filtration F;¥ rechts-
stetig.

Definition 8 (Zuwéchse)

1. Ein stochastischer Prozess (X;);c; hat unabhéingige Zuwéchse, wenn
fir alle r <wu < s <tmitru,stel gilt,

X; — X, ist unabhéngig von X, — X, .

2. Ein stochastischer Prozess (X;);c; hat stationidre Zuwichse, wenn
fiir alle s <t mit s,t € I gilt,

X, — X, N X, ..

Definition 9 (Markov Prozess)
Ein R%-wertiger stochastischer Prozess (X, F¢),.; auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) heit Markov Prozess mit Anfangsverteilung v, wenn
gilt,
P(Xo € A) = v(A) VA € B(RY) ,
P(X, € AlF,) = P(X, € A|X,) VA € BRY),t>s.

Definition 10 (vorhersagbarer stochastischer Prozess)

1. Die kleinste o-Algebra P erzeugt von Teilmengen aus [0, 00) X €2, beziiglich
der alle linksstetigen, adaptierten Prozesse messbar sind, nennt man die
o-Algebra der vorhersagbaren Ereignisse.
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2. Ein stochastischer Prozess heifit vorhersagbar, wenn er P-messbar
ist.

Bemerkung
Insbesonders sind alle linksstetigen, adaptierten Prozesse vorhersagbar.

3.1.1 Brownsche Bewegung

Ein besonders haufig auftretender Prozess in der Finanzmathematik ist die
Brownsche Bewegung. Es gibt diverse Anwendungsgebiete in denen die Brown-
sche Bewegung als stochastische Komponente in der Modellierung vorkommt.
In der hier vorliegenden Arbeit werden wir sie hauptséachlich bei der Mo-
dellierung des Black-Scholes-Modells betrachten und spéter in den Anwen-
dungsbeispielen dieses Modell verwenden um schlussendlich aus den zugrun-
deliegenden normalverteilten Zuwéchsen zu simulieren. Wir definieren den
Prozess laut Korn and Korn [2013].

Definition 11 (Eindimensionale Brownsche Bewegung)
Ein reellwertiger Prozess W = (W});>0 mit

1. Wy =0 P-fast sicher
2. W hat stetige Pfade
3. Wy — W, ~N(0,t — s) fir0<s<t

(stationére normalverteilte Zuwéchse)

4. Wy — Wy ist unabhéngig von W, — W, fir 0 <r <u < s <t
(unabhéngige Zuwichse)

heiBt (eindimensionale) Brownsche Bewegung.

Definition 12 (Mehrdimensionale Brownsche Bewegung)
Ein R%-wertiger Prozess

W= (Weo = (WE., Wf)l

>0
heifit n-dimensionale Brownsche Bewegung, wenn dessen Komponenten

W* unabhingige eindimensionale Brownsche Bewegungen sind.

Satz 1 (Existenz, siehe Billingsley [1968]))
Die Brownsche Bewegung existiert. Die von ihr erzeugte Filtration (F}V);0
ist rechtsstetig.

12



3.1.2 Ito-Prozesse

Speziell mit der Brownschen Bewegung als steuernder Prozess kénnen einfa-
che zeitstetige, stochastische Prozesse konstruiert werden.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F = (F;);>o eine Filtration, die
die iiblichen Bedingungen erfiillt und (W;),cr eine Brownsche Bewegung
beziiglich F. Solche sogenannten Ito-Prozesse (Diffusionsprozesse) folgen ei-
ner stochastischen Differentialgleichung der Form

t t
X =Xy —I—/ Wsds —I—/ osdW
0 0
oder in differenzieller Kurzschreibweise
dXt = /,Ltdt + Utth

und beschreiben eine Dynamik mit Trend p; und stochastischer Schwankung
gesteuert iiber den Prozess o; (mit p; und o, messbar und adaptiert).

Ein Beispiel ist das Bachelier-Modell, in dem die Parameter-Funktionen p; =

i e R, 0, =0 € R konstant gewéhlt werden. Somit beschreibt das Modell
einen Aktienverlauf mit der Dynamik

dS; = pdt + odW, .

Satz 2 (Erwartungswert, Varianz von It6-Prozessen, siche Oksendal [2003])
Sei X ein Ito-Prozess mit E[|X?|] < oo, dann gilt fiir s < ¢,

t
E[X, — X{] :/ oy du

¢ ¢
Var(X; — Xs) = Var (/ O'uqu) = / o2du

3.2 Bedingte Erwartung

Basis fiir die Beschreibung des Verhaltens von Prozessen in der Zukunft, wenn
bereits Beobachtungen iiber einen vergangenen Zeitraum gemacht wurden
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und um daraus Inferenz zu erhalten, ist die bedingte Verteilung. Wir werden,
Lamberton [2007] folgend, den Begriff der elementaren bedingten Erwartung
ableiten und anschliefend nach Klenke [2006] das Konzept auf die allgemeine
bedingte Erwartung verallgemeinern. Dieses Konzept wird insbesondere bei
Martingalen und dariiberhinaus bei der Bewertung von Forderungen (Anlei-
hen, Finanzderivaten, etc.) zum Tragen kommen.

Elementare bedingte Erwartung

Seien X und Y Zufallsvariablen. Die bedingte Verteilung von X gegeben
Y =y ist definiert als
PX <z,Y =y)

PY =y)

P(X <z|Y =y):=

vorausgesetzt, dass die Wahrscheinlichkeit P(Y = y) > 0 ist. Die bedingte
Dichtefunktion fiir alle y mit fy(y) > 0 ist dann

f(x,y)
fY(y) ’

und f(z|y) ist wieder eine Dichtefunktion, also nicht negativ und integriert
sich auf 1.

f(zly) =

Der Erwartungswert dieser Verteilung, sofern er existiert, wird als bedingte
Erwartung von X gegeben Y = y bezeichnet,

o0

BIXIY =3l = [ af(elyds
Bemerkung
E[X|Y = y] ist demnach eine Funktion von y. Beschreiben wir diese Funktion
als

9(y) = E[X]Y =y

und ersetzen wir y durch Y. Dann erhalten wir die Zufallsvariable g(Y') die
der bedingten Erwartung von X gegeben Y entspricht: E[X|Y] = ¢(Y).

Die bedingte Verteilung und die bedingte Erwartung haben wir bislang nur
fiir jene y erklart, fiir die fy(y) > 0 galt. Auf dem Ereignis {y : fy(y) = 0}
kénnen wir die bedingte Verteilung und somit auch die bedingte Erwartung
beliebig festsetzen. Jede Festsetzung, jede Wahl, liefert dann eine sogenannte
Version der bedingten Verteilung, beziehungsweise der bedingten Erwartung.

14



Diese Versionen unterscheiden sich nur auf der Menge {y : fy(y) = 0}, einer
Menge mit Mafl Null. Deswegen sind f(z) und E[X|Y] Y-fast-sicher definiert.

Allgemeine bedingte Erwartung

Wir verallgemeinern den zuvor definierten Begriff der elementaren bedingten
Wahrscheinlichkeit. Dazu verwenden wir statt der Zufallsvariable Z auf die
bedingt wird, ihre erzeugte o-Algebra G = o(Z) und bezeichnen ihre bedingte
Erwartung als

E[X|Z] = E[X|]] .

Definition 13 (Bedingte Erwartung)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F eine Unter-o-Algebra von
A. Eine Zufallsvariable Y heifit bedingte Erwartung von X gegeben F,
falls gilt:

1. Y ist F-messbar.

2. Fiir alle A € F gilt E[X14] = E[Y1,4] .

Wir schreiben symbolisch E[X|F] :=Y.

Fiir B € A heifit
P(B|F) := E[15|7]

die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben F.

Unter Verwendung des Satzes von Radon-Nikodym erhalten wir:

Satz 3
E[X|F] existiert und ist P-fast sicher eindeutig.

Satz 4 (Eigenschaften der bedingten Erwartung, sieche Klenke [2006])

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C G C A o-Algebren.
Weiters sei Y eine integrierbare Zufallsvariable, dann gilt:

1. Linearitit

ElaX +Y|F] = aE[X|F] + E[Y|F] .
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2. Monotonie

Ist X > Y fs., soist E[X|F] > E[Y|F].

3. Ist E[|XY]] < oo und Y messbar beziiglich F, dann ist
EXY|F] =YE[X|F] und E)Y|F] =E}Y|Y] =Y.

4. Turmeigenschaft (Tower-Property oder Glattungseigenschaft)
E[E[X]FG] = E[E[X]G]|F] = E[X|F] .

5. Dreiecksungleichung

E[|X]|F] = [E[X]F]] -

6. Unabhingigkeit Sind ¢(X) und F unabhéngig, so ist
E[X|F] = E[X] .

7. Gilt P(A) € {0,1} fiir jedes A € F, so ist
E[X|F] = E[X] .

8. Dominierte Konvergenz Ist Y > 0 und ist (X,,),en eine Folge von
Zufallsvariablen mit | X,,| <Y und lim,,_,,, X, = X f.s., so gilt
lim E[X,|F] = E[X|F] fs. und E[X|F]ist integrierbar.

n—o0

Gegeben die Information, die wir aus der o-Algebra F erhalten, liefert E[X | F]|
die beste Vorhersage iiber X. Fiir den Fall o(X) C F wissen wir durch den
vorigen Satz bereits E[X|F] = X. Das bedeutet, wenn wir alle Information
iiber X haben ist die beste Vorhersage X selbst. Fiir den Fall dass X und
F unabhéngig sind, also keine Information iiber X vorhanden, ist die beste
Vorhersage E[X] = E[X|F]. Genauere Einschétzung der besten Vorhersage
liefert der folgende Satz.

Satz 5 (Bedingte Erwartung als £2-Projektion)

Sei F C A eine o-Algebra und X eine quadratisch integrierbare Zufallsva-
riable, E[X?] < co. Dann ist E[X|F] die orthogonale Projektion von X auf
L£2(Q, F,P). Es gilt also fiir jedes F-messbare Y mit E[Y?] < oo

E[(X —Y)*] > E[(X — E[X|F])’]
mit Gleichheit, dann und nur dann, wenn Y = E[X|F].
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Satz 6 (Jensen’sche Ungleichung)
Sei I C R ein Intervall und ¢ : I — R konvex. Weiters sei X eine [-wertige
Zufallsvariable auf (2, .4,P) mit E[|X|] < co und F C A eine o-Algebra,

dann gilt

p(E[X|F]) < Elp(X)|F] < o0

3.3 Martingal-Theorie

Eine wichtige Klasse von Prozessen, die sich besonders als Basis in finanz-
mathematischen Problemstellungen als hilfreich erwiesen haben, sind Mar-
tingale.

Definition 14
Ein reellwertiger, adaptierter Prozess (Xy, F;),.; mit endlichen Erwartungs-
werten E[|X;|] < oo fiir alle ¢ € I heifit
(a) Martingal, falls
E[X;|Fs] = X,
fiir alle s < t € I, P-fast-sicher.
(b) Super-Martingal, falls
E[X|Fs] < X
fiir alle s < t € I, P-fast-sicher.
(c) Sub-Martingal, falls
E[X;|F] > X,
fiir alle s < t € I, P-fast-sicher.

Bemerkung
Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit

E[X,] =0

fir allen € I.
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Dann ist der Random Walk

ein Martingal bzgl F = o(X1,... X,,).

Beweis.
m+n n m+n
i=1 i=1 i=n+1
m—+n n n
9N EX]+ Y E[X|E| =0+ E| Y x|F| =5,
i=n+1 i=1 i=1

(a) Hier haben wir neben Linearitit des Erwartungswertes die Unabhéngigkeit
von X, .; von JF, verwendet. O

Satz 7 (Doob-Meyer-Zerlegung)

Sei X = (X,)nen, €in adaptierter Prozess, dann existiert eine eindeutige
Zerlegung X = M + A, wobei A vorhersagbar ist mit Ag = 0 und M ein
Martingal. X ist genau dann ein Submartingal, wenn A monoton wachsend
ist.

Beweis Meyer [1966]). O

Dies lésst sich fiir zeitstetige Prozesse noch verallgemeinern, siehe Beiglbock
et al. [2012].

3.4 Stoppzeiten

Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein stochastischer Prozess
bzgl der Filtration F. Wir mochten den Prozess an zufélligen Zeitpunkten
auswerten konnen. Dafiir ist das Konzept der Stoppzeit wichtig:

Definition 15 (Stoppzeit) B
Eine Zufallsvariable 7 mit Werten in R := RU{oo} heifit Stoppzeit beziiglich
(Fi)ier, falls fiir jedes ¢t € I gilt, dass

{r<t}eFR.
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Eine Stoppzeit 7 heiffit beschrinkt, falls es eine Konstante K € R gibt,
sodass 7 < K.

Ergo konnen wir bei einer Stoppzeit durch den Informationsverlauf F; ent-
scheiden, ob das Ereignis {7 < t} eingetreten ist. Welche Ereignisse wir nun
beobachten kénnen, legt die folgende o-Algebra fest:

Definition 16
Ist 7 eine Stoppzeit, so heifit

Fr={AeF :An{r <t} € F fir jedes t € I}
die o-Algebra der 7-Vergangenheit.

Definition 17

Sei X ein stochastischer Prozess. Falls 7 < oo P-fast-sicher, oder X ein zeit-
diskreter stochastischer Prozess ist, dann ist X,y (w) wohldefiniert und wir
setzen

Falls 7 keine endliche Stoppzeit ist, benttigen wir eine Zusatzvoraussetzung
an X:

Satz 8
Sei F = (Fi)ter P-vollsténdig, (X;)ier rechtsstetig mit existierenden linksei-
tigen Limiten und 7 eine Stoppzeit, dann ist X, eine F,-messbare Zufallsva-
riable.

Bemerkung
Allgemeiner gilt: Ist X progressiv messbar und 7 eine Stoppzeit, dann ist X,
eine F.-messbare Zufallsvariable.

Satz 9 (Optional Stopping Theorem)
Sei X ein Martingal mit rechtsstetigen Pfaden und 7 eine beschréankte Stopp-
zeit, dann ist X, integrierbar und JF,-messbar. Weiters gilt

Satz 10 (Optional Sampling Theorem)
Sei X ein Martingal mit rechtsstetigen Pfaden beziiglich der Filtration F
und seien ¢ < 7 beschrankte Stoppzeiten, dann gilt

E[X;|F;| = X, P-fast-sicher .
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3.5 Essentielles Supremum

In der Terminologie der Wahrscheinlichkeitstheorie wollen wir den Begriffs
des Supremums etwas verallgemeinern. Die Motivation dahinter rithrt daher,
dass fiir eine abzéhlbare Folge von Zufallsvariable (X,,),en das Supremum
sup,,cy X, wieder eine Zufallsvariable mit Werten in R = R U {00} dar-
stellt. Jedoch ist dies nicht notwendigerweise bei iiberabzdhlbaren Familien
von Zufallsvariablen gegeben. Daher ist es verniiftig, die Definition des es-
sentiellen Supremums einzufiihren.

Satz 11

Sei (X¢)ter eine Familie von (méglicherweise auch iiberabzihlbar vielen) Zu-
fallsvariablen. Dann existiert eine Zufallsvariable X mit Werten in R, die bis
auf Ereignisse mit Maf} 0 folgendes erfiillt:

1. X, < X fast sicher fiir alle t € I.

2. Falls X eine Zufallsvariable ist mit Werten in R fiir die gilt, dass X; < X
fast sicher fiir alle ¢t € I, dann folgt

X<X fast sicher.

Dariiberhinaus existiert eine abzéhlbare Menge J C I, so dass

X =sup X; fast sicher.
ieJ

Beweis. Durch Zuhilfenahme einer bijektiven, monoton wachsenden Funkti-
on, die von R nach [0, 1] abbildet, kénnen wir uns 0.B.d.A. auf das Interval
[0, 1] beschrénken.

Sei Py die Menge aller abzéhlbaren Teilmengen von I. Fiir ein J € Py setzen
wir
X, =supkX, .
icJ
Dies definiert fiir jedes J eine Zufallsvariable mit Werten in [0, 1], da das
Supremum iiber einer abzéhlbare Menge agiert.

Sei weiters

a:= sup E[X ] .
JePo
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Betrachten wir nun eine Folge (.J,,)nen aus Elementen in Py, sodass lim,, . E[X ;,] =
a. Die Vereinigung
7=

neN

ist eine abzéhlbare Teilmenge von I und es gilt

E[X ;-] = a = sup E[X] .
JEPy

Zu zeigen ist nun, dass die Zufallsvariable X := X ;. die gewiinschten Eigen-
schaften aus dem Theorem erfiillt:

Sei i € [ fix, dann ist die Menge J* U {i} wieder eine abzihlbare Teilmenge
von [ und X -y = X V X;. Wire E[X;] > E[X], P-fast-sicher, so wire

a nicht das Supremum iiber 7. Infolgedessen gilt E[X V X;] < E[X] und
X V X; = X, fast sicher. Also gilt

X, <X

fast sicher. Sei X eine Zufallsvariable mit X > X, fast sicher fiir alle 7 € I.
Da J* abzahlbar ist, folgt

X>supX, =X

icJ*
fast sicher.
O

Definition 18
Sei X eine Zufallsvariable wie im vorherigen Theorem beschrieben, dann
bezeichnen wir X als das essentielle Supremum und versehen die Notation

X = esssup X;
i€l
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4 Einleitung Finanzmathematik

Das folgende Kapitel liefert einen Uberblick iiber die mathematischen Grund-
lagen der Finanzmathematik. Die Beschreibung der auf den Mérkten gehan-
delten Finanzderivate folgt Hull [2009]. Fiir die Modellierung in diskreter und
stetiger Zeit siche Korn and Korn [2013] und Duffie [2010].

4.1 Modellierung in diskreter Zeit
4.1.1 Das N-Perioden Marktmodell

Wir betrachten einen Markt der aus d+ 1 Finanzgiitern besteht und nehmen
der Einfachheit halber an, dass nur an diskreten Zeitpunkten 0,..., N
gehandelt werden darf. Die Preise aller Finanzgiiter zum Zeitpunkt n be-
schreiben wir mit dem Zufalls-Vektor S,. Mit S? bezeichnen wir den Preis
des j-ten Finanzgutes. S? kann je nach konkreter Modell-Spezifikation so-
wohl eine diskrete als auch stetige Zufallsvariable sein. Um die Preise der
verschiedenen Finanzgiiter miteinander vergleichen zu konnen, begutachten
wir die Preise relativ zum ersten Finanzgut (Numeraire) S°. Wir nehmen
an, dass SY stets positiv ist und definieren die relativen Preise

~ S

Si=go

S7 nennen wir den diskontierten Preisprozess des j-ten Finanzgutes.

Unser Modell besteht somit aus

1. dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P),

2. einem (d+1)-dimensionaler stochastischem Preisprozess S = (Sy,)o<n<n
mit

S, = (8%, ...8%,
S%>0 (P-fs.,0<n<N)

und
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3. dessen Filtration F = (F,)o<n<n, Fn C A, die den Informationsverlauf
des Preisprozesses beschreibt.

4.1.2 Handelsstrategien

Definition 19 (Portfolio)

1. Ein Portfolio ist ein Vektor z = (29,...,2%) € R¥! und beschreibt
wie viele Stiick 27 des j-ten Finanzgutes im Portfolio gehalten werden.

2. Der Wert des Portfolios x zur Zeit n ist

d
x-S, = 5 ! ST
Jj=0

Nun wollen wir es Akteuren am Markt ermdoglichen, ihr Portfolio dynamisch
dndern zu konnen, also je Zeiteinheit Stiickzahlen 27 ihres Portfolios zu kau-
fen bzw. verkaufen.

Definition 20 (Handelsstrategie)
Eine Handelsstrategie ist ein vorhersagbarer, integrierbarer (d+1)-dimensionaler
Prozess

X = (Xn)ISnSN .

Dabei beschreibt X, das Portfolio, das in der Zeit von (n—1, n] gehalten wird.
Weiters setzen wir Xy := X; und Xy.; := 0. Durch die Vorhersagbarkeit
einer Handelsstrategie ist X,, bereits zum Zeitpunkt n — 1 bekannt.

Zum Zeitpunkt n, (0 < n < N), ist der Wert der Handelsstrategie

definiert als .

Va(X) =X, Su =Y X)) .
=0
Diesen Prozess V' = (V,(X))o<n<ny nennen wir den Wertprozess der Han-

delsstrategie X . Dariiberhinaus bezeichnen wir den Prozess \7(X ) = (Va(X))o<n<n
mit

- X ~
V(X)) = Vns(,o ) =X,-5,

als den diskontierten Wertprozess der Handelsstrategie X
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Der Abfluss aus dem Wertprozess einer Handelsstrategie d,,(z),
(X)) = (Xy — Xnt1) - Sn s

heifit Entnahmeprozess und beschreibt das Kapital, das durch Umschich-
tung vom alten Portfolio X,, zum neuen Portfolio X, frei wird (oder zuge-
schossen werden muss).

Definition 21 (Selbstfinanzierend)
Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend, wenn

3, (X) =0 firalel <n <N .

Definition 22 (Arbitrage)
Eine Handelsstrategie X heifit Arbitrage, falls

1. Vo(X) <0 fs.,

4.1.3 Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie, diskrete Version

Die Voraussetzung der Arbitragefreiheit ist das wesentliche Rezept in der
Finanzmathematik. Um das 6konomische Prinzip der Absenz von Arbitrage
in eine niitzlichere mathematische Form zu bringen, wird das Wahrscheinli-
chekeitsmafl P mit einem #quivalenten Mafi Q mit speziellen Eigenschaften
in Konnex gebracht.

Definition 23 (dquivalentes Maf)

Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle. P und Q heiflen dquivalent,
wenn P und Q die selben Nullmengen besitzen, das heifit fir A € A, gilt
P(A) =0 < Q(A) =0.

Die zwei Mafle sind die Basis fiir verschiedene Erwartungswerte Ep[.] und
Egl]. Besonders interessiert sind wir an einem Ma Q fiir das Eq[Sy,|Fp] =
gn, m > n gilt, also beziiglich dem S ein Martingal ist. Wir nennen ein solches
Maf} dquivalentes Martingalmafl und postulieren die folgende wichtige
Charakterisierung der Arbitragefreiheit:
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Satz 12 (Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie, siehe Duffie [2010])

Das N-Perioden Marktmodell ist arbitragefrei, dann und nur dann, wenn
ein zu [P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q existiert, beziiglich dem der
diskontierte Preisprozess S ein Martingal ist.

4.1.4 Bewertung einer Forderung

Finanzderivate bezeichnen wir noch allgemeiner als eine Forderung.

Definition 24 (Forderung)
Eine Forderung ist ein F-adaptierter Prozess H = (H,)1<n<y mit H, > 0,
fir alle n. Wir setzen Hy, := 0.

1. Eine Forderung H heifit absicherbar, falls eine Handelsstrategie X
existiert, sodass

on(X)=H, 1<n<N.
Eine solche Strategie X, die jede Entnahme/Einlage H,, repliziert,

nennt man Hedge.

2. Ein Marktmodell heifit vollsténdig, wenn es arbitragefrei ist und fiir
jede Forderung eine Hedge existiert.

Durch die eindeutige Auszahlung einer Hedge X in einem vollstandigen
Marktmodell kénnen wir alle Forderungen H, die durch X abgesichert wer-
den, bepreisen.

Definition 25 (Fairer Preis)
Sei H eine Forderung, die durch die Hedge X abgesichert wird, dann ist der
faire Preis von H zum Zeitpunkt n

mn(H) =V, (X) .
Insbesonders ist der gegenwértige Wert der Forderung H

mo(H) == Vo(X) .

Nun wenden wir den Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie an, um durch
das dquivalente Martingalmafl Q zu einer Charakterisierung des Preises ei-
ner absicherbaren Forderung H zu kommen. Dadurch kénnen wir den Preis
berechnen, ohne eine Hedge konstruieren zu miissen.

25



Satz 13 (siehe Elliott and Kopp [2005])
Der faire Preis einer absicherbaren Forderung H erfiillt

N ~
ZHMn] :

k=n

%n(H) = Eq

wobei QQ ein beliebiges, dquivalentes Martingalmaf fiir S sei. Weiters ist der
gegenwartige diskontierte Wert der Forderung H

i H, yfn]

mo(H) = Eq
k=1

Voraussetzung war nur, dass die Forderung H absicherbar ist. Um dies stets
zu gewihrleisten verweisen wir auf den folgenden Satz.

Satz 14 (Vollstindiges Marktmodell, siehe Elliott and Kopp [2005])
Ein arbitragefreies N-Perioden Marktmodell ist genau dann vollstandig, wenn
genau ein dquivalentes Martingalmafl Q auf Fy eindeutig festgelegt ist.

4.2 Modellierung in stetiger Zeit

Die Liicke vom diskreten zum stetigen Modell schlieen wir, indem der dis-
krete Preisprozess nun in einen stetigen iibergeht. Jedoch miissen manche
Konzepte aus dem N-Perioden Marktmodell etwas adaptiert werden, damit
sie auch im stetigen Fall Sinn machen.

4.2.1 Marktmodell in stetiger Zeit

Wir betrachten einen endlichen Zeithorizont [0, 7] in dem wiederum (d + 1)-
Finanzgiiter gehandelt werden kénnen, nun aber zu jedem Zeitpunkt 0 < ¢ <
T.

Unser stetiges Modell besteht aus
1. dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P),
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2. dem Informationsverlauf des Preisprozesses, beschrieben durch eine
rechtsstetige Filtration F = (F;)o<t<r von A

3. einem F-adaptierten, (d+ 1)-dimensionaler Preisprozess S = (S)o<i<r
mit

Wir nehmen stets an, dass fiir die Preisprozesse der Finanzgiiter das stocha-
stische Integral [ XdS7 fiir alle vorhersagbaren, quadratisch integrierbaren

Prozesse X definiert ist, i.e., es gelte P-f.s. fOT X2ds < oo.

Ebenso fordern wir wieder, dass das Numeraire S° P-f.s. positiv ist und nen-
nen

§ = (gt)OStST

den (stetigen) diskontierten Preisprozess.

4.2.2 Handelsstrategien

Analog bezeichnen wir wieder eine Handelsstrategie als einen (d+1)-dimensionalen
vorhersagbaren Prozess X = (X})o<:<r und dessen Wertprozess V' (X) als das
Skalarprodukt

V(X) = (Xt ) St)ogth-

Jedoch miissen wir das Konzept der Selbstfinanzierung nun etwas adaptieren
und aus technischen Griinden die Beschrianktheit nach unten (Zuldssigkeit)
einer Strategie fordern. Vorab bezeichnen wir den Vermoégenszuwachsprozess
einer Handelsstrategie X als

d
/X-dS::Z/deSj
§=0

Definition 26 (Selbstfinanzierend)
Eine Handelsstrategie X heifit selbstfinanzierend, wenn X nach S inte-
grierbar ist und



Definition 27 (zuléssig)
eine Handelsstrategie X heiffit zuldssig, wenn eine Konstante K existiert,
sodass

Vi(X) > —K, firalle 0 <t < T ,
P-fast-sicher gilt.

Definition 28 (Arbitrage)
Eine selbstfinanzierende und zulédssige Handelsstrategie X heiffit Arbitrage,
falls

1. Vo(X) <0 P-fs.,
2. Vp(X) >0, P-fs.,

3. P(Vp(X) >0) >0.

4.2.3 Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie, stetige Version

Satz 15 (Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie)

Das Marktmodell ist arbitragefrei, dann und nur dann, wenn ein zu P dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl Q existiert, beziiglich dem der diskontierte Preispro-
zess S ein Martingal ist.

Es kann allgemeiner gezeigt werden, dass dieses Mal Q unter einer abge-
schwichten Bedingung: No free lunch with vanishing risk existiert, sieche Scha-
chermayer [2010].

Eine Fr-messbare Auszahlung Hr > 0 heifit absicherbar, wenn es eine
selbstfinanzierende, zuléssige Handelsstrategie X gibt mit

Vi(X) = Hy .

Jedoch ist im stetigen Fall der Wert der Handelsstrategie zu einem Zeitpunkt
t < T im Allgemeinen nicht eindeutig. Darum deklarieren wir:
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4.2.4 Bewertung einer Forderung

Definition 29 (Fairer Preis)
Der faire Preis zum Zeitpunkt ¢ einer absicherbaren Forderung Hrp ist

m(Hr) == esskinf Vi(X)

Satz 16
Sei Hy > 0 eine Forderung. Existiert eine absichernde Handelsstrategie X,
sodass ihr diskontierter Wertprozess ein (Q-Martingal ist, dann gilt

7.(Hy) = Eg[Hr|F) .

Ein solches X heifit Hedge, da sie H7 nicht nur absichert, sondern auch zu
jedem Zeitpunkt den Wert des fairen Preises liefert.

Ein Marktmodell heifit vollstéindig, wenn es arbitragefrei ist und jede Forde-
rung absicherbar ist.

Satz 17 (Vollstandiges stetiges Marktmodell)
Ein arbitragefreies Marktmodell ist genau dann vollstéandig, wenn genau ein
dquivalentes Martingalmafl auf Fr eindeutig festgelegt ist.

4.3 N-Perioden-Binomial-Modell

Ein besonders einfaches Modell zur Abbildung von Aktien ist das Binomial-
Modell. Es ist ein N-Perioden-Modell in diskreter Zeit (0,...,N) bei dem
wir die Bewegung einer Aktie durch einfaches Auf und Ab mit bestimmten
Wahrscheinlichkeiten modellieren. Durch die zwei Ausginge, Auf und Ab,
ergibt sich der Name des Modells. Es wird in der Literatur auch als Cox-
Ross-Rubinstein-Modell genannt. Dieses simple Verfahren mag zwar auf den
ersten Blick eine Aktienbewegung sehr primitiv modellieren, liefert aber als
Approximation bei der Bepreisung niitzliche Ergebnisse.

Wir bestimmen als Parameter des Modells die feste Zinsrate p und modellie-
ren das Numeraire (einem festverzinslichen Bankkonto)

Sp=(1+p)"

und als zweites Finanzgut eine Aktie, deren Wert sich durch Up and Downs
aus dem Startwert Sy fortsetzt

SL = ShuMndN W,
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Hier bezeichnet d < u die Hohe der relativen Anderungen der Aktie bei Down
bzw. Up, sowie W, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parameter p,

n

P(W, = k) = (k

)pk(l—p)"k (0<k<n).

Satz 18
Das Binomialmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn d < 1+ p < u. Mit
dieser Bedingung ist das Modell auch vollstandig.

Beweis (siehe Korn and Korn [2013]). O

Satz 19
Der faire Preis mo(H) einer Forderung H im Binomialmodell ergibt sich als

mo(H) =Eq [(1+p) "H] .

beziiglich dem risikoneutralen Mafl QQ, definiert als

n—1
mit
. 1+p—d
 u—d
Beweis (siehe Korn and Korn [2013]). O

4.4 Black-Scholes-Modell
4.4.1 Eindimensionales Black-Scholes-Modell

Das zeitstetige Modell von Black-Scholes besteht wiederum aus einem fest-
verzinslichen Bankkonto mit stetiger Verzinsung

0__ _rt
Sy, =e
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und einer Aktie deren Dynamik, durch die stochastische Differentialgleichung
dSt = St(udt + Uth)

definiert ist; Wy = (W;)o<t<r sei eine Brownsche Bewegung.

Die explizite Losung dieser Gleichung ist
S} = Syexp ((u—o?/2)t + oW;) .
Als Filtration wéhlen wir die vervollstindigte kanonische Filtration
Fi=o(FYUN),

die von der Filtration der Brownschen Bewegung F}V und den P-Nullmengen
N erzeugt wird.

Das dquivalente Martingalmafl Q im Black-Scholes-Modell bestimmen wir
durch einen MafBwechsel - siehe Satz von Girsanov (Elliott and Kopp [2005]).
Wir definieren die Brownsche Bewegung mit Drift V;,

w—r

V=V, + t.
Dann ist 40
-~ _7z
a 7T
mit

r— 1 /r— 2
ZTIIGXp< O_IUIVT_i( O_M) T)

ein Mafl auf Fr , beziiglich dem der diskontierte Preisprozess S1 ein Q-
Martingal ist. Damit kann gezeigt werden:

Satz 20 (Arbitragefreiheit)
Das Black-Scholes-Modell ist arbitragefrei.

Satz 21 (Vollstandigkeit)
Jede Q-integrierbare Forderung Hr > 0 ist absicherbar.

Satz 22 (Fairer Preis)
Der faire Preis m;(Hr) einer Q-integrierbaren Forderung Hr = f(S7) ist

m(Hr) = F(t, 5}, f)
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wobei fir x >0und 0 <t <T

F(t,z, f) = e_T(T_t)\/% /(: f(x exp ((r—02/2)(T—t)+ng>>6—42/2dc _

Satz 23 (Black-Scholes-Differentialgleichung)
Sei f(S+) € C? eine endfillige Forderung und dessen Wertprozess V von der
Form V;(X) = F(t,S}). Dann geniigt F der partiellen Differentialgleichung

a_F+12262_F+ a_F— F
ot 27 o Ty T
F(T,z) = f(x) .

Bemerkung

Der Randwert der partiellen Differentialgleichung in x h&ngt noch von f
und dem Preisprozess ab und muss je nach Problemstellung erst festgelegt
werden.

4.4.2 Mehrdimensionales Black-Scholes-Modell

Im mehrdimensionalen Black-Scholes-Modell betrachten wir d-Aktien, die im
Grunde durch eine d-dimensionale Brownsche Bewegung B = (B!,..., BY)
angetrieben werden. Analog zum eindimensionalen Fall definieren wir das
festverzinsliche Bankkonto

SP = e

als Numeraire, und weiters die Dynamik des Preisprozesses mit

d
dsi = Si (uidt +) Uidetj> 0<t<T).
j=1
Damit haben wir die Parameter p;,0;; € R um Drift und Volatilitdt der
Aktien zu steuern. Die Matrix o := (Uij)lgi,jgd nehmen wir als invertierbar
an. Dann ist die explizite Losung der stochastischen Differentialgleichung

d d
Si = Shexp <<mdt —a>a) ;%sz) (0<t<T).

7j=1
Satz 24 (Arbitragefreiheit, siche Duffie [2010])
Das mehrdimensionale Black-Scholes-Modell ist arbitragefrei.

Satz 25 (Vollstandigkeit, sieche Duffie [2010])
Jede Q-integrierbare Forderung Hy > 0 ist im Black-Scholes-Modell absicher-
bar.
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4.5 Plain-Vanilla-Optionen

Finanzderivate sind Finanzprodukte deren Auszahlung von einem Basisgut,
dem Underlying, abgeleitet ist. Besondere beliebte Derivate sind Optionen.
Dabei handelt es sich um das Recht, nicht aber die Pflicht, ein bestimmtes
Asset, zum Beispiel eine Aktie, zu einem spéteren Zeitpunkt zu einem zuvor
ausgemachten Preis (Strike) kaufen bzw. verkaufen zu konnen. Ein Grund
eine solche Option besitzen zu wollen, wére unter anderem sich gegen das
Risiko von Preisdnderungen des zugrundeliegenden Assets (Underlying) ab-
zusichern. Denn durch das Halten einer Option, unabhéngig wie stark der
Preis des Underlyings steigt bzw. fallt, ist der Kauf zum definierten Preis
stets moglich ist. Sollte sich das Asset aber beispielsweise zur definierten
Zeit unter dem in der Option ausgemachten Kaufpreis befinden, so wiirde
man die Option nicht einlésen und das Asset auf iiblichem Wege kaufen. Er-
go ist die Option wertlos. Dieses Recht, aber eben nicht die Pflicht, ein Asset
spater kaufen zu kénnen muss also einen Preis haben und diesen gilt es zu
finden. In der Praxis wird das Asset bei Einlosung/Ausiibung der Option
nicht {ibergeben, sondern der Wert des Assets ausbezahlt.

Wir unterscheiden in der Optionspreistheorie verschiedene Optionstypen.
Wir klassifizieren héufig auf Mérkten gehandelte Optionen als Plain-Vanilla-
Optionen. Dazu gehoren etwa européische und amerikanische Optionen oder
auch Swaps, Caps und Floors. Andere Optionen deren Auszahlung beispiels-
weise von mehreren Assets, mehreren Zeitpunkten oder Durchschnittswerten
des Preisverlaufs, etc. abhéingt deklarieren wir als exotische Optionen. Fiir
Details siehe Hull [2009].

4.5.1 Europiische Optionen

Sei S; der Preisprozess eines Assets. Unter einer européischen Call-Option
verstehen wir das Recht, nicht die Pflicht, das Asset S;, 0 < t < T zum
Zeitpunkt 7" zum Strike K zu kaufen.

Die Auszahlung dieser Option betragt demnach Sy — K, falls die Option
eingelost wird, also wenn Sp > K gilt. Sofern aber das Asset Sy < K
realisiert, wird man von seinem Recht nicht Gebrauch machen und die Option
ist somit wertlos. Zusammenfassend liefert die européische Call-Option also
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die Auszahlung

(ST - K)1{5T>:K} = maX(ST — K, O)

Mit der Notation max(z,0) =: (z)" fiir den Positiv-Anteil von = € R erhalten
wir:

Definition 30 (européische Call-Option)
Eine europiische Call-Option zum Strike K ist eine (endfillige) Forderung
H,; mit

Hr = (St — K)* und H =0 (firt<T).

Analog nennt man das Recht, aber nicht die Pflicht, ein Asset S; zur Zeit T
verkaufen zu diirfen:

Definition 31 (européische Put-Option)
Eine europiische Put-Option zum Strike K ist eine (endfillige) Forderung
H,; mit

Hr = (K — Sp)* und H =0 (firt<T).

4.5.2 Amerikanische Optionen

Bei européischen Optionen wird nur ein Endzeitpunkt 7' (Falligkeit) zur
Ausiibung der Option vertraglich festgesetzt. Populdrer am Markt sind aber
amerikanische Optionen. Das sind Derivate, die zu jedem Zeitpunkt bis zur
Filligkeit T ausgeiibt werden konnen, also mehr Flexibilitét fiir den Besitzer
des Derivates bieten.

Definition 32 (Amerikanische Put-Option)

Eine amerikanische Put-Option ist eine Option, bei der das Recht erwor-
ben wird, zu einem Zeitpunkt 0 < ¢ < T ein Underlying S; zum Strike K zu
verkaufen.

Das entspricht der Wahl eines Zeitpunktes 0 < 7 < T (die Ausiibungsstrategie),
so dass die Auszahlung (Forderung)

H =(K—8)*  H=0(#7).

stattfindet.
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Analog definiert man eine amerikanische Call-Option.

Bemerkung

Es kann gezeigt werden, dass bei monoton steigendem Numeraire, der Preis
einer amerikanischen Call-Option gleich dem einer européischen Call-Option
ist.

Die Auszahlung einer amerikanischen Put-Option fiir einen fixen Zeitpunkt
t ist eindeutig durch
Bt - (K - St)Jr

festgelegt.
Der faire Preis der Auszahlung ist also unter dem risikoneutralen Mafl Q

mo(By) = Eqg [e‘”Bt} .

Um sich als Verkédufer gegen alle Ausiibungsszenarien abzusichern und um
als Kéufer seinen Profit zu maximieren, werden sich Kaufer und Verkaufer
auf den fairen Preis

T = sup Eg [e_”BT]
7€S[0,T]

einigen. Hier bezeichnet S[0, 7] die Menge aller an die zugrundeliegende Fil-
tration adaptierten Stoppzeiten die fast sicher in [0, 7] liegen.

4.5.3 Bermuda Optionen
Zur Approximation des stetigen Modells, ist eine Diskretisierung sinnvoll.
Wir zerlegen daher den Zeithorizont [0, 7] in m Zeitpunkte

0<t1 <teo< - <ty =T

und beschrinken uns auf diese diskrete Menge von Zeitpunkten an denen
Handeln moglich ist.

In dieser Diskretisierung geht die amerikanische Option, die zu jedem Zeit-
punkt die Ausiibung erlaubt, iiber in eine sogenannte Bermuda Option, die
spater als Naherung fiir den Preis der amerikanischen Option herangezogen
werden wird.
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Definition 33 (Bermuda Option)
Eine Bermuda Call-Option (Put-Option) gibt dem Ké&ufer das Recht, die
Aktie zu einem der fixierten Zeitpunkte 7 € ¢y, ..., t,, zu kaufen (verkaufen).

Der faire Preis wird analog mit

Ty = sup [Eg [e’”BT]
TES{t1, . stm}

berechnet, wobei S{ti,...,t,,} die Menge der Stoppzeiten mit Werten in
{t1,...,tm} beschreibt.

4.6 Exotische Optionen

Exotische Optionen sind Finanzderivate, die nicht zu Plain-Vanilla-Optionen
gehoren. Beispiele dafiir sind Basket-Optionen und Multiple-Max-Optionen,
deren Auszahlung ein Funktional von mehreren Underlyings darstellt. Thre
Bewertung ist ein hochdimensionales Problem.

4.6.1 Basket Optionen

Definition 34 (Européischer Basket-Put)
Eine europiische Basket-Put-Option ist ein Derivat mit der endfélligen
Auszahlung auf den Durchschnitt eines Aktienbiindels (Basket of Stocks),

n +
B= (K — Zwﬁ%) ,
i=1
wobei sich die Gewichte w; auf 1 summieren.

Definition 35 (Amerikanischer Basket-Put)

Eine amerikanische Basket-Put-Option ist eine Option mit dem Recht,
zu einem Zeitpunkt 0 < ¢ < T einen Put auf den Durchschnitt eines Akti-
enbiindels auszuiiben, also die Auszahlung

n +
Z i
Bt = K — wl'St N
i=1
zu realisieren, wobei sich die Gewichte w; auf 1 summieren.
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4.6.2 Multiple-Max-Optionen

Ahnlich wie der Basket-Put auf den Durchschnitt, ist die Multiple-Max-
Option ein Call auf das Maximum von mehreren Optionen:

Definition 36 (Multiple-Max-Call européisch)
Eine européiische Multiple-Max-Option ist ein Derivat mit der endfalligen
Auszahlung auf das Maximum eines Aktienbiindels

+
B = ({2&};{6}} - K) .
Definition 37 (Amerikanischer Multiple-Max-Call)

Eine amerikanische Multiple-Max-Option ist ein Derivat mit dem Recht,
einmal zu einem Zeitpunkt 0 < ¢ < T die Auszahlung

+
B, = | max{Si} — K
t i Sn{ T}
zu realisieren.

Ganz analog lassen sich Basket-Call-Optionen und Multiple-Max-Put-Optionen
definieren.
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5 Monte-Carlo-Simulation

In sehr vielen mathematischen Problemstellungen ist die Berechung des Er-
wartungswertes E[X ] einer Zufallsvariable X mafigebend fiir die Losung. Im
finanzmathematischen Kontext sind wir beispielsweise oft mit der Berech-
nung des diskontierten Erwartungswerts der Auszahlung konfrontiert.

Als Verweis fiir die Literatur sei hier Korn et al. [2010] und Glasserman [2004]
erwahnt.

5.1 Crude Monte-Carlo-Simulation

Die mathematische Basis fiir ein einfaches numerisches Verfahren zur Schétzung
des Erwartungswerts liefert das Gesetz der groflen Zahlen:

Satz 26 (Gesetz der groBlen Zahlen, siche Klenke [2006])

Sei (X, )nen eine Folge von integrierbaren, unabhéngigen und identisch ver-
teilten (i.i.d) Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit
Erwartungswert

p=E[X;] <oo.
Dann gilt P-fast-sicher
L
fom 2 K

Das heifit, das arithmetische Mittel konvergiert fast sicher gegen das theore-
tische Mittel - den Erwartungswert.

Aus dem Gesetz der groBen Zahlen motiviert, erhalten wir nun die (crude)
Monte-Carlo-Methode um den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit
endlicher Erwartung zu approximieren.

Algorithmus 1

1. Realisiere Xy,... Xy in unabhéingigen Experimenten mit gleicher Ver-
teilungsfunktion wie X.

2. Approximiere E[X] durch das arithmetische Mittel
| X
g2
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5.2 Konvergenz

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt die Konvergenz des Verfahrens. Das
zeigt sich dadurch, dass die Standardabweichung des Fehlers bei N Simu-
lationen nur mit dem Faktor v/N abnimmt. Bemerkenswert ist, dass diese
Konvergenzordnung aber nicht von der Dimension abhéingt, was das Verfah-
ren brauchbar fiir Probleme hoherer Dimension macht.

Satz 27 (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei (X, )nen eine Folge von i.i.d reellwertigen Zufallsvariablen auf (2,4, P).
Falls alle X,, endliche Varianz 0? = Var(X) haben, dann konvergieren die
normalisierten und zentrierten Summen dieser Zufallsvariablen in Verteilung
gegen die Standard-Normalverteilung, das heifit

N
. X;— N
ZZI\/N a i>./\/'(0,1) fir N = oo .

o

Aus dem zentralen Grenzwertsatz kann man Aufschluss iiber den quadrati-
schen Fehler bei groflem N bei Monte-Carlo-Simulation erhalten. Der (crude)
Monte-Carlo-Schétzer ist demnach N (i, 0% /N)-verteilt. Mit der approxima-
tiven Normalverteilung erhalten wir:

Bemerkung (Konfidenz-Intervall)
Ein approximatives (1 — «)-Konfidenz-Intervall fiir den Erwartungswert
W ist

N N
1 o 1 o
AT X’L - — _7 AT Xl - o -
Sy S
Hier bezeichnet z;_,/2 das 1 — a/2-Quantil der Standard-Normalverteilung.

Interessiert man sich fiir das 97, 5%-Quantil der Standard-Normalverteilung,
mit dem Wert 1.96 und rundet etwas auf, so erhédlt man

20-Regel fiir ein approximatives 95%-Konfidenzintervall fiir u
1 r1 < o

— X, —2—,— X, —2—| .

[NZ Py m]

In der Regel muss aber auch o2 geschitzt werden, durch die Stichprobenva-
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rianz
N

1 ~
2 _ o 2
s——N_lz(XZ X)2.

i=1
Damit dndert sich die Verteilung zu einer Student-t-Verteilung und die Quan-

tile der Konfidenzintervalle 244/ miissen durch die Quantile der Student-t-
Verteilung t1+,/2 ersetzt werden.

5.3 Monte-Carlo-Simulation stochastischer Prozesse
5.3.1 Zeitdiskrete Prozesse mit unabhingigen Zuwichse

Die Simulation von diskreten stochastischen Prozessen mit unabhingigen
Zuwichsen ist einfach, da es aufgrund der Unabhéngigkeit méglich ist, direkt
die Zuwéchse X — X1 zu simulieren und durch Summierung der Zuwéchse
den Prozess an jedem Zeitpunkt auswerten zu kénnen. Diese Annahme kann
noch etwas relaxiert werden, wenn die bedingte Verteilung von X — X;_; ge-
geben Xj_; bekannt ist. Dann kénnen wir im selben Verfahren die Zuwéchse
aus der bedingten Verteilung simulieren.

Sei X = (Xi)teq1,...n} €in stochastischer Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen,
der Zuwachs X — X;_; habe Verteilung Fj, dann erhalten wir einen Pfad
von X durch:

Algorithmus 2
1. Setze Xo(w) =0
2. Simuliere die Zufallsvariablen Yy (w), kE=1,....,nmit Y, ~ F}, .

3. Setze Xi(w) = Xj—1(w) + Yi(w), E=1,...,n .

5.3.2 Zeitstetige Prozesse mit unabhingigen Zuwichse

Im zeitstetigen Fall ist es natiirlich nicht moglich, sémtliche Zeitpunkt eines
Prozesses zu simulieren. Wir beschranken uns daher auf eine feste Anzahl an
Zeitpunkten 0 =ty < t; < --- < t, = T die das Interval [0, 7] hinreichend
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fein in einem Gitter diskretisiert. Bei stetigen Prozessen ist es auch akzep-
tabel zwischen den Gitterpunkten linear zu approximieren, wenn zusétzliche
Zwischenwerte bendtigt werden.

Algorithmus 3 (Simulation von stetigen stochastischen Prozessen mit ste-
tigen Pfaden)

Sei 0 < tg <ty < -+ <t, =T eine Zerlegung von [0,T] und die bedingte
Verteilung von Yj, := X, — Xj_1 gegeben X;, | sei Fj,. Wir erhalten einen
Pfad X (w) wie folgt:

1. Setze Xo(w) =10
2. For k =1 to n:

(a) Simuliere die Zufallsvariablen Y (w) mit Yy ~ Fj .
(b) Setze Xy, (w) = Xt,_, (w) + Yi(w)

(c) Zwischen t;_; und t; erhalten wir X; durch lineare Interpolation

Xt(w) = thfl(w) —+ —Yk<(JJ), te (tkfl, tk) .
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6 Optimales Stoppen

Betrachten wir eine Menge von Zeitpunkten zu denen man einmal einen be-
stimmten Gewinn ausbezahlt bekommt, abhéngig von der Wahl des Zeit-
punkts. Das Entscheidungsproblem, zu welchem Zeitpunkt man mit dem
hochstem Gewinn aussteigt, nennt man optimales Stoppproblem. Es stellt
sich heraus, dass das Stoppproblem mithilfe der Snell-Einhiillenden schritt-
weise berechnet werden kann. Die hierfiir notwendigen Grundlagen entneh-
men wir Lamberton [2007]. Ergénzend sei an diesem Punkt auch Bender et al.
[2008] und @ksendal [2003] erwihnt.

6.1 Snell-Einhiillende im Diskreten

In diesem Kapitel betrachten wir wieder einen zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit Filtration F = (F},)nen.

Sei Z = (Z,)nen eine F-adaptierte Folge von Zufallsvariablen mit endlichem
Erwartungswert, also

< 0.
neN

2[opiz

Mit dem optimalen Stoppproblem fiir Z bezeichnen wir mathematisch be-
trachtet die Aufgabe, den Erwartungswert E[Z,] iiber alle Stoppzeiten 7 zu
maximieren. Demnach suchen wir also eine optimale Stoppzeit 7%,

" = argmax E[Z,],

die
V =max E[Z,] = E[Z,+]
optimiert.

In Anlehnung an Kasino-Spiele wird die Folge (Z,),en auch Gewinnfolge
genannt, um die Maximierung des Gewinnes eines Spieles auszudriicken. In
unserem finanzmathematischen Setting, wo wir uns um die Bewertung von
amerikanischen Optionen bemiihen, interpretieren wir 7, als den Gewinn, der
durch den Exercise (die Ausiibung) der Option zum Zeitpunkt n generiert
wird.
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Eine sinnvolle Herangehensweise um das Problem zu 16sen, ist dynamisches
Programmieren, also ein schrittweise Maximierung durch Vergleich des Ge-
winns bei momentaner Ausiibung und spéterer Ausiibung. Wir stellen uns
die Frage, sollen wir zum aktuellen Zeitpunkt aufhéren oder riskieren und
weiter im Spiel bleiben, in der Hoffnung zu einem spéteren Zeitpunkt mit
héherem Gewinn auszusteigen. Mathematisch gesehen wollen wir eine Glei-
chung herleiten, die iterationsweise den Gewinn fiir jeden Zeitpunkt durch
diesen Vergleich beschreibt. Dieses Konzept der Optimierung wird Richard
Bellman zugeschrieben und allgemein als das Bellman-Prinzip oder dynami-
sches Programmieren bezeichnet. Die zugrunde liegende iterative Optima-
litdtsgleichung wird sinngeméfl Bellman-Gleichung genannt.

Um die Notation in den diskreten Schritten der Optimierungsaufgabe zu
erleichtern, fithren wir die folgenden Symbole ein.

Sei S die Menge aller Stoppzeiten beziiglich der Filtration (F;,),en, definiere
Spn={reSP(ren,N))=1}, 0<n<N,
Snoo ={7€SIP(1 € [n,00)) =1}, neN.

Definition 38 (Snell-Einhiillende)

Sei (Z,)nen eine (F,)nen-adaptierte Folge von Zufallsvariablen mit

E [sup,en | Zn|] < 00, dann ist die Snell-Einhiillende die Folge (Up,)nen, defi-
niert als

U, =esssupE [Z,|F,] .

TGSn,oo

Bemerkung
Sel ZX, = sup,,ey | Zn|- Die Integrierbarkeit der Zufallsvariable Z% ist bereits
durch die Voraussetzung geklart. Fiir jedes 7 € Sy o gilt

Z.| < ZZ,
und damit
U <E[ZF], VneN.

Somit ist U = (U, )nen beschrinkt in L' und dariiberhinaus kann gezeigt
werden, dass U gleichméfig integrierbar ist.

Mit dem Konzept der Snell-Einhiillenden und deren Eigenschaften, gelingt
es nun die Bellmann-Gleichung in unserem wahrscheinlichkeitstheoretischen
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Kontext herzuleiten. Die Gleichung (1) ist das zentrale Ergebnis, mit dem
wir spéter die Berechung des optimalen Ausiibungszeitpunkts einer Option
durchfiihren kénnen.

Satz 28 (Eigenschaften der Snell-Einhiillenden, siche Lamberton [2009])
Die Snell-Einhiillende U von Z erfiillt folgende Eigenschaften:

1. Fiir jede Zahl n € N gilt,

E[U,| = sup E[Z,].

TESn, 00

2. Fiir jede Zahl n € N gilt,

U, = max(Z,, E[U,+1|F,]) , fast sicher. (1)

3. U ist die kleinste Supermartingal-Majorante von Z. Das bedeutet, fiir
jedes Supermartingal S = (S,)neny mit S, > Z,, gilt U, < S,,, Yn € N.

6.2 Freies Randwertproblem

Es gibt einen Zusammenhang zwischen dem optimalen Stoppproblem und
der partiellen Differentialgleichung. Fiir eine amerikanische Put-Option fas-
sen wir ihre Preis-Funktion P(z,t) als Funktion von z (Aktienpreis) und
t (Zeitpunkt) auf. Damit betrachten wir nun das freie Randwertproblem
aus Sicht des Differentialoperators L. Das freie Randwertproblem besteht
in der Formulierung aus der partiellen Differentialgleichung und den Rand-
bedingungen, die den Rand des Ausiibungsgebiets (Stoppgebiets) der Option
charakterisieren. Siehe Elliott and Kopp [2005], @ksendal [2003] oder auch
Seydel [2006].

Definition 39
Fir z € RT und ¢ € [0, 7], definiert

P(z,t)= sup Ele""(K — S.)*|S, = 1]
TeS[t,T]

die Wert-Funktion der amerikanischen Put-Option.
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Lemma 1 (Eigenschaften von P(z,t), siehe Elliott and Kopp [2005])
Die erste optimale Stoppzeit ab dem Zeitpunkt ¢ ist

p¢ = inf {u et T]’P(Su, W) = (K — su)+} .

Fiir jedes t € [0,T] ist P(z,t) konvex und monoton steigend in z. Fiir jedes
z € Rt ist P(x,t) monoton fallend in t. Weiters ist P(x,t) stetig in RT x
[0,T7.

Definition 40 (Haltegebiet, Stoppgebiet)
Betrachten wir die beiden Mengen

C= {(x,t) € R* x [O,T)‘P(:c,t) > (K — x)+} ,

S = {(x,t) € R* x [O,T)’P(x,t) — (K - x)+} ,
dann heiit C das Haltegebiet (continuation region) und S das Stoppgebiet
(stopping region).

Nun untersuchen wir das Haltegebiet C' in Abhéngigkeit der Zeit ¢t > 0,

Ct:{x‘(x,t) GC}
_ {(%t) c R x [07T)‘P(x,t) > (K—:ic)+} :

Satz 29 (Kritischer Preis, siehe Elliott and Kopp [2005])
Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein Sy > 0, so dass
Ct = (S t* ) OO) .
Die Linie S* wird als kritischer Preis bezeichnet und ist monoton steigend in

t, sowie nach oben beschrinkt durch K.

Sei D ein Gebiet (offen und zusammenhingend) in R¢ und sei

T o or ot

ein Differentialoperator auf C%(R?).

Dann kann gezeigt werden (zum Beispiel in Moerbeke [1976]), dass
L(e7"P(z,t)) =0

gilt und der Wertprozess P(x,t) und der kritische Preis folgende Bedingungen
einhalt.
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Satz 30 (Randwerte, siehe Elliott and Kopp [2005])
Folgende Eigenschaften sind erfiillt:

hfsr}f P(x,t) =K — S} firt € [0,7), (2)
lim P(x,t) = (K —z)* fire >0, (3)
t—T
lim P(x,t) =0 firt € [0,7)  (4)
T—00
und (5)
P(x,t) > (K —2)*" fir (z,t) € [0,00) x [0,T].  (6)
Weiters ist die Ableitung % stetig entlang von S*, das heif3t
. O0P(z,t) (K = 89)"
I —a = =1= " lss; -

Um nun Losungen des freien Randwertproblems charakterisieren zu kénnen,
benotigen wir noch eine technische Bedingung:

Definition 41

Eine Funktion g(z,t) € C*'(R x [0,T)) hat Tychonov-Wachstum, wenn
G, Gt» G, Guts Gow UNA gupp hochstens gleichmiBig mit exp(o(x?)) auf kompak-
ten Mengen fiir |x| — oo wachsen.

Wenn wir nun annehmen, dass S* stetig differenzierbar ist in ¢, dann gilt
folgendes Resultat.

Satz 31 (Charakterisierung, siehe Elliott and Kopp [2005])

Sei D C RT x [0,T) ein Gebiet mit stetig differenzierbarem Rand c. Weiters
sei f € C¥! sodass f(e”, t) Tychonov-Wachstum besitzt und L(e™" f(z,t)) =
0 auf D gelte. Wenn die Eigenschaften

flx,T)= (K —x)" firx € RT |
flz,t) > (K —z)*" fiir (z,t) € D,
flx,t) = (K —x)*" fiir (z,t) € RT x [0,T) N D,
lim f,(z,t) =—1 fuirt € [0,7) ,

erfiillt sind, dann ist f(z,t) = P(z,t) der Wertprozess des amerikanischen
Puts und dariiberhinaus D = C das Haltegebiet und ¢(t) = Sy der kritische
Preis.
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Lemma 2
Auf der Menge R* x [0, 7] gilt L(e”"P(z,t)) < 0 im distributionellen Sinn.

Als Erweiterung beschreiben Jaillet et al. [1990] eine Charakterisierung durch
eine variationelle Ungleichung in einem geigneten Funktionenraum.

Definition 42

Fir m € Z* und A\ > 0 sei H™* der Raum der messbaren Funktionen f
auf R, deren distributionellen Ableitungen bis Ordnung m in L?(R, e*ldx)
liegen. Fiir ein solches f sei

Il = (Z /R |aif<x>|Qe—A'$dx>

Weiters sei L2([0, T'], H™*) der Raum aller messbaren Funktionen g : [0, 7] —
H™A mit

| st < oo
(0.T]

Satz 32 (Variationelle Charakterisierung, siche Jaillet et al. [1990])
Sei f eine stetige Funktion auf R* x [0, T, die folgende Eigenschaften erfiillt,

fle,-) e L*([0,T), H*")
file ;) € L*([0,T], H*)
flx,T)= (K —x)" firx >0,
flx,t) > (K —a)t fiir (x,t) € RT x [0,T) ,

L(e” ”f(iv ) <0,
(L™ f(z,0)(f(z,t) = (K —2)") =0,

dann ist f die eindeutige Losung und f(z,t) = P(x,t) der Wertprozess der
amerikanischen Put-Option.
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7 Numerische Verfahren

Nach der Theorie von Black und Scholes folgt der Preis einer Option in ihrem
Modell einer partiellen Differentialgleichung (23). Ziel dieses Kapitels ist es,
ein numerisches Verfahren zur Losung dieser Differentialgleichung mit finiten
Differenzen zu beschreiben, um so den gesuchten Optionspreis zu berechnen.
Prinzipiell sind numerische Verfahren zur approximativen Losung der parti-
ellen Differentialgleichung ndmlich besonders effizient bei niederer Dimension
des Problems (< 5 Aktien). Fiir die Literatur dieses Kapitels siche Seydel
[2006] und Hull [2009].

7.1 Finite Differenzen

Aus der Black-Scholes Modellierung des Markts, bestehend aus Bond und Ak-
tie, konnen wir fiir die Preise von européischen und amerikanischen Optionen
direkt die partielle Differentialgleichungen (PDE) ableiten, denen die Preise
folgen miissen. Mithilfe der Numerik von partiellen Differentialgeichungen,
genauer gesagt mit finiten Differenzen (aber auch mit finiten Elementen, sie-
he Achdou and Pironneau [2005]), ldsst sich dann eine gute Naherungslosung
fiir den Optionspreis bestimmen.

Wir erinnern uns an dieser Stelle nochmals an die partielle Differentialglei-
chung einer Option im Black-Scholes-Modell, fiir eine Forderung f(S+) € C%:

2
futrSfs+ 55 fss —rf =0

Zur Diskretisierung wéhlen wir Gitterpunkte in [0,7] x R,

e die Lange der Preisschritte AS,

e den Maximalpreis S,,,, der Aktie,
hinreichend grof}, so dass die Option in der Nahe von S,,,, Null wird.

Ng € N, so dass NgAS = Sz,

die Lénge der Zeitschritte At,

Nr € N, so dass NpAt =T.
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Wir fithren zur einfacheren Lesbarkeit die Notation fiir die Werte f(¢,5)
ausgewertet an den Gitterpunkten

f(i,)) = [(iAt, jAS) 0<i<N,0<j<Ng

ein.

7.1.1 Implizites Verfahren

Die Idee der impliziten Finiten-Differenzen-Methode ist nun, die Differenti-
algleichung durch Approximation mit Differenzenquotienten, in ein System
von Differenzengleichungen iiberzufithren. Konkret werden wir partiellen Ab-
leitungen durch Differenzenquotienten der Art

Ji~ At )
o D)~ fig =)
2AS ’
N f(i7j+i)§f(iaj) _ f(i,j)zcéi,j—l) B f(Z,] + 1) . 2f(l,j) + f(l,] . 1)
fss =~ AS = (AS)? :

gendhert um die Black-Scholes-PDE zu transformieren.

Bemerkung

Die Wahl der Ableitungen von f nach S ist hier vom Zeitpunkt i aus be-
stimmt. Diese Bestimmung hat Einfluss auf Stabilitdt und Numerik des Ver-
fahrens und gibt dem Verfahren den Titel implizit, da in jedem Schritt ein
implizites Gleichungssystem gelost werden muss.

Im expliziten Verfahren (siehe spéter) wird durch die Wahl des Zeitpunkt
t + 1 bei der Verwendung des Differenzenquotienten das entstehende Glei-

chungssystem explizit 16sbar sein.

Die Verkniifung der Werte f(i,7 + 1), f(¢,7) und f(i,7 — 1) und f(i 4+ 1,7)
durch diese Quotienten ist in der Abbildung 7.1.1 veranschaulicht.

An den Endpunkten f(N7,-]) ist die Auszahlung der Option bekannt, das
bedeutet

e fiir einen Call: f(Nr,j) = (JAS — K)t,
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Fij+t fiv,j1

fij-1 fivr,j-1

Implizite Differenzen-Methode Explizite Differenzen-Methode

Abbildung 1: Zusammenhang der Knoten bei finiten Differenzenquotienten
fiir implizites und explizites Verfahren

e fiir einen Put: f(Nr,j) = (K — jAS)T,

je nach Preisschritt 0 < j < Ng.

Durch Anwendung dieser Ndherungen erhalten wir

fli+1,7) — f(i,5) i +1) = fi,5—1)
Al +rjas 9AS

o? oS0 +1) = 2f(,5) + fl,5— 1) SN
—f-?] (AS) (AS)? —rfi,j) =0

und losen wir diese Gleichung nach f(i + 1,-) auf, erhalten wir
Fla+1,7) = a;f(i,5 = 1) + B f(i,5) + 7 f (i, 5 +1)
mit

1
Oéj = iAt(Tj — O'2j2)

B; =1+ At + rAt

1 . .
v = Al + o’5?) .

In Matrix-Notation nimmt das implizite Finite-Differenzen-Gleichungssystem
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die Form (Ay = b)

6 m 0 ... 0 0 0
(6) 52 Y2 oo... 0 0 0 f(l, 1)

' : (7)
0 0 0 ang—2 Ong—2 Ins—2 | \f(i, Ns—1)
0 0 0 ... 0 aNg—1 BNS—I

Fli+1,1) — ayf(i,0)
fli+1,2)
= : (8)

f(i+1,Ns—1) —yng-1f(i, Ng)

arll.

Um dieses lineare Gleichungssystem l6sen zu konnen, benétigen wir noch die
Anfangswerte (Randbedingungen der Differentialgleichung), gegeben durch
die Groflen

f(4,0) und f(i, Ng) .

Fiir eine Put-Option (européisch oder amerikanisch) mit Strike K setzen wir
als Randbedingung
f(NT7j) - (K _]AS)+ )

sowie

f(i,0) = K,
f(i,Ng) =0

Fiir die Randbedingung der Put-Option vergleiche (6). Im Allgemeinen ist
es aufwéndiger die Randbedingung zu bestimmen, als die PDE herzuleiten.

Zusammenfassend konnen wir mit folgenden PDE-Algorithmen nun européische

und amerikanische Optionen im Black-Scholes-Modell bewerten:
Algorithmus 4 (Implicit PDE-Solver fiir européische Put-Option)

1. Definiere f(i,j) geméB der Randbedingungen

f(Nr,j) = (K—jAS)+ )
f(Z,O) =K,
f(Z,Ns) =0.

o1



2. Fort=Nr—1to0

(a) Lose das Gleichungssystem aus (7)

Ay=1b
nach y.
(b) Setze f(i,-) =v.
3. Der Preis der Option ist
o = f(0,S50) .

Beachtet man noch, dass fiir amerikanische Optionen der Preis stets als das
Supremum der Auszahlung iiber alle Ausiibungsstrategien definiert ist, wir
also nur von allen Ausiibungsstrategien jene mit dem groften Wert verwenden
miissen, erweitern wir den Algorithmus fiir européische Put-Optionen wie
folgt:

Algorithmus 5 (Implicit PDE-Solver fiir Amerikanische Put-Option)
1. Definiere f(i,j) geméB der Randbedingungen
f(i,0) = K,
f(i,Sy)=0".
2. Fort=Nr—1to0
(a) Lose das Gleichungssystem aus (7)
Ay=1»

nach y.

(b) Verwende die Auszahlung mit dem grofitmoglichen Payoff:
Setze fiir 0 < j < Ng,

f(i,7) = max {y(j), (K — jAS)+} (Bellmann-Gleichung)
3. Der Preis der Option ist
o — f(O, So) .
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Bemerkung

Interessant ist die Interpretation der Variable y nach der das Gleichungssy-
stem (7), Ay = b, gelost wird. Diese Gleichung bestimmt y als den diskon-
tierten Erwartungswert bei Halten der Option.

Bemerkung (Konvergenz)

Eine Fehleranalyse des impliziten Verfahrens zeigt durch Analyse der Eigen-
vektoren der Matrix A, dass das implizite Verfahren uneingeschriankt stabil
ist und AS und At voneinander unabhéngig sind. Fiir Details siehe (Seydel
[2013]).

7.1.2 Explizites Verfahren

Ahnlich zum impliziten Verfahren, fithren wir nun im expliziten Verfahren
eine leicht gednderte Approximation der PDE durch. Das hat den Zweck,
spater ein einfacheres, direkt losbares Gleichungssystem zu erhalten, bei dem
nicht in jedem Iterationsschritt die Gleichung Ay = b nach y (z.B. mit dem
GauB-Algorithmus) gelost werden muss.

Wir verwenden fiir die partiellen Ableitungen nun Differenzenquotienten der
Art Vorwirts-Differenzen (f(i + 1,.) statt f(i,.)):

fl+1,5) = f(i,j)

fom iy ,
fon f+1,5+1) = f(i+1,5 - 1)

5 2AS ’
fo i Fl+1,5+1) — 2f(i+1,5) + fi+1,5— 1)
557 (AS)? '

Durch die Anwendung dieser Naherungen erhalten wir

Al +rjas 9AS
+?]2(As)zf( j+1) f((AS)2j) fi+1, )—rf(w) _0

und 16sen wir diese Gleichung nach f(7,-) auf, erhalten wir

f,9) =aifli+ 1,7 =) +b;fi+1,7) + ¢ fi+1Li+1),  (9)
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mit

1 1 1
(——rjAt + 50—23%15) ,

R Y R
1
b= —— (1— o%2At
J 1+rAt( 77 )’
1 1 1
= —riAt + —02j2At ) .
“ 1+mt<2” a7 )

Bemerkung

Die Variablen a;, b;, ¢; € (0, 1) konnen auch als Ubergangswahrscheinlichkeiten
angesehen werden. Mit der Interpretation von Knoten wie in Abbildung 7.1.1
entsteht ein Trinomialbaum, also ein Modell wo im Gegensatz zum Binomi-
almodell jeder Knoten drei Nachfolger besitzt.

Um (9) in Matrix-Notation fiir den Algorithmus zu tiberfiihren, definieren
wir noch M, eine Matrix, die mit den Ubergangswahrscheinlichenkeiten auf
Haupt- und Nebendiagonale einer Ubergangsmatrix der eingebettenen Mar-
kovkette entspricht,

bl C1 0 ... 0 0 0
as bg Co ... 0 0 0
M = (10)
0 0 0 aNg—2 bNSfQ CNg—2
0 0 0 0 ANg—1 bNS—l

Mit dieser Matrix M folgt nun:
Algorithmus 6 (Explicit PDE-Solver fiir européischen Put)

1. Definiere f(i,j) geméB der Randbedingungen

f(NT,j) = (K —jAS)+
f(Z,O) =K,
f(i,Ns)=0.

2. Fort = Npr—1to 0:

o4



(a) Berechne das Gleichungssystem

Cllf(?: —+ 1,0)
fa+1,1) 0
y=M : + :
f(l‘f‘l,NS—l) 0

CNs—]..f(Z. + 17 NS)
(b) Setze f(i,-) =y.
3. Der Preis der Option ist
mo = £(0,So) -
Ebenso wie beim impliziten PDE-Verfahren, verdindern wir den Algorithmus

fiir einen amerikanischen Put

Algorithmus 7 (Explicit PDE-Solver fiir amerikanischen Put)
1. Definiere f(i,j) geméB der Randbedingungen

f(Nr,j) = (K = jAS)"
f(,0) = K,
f(Z,SN) - 0 .

2. Fori = Ny —1to0:

(a) Berechne das Gleichungssystem

ar f(i+1,0)
fa+1,1) 0
y="M : + s
f(2+1,N5—1) 0

CNS—lf(i + 17 NS)

(b) Verwende die Auszahlung mit dem groftmoglichem Payoff:
Setze fiir 0 < j < Ng,

(i, 5) = max {y(j), (K — jAS)*}.
3. Der Preis der Option ist

Ty = f(oa SO) .
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Bemerkung (Konvergenz)

Eine Fehleranalyse des expliziten Verfahrens zeigt, dass die Parameter AS
und At nicht voneinander unabhéngig sind, sondern deren Wahl bewusst
vorgenommen werden muss, um Konvergenz sicherzustellen. Genauer gesagt,
muss 0 < AT < LAS? erfiillt sein. Fiir Details siehe (Seydel [2013]). Durch
die einfachere Berechnung des Gleichungssystems liefert das explizite Verfah-
ren aber zumindest eine etwas schnellere Laufzeit als das implizite Verfahren.

56



8 Longstaff-Schwartz-Algorithmus

Nach der Idee von Longstaff and Schwartz [2001] kann das Problem, die op-
timalen Ausiibungszeitpunkte zu finden, mit einer Kombination von Monte-
Carlo-Simulation und Regression als Approximation gelost werden. Der von
ihnen beschriebene Algorithmus wird in der Praxis gerne verwendet, wenn
Bermuda-Optionen auf mehr als ein Underlying betrachtet werden. Wahrend
eindimensionale Probleme meist effizienter mit Binomial-Baumen oder durch
numerische Approximation der Differentialgleichung berechnet werden, liefert
das Monte-Carlo-Verfahren in hoheren Dimensionen bessere Ergebnisse.

Der wesentliche Punkt im Algorithmus ist die Schitzung des bedingten Er-
wartungswertes der Snell-Einhiillenden durch Regression aus den Aktienwer-
ten des néchsten Zeitpunktes.

Mittels alleiniger Monte-Carlo-Simulation kann der Wert einer amerikani-
schen oder Bermuda Option in einem komplexen Modell im Allgemeinen
nicht berechnet werden, da zu jedem Zeitpunkt bekannt sein miisste, ob
Ausiiben optimal ist oder nicht. Also miisste a-priori bereits die optimale

Stoppzeit bekannt sein. Dies fithre dann zur Bewertung:

Bermuda Option Monte-Carlo

1. Bestimme die optimale Ausiibungsstrategie 7*.

2. Berechne den Wert 7y = E[e_”* BT*} mit Monte-Carlo-Simulation.

8.1 Riickwarts Induktion

Zugrunde liege ein Marktmodell mit endlichem Zeithorizont [0, 7], in dem wir
eine Bermuda Option bepreisen mochten. Die Option habe Ausiibungszeitpunkte

0§t1<t2<"'<tm:T,
und zahle bei Ausiibung den Betrag B;, aus.

Wir fiithren folgende Notation ein:
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e S(i) sei die Menge aller Stoppzeiten 7 mit Werten in {t;, ..., ¢y},

e V(i) =e "B, der Preis bei sofortiger Auszahlung zur Zeit ¢;.

Da wir a priori noch kein Wissen iiber die optimale Strategie besitzen, be-
ginnen wir mit Riickwérts Induktion zur Zeit T'. Unter der Annahme, dass
noch keine Ausiibung erfolgte, hat die Option den Wert By. Also liefert zur
Zeit T, wobei ja gerade S(m) = {T'} gilt, t,, = T die optimale Stoppzeit.

Zum Zeitpunkt t,,_1: Wir miissen nun entscheiden ob wir die Option jetzt
ausiiben sollten oder erst zur Zeit t,,. Diese Entscheidung stiitzt sich auf den
Werten der aktuellen Auszahlung und jenem Wert, den die Option liefert,
wenn wir die Option behalten und erst spéter ausiiben. Wir vergleichen somit
den aktuellen Payoff-Wert, also der Auszahlung V,, ; und den auf heute
diskontierten Payoff Br. Der Wert der diskontierten Auszahlung Br, unter
dem Wissen, dass die Aktie gerade Sy, Wert ist, liefert also

E|e " tm-1)By

Stmfl] .

Dieser Vergleich ist mit der oben eingefiihrten Notation dquivalent zur Uberpriifung
von V(m —1) und E[V (m)|S;,,_,]. Basierend auf diesem Vergleich setzen wir

auch die optimale Auszahlungszeit, 7(m — 1) = t,,_; oder 7*(m — 1) = t,,,

je nachdem, wo das Maximum angenommen wird.

Fithren wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir die Snell-Einhiillende fiir
das Stoppproblem der Bermuda Option, beziehungsweise das dynamische
Programmierprinzip dahinter. Wir finden demnach die Losung des Stopp-
problems

Ty = sup =F [e‘”BT} .

T7€S{to,-stm}

Dynamic Programming Bermuda Option, optimale Stoppzeiten und
fairer Preis

1. Sei
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2. Fiir jedes t;, i = m—1,...,0ist die optimale (bedingte) Ausiibungsstrategie
7(1) € S(i) gegeben als

= wenn V (3) > ]E[V(T(z' +1)
7(i + 1), sonst .

Sl

3. Zur Zeit t = 0 ist 7(0) die optimale Ausiibungsstrategie und somit der
faire Preis der Bermuda Option E [V(T(O))} .

Aber: Im Allgemeinen sind die benétigten bedingten Erwartungen hier nicht

bekannt. Wir miissen also nach einer geeigneten Methode suchen, um E [V(T(i+

Stl] zu approximieren.

8.2 Regression

Unter der Voraussetzung, dass der Aktienpreis S; ein Markov-Prozess ist,
nehmen wir an, dass die Auszahlung B; von der Form

Bt = f<t7 St)

fiir eine passende Funktion f (kurze Schreibweise f(S;) := f(t, S)).

Dann gilt auch

V(i) =g(i, S,) = e f(Sh) ,

mit einer messbaren Funktion w.

Um nun die bedingte Erwartung zu n&hern, verwenden wir Regression, in-
dem wir zusétzlich annehmen, das die Funktion u aus einer parametrischen
Familie von Funktionen U stammt. Und wir bestimmen jenes u € U, dass
die bedingte Erwartung im Least-Squares-Sinn minimiert, also

u=argminE|[E|g(i +1,5,,)

velU

Stl} - U(Sti)] .

Moégliche Kandidaten fiir die Wahl der Familie U sind unter anderem
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o U := {u ‘R — R)u(m) =S¢ it a; € R} :
o U = {u - R R’u(m) = Zle a;H;(x), a; € R}, mit Funktionen

H;,:RY >R und k € N.

Longstaff und Schwartz verwendeten beispielsweise die gewichteten Laguerre
Polynome als Basis fiir die Regression:

Fiir eine detaillierte Beschreibung moglicher Basis-Polynome sei auf Abra-
mowitz and Stegun [1970] verwiesen.

Durch die obige Wahl der Parametrisierung von U (Linearitét in den Koeffizi-
enten a;) reduziert sich das Least-Squares-Problem auf ein lineares Regressi-
onsproblem. Dieses 16sen wir, ausgehend von N unabhéngigen Realisierungen
des simulierten Aktienpreises St(;L ,n=1,...,N, j=1,...,m wie folgt:
Das Regressionsproblem im ¢-ten Schritt

N k
1 , A\ 72
iy £33 +1582) - Yo (38

j=1 =1
besitzt die Losung a*(i) = (ai(i),...,a;(i))".

Um den Losungsvektor zu bestimmen, berechnen wir die Pseudoinverse der
Design Matrix

HG ) - (m (s9).... B (S§j’>)> cm
H(i) = (H(z’,l)/,...,H<i,N>/>/ e RNk
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-1
H* (i) = (H(i)’H(i)) H(i) € RPN
und erhalten
a*(i) = H"(i)g(i + 1) € R¥,
wobei g(i + 1) € RY der Vektor der Daten g(i + 1,5 G)

t+1

) ist. Die Losung des

Regressionsproblems liefert dann einen Schéitzer C(S;4) fiir den Wert der
Option bei Nichtausiibung zur Zeit ¢;,

C(S;i) =) aj(i)) Hi(S) .

Diese Ergebnisse fassen wir nun zusammen:
Algorithmus 8 (Longstaff-Schwartz-Algorithmus fiir Bewertung einer Ber-
muda Option)

1. Wiéhle Basisfunktionen Hy, ..., Hy.

2. Generiere N unabhingige Aktienpfade
(Sﬁf),...,st(g}), j=1,....N.
3. Setze Endwerte (t,, = T')
Vim,j) =e"Tf(SY), j=1,...,N .
4. Firi=m-—1,..., 1L (Riickwarts Induktion)

e Lose das Regressionsproblem mit den optimalen Gewichten a* (i)
zur Zeit t;.

e Berechne die Schitzer der Halte-Werte (bedingte Erwartungswer-
te)
k

D10y = af()Hi(SY), j=1,...,N .
o Firj=1,...,N:
7i,j) = { et f(S), wemne i f(S7) = B(59:)

-~

V(i+1,j), sonst.

5. Setze
N A~
V(1,7)

Jj=1

1
N
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8.3 Konvergenz

Im Algorithmus zur Berechnung der Bermuda Option gehen zwei Arten von
Approximationen ein, die Quelle fiir einen Unterschied zwischen dem echten
V(0) und dem approximierenden V'(0) sein konnen:

e Der Diskretisierungsfehler bei der Schatzung der Regression durch die
Projektion auf eine finite Menge von Basisfunktionen Hq, ..., H;.

e Der Monte-Carlo-Fehler bei der Schitzung des Erwartungswertes durch
das arithmetische Mittel.

Der Konvergenzbeweis ist sehr aufwendig, wird aber sehr genau und rigoros
in Clément et al. [2002] gefithrt. Die Autoren fithren die Notation

VFO)= sup E [e_”BT]
TGS(Hl,...,Hk)
ein, wobei S(Hy, ..., Hy) nur Ausiibungsstrategien basierend auf dem zu-

gehorigen Regressionsproblem mit & Basisfunktionen sind. Weiters sei
VEN(0) = V(0),

der Longstaff-Schwartz-Preis ‘7(0), der bei Anwendung von N simulierten
Aktienpreisen mit Basisfunktionen Hy, ..., Hy berechnet wird.

Dann wird bewiesen, dass unter technischen Annahmen

e mit steigender Zahl an Basisfunktionen k der gendherte Preis
VF0) 2225 v (0)
zum wahren Optionspreis konvergiert.

e Mit steigender Zahl N von simulierten Aktienpreisen konvergiert der
Longstaff-Schwartz-Preis V5 (0) fast sicher gegen den approximieren-
den Preis V*(0), das heif}t

VEN(0) 2225 vE(0) f.s.
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Wir erhalten insbesondere, dass die Longstaff-Schwartz-Preise mit O(1/v/N)
nach V*(0) konvergieren, jedoch haben wir kein #hnliches Resultat fiir die
Anzahl an Basisfunktionen.

In Bally et al. (2005) wird gezeigt, wie sich die Bermuda Option asymptotisch
mit der amerikanischen verhilt. Das Resultat: O(1//m).

8.4 Varianten und Erweiterungen des Algorithmus

Vorschlidge zur Verbesserung des hier dargestellten Algorithmus, die in der
Literatur genannt werden, siche Glasserman [2004]:

e Options-Preis anhand der selben Daten ist eventuell biased und liefert
moglicherweise einen zu hohen Wert. Simuliere M neue Aktienkurse um
den Preis mit den zuvor erhaltenen Schitzern nocheinmal zu berechnen.

e Vergleich mit européischer Option, falls deren Wert verfiighar ist, wenn
Ausiibung moglich ist. Ausiibung also nur, falls der Ausiibungspreis
hoher als der simulierte Nichtausiibungs- und europ. Optionswert ist.

e Verwendung von nicht-linearer Regression.

e Obere Schranke mittels dualem Optimierungsproblem. LS-Algorithmus
liefert untere Schranke, zusammen kann also der Fehler gesteuert wer-
den. Dies fiihrt zum dualen Algorithmus von Andersen and Broadie
(2004).
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9 Andersen-Broadie-Algorithmus

Der Longstaff-Schwartz-Algorithmus liefert lediglich einen approximativen
Preis durch die Berechnung einer Stoppzeit, die aber im Allgemeinen nicht
optimal ist, Da der wahre Preis einer amerikanische Option aber als das
Supremum iiber alle Stoppzeiten

o = Sup ]E[e”’TBT]

T€S[0,T]

bestimmt ist, erhalten wir nur eine untere Schranke.

Die Frage bleibt offen, wie akkurat das Ergebnis, durch die Fehler der Diskre-
tisierung und Approximation beeinflusst, nun tatsichlich ist. Deshalb ist eine
obere Schranke notwendig, um ein besseres Versténdnis iiber die Qualitat des
berechneten Preises bilden zu koénnen. Es gibt mehrere Varianten von dua-
len Verfahren um obere Schranken fiir Optionspreise zu gewinnen. Die Idee
geht auf Rogers [2002], sowie Haugh and Kogan [2004] zuriick. Thre Arbeiten
waren mafgeblich durch die Betrachtung des dualen Optimierungsproblems
und dessen Numerik erfolgreich.

9.1 Duale Formulierung

Betrachten wir nun wieder eine Bermuda Option und die Schétzer V wie im
vorherigen Kapitel beschrieben. Der Beginn bei der Herleitung des dualen
Problems, ist die Tatsache, dass das Nichtausiiben der Option zum Zeitpunkt
t; moglicherweise nicht optimal ist, also

V(i) 2B [V(i+1)I8,]

gelten muss. Das sieht man ebenso in der Snell-Einhiillenden (der Bellman-
Gleichung) der Argumente, wenn das Maximum gebildet wird. Daraus schlie-
Ben wir also, dass der diskontierte Wert-Prozess V' ein Super-Martingal ist.

Nehmen wir nun ein beliebiges, zeitdiskretes Martingal M = (Mi)ie{0717,,_7m}
zur Hilfe, das an den selben Zeitpunkten ¢; wie die Option definiert ist und
mit My = 0 startet. Mithilfe des Optional-Stopping-Theorems,

E[MT] = E[MO] =0 )
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erhalten wir fiir den diskontierten Payoff-Prozess g(i, S;,) nun
Elg(r, Si)l = Elg(7, 5i,) — M-] (11)

und da 7 € {1,...,m} realisiert, gilt

EM%&J—MJSEqu%w%&J—Mﬁ}- (12)

Durch die beliebige Wahl von M bleibt diese Ungleichung auch richtig, wenn
wir das Infimum iiber alle moglichen Martingale auf der rechten Seite von
(12) nehmen. Ebenso gehen wir auf der linken Seite von (11) zum Supremum
iiber alle Werte von 7 iiber und bekommen schliellich aus

Blo(r. 5] < E | max {o(k,5,) ~ M| |

..... m

das duale Problem

V(0) = SEPE [g(T,S:)] < ijr\14fIE Lirllax {g9(k,St,) — Mk}] . (13)

,,,,, m

Der néchste Schritt ist nun, aus allen Martingalen ein bestimmtes Martingal
M zu wihlen, das fiir die obere Schranke gut geeignet ist, in der Hoffnung,
dass die Schranke

durch die spezielle Wahl von M moglichst klein ist.

Inspiriert durch die Doob-Meyer-Zerlegung des approximierten Wert-Prozesses
V definieren wir
My=Y" A0 =Y (V@) ~E V), . |) - (14)
i=1 i=1
Bemerkung
Die obige Definition (14) kann wie folgt interpretiert werden: Die Summe iiber
die Symbole A(7) beschreibt den Abstand der jeweiligen, zeitpunktweisen

Schétzer IA/(Z) von E [\7(@')|Sti_1].

Wiire die Approximation exakt, also die Ausiibungsstrategie aus dem Longstaff-
Schwartz-Algorithmus optimal, dann wére A(i) = 0 und a fortiori M = 0.

M misst also die Qualitdt der unteren LS-Schranke durch Summation der
Unteren-Schranken-Abweichung in jedem Zeitschritt.
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Bemerkung
Fiir jedes i = 1,...,k gilt

E [A(i)

Sti_l}
Su] ~E[VIS.,] =0

Sti_l] ) [‘7(2') _E ﬁ/(msti_l}
—E [\7(1')

Und als Summe dieser, der Modell-Annahme nach unabhéngigen A(3), ist M
nach Bemerkung 3.3 ein Martingal.

Der Nachteil dieser oberen Schranke M ist, dass wiederum ein bedingter
Erwartungswert berechnet werden muss. Dies fithrt uns auf die Anwendung
einer verschachtelten Simulation zuriick. Es bleibt also noch

e die Longstaff-Schwartz Stoppzeiten 7(i) zu verwenden,

e den bedingten Erwartungswert E [V(i)]StH} in (14) zu schétzen und

e mit den beiden vorherigen Approximation die rechte Seite von (13) mit-
tels (crude) Monte-Carlo zu berechnen um damit schliellich die obere
Schranke fiir den Optionspreis zu erhalten.

Obwohl die Berechnung von E [‘A/(i)‘Stifl] eine unkomplizierte Monte-Carlo-

Simulation an sich darstellt, konnen wir hier vereinfacht vorgehen; denn es
gilt

V(i) = E |g(ri, Si iy |0 (15)
g(i, St,) fiir g(i, S,) > C(Sy,:9)
- {E [g(T(i—i—l),StT(iH)) Sti} . fiirg(i, S,,) < O(Sy,, 1) (16)
9(i, St,) fiir (i, S,,) > C(Sy,: 1)
- {E [V(i+1) Sti] . fiir g(i,5,) < C(S,,,0) (17)

9.2 Andersen-Broadie-Algorithmus

Damit kénnen wir nun den dualen Algorithmus von Andersen und Broadie
(2004) formulieren.
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Algorithmus 9
Seien 7 (i) die Stoppzeiten aus dem Longstaff-Schwartz-Algorithmus die durch
die Regressionswerte

Sii) = aj(i)Hy(S)

gewonnen wurden.

Wiederhole fiir j = 1,..., Ny:

1. Simuliere einen Pfad des Prozesses Sgl, e ng an den Ausiibungszeitpunkten
der Bermuda Option, setze

Shy = S0
M =0.
2. Wiederhole fiir i =0,...m — 1:
e Sofern i > 0, berechne V (4, j) wie in (17).

— Simuliere Ny Unterpfade des Prozesses §f sy S Sk die mit

. ' b (it1)?
S = 5] starten.
— Schétze den bedingten Erwartungswert durch

} N2 Zg< Z +1 Stk?(z+1)> )

E [V(

Falls ¢ > 0 setze

N(i) =V (i, ) —E[V(i,5)IS]_,]
MJ = sz L A(D)

3. Setze

V(m,j)=g(m.5}) .
N(m) = V(m,j) —E [V(m.j)|si, ] .
Mj _M] 1+A]( ) -
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4. Berechne

up( C Qi Al
Y*(j) = max {g(i,S]) — M} .

i=

.....

Schétze die obere Schranke des Optionspreises durch das arithmetische Mittel
1 &
Sup -
=3 0.

Bemerkung
Zur Konvergenz gibt es noch keine theoretischen Resultate, wie bei dem
Longstaff-Schwartz- Algorithmus.

68



10 Policy-Iteration

Eine etwas andere Herangehensweise ist das Konzept der Policy-Iteration
um den Optionspreis zu berechnen. Mit einem theoretisch gleich schnellem
Verfahren wie Riickwérts Induktion zeigen Bender et al. [2008] wie auch
durch schrittweise Verbesserung einer Ausiibungsstrategie ein Verfahren zur
Bepreisung von amerikanischen Optionen, bzw. allgemeiner zur Berechnung
einer oberen und unteren Schranke erzielt werden kann.

10.1 Verbesserungsstrategie

Wie schon beim Optimal Stopping und den Algorithmen zuvor sehen wir
wieder das Problem der optimalen Ausiibung einer Option als das Bestimmen
einer guten Stoppzeit an. Dazu betrachten wir die Stoppzeiten {7(¢) }icfo,....m}
die wir als die Zeit interpretieren, zu der der Kéaufer der Option diese in
der Laufzeit {0,...,m} ausiiben wird, unter der Annahme, dass er bis zur
Zeit ¢ noch nicht ausgeiibt hat. Die Menge S; = {7(j) : j > i} beschreibt
die Stoppzeiten die erst ab dem Zeitpunkt ¢ realisieren. Z = (Z;)icqo,....m}
seien die Auszahlungen der Option, F = (F;)icqo,...m} sei die dazugehorige
Filtration und wie zuvor sind wir interessiert an der Berechnung von
Y:* = esssupE[Z,] .

TESi

Dann ist Y* die Snell-Einhiillende dieses Stoppproblems und der gesuchte
Optionspreis ist Y|

Um eine 6konomisch und mathematisch sinnvolle Bedingung an die Familie
von Stoppzeiten zu stellen, motivieren wir nun folgende Definition:

Definition 43
Eine Familie von Stoppzeiten {7(7)}ic{o,...m} heiBt konsistent, falls

i <71() <m,r(m)=m, (18)
(i) >i=71()=7(1+1), (19)

firi =0,...,m—1 gilt.
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Unserer Interpretation nach bedeutet das, dass der Kdufer vor dem Zeitpunkt
7 noch nicht ausgeiibt hat, aber ein Ausiibungszeitpunkt ab dem Zeitpunkt ¢
bis zur Falligkeit m moglich ist. Spétestens zur Zeit m wird der Investor aber
endgiiltig ausiiben. Das rechtfertigt die ersten beiden Bedingungen (18) in der
Definition. Nehmen wir nun an, dass 7(i) > ¢ gelte. Das heifit der Investor hat
von seinem Ausiibungsrecht bis jetzt noch keinen Gebrauch gemacht, wird
also erst ab dem Zeitpunkt i+ 1 ausiiben. Da nun zur Zeit ¢ und zur Zeit 1+ 1
erst ein Ausiibungszeitpunkt 7(i + 1) > i + 1 stattfindet, gilt 7(i) = 7(i + 1),
ie. (19).

Ein typisches Beispiel einer konsistenten Famile von Stoppzeiten findet man
mit

7(i) := inf {j 1< j<m,Z; > max E[Zp‘}—j]} :

T j+1<p<m

10.2 One-Step-Improvement

Wenn man bereits auf eine konsistente Familie 7 von Stoppzeiten zuriickgreifen
kann, erhélt man mit

T jH+1<p<m

7(i) ::inf{j:iﬁjﬁmjz'> max E[Zf(p)’]:j]}a

wieder eine konsistente Familie von Stoppzeiten. Insbesonders gilt 7(m) = m,
durch die Konvention max{® = —oo.

Diese aus 7 konstruierte Familie 7 nennen wir one-step improvement von
7. Warum diese Namensgebung sinnvoll ist, zeigen wir nun:

Sei Y (i, 7) der Wert des Prozesses ausgewertet an der Stoppzeit, ndmlich
Y(i,7) = E[Z)|F] -

Dann liefert One-Step-Improvement 7 einen hoheren Wert als die urspriingliche
Familie 7,

Y(i,7) > Y(i,7) .

Fiir einen Beweis siche Theorem 34.
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Das Prozedere um nun iterativ die Zielfunktion Y zu verbessern und das
optimale Y* zu approximieren, bedeutet schlichtweg diese sogenannte Policy-
Iteration durchzufiihren. Definiere rekursiv im j-ten Iterationsschritt

= Tj-1 s
Y}(l) = Y(i77j> )

um nach geniigend Iterationen eine gute Approximation bestimmt zu haben.

Man kann zeigen, dass Y;(¢) fiir j > m—¢ mit der Snell-Einhiillenden zur Zeit
1 ibereinstimmt. Das bedeutet also, dass theoretisch gesehen das Verfahren
mit Policy-Iteration gleich gut funktioniert wie Backward Induction. Aber
in jedem Iterationsschritt muss eine Approximation der Snell-Einhiillenden
durchgefiihrt werden, was anwendungsbezogen fiir gewdhnlich zeitintensiver
sein wird.

Bemerkung

Mit einer konsistenten Familie von Stoppzeiten 7 ist Y (0, 7) stets eine untere
Schranke fiir Y*(0). Dartiberhinaus liefert die duale Betrachtungsweise des
Problems die obere Schranke

Yiplr) i= | mox (2, - 1)

0<j<m

mit My = 0 und

10.3 Stabilitat

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Approximation des bedingten Er-
wartungswerts bei der Policy-Iteration auswirkt. Um den Fehler bei der Ap-
proximation zu beschreiben, fithren wir einen Fehlerprozess ¢() ein.

Sei 7 wieder eine konsistente Familie von Stoppzeiten und (EgN))ie{o,...7m} ein
F-adaptierter Prozess, dann definieren wir

T j+1<p<m

?(N)(i) = inf {j 1 <j<m,Z; > max E[ZT(p)|}‘j] +€§N)} '

71



Von diesem Fehlerprozess erwarten wir uns, dass er bei steigender Anzahl der
Approximierungsschritte N gegen Null konvergieren wird. Wir werden diese
Eigenschaft

(N)

lim ¢ = 0, P-fast-sicher

N—oo

von nun an voraussetzen.

Trotz der verschwindenden Fehlerterme ist aber noch nicht eine sichere Kon-
vergenz der Stoppzeiten garantiert. Bender et al. [2008] zeigen anhand von
zwei Beispielen, dass wir weder

7W) (1) — 7(i) in Wahrscheinlichkeit,
noch
Y(0,7M) - Y(0,7)
erwarten diirfen.

Was wir stattdessen erwarten konnen, sind folgende beiden Eigenschaften:

a) Es existiert eine Familie von Stoppzeiten 7V, so dass
7™M (i) — 7™ | — 0 P-fast-sicher
und fiir alle N gelte
Y (i, 7)) > Y(i,7),
das bedeutet, 7(V) ist zumindest so gut wie 7.

b) Die Unterschreitung von Y (i,7™¥)) unter Y (i, 7) konvergiert fast sicher
gegen Null.

Diese Eigenschaften legitimieren wir wie folgt:

Satz 33
One-step Improvement ist im Sinne von (a) und (b) stabil.

Bemerkung
Es geniigt a) zu beweisen.
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Beweis. Um zu zeigen, dass b) aus a) folgt, betrachten wir die Abschitzung
Y@@ -Y(E,7) < (V(E7) =y, 7))+ (Y(E,7Y) -Y(E7)_ .

Falls a) gilt, dann verschwindet der zweite Term und der erste Term konver-
giert mit dominierter Konvergenz ebenso gegen Null. O

Um fiir den Beweis eine passende Familie 7™ zu konstruieren, beschreiben

wir zuerst ein Kriterium, wann 7 zumindest so gut wie 7 ist.

Wir definieren ebenso

(i) = inf{j:iéjém,zj> max E%@)IE]}-

J+1<p<m

Dann gilt offensichtlich
7(i) = 7(4)
da 7 mit ,>“ statt ,>“ definiert ist.

Satz 34
Seien 7 und T zwei konsistente Familien von Stoppzeiten und gelte

T(1) < 7(1) <7(7) . (20)

Dann gilt

Y (i,7) > Y (i,7) > max {Zi,mng[ZT(p)LE]} > Y (i,T) (21)
p_l

Beweis. Die letzte Ungleichung gilt, da Y (i, 7) = E[Z, )| Fi].

Fiir die beiden noch zu beweisenden Ungleichungen definieren wir
37(2', T) = mng[ZT(p)u:i]
p=t

Y (i,7) = max E[Z,,| F]

p>i+1

Wir erhalten

?(% T) - 1{T(z)>z}i}(lu T) + 1{7(1):2} max {?(17 T)? Zz} (22)
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und mit der Konsistenz von 7,

E[Z- | Fi] = E[1{r)=iy Zi| Fi] + B[z Zr (i) | Fi]
= 1w=ipZi + Lo B[ Zr i) | Fi] -

Behauptung 1:
Y (i,7) > max {Zi, I?%}(E[ZT(I,)U}]}

Beweis der Behauptung durch Riickwartsinduktion nach .
Basis: 7(m) = 7(m) =m
Schritt t +1 —¢fir0<i<m-—1:
Durch die Ungleichung in (20) gilt die Inklusion der Ereignisse

{7(i) =i} c{7(i) =i} .
Somit gilt auf dem Ereignis {7(i) = ¢},

Y(i,7) =2 >Y(i,71) .

Auf dem Ereignis {7(i) > i} liefert die Induktions-Annahme,

Y (i, 7) = E[Zren) | F] = E[Y (i + 1,7)|F] > E[Y (i + 1,7)| F}
= max E[Z.,)|Fip1]| > max E[Z.,)|F]

i+1<p<m T i+1<p<m

=Y (i,1) .

Wiederum liefert (20) die Implikation

(7()) > i} € {7(3) > i} .

Dadurch gilt auf {7(:) > i},

=D

(i7 7—) Z Zz
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und wegen (22)

Y(i,7) =Y (i,7) auf {7(i) > i} .

Somit gilt Behauptung 1,
Y (i,7) > max {Zi,mng[ZT(p)]}"i]} :
p=t
Mit der speziellen Wahl 7 = 7 folgt die zweite Ungleichung des Theorems.

Behauptung 2:
Y(i,7) > Y(i,T)
Zum Zeitpunkt ¢ = m gilt hier sogar Gleichheit. Wieder verwenden wir

Riickwértsinduktion, nehmen also an, dass fiir 0 < ¢ < m—1 die Ungleichung
fiir ¢ 4+ 1 gelte.

Dann folgt auf {7(i) > i} N {7(i) > i}

Y(,7)=EY(+1,7)|F] >EY(@+1,7)|F] =Y(71)
durch die Induktions-Annahme.
Auf {7(z) > i} N {7(i) =i} gilt durch Behauptung 1,

Y(i,7) > Z; =Y (i,7)

Schlussendlich verschwindet durch (20) das Ereignis {7(i) = i} N {7(i) > i}.
Mit Behauptung 2 sind nun alle Ungleichungen des Theorems bewiesen.

]

Nehmen wir nun an, 7¥) (i) konvergiere P-fast-sicher gegen einen Stoppzeit
7(i). Als Grenzwert einer konsistenten Familie von Stoppzeiten ist auch 7
selbst eine konsistente Familie. Durch Riickwartsinduktion kann auch gezeigt
werden, dass 7 die Ungleichung (20) erfiillt. Die Idee dahinter sieht wie folgt
aus:
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Fiir den Fall 7(i) = i, wihle N > Ny(w), groB genug, so dass
TN () =1,

das heifit

(N)
7. > m ElZ Fl+e€ .
! i+1§%§m Zr) | Fi] + €

Mit dem Grenziibergang N — oo erhalten wir

Z; > max E[Z.|Fj] ,

i+1<p<m
das bedeutet

(i) =1.

Daraus folgt auf {7(i) = i},

Mit einem &hnlichen Argument und der Induktions-Annahme, erhalten wir
diese Ungleichung auch auf dem Ereignis {7(i) > i}.

Wir konnen nun

definieren und a) ist erfiillt.

Jedoch kénnen wir, wie bereits erwihnt, nicht erwarten, dass 7V (i) im All-
gemeinen konvergiert. Hier miissen wir etwas Vorsicht wahren und folgender-
weise fortfahren. Fiir jene w fiir die 7¥) (4, w) nicht konvergiert, sei 7 (4, w)
eine Folge, die den bedingten Erwartungswert besser approximiert (M > N),
sodass 7M) (i, w) konvergiert. Dann definieren wir 7N (4, w) fiir alle N als die-
sen Grenzwert. Andernfalls setzen wir 7(V)(i,w) = i, genau dann wenn eine
Teilfolge von 7M) gegen i konvergiert und 7") (i, w) = i. Intuitiv gesagt, soll-
ten wir im letzteren Fall beliebig einen Grenzwert einer Teilfolge frei wahlen
koénnen, sodass wir (20) erhalten. Somit wihlen wir 7V)(i,w) so nah wie
moglich an 7V (4, w).
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Diese Argumentation kann formalisiert werden durch die Definition

7™M (m) =m

und
FMG) =i = (7™M (3) > i fiir nur endlich viele M)
Vv (7M)(3) = i fiir unendlich viele M und 7™ (i) = 1)
TN () # i = 6 =76 4+1) .
Damit gilt:
Lemma 3
7N erfiillt ia)
Beweis (Bender and Schoenmakers [2006]). O

Bemerkung
Durch 7") < 7(4) erhalten wir,

lim sup 7™M (7) < 7(i) .
N—oo

Auf der anderen Seite liefert die Supermartingal-Eigenschaft der Snell-Einhiillenden
) <7T() =inf{j i <j<n,Z(j) >EY(G+DIF]}

Aufgrund der Tatsache, dass 7% eine Familie der zuletzt-stoppenden optima-
len Stoppzeiten ist, konnen wir daraus schlieffen, dass die Suboptimalitéat von
7N (fiir grofes N) daran liegt, dass eventuell zu frith ausgeiibt wird.
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11 Resultate

Das vorliegende Kapitel liefert einen Uberblick iiber die Bewertung von ame-

rikanischen Optionen mit den numerischen und simulierten Methoden, die

in dieser Arbeit beschrieben wurden. Hierbei werden zuerst Ergebnisse der

simplen, aber schnellen Verfahren mit einem Binomialmodell bzw. {iber die

Losung der partiellen Differentialgleichung prasentiert. Anschlieend finden

sich die Resultate der Longstaff-Schwartz-Methode und des Andersen-Broadie-
Algorithmus zum Vergleich wieder.

11.1 Amerikanische Put-Option

Betrachtet wurde ein Black-Scholes-Setting, mit folgenden Parametern:

Startpreis der Aktie... Sy =1
Volatilitédt...oc = 0.1
Riskofreier Zins...r = 0.01

Eine amerikanische Put-Option mit Laufzeit 7" = 1 und unterschiedli-
chen Strikes K = 0.9,1 und 1.1 wurde nun mit den beschriebenen Verfahren
bepreist. Zusétzlich zu den errechneten Preisen sind die jeweilige Rechenzeit
in Sekunden angegeben. Die Berechnung erfolgte mit einem Intel Quadcore
i7 Prozessor und 16 GB RAM.

Amerikanisch
Européisch
Payoff

Optionspreis
o )
@ @

o
~

o
N

o

. . . T
0.5 1 1.5 2 25
Aktienpreis

=)

Abbildung 2: Preisfunktion von amerikanischer bzw. europiischer Put-
Option
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11.1.1 Binomialmodell

Die Berechnung des Put-Preises im Binomialmodell ist hier mit drei verschie-
denen Diskretisierungsszenarien graphisch veranschaulicht. Aquidistante Zeit-
schritte im Modell wurden hierfiir mit m = 10, 30, 50 gewéhlt. Zur Approxi-
mation ergibt sich nun ein Binomialbaum, der startend bei der Wurzel Sy = 1,
zu den Knoten Sy-u und Sy-d weiterrankt. Im Beispiel ergeben sich p = 0.01,
u = 1.00448 und d = 0.99553. Wie im Theorieteil beschrieben, kann das Mo-
dell dargestellt werden durch eine binomialverteilte Zufallsvariable W,, mit
Parameter p = 0.50111.

o e o o o
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Payoff der Option
°
~

.
o e o o o
o
@

°
©
°
.
.
.

08 o . ° 005 * . .

07 .
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Abbildung 3: Preis und Payoff bei 10 Zeitschritten, Griin: Haltegebiet, Rot:
Ausiibungsgebiet
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Abbildung 4: Preis und Payoff bei 30 Zeitschritten, Griin: Haltegebiet, Rot:
Austibungsgebiet

Bei zunehmender Anzahl der Diskretisierungsschritte m erkennt man die
Konvergenz des Verfahrens, bzw. den Grenzwert in Abbildung 11.1.1. Einen
detaillierten Uberblick iiber das rechenzeittechnisch gesehen schnelle Bino-
mialverfahren liefert Tabelle 11.1.1
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Assetpreis

Abbildung 5: Preis und Payoff bei 50 Zeitschritten, Griin: Haltegebiet, Rot:
Ausiibungsgebiet
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Abbildung 6: Konvergenz des Verfahrens mit Zunahme der Diskretisierungs-
Schritte m

K=0,9 K=1 K=1,1
m Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit

10 0,00622457 | 0,000 || 0,035132221 | 0,168 || 0,104605016 | 0,169
100 0,00591013 | 0,001 || 0,035660902 | 0,003 || 0,104239574 | 0,003
1000 | 0,00590291 | 0,027 || 0,035712533 | 0,060 || 0,104223925 | 0,063
10000 || 0,00590030 | 1,613 || 0,035717608 | 1,716 || 0,104225771 | 1,722
20000 || 0,00590022 | 6,299 || 0,035717888 | 6,159 || 0,10422563 | 6,264

Tabelle 1: Preise von amerikanischer Put-Option im Binomialmodell

11.1.2 PDE-Methoden

Das implizite, als auch das explizite Finite-Differenzen-Verfahren zur nu-
merischen Losung der Black-Scholes-Differentialgleichung liefert eine einfach
Methode, die gleichzeitig duerst effizient ist. In kurzer Laufzeit lassen sich
akkurate Bepreisungsergebnisse erzielen. Insbesondere liefert das Verfahren
Preise fiir verschiedene Aktienstartpreise und Strikes implizit mit. Dieser
Vorteil kann beispielsweise bei der Kalibrierung von Modellen genutzt wer-
den, wenn eine Vielzahl von Options-Preisen berechnet werden muss. Man
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Abbildung 7: Preisoberfliche in Abhéngigkeit von Startpreis und Zeit

erhélt eine Flache an Preisen V(Sy, K') parametrisiert durch Aktienwert Sy

Optionspreis

Zeit (Jahren)

und Strike-Preis K, vgl Abbildung 11.1.2.

Aktienpreis

K=0,9 K=1 K=1,1
Nr Ng Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit
100 100 | 0,00591344 | 0,003 || 0,036047418 | 0,074 || 0,104459244 | 0,077
1000 | 100 || 0,00591017 | 0,019 || 0,03599401 | 0,022 | 0,10443875 | 0,021
5000 | 100 || 0,00590990 | 0,096 || 0,035989287 | 0,099 || 0,104436955 | 0,100
10000 | 100 || 0,00590987 | 0,217 || 0,035988697 | 0,222 | 0,104436731 | 0,221
10000 | 1000 || 0,00590013 | 0,448 || 0,035721094 | 0,447 || 0,104227673 | 0,44

Die Diskretisierung innerhalb des PDE-Losungs-Algorithmus beinhaltet je-
weils eine Unterteilung der Aktienpreise Ng und eine Unterteilung der Zeit
Nr. Beim expliziten Verfahren konnen numerische Fehler auftreten, wenn
die Bedingung fiir Konvergenz, 0 < AT < %ASZ, nicht erfiillt ist. Eine
praktische Wahl scheint Ng = 1000, N7 = 10000 zu sein. Hier bepreisen bei-
de Verfahren ziigig und liefern akkurate Ergebnisse. Im Falle des impliziten
Euler-Verfahrens konnte sogar eine grobere Diskretisierung gewéhlt werden

Tabelle 2: Preise des expliziten Euler-Verfahrens

um bessere Performance zu gewéhren.

11.1.3 Longstaff-Schwartz

Der Zeithorizont [0, T'] wurde diskretisiert, unterteilt in m Teile mit Aquidistanten
Stiitzstellen. Zur Bepreisung wurden n Pfade simuliert, die gemafi dem Mo-
dell einer geometrischen Brownschen Bewegung folgen. Fiir die Regression

wurden Polynome der Ordnung 2 verwendet.
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K=0,9 K=1 K=1,1
Nr Ny Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit

100 100 0,00590355 | 0,073 || 0,035914256 | 0,089 | 0,104384959 | 0,077
1000 | 0,00588960 | 0,006 || 0,035632119 | 0,007 || 0,104155707 | 0,006
5000 || 0,00588941 | 0,024 | 0,035629494 | 0,030 || 0,104153542 | 0,024
10000 || 0,00588940 | 0,050 || 0,035629416 | 0,053 || 0,104153469 | 0,051
1000 | 100 0,00590917 | 0,020 || 0,035980624 | 0,021 || 0,104431277 | 0,020
1000 | 0,00589866 | 0,058 || 0,035710732 | 0,062 || 0,104219582 | 0,057
5000 || 0,00589859 | 0,225 | 0,035708456 | 0,250 || 0,104217651 | 0,225
10000 || 0,00589858 | 0,436 || 0,035708385 | 0,459 || 0,104217589 | 0,473
5000 | 100 0,00590971 | 0,100 || 0,035986609 | 0,129 || 0,104435459 | 0,108
1000 | 0,00589974 | 0,278 || 0,035718367 | 0,389 || 0,104225757 | 0,324
5000 || 0,00589971 | 1,211 || 0,035716216 | 3,077 || 0,104223893 | 1,447
10000 || 0,00589971 | 2,689 || 0,035716149 | 2,914 || 0,104223834 | 2,735
10000 | 100 0,00590977 | 0,234 || 0,035987358 | 0,221 || 0,104435983 | 0,218
1000 | 0,00589988 | 0,588 || 0,035719345 | 0,573 || 0,104226544 | 0,578
5000 || 0,00589987 | 2,775 || 0,035717221 | 2,867 || 0,104224696 | 2,704
10000 || 0,00589987 | 6,136 || 0,035717157 | 5,360 || 0,104224638 | 7,013

Tabelle 3: Preise des impliziten Euler-Verfahrens

Aktienpreis

0.9

0.8

0.7
0

Zeit

Abbildung 8: 10000 Pfade einer Brownschen Bewegung mit Ausiibungsrand
der Longstaff-Schwartz-Methode

Der Algorithmus lduft in passabler Zeit, liefert aber eine relativ ungenaue un-
tere Schranke in Relation zum Rechenaufwand. Hinzukommt die numerische
Instabilitédt: Problematisch ist, dass numerisch gesehen Probleme auftreten,
wenn die Anzahl der Pfade erhoht werden. Durch die zusétzlichen Reali-
sationen kann es vorkommen, dass die Matrix im Regressionsschritt nicht
mehr gut konditioniert ist und in Folge beim Invertieren numerische Fehler
auftreten konnen.
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K=0,9 K=1 K=1,1

n m Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit
1000 | 100 | 0,00684333 | 0,347 | 0,03802581 | 0,454 | 0,10501135 | 0,461
1000 | 500 || 0,00664250 | 1,846 | 0,03723309 | 1,735 || 0,10661532 | 2,798
5000 | 100 || 0,00615735 | 1,595 || 0,03569475 | 1,624 || 0,10427962 | 1,639
5000 | 500 || 0,00656782 | 8,396 || 0,03626897 | 11,250 || 0,10429155 | 10,830
10000 | 100 || 0,00622537 | 3,294 | 0,03530596 | 3,110 || 0,10424250 | 3,079
10000 | 500 | 0,00622245 | 16,669 | 0,03571383 | 16,934 || 0,10394816 | 16,958
50000 | 100 || 0,00579604 | 15,602 || 0,03575490 | 16,464 || 0,10376960 | 17,700
50000 | 500 || 0,00583776 | 72,746 || 0,03554348 | 76,769 || 0,10380620 | 79,558

Tabelle 4: Preise des Longstaff-Schwartz-Algorithmus

K=0,9 K=1 K=11
m n Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit
10 100 | 0,00813731 | 0,197 0,04610318 | 0,185 0,11783630 | 0,202
100 | 100 | 0,00637088 | 1,884 0,04279044 | 2,012 0,13741542 | 2,060
10 500 | 0,00607661 | 2,694 0,03688785 | 2,764 0,10761240 | 3,132
100 || 500 | 0,00689431 | 32,077 0,04365915 | 30,064 0,11876643 | 32,398
10 1000 | 0,00597077 | 9,035 0,03748490 | 9,116 0,10735708 | 9,549
100 || 1000 | 0,00702085 | 101,601 0,03856707 | 105,454 0,11126404 | 106,767
10 5000 | 0,00606774 | 191,252 0,03583700 | 206,307 0,10494161 | 211,568
100 | 5000 | 0,00612214 | 2059,597 || 0,03657773 | 2049,927 || 0,10667371 | 2088,100

Tabelle 5: Preise des Andersen-Broadie-Algorithmus
11.1.4 Andersen-Broadie

Ahnlich dem Longstaff-Schwartz-Algorithmus zeigt auch der Algorithmus
von Andersen und Broadie gute Ergebnisse fiir eine obere Schranke, aller-
dings zu Lasten noch hoherer Laufzeit. Durch die verschachtelte Simulation
von 500 Pfaden innerhalb des Algorithmus fiir jeden Zeitschritt entsteht ein
enormer Berechnungsaufwand, der die praktische Nutzung des Verfahrens
erschwert. Hinzu kommt, dass der Monte-Carlo-Fehler durch die innere Si-
mulation ebenso schwerer kontrollierbar wird.

Nichtsdestoweniger ist das Verfahren niitzlich um Optionen mit komplizierten
Payoff-Funktionen zu bewerten, bei denen nur mehr auf Simulation zuriickgegriffen
werden kann. Zumindest erhélt man eine Art Konfidenzintervall durch die un-
tere Schranke aus Longstaff-Schwartz und die obere Schranke aus Andersen-
Broadie. Mit dem Durchschnittswert aus oberer und unterer Schranke kann
ein verniinftiger Punktschétzer definiert werden.
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K=0,9 K=1 K=1,1
Name Preis Zeit Preis Zeit Preis Zeit
PDE explicit 0,00590013 | 0,448 0,035721094 || 0,447 0,104227673 | 0,444
Binomialbaum 0,00590022 | 6,299 0,035717888 || 6,159 0,10422563 | 6,264
PDE implicit 0,00589987 | 6,136 0,035717157 || 5,360 0,104224638 | 7,013
Longstaff-Schwartz || 0,00583776 | 72,746 0,03554348 || 76,769 0,10380620 | 79,558
Andersen-Broadie || 0,00612214 | 2059,597 || 0,03657773 | 2049,927 || 0,10667371 | 2088,100

Tabelle 6: Vergleich der berechneten Preise der verschiedenen Algorithmen

11.2 Multidimensionale Resultate

Im selben Setting wie oben, bepreisen wir eine Multiple-Max-Call-Option auf
ein Biindel von 3,5 beziehungsweise 10 Aktien, unkorreliert mit Startwert
S = 1, Return p = 0.01, Volatilitit ¢ = 0.1 und r = 0.01. Die Preise
sind nicht mehr so akkurat wie im Eindimensionalen, trotzdem liefern die
Ergebnisse trotz der hohen Dimension des Bepreisungs-Problems durch die

Simulation immerhin ein gutes Interval fiir den wahren Optionspreis.

K | m |n LS-Preis AB-Preis

0,9 | 100 | 5000 | 0,99711908 | 1,15743473
0,9 | 100 | 10000 | 0,98792108 | 1,15382903
0,9 | 200 | 5000 | 0,99559171 | 1,14664510
0,9 | 200 | 10000 | 0,98425042 | 1,15666225
1 100 | 5000 | 0,92867589 | 1,08025302
1 100 | 10000 | 0,92170306 | 1,08241068
1 200 | 5000 | 0,91244554 | 1,07562599
1 200 | 10000 | 0,90959480 | 1,07860184
1,1 | 100 | 5000 | 0,84970736 | 1,00804423
1,1 | 100 | 10000 | 0,84929572 | 1,01074283
1,1 | 200 | 5000 | 0,83157095 | 1,02382657
1,1 | 200 | 10000 | 0,83710605 | 1,01178387

Tabelle 7: Preise einer Multiple-Max-Call-Option auf 3 Aktien
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m

n

LS-Preis

AB-Preis

100

5000

1,16925596

1,32292853

100

10000

1,16927185

1,30225759

200

5000

1,16160364

1,30682800

200

10000

1,16131799

1,30144155

100

2000

1,09378506

1,23484211

100

10000

1,09535732

1,24066828

200

5000

1,08256110

1,22055134

200

10000

1,09673104

1,24375947

1,1

100

5000

1,01926791

1,16639525

11

100

10000

1,02272606

1,16655099

11

200

5000

1,01676884

1,14519523

1,1

200

10000

1,01828669

1,16257494

Tabelle 8: Preise einer Multiple-Max-Call-Option auf 5 Aktien

K

m

n

LS-Preis

AB-Preis

0,9

100

2000

2,24011066

2,31712690

0,9

100

10000

2,23644103

2,31819585

0,9

200

5000

2,22683705

2,30236767

0,9

200

10000

2,22215233

2,30341429

1

100

5000

2,16560081

2,22036897

1

100

10000

2,16091708

2,24284508

1

200

2000

2,14432977

2,22491369

1

200

10000

2,14871681

2,23756269

1,1

100

5000

2,08600233

2,16539633

1,1

100

10000

2,09174493

2,16324016

1,1

200

5000

2,07600301

2,16275444

1,1

200

10000

2,06639851

2,15373251

Tabelle 9: Preise einer Multiple-Max-Call-Option auf 10 Aktien
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