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Ausgleichung der Hohenmessungen nach der Methode der kleinsten
Quadrate.

Wenn in einem Dreiecksnetze mehr Zenithdistancen gemessen wur-
den; als zur Bestimmung der Hohen der Dreleckspunkte unumginglich noth-
wendig sind, so lassen sich, analog wie bei den horizontalen Messungen,
Bedingungen angeben, welche erf'ullt werden miissen, wenn die gemessenen
Hohen bei der Vergleichung unter einander von jedem Widerspruch frei
werden sollen. Diese Bedingungen stellen die Unterschiede oder die Fehler
dar, welche zwischen den nothwendigen und den iiberschiissigen Bestimmun-
gen der Hohenunterschiede satt finden, und kénnen eben so, wie die Bedin-
gungen in einem horizontalen Dreiecksnetze, nach der Methode der kleinsten
Quadrate behandelt werden. Es kémmt daher zuniichst darauf an, die Be-
dingungen zu formiren, und eine Regel aufzustellen, aus der sich ihre Anzahl
mit Sicherheit erkennen Lilst, damit man nicht zu viel und nicht zu wenig
Bedingungen in die Rechnung aufnehme.

In einem Dreieck 4BC kénnen drei Hohenunterschiede, zwischen
A und B, zwischen A4 und € und zwischen B und € gemessen werden.
In Bezug z B. auf den Ausgangspunkt A (dessen Hohe man als gegeben
ansehen oder gleich Null annehmen kann) bestimmen die beiden ersten
Héhenunterschiede die Hohen der beiden andern Punkte B und C; der dritte
Hohenunterschied liefert daher eine Bedingungsgleichung, ganz so, wie der
dritte gemessene VVinkel in dem horizontalen Dreieck. Hieraus folgt: mwenn
in einem Dreieck die Hohenunterschiede zwischen je zwei Punkten gemes-
sen sind, so ist eine Hohenbedingung vorhanden.

Die Formation der Hohenbedingungen wird durch die folgende Be-
trachtung sehr einfach: Wenn man in einem Dreieck von einem Punkt aus-
gehend, in der Richtung der Seiten dem Umfange folgt, bis wieder zu dem
Ausgangspunkt zuriick, so ist klar, dals man eben so viel herabsteigen muls,



nach der Methode der kleinsten Quadrate. 435

als man hinaufgestiegen ist, oder umgekehrt. Hieraus folgt also: dafs die
Summe der Hohenunterschiede zwischen den Winkelpunkten eines Dreiecks
gleich Null sein mufs.

Eben so folgt aus denselben Griinden, dals die Summe der Héhenun-
terschiede zwischen den Umfangspunkten einer jeden Figur gleich Null sein
mufs. Legt man aber zwei Dreiecke, in denen die obige Bedingung erfiillt
ist zu einem Viereck zusammen, so ist die Hohenbedingung des Umfanges in
dem Viereck mit erfiillt. Der Beweis von dieser Behauptung ist sehr einfach.
Es sei h, der Hohenunterschied der gemeinschaftlichen Seite beider Dreiecke
und:

fir das iste Dreieck 0 — —+ A, - h,—h,
- - 2te - 0—*—h+h—h
so ist fir den Umfang des Vierecks 0 — —+ h,—&, - b, —4,

Hieraus ergiebt sich, wie leicht einzusehen, dals in jeder Figur, die
aus Dreiecken zusammengesetzt ist, die Hohenbedingung des Umfanges mit er-
fiillt ist, sobald die Hohenbedingungen der einzelnen Dreiecke erfiillt sind. Diese
Betrachtung erleichtert die Formation der Bedingungsgleichungen wesentlich,
weil daraus hervorgeht, dals man bei allen Figuren, die aus Dreiecken zu-
sammengesetzt sind, nur die Héhenbedingungen in den Dreiecken aufzusuchen
und zu erfiillen hat, um allen andern Hohenbedingungen, welche noch in der
Figur enthalten sind, zugleich mit Geniige zu leisten.

Die Bestimmung der Anzahl der Bedingungsgleichungen, welche in
einer Figur vorhanden sind, hat nach dem bisher Gesagten keine Schwierig-
keit mehr: sie ist gleich der Anzahl der gemessenen Hohenunterschiede, we-
niger der Zahl der Hohenunterschiede die (von einem Ausgangspunkte aus)
zur Bestimmung der iibrigen Punkte durchaus nothwendig sind. Oder in
Zeichen: Hat eine Figur » Punkte, so sind von einem Ausgangspunkte aus,
n—1 Hohendifferenzen zur Bestimmung der iibrigen Punkte nothwendig;
sind nun iiberhaupt in einer Figur, m Hohendifferenzen gemessen, so ist die
Anzahl der Bedingunsgleichungen — m—n — 1.

Fiir das Dreieck, ist m — 3 und » — 3, also giebt m—n - 1 eine
Bedingung; fiir das Viereck mit beiden Diagonalen ist m — 6, n — 4, also
m—n -1 = 3 Bedingungen.

Fiir das Viereck um einen Mittelpunkt ist m — 8, » — 5, also
m — n — 1 gleich 4 Bedingungen u. s. w.
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Nennt man #/ den Hohenunterschied zwischen zwei Punkten, so ist
nach Gleichung 6:
H=s cotg ( 2—3= (1—F) )
Die Abhiingigkeit einer kleinen Héheninderung von der Zenithdistance z
findet man durch Differentiation dieser Gleichung nimlich:

o S0 s s.dz
dH — d.s cotg (%557 (A5 k) Ysaross e

Sind die Hohenunterschiede nicht grofs, so ist z nahe an 90°, und

man wird ohne erheblichen Fehler Sin z2 — 1 setzen kénnen. Auf die

Zeichen ist sorgfliltig zu achten: ist z kleiner als 90° so ist dz negativ; ist
z grofser als 90° so ist es positiv. Oder: ist der Hghenunterschied positiv,
so ist dz negativ, und ist der Hohenunterschied nagativ, so ist dz positiv.
Bezeichnet man in einer Figur die gemessenen Hohendifferenzen durch
H,, H,, H, ... die zugehirigen Entfernungen durch s,, s5,, s,,...., und die
unbekannten Verbesserungen der Zenithdistancen durch (1), (2), (3) ... so

formirt man die Bedingungsgleichungen nach den gegebenen Vorschriften, in-
dem man — 2 (1) zuo + H, und + 2(2) zu — H, u. s. w. hinzufiigt. z. B.
In einem Dreieck 4 BC sei der Hihenunterschied zwischen 48 — —+ H,
zwischen BC — -+ H, und zwischen CA4 — — H,; und s, s, 5, die

Y

entsprechenden Entfernungen, so findet man die Bedingungsgleichung:
B — + H1 + Hz—H3—'i'(_1)_ s, (2) _’_3/1/(.3)
und wenn man den bekannten Werth von - #, + H, —H, — a setzt:
0= g2 2@ | %G

Auf ganz ihnliche Veise bildet man alle iibrigen Bedingungsgleichungen.
Wenn simmtliche Bedingungsgleichungen formirt sind, so werden sie
mit den willkiirlichen Faktoren I, II, IIl ... multiplicirt und bis zur Bestim-
mung der Verbesserungen, nach der in §. 101 gegebenen Anleitung behandelt.
Die Verbesserungen (1), (2), (3) ... driicken die Veriinderungen der Zenith-
distancen in Secunden aus; die ihnen entsprechenden Hghendinderungen, die
mit A,, A,, A, ... bezeichnet werden migen, findet man, indem man sie mit
den zugehérigen in Bogentheilen von einer Secunde ausgedriickten Entfernun-

gen multiplicirt. Man erhilt daher wie oben A, — *(1); A, = 22(2) u.s.w.

Ist die Anzahl der gleich gut beobachteten Zenithdistancen ungleich,
so sind die Gewichte derselben der Anzahl der Beobachtungen propor-
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tional zu setzen Die obige Behandlung der Aufgabe setzt voraus, dafls %
eine bestindige Grilse sei, es leidet indessen keinen Zweifel, dafs die aus der
Veriinderlichkeit von % hervorgehende Unsicherkeit, die der Beobachtungsfeliler
bei weitem iibertrifft; es giebt aber kein Mittel, diese Verinderlichkeit ihrem
Werthe nach zu schiitzen, wodurch sie sich der Rechnung giinzlich entzieht.

Anmerkung. Wenn Barometermessungen in dhnlicher Weise angeordnet werden, so sind
die gemessenen Hohenunterschiede innerhalb mifsiger Grenzen unabhiingig von den Ent-
fernungen, aber abhingig von den Verinderungen, welche ein festes Barometer in der
Nihe, wihrend der Zwischenzeiten der Beobachtungen anzeigte, weil bei veriinderlichem
Barometerstande die Hohenmessung unsicherer wird. In diesem Fall erhalten die Be-
dingungsgleichuugen die Form:

0=a—4,—4, + 4;
und die Gewichte der Verbesserungen konnen den Veriindernngen eines festen Baro-
meters umgekehrt proportional gesetzt werden.




