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~ 10. Neue Auflésung 8. mit dem KolP’schen Pol. Bevor wir zur
Moglichkeit b) iibergehen, zwei Su- und zwei 8i-Gl., ist nochmals die 2. Auf-
16sung 8. vorzunehmen, wie bereits oben angedeutet ist. Sie ist ndmlich a. a. O.
nur durch eine kleine Rechnungs-Unsicherheit so ungiinstig geworden, dass der
scheinbar gar zu grosse Widerspruch von 22 Einh, in der einen §i-Gl. nach der
Ausgleichung iibrig blieb: es soll bei jener Anwendung des (fiir die Schirfe der
Rechnung ungiinstigen) Koll’schen Pols in der Aufstellung der Si-Gl. (Jordan
a. a. 0., Z. 22 von oben) heissen

(23) log sin 4 =1log sin 84° 17" 25” — 9.997 8400 statt 9.997 8399.

Dies lidsst sich freilich z. B. aus der Bruhns’schen 7stelligen Tafel nicht erkennen,
. wo man nur bei Abrundung des Schaltteils fiir 57,00 gleich ;— 21 Einh.; = 10,5

Einh.,, auf 11 die Zahl ...8400, bei Abrundung auf 10 aber ...8399 erhilt.
Aus der Schron’schen Tafel (oder einer dhnlich eingerichteten) dagegen, (selbst-
verstandlich noch einfacher aus einer 8stelligen Tafel, wie sie ja jetzt ebenfalls zu
Gebot steht, die wir aber hier ausschliessen wollen), sieht man sofort, dass es bei
7stelliger Abrundung . ..8400 heissen muss: in logsin 84° 17 20" =9.997 8359
ist die letzte Ziffer nicht unterstrichen, d. h. etwas grosser als 9 zu denken.
An sich ist also der gewdhnlichen 7stelligen Rechnung a. a, O., z. B. mit den
Bruhns’schen Tafeln, kein Vorwurf zu machen, wenn auch tatsichlich in der Aus-
recanung der Gleichung (K) log Z etwas zu klein und ungliicklicherweise gleich-
zeitig log N ziemlich zu gross geworden ist. Rechnen wir niamlich etwas schirfer,
aber immer noch 7stellig, mit Schron bei Beachtung der —-Striche der letzten
Ziffer und mit Anwendung der schirfern, nach Anblick der vorhergehenden und
der folgenden Zahlen geschitzten 10”-Differenz, so ergeben sich, ohne jede nennens-
werte Mehrarbeit, nachstehende Werte fiir die Koll’sche §/-Gl., wobei nur noch
daran zu erinnern ist, dass die Ziffern der 8. Dezimale nicht scharf sind, sondern
nur zur Sicherung der 7. Dez. mitgefiihrt werden:

Diff. 10” Diff. 10”
sin (1 +2)| 9.967 0150.8 85.2 sin3 | 9.997 8401.8 21.0
sin4 | 9.997 8399.7 21.0 ||sin(5+6)| 9.9670133.8 85.2
sin6 | 9.9469028.7 | 1109 sin 1 9.9469039.8 | 110.9
Z 9.91175:9.2 N 9.9117575.4
Es ist also fiir (scharfer gefiihrte, aber immer
A noch) 7stellige Rechnung ganz sicher, dass

1 log Z —log N =w = + 4 Einh,;

zu setzen ist (in + 3.8 ist wie bemerkt die
Dezimale etwas unsicher); Jordan hat a. a. O.

log Z =9.911 7579, log N=19.9117576,

Q| ®

JAs K w = + 3 Einh.;.
Es ist nicht ohne Interesse, mit der vorstehenden
¥ schirfern 7stelligen Rechnung die mit einer
6 noch genauern Log.-Tafel zu vergleichen; es
3 mag dazu nicht eine 8stellige, sondern der

10stellige Thesaurus von Vega gewdhlt sein
(italienische Neuausgabe) trotz der unbequemern
Einschaltung mit 2ten Differenzen. Man erhalt

Fig. 8.

folgende Zahlen:
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das Absolutglied der Si-GlL

sin (1 4 2) — sin 67° 57°03” | 9.9670151.032 o P e Finh

sin4 =sin84 17 25 | 9.9978399731 (mit hier unsicherer 3. Stelle

sin6 =sin62 14 29 9 946 9028.570 nach dem Komma), oder fiir

Z 9.9117579.333 (25) 7 stell. Rechn. w =+ 4, fiir

Sn3 —sin84° 17267 | 9.9978401.836 Sstell Rebilh W = +,39, Hir
sin (54 6)=sin67 57 01 | 9.9670133.976 9stell. Rechn. w =+ 387,

sinl =sin62 14 30 | 9.9469039.652 je mit Sicherheit filr die letzte

Ziffer. (Oben nach (24) ist

N | 9.9117575.464 also zufillig bei + 3.8 auch

die Dezimale fast richtig geworden.) Zur Einschaltungsrechnung bei (25) ist viel-
leicht die Bemerkung nicht iiberfliissig, dass man hier, wo es sich durchaus nur
um Einschaltung fiir ganze ” (ganze Zehntel des Tafelintervalls) handelt, gar kein
besondres Rechenhilfsmittel braucht, indem man die der 1. Differenz entsprechenden
Schaltteile am besten durch direktes Ausmultiplizieren rechnet. Als Beispiel diene
log sin 67° 57" 03”; die Tafelzahlen sind die unten links stehenden, somit zu rechnen
wie rechts: :

Tafel-Sinus, letzte Schaltteile in Einh.;,:
7 Ziffern 0.3.—07
67° 57" 00" | 0125 448 0,3 .85276 + - 10 & s— 12

85276 ;

10 | 0210724 ., —1 —95582,8 +1,3= 25584

20 | 0295988 —11 0125 448
85253

30 | 0381 241 0151 032

(Es mag auch noch beigefiigt sein, dass fiir die 1. Auflosung 8., mit dem
Jordanschen Pol, die 10stelligen Zahlen werden:

' log Z = 8.632 8637.682, log N = 8.632 8911.247, w = — 273.6 Einh.;,

iibereinstimmend mit Jordan, wihrend hier eine Abweichung um 1 oder selbst
mehrere Einheiten der 7. Dezimalen auch formell keine Bedeutung hitte).

Lassen wir nun also im iibrigen die Jordan’schen Zahlen unverdndert und
nehmen nur das gemiss (24) in w=+ 4 verbesserte Absolutglied der 8/-Gl. fiir
den Koll’schen Pol, so lautet diese $/-Gl. fiir Einheiten der 7. Dezimalstelle:

(26) —2,4v, +86v,—2,1v;+2,1v,—86v;+2,4v; +4=0;

etwas richtiger wiirden die Koefiizienten der v (nach den verbesserten bei (24)
angeschriebenen Differenzen) diese werden:

27) —2,6v, +8,5v,—2,1vs+2,1 v,—85v;+26v,+4=0, oder + 3,9=0.

Lassen wir, um zu zeigen dass in manchen Fillen die Durchdivision der §/-Gl. mit
bestimmter Zahl (wie bei Jordan, a. a. 0. S. 265, um auf Einheiten der 6. Dezi-
malstelle zu bringen; bei (26) wire Division nur mit 4 besser als die mit 10) wenig
Vorteil bietet, die Gleichung (26) ganz unveréndert in Einh., stehien, und nehmen
wir die drei Su-Gl. von Jordan a. a. O. hinzu, so ergibt sich folgende Zusammern-
stellung der v-Bedingungsgleichungen:

v, l 'v., vy vy Vs l ' v; Vg W “ k
og ] — 24 +86[=21]+21 Y Y | +4 || +0,00704
(28) 1 ‘ . : ) L il tedh | ~ei 102500
bbby il ) : ; Al on | b e G UES
: : ; 0 B 9 0 oo Lol il 6899




o Ol e

Die entsprechenden Normalgleichungen der Korrelaten werden (vgl. die Gleichungen
(21) bei Jordan-Eggert, S. 267)

168,3 k, + 0. k, + 4,10 k; — 4,10 k, + 4,00=0

0 1 +2 +2 — 3,00
+410 +2 4 0 —1,00
—410 42 0 4 — 6,00; ihre Auflésung braucht

nicht mit Beniitzung des Gauss’schen Algorithmus (erst k, und dann mit Riick-
wirtsrechnung aus den vorhergehenden (Gleichungen bis zu k) gemacht zu werden,
sie konnen vielmehr einfacher und sogar fast vollstindig im Kopf aufgeldst werden,
worauf ihr besonderer Bau hinweist: von der Summe der 3. und 4. Gleichung die
2. abgezogen gibt 2(k; +k,)—4=0, d. h. k; +k, =2,0000, womit aus der

zweiten folgt k, =——711=—0,2500. Die Differenz der 3. und 4. Gleichung wird

ferner 8,20 k, + 4 (k; —k,) + 5,00 =0; mulipliziet man diese Gleichung mit 41/,,
durch, d. h. erhéht die Koeffizienten alle um 1/,, ihres Betrags, so lautet sie

8,405k, + 4,10 (k; —k,) + 5,125 =0. Zieht man diese
Gleichung von der ersten ab, so erhdlt man die Gleichung fiir k, 159,9 k, — 1,125
=0, woraus k, sich ergibt und ebenso (k; —k,); da auch (kg + k,) schon be-
kannt ist, so ist die Auflosung in kiirzester Zeit zu beenden. Die Werte der k
sind oben in (28) in der letzten Spalte bereits neben die einzelnen v-Bedingungs-
gleichungen gesetzt.

Es ist hier noch Anlass gegeben, die soeben aufgeldsten Normalgleichungen
mit denen der Aufldsung 9. zu vergleichen. Trotz der gegen (21) weit weniger
symmetrischen Anordnung der in (28) auftretenden v werden bei unserer soeben
ausgefiihrten Auflosung die Normalgleichungen dem Anblick nach kaum wesentlich
unbequemer fiir die Rechnung als dort und da man bei (21) nach der Bestimmung
der Korrelaten k jedes der v aus drei Summanden zusammensetzen muss, wahrend
dies bei (28) nur fiir zwei der v zutrifft und die andern sechs aus je zwei
Summanden sich ergeben, so scheint der Unterschied zwischen beiden Auflosungen
in Beziehung auf die Bequemlichkeit der Rechnung ganz zu verschwinden. Indessen
ist die Auflosung der aus (21) gebildeten Normalgleichungen doch noch etwas
bequemer als die der Normalgleichungen aus (28), weil dort der Wert einer Korre-
late sofort angeschrieben werden kann und hier nur der zufillige Umstand giinstig
wirkt, dass, wie soeben beniitzt, 4,10 eine fiir die Auflosung sehr bequeme Zahl
ist. Im ganzen bleibt doch die in 9. gemachte Bemerkung bestehen, nach der die
moglichst symmetrische Form der v-Bedingungsgleichungen nicht nur eine (ganz
unwesentliche) Vermehrung der Rechenarbeit bringt, sondern auch eine (nicht un-
wesentliche) Vereinfachung der Aufldsung der Normalgleichungen und dass im ganzen
dieszr Vorteil jenen Nachteil bei der Vierecksausgleichung etwas iiberwiegt.

Bildet man gemiss (28) mit den gefundenen k-Werten die einzelnen v, so
erhdlt man das nebenstehende System, dessen [vv], iibereinstimmend mit — [wk],
- auch fast nicht nachweisbar iiber die erste Zahl (18) und

vy =+07%1008 gie ays (22) folgende Zahl sich erhebt, ndmlich wird

‘;’:ig aoa0 [vv]=9,383 [gegen 9,404 bei der zweiten Zahl (18)].
v3= 4 ’6470 Die grosste Abweichung in den v, die zwischen den Auf-
(29) {y. — + 1 5714 losungen von Jordan mit Verwendung der $i-Gl. J oder K
v2=+1 :3992 (8. 1 und 8. 2) 07,057 betrug (bei v, und vy; der nichst
v, =+1 ,3822 grosste Unterschied von 07,025 bei v; und vg), vgl. (16)
ve=+0,1178 und (17), ist hier zwischen 10. und 8. 1. auf weniger als
100" (07,0095 bei v, und v;, den gefihrlichen spitzen
Winkeln) gesunken (es folgt 07,0042 bei v; und v,). Der Leser bilde ferner selbst
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die Dreiecksschliisse, er wird durchaus gutes Stimmen finden. Sehen wir aber hier
vor allem noch, wie genau die 8§-Gl. mit dem Pol J (die gefihrlichen spitzen
Winkel enthaitend) erfiillt ist, die bei Jordan’s Aufldsung 8. 2 mit dem Koll’schen
Pol 22 Einh., Widerspruch nach der Auflésung iibrig gelassen hatte. Wir finden
bei 7stelliger schirferer Rechnung mit Hilfe von Schron (Beachtung der — Striche
und Einschaltung mit Hilfe der genau abgelesenen Differenzen fiir 10”), fiir die freilich
die 07,0001 keine Bedeutung mehr haben, die nebenstehenden Zahlen:

Es bleibt also auch nach der
sin (1 + 2) =sin 67° 57" 37,5294 |...70155.4 Berichtigung der Ausgleichung
sin7 =sin27 45 29 ,3822|. ..81441.1 unter Anwendung der Koll’schen
sin5 —sin 5 42 33 ,5714|...77431.9 Si-Bedingungsgleichung in der Tat
= in der empfindlichsten $/-Gl., der
Z|8.6329028.4 Jordan’schen, ein Widerspruch

sin8 —sin27° 45'307,1178|...81470.5 Vvon 3 Einh; mach der Ausglel-

i F e DA RS chung bestehen; nach wie vor ist
sin (5 + 6) =sin67 57 3 ,9706...70189.1 4. "¢ 1uce der Rechning mit

sin2 =sin 5 42 33 ,4286|...77401.8 Bepjitzung des Jordan’schen
Pols fiir die 8/-Gl. grosser als bei

N Eopaiold der $/-Gl. mit dem Koll’schen

Pol, wenn der Unterschied auch nicht so gross ist wie nach der Jordan’schen
Darstellung. Gerade die ausserordentliche Empfindlichkeit dieser neuen
Ausgleichung 10. gegen die kleinste Unsicherheit im Absolutglied der
angewandten 8/-Gl. [erste Gleichung (23)] zeigt vielleicht deutlicher als andre
Wege die grossere Zweckmiassigkeit der Jordan’schen §i-Gl  Es ist dabei
zunichst nicht wichtig, dass sachlich die Unterschiede in den gefundenen v-Systemen
(16) und (29) ganz ohne Bedeutung sind. Man kdnnte natiirlich, woiauf bereits
Jordan a a. O. S. 268 hinweist, die Koll’sche §/-Bedingung und damit diese
ganze Ausgleichung sehr verschidrfen, wenn jene Gleichung 8- oder gar 10stellig
aufgestellt wiirde. Aber man will und soll bei einer trigonometrischen Figur, in
der die Widerspriiche in der Summe der Winkel der einzelnen Dreiecke bis zu
6” gehen und in der der m: F. eines gemessenen Winkels 1!/,” betrigt, nicht
8- bis 10stellig rechnen miissen, schon 7stellige Rechnung ist hier eigentlich iiber-
trieben genau. Eben deshalb kommt es aber auch, vom praktischen, nicht vom
theoretischen Standpunkt aus, bereits auf die 07,01 in den v durchaus nicht an,
schon die 1/,,” geht fast iiber die hier vorhandene praktische Notwendigkeit hinaus und
es ist also praktisch gleichgiiltig, ob die v bei zwei verschiedenen Ausgleichungen
dieses Vierecks iiberall auf die !/,,” stimmen oder nicht. So ist auch sachlich
der Widerspruch von 3 Einh.; in der vorstehenden $/-Gl.-Probe nach der Ausgleichung
vollstindig ohne Belang. Man muss sich erinnern, dass in den Winkeln 5 und 2,
die in dieser $/-Gl. vorkommen, einer Aenderung des Winkels um 1” eine log sin-
Aenderung von rund 210 Einh.; entspricht und der sich zeigende Widerspruch von
3 Einh.; demnach durch !/;,” Fehler in dem einen der Winkel 5 oder 2 bereits
erklart wire, wihrend sachlich und praktisch das 10fache dieses Betrags kaum
von Bedeutung ist. Selbst die 22 Einh, Widerspruch bei der Jordan’schen Auf-
16sung in der $i-Gl mit J als Pol nach der Anwendung der Koll’schen Si-Gl. be-
dingen nur rund 1/,,” Aenderung in einem der Winkel 2 oder 5 und wiren also

ohne praktisches Bedenken, auch wenn sie der neuen Aufldsung mit dem ver-
besserten Absolutglied der $/-Gl. entsprichen. Trotz alledem ist natiirlich die Wahl
des Koll’schen Pols nicht zu empfehlen, sondern die Wahl des Jordan’schen
Pols zweckmissiger, weil mit der letzten durchaus nicht etwa eine Mehrarbeit
im Vergleich mit der ersten verbunden ist, wenn man nicht die etwas sorgfiltiger
und mit mehr Ziffern zu machende Einschaltung im log sin kleiner Winkel als
solche ansehen will. Es soll nur vor der Vorstellung gewarnt werden, als ob das




WEGl, e

,,Schiarfemass*-Verhiltnis fiir die 8/-Gl., das sich im vorliegenden Fall bei J:K als
Polen wie 19: 1 stellt (wahrend das Schirfemass fiir A oder B als Pol in demselben
Verhiltnis 91/, wiirde) nun auch ein Mass fiir die Schirfe der Auflésung iiberhaupt
abgeben wiirde. Bei A oder B als Pol fiir eine §/-Gl. neben drei Su-Gl. zeigt sich
schon keinerlei Einbusse an Schirfe der ganzen Aufldsung (d. h. in den v) im
Vergleich mit J als Pol der $/-Gl. Man soll nur (und diese wichtige Regel gilt
nicht nur hier, sondern ganz allgemein in den Dreiecksnetzen) fiir die endgiiltige
Rechnung der Seitenlingen nach der Ausgleichung, fiir die ja im allge-
meinen iiberall verschiedene Wege zur Verfiigung stehen, nicht die ausgeglichenen
sehr spitzen Winkel verwenden, deren Einfithrung in die $/-Gl. fiir deren Rechen-
schirfe giinstig war, also z. B. in Fig. 8 fiir die endgiiltige Rechnung der
Seitenlingen das Dreieck AJB gar nicht verwenden. Zeigen sich noch kleine
Widerspriiche in den Log. der Seiten, wenn diese auf verschiedenen Wegen zur
Probe berechnet werden, so ist solange auf diese kleinen Betrige kein Gewicht zu
legen, als sie durch sehr spitze Winkel entstanden sind; ein Mass zur Beurteilung
ist ja iiberall sofort durch die Diff. 10” oder Diff. 1” gegeben.

11. Ausgleichung des Vierecks Fig. 8 nach der Mdglichkeit b):

zwei Su-Gl. und zwei 8i-Gl. a) Versuchen wir eine Ausgleichung derart, dass

wir als Bedingungsgleichungen im ganzen an-

A wenden die in 9. beniitzte 8gliedrige $i-Gl. als

1 ,,giinstigste* §i-Bedingung iiberhaupt (obwohl

der Unterschied ihrer Schirfe gegen die sogleich

2 zu nennende Jordan’sche §:-Gl.,, wie schon

erwihnt hier ganz gering ist), in linearer Form

3 ¢ beide in der ersten Gl. (21) vorhanden, ferner

ke T K die ,giinstigste sechsgliedrige $/-Gl., nimlich

die von Jordan, endlich als 'die zwei noch

5 notwendigen Su-Gl. die von ' den Dreiecken

ABK und AJK gelieferten Gleichungen. Ich

lasse dabei die Jordan’sche 8/-Gl. ohne Aende-

B rung der Zahlen, wie sie als erste der Be-

Fig. 8. dingungsgleichungen der v a. a. O. S. 266

; steht obwohl ' kleine Aenderungen angezeigt

wiren, wie oben in 8. 1. nachgewiesen ist. Man erhilt damit folgende Zusammen-
stellung der v-Gleichungen:

v, vy Vg v, Vi Vg v; Vg w k

30 0,139 |— 2,633|+ 0,026|— 0,026{+ 2,633| - 0,139+ 0,500( 0,500|— 3,475
(30) 0,108|—2,525 > 2 +2,525|— 0,108|+ 0,500] - 0,500(|— 3,425
1 2 ’ : : 1 1 1 — 3,000
1 1 1 ; : : : 1 —1,000

Bilden wir mit der angegebenen Reihenfolge der v-Bedingungsgleichungen
die Normalgleichungen der k, so werden diese: :
14,405 k, + 13,827 k, + 0. k; — 2,968 k, — 3,475 =0
[ 13,827 k, + 13,275 ky + 0. k3 — 2,917 k, —3,425=0
G 0.k + 0.k +4.k+ 2.k —3000=0
l — 2,968 k, — 2,917 k, £onE $ 4.k, —1,000=0.

Die Reihenfolge dieser Gleichungen verspricht wenig Gutes fiir die Auf-

27
16sung, schon weil %‘:%:i_il%ﬁ zu gross ist fiir giinstige Eliminationsrechnung;




