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etwa 5° 421/,’ gross), die in der 6gliedr. 3/-Gl. mit J als Pol vorkommen, bei
einer Diff. log sin jor = 2106 Einh,;, um nur 07,01 den logsin um je 21 Einh. der
7. Dez. indert, so ist angesichts der Bemerkung nach (15) der bestehende Wider-
spruch von 22 Einh.; als sachlich gleichgiiltig zu bezeichnen. Formell aber ist
allerdings die erste Ausgleichung mit den kleinen Winkeln in der §/-Gl. durchaus
im Vorteil gegen die zweite. Und diese Ueberlegenheit bleibt erhalten, wenn auch:
der Unterschied iiberhaupt nicht so gross ist, als bei Jordan berechnet wird, weil sich
in der zweiten Ausgleichung noch eine kleine Unrichtigkeit findet, auf die unten
(s. 10.) niher eingegangen wird und deren Hebung den Unterschied zwischen der
‘ersten und zweiten Ausgleichung stark vermindert. Jedenfalls sei davor gewarnt,
die ,Schirfemasse“ fiir die 8/-Gl. als Wertigkeitszahlen fiir die verschiedenen Aus-
gleichungen des ganzen Vierecks iiberhaupt ansehen zu wollen.

9. Weitere Ausgleichung des in 8. angegebenen Vierecks, wie
in 8. nach der Moglichkeit a): drei S«-Gl. und eine §/-Gl. Diese weitere
Auflésung fiige ich hier ein mit Riicksicht auf eine Bemerkung von Helmert.
Jordan hat darauf hingewiesen, dass man das ,,Giinstigkeitsmass* einer §i-Gl. oft
noch etwas erhohen kann, nidmlich z. B. bei konvexen Vierecken, wenn man statt
der 6gliedrigen 8/-Gl. beim Viereck eine 8gliedrige §/-Gl. einfiihrt: wiahrend das
Schirfemass jeder der 6gliedrigen Gleichungen (I) bis (IV) gegeben ist durch die
Dreiecksfliche, die der als Pol der Gleichung beniitzten Ecke ,,gegeniiberliegt
(vgl. oben bei 3. und 4 ), hat die achtgliedrige Gl. (V) im konvexen Viereck Fig. 3, 4
als Schirfemass die Vierecksfliche, also ein grosseres Mass als jede der 6 gliedrigen
Gleichungen. Helmert bemerkt dazu (Ausgleichungsrechnung, 2. Aufl., Leipzig
1907, S. 521): ,,praktisch hat dieses wenig Bedeutung, da die Schirfe hdchstens
verdoppelt wird gegeniiber dem besten dreistrahligen Zentralsystem; ausserdem ist
der Nachteil, dass statt sechs nun acht Sinus aufzuschlagen sind und in die Aus-
gleichung mehr Glieder eingehen (bei Winkeln 8 gegen 6, bei Richtungen 12
gegen 9 Glieder). Diese Bemerkung ist an sich gewiss zutreffend, da eine gute
6gliedrige $/i-Gl. bequemer fiir die Auflosung ist als eine 8gliedrige und ihre
Schirfe in jedem Fall hinreicht (bei den einzelnen 6gliedrigen §i-Gl. kann sowohl
im konvexen wie im nichtkonvexen Viereck das Verhidltnis der ,,Schirfemasse*
zwischen zweien davon jeden Wert' bis zu oo haben, wihrend, wie Helmert be-
merkt, das Schirfeverhiltnis zwischen der giinstigsten 6gliedrigen und der 8glied-
rigen Gl. (V) im konvexen Viereck nur bis 1:2 gehen kann); in unserem Falle
der Fig. 8 wird z. B. ohnehin mit der 8gliedrigen S/-Gl. [vgl. oben (V)]:

19 (log sin 1 4 log sin 3 + log sin 5 + log sin 7) — (log sin 2 + log sin 4 + log sin 6
L +logsin 8) =0

gegen die 6gliedrige 8/-Gl. mit J als Pol iiberhaupt nichts gewonnen, weil die

R Flichen des Dreiecks ABK und des Vierecks
AJBK sich sehr wenig unterscheiden (Ver-
hiltnis beider ist 19 : 20). Es ist jedoch
auch noch zu bedenken, dass die Gleichung
(19) (= (V) von oben) die am meisten sym-
metrische Form einer $/-Gl. im konvexen Viereck
vorstellt; wie im nichtkonvexen Viereck Fig. 6
jedermann ohne Besinnen zu der (dort 6glied-
rigen) Gleichung mit D als Pol als der sich
,,am natiirlichsten‘* darbietenden, nimlich die am
meisten symmetrische v-Gleichung liefernden
greift (eine Wahl, die zudem noch durch das
grosste Schirfemass — Dreiecksfliche ABC da-
selbst bestitigt wird), so kann (19) = (V) in

Fig. 8.
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gewissem Sinn als die ,,natiirlichste 8i-Gl. des konvexen Vierecks gelten und
es ist zu erwarten, dass die kleine Mehrarbeit, die ihre Anwendung bei Auf-
stellung der Bedingungsgleichungen und der Normalgleichungen verursacht
(und ebenso die kleine Vermehrung der Unsicherheit im Absolutglied der
8i-Gl,, die durch algebraische Addition von 8 statt 6 Logarithmen entsteht),
aufgewogen oder iiberwogen wird durch den Vorteil einfacherer Auflésung der
Normalgleichungen, falls die iibrigen Bedingungsgleichungen (Su-Gl)) in @hnlich
symmetrischer Form aufgestellt werden konnen. In dieser Erwartung bedarf also
die Helmert’sche Bemerkung an unserem Viereck weiterer Untersuchung, die sich
durch Vergleichung der Auflosungen 9. und 10. darbieten wird.

Nehmen wir fiir jetzt zu der vorstehenden einzigen vollstindig symmetrischen
8i-Gl. (19) als die drei Su-Gl., um weiter ebenfalls symmetrisch zu verfahren, die
drei Vierecks-Su-Gl. (vgl. oben 2.) hinzu, ndmlich:

l+2+_3_+i+§+_§—}—1+_8_— 360° =0.
(20) e B0 +ik =05

14+8—4-5 =0, so ergibt sich mit

(19) und (20) die sogleich folgende Uebersicht (21) der linearen v-Gleichungen,
der nur noch die 7stellige Ausrechnung fiir die Linearmachung von (19) voran-
gestellt werden mag; zu dieser sei bemerkt, dass auch hier ohne Beachtung der
_ Striche bei Schrén und mit Verwendung der besten ganzen 10” Diff.-Zahl
bei der Einschaltung und fiir die v-Koeffizienten gerechnet ist (also z. B: 1k
statt 110 bei sin 1 und bei sin 6), ganz wie bei den zwei in 8. angegebenen
Jordan’schen Rechnungen.

Diff. 10” Diff. 10”
sinl | 9.946 9040 111 sin2 | 8.997 7312 2106
sin3 | 9.997 8402 21 sin4 | 9.997 8400 21
sin5 | 8997 7101 2106 sin6 | 9.946 9029 111
sin7 | 9.668 1386 400 sin8 | 9668 1466 400
Z 8.610 5929 N 8.610 6207

Z —N = — 278 Finh. der 7. Dezimale.

In Einheiten der 6. Dez. fiir die Koeffizienten (die Einheit fiir die v ist wie stets
die ”) gibt dies

1,11 v, -+ 0,21 v; + 21,06 v5 -+ 4,00 v; — 21,06 v, — 0,21 v, — 1,11 v — 4,00 Vg
—27,8=0.

Dividieren wir diese Gleichung, um den Durchschnitt ihrer absoluten v-Koeffizienten
nahe zu 1 zu bringen (was als Koeffizient, neben 0, allein in den Gleichungen
(20) vorkommt), mit 8 durch und ordnen nach den v, so lautet sie:

0,139 v, — 2,633 v, + 0,026 v, — 0,026 v, + 2,633 v; — 0,139 v, +0,500v; — 0,500 v,
—3,475=0.
Durch Anfiigung der drei iibrigen (Sv)-Bedingungsgleichungen von oben in deren
,,feduzierter Form, ndmlich
Vi + Ve + VeV + Vs + Ve + vV + Vg —7=0,

Va+Vg—Vg—V; +2=0,

Vi—Vy—¥3+Vg+3=0,
ergibt sich die folgende Zusammenstellung der v-Gleichungen in zweckmissiger
Ordnung:



vy Vy Vy | v, I Vs Vg \ Vg w

0,139 | 2,633}+0,026|-0,026/+2,633|- 0,139(+0,500|- 0,500 —3,475
i 1

@eny 1 1 1 1 1 1 ||-7,00
: 1 1 : (0¥ faoger) i Wy . l+2,00
1 1 grbasigt] iy ! \ 1 |l+3,00

In dieser am meisten symmetrischen Form der vier Bedingungsgleichungen der
Moglichkeit a) zeigt sich sofort, dass [ab]=0 ist (da alle b=1 sind und [a] =0
ist, dieses allerdings nur zufdllig wegen der fast genauen Uebereinstimmung der
gemessenen Winkel 1,6; 2,5; 3,4; 7,8), ferner ist aber auch [bc]=0, [bd]= 0,
[cd]=0. Die Normalgleichungen erhalten also fiir die Aufldsung sehr bequeme
Koeffizienten; sie werden namlich, wenn wir ausnahmsweise alle Glieder der
Normalgleichungen, auch die von selbst sich verstehenden neben den unbedingt
notwendigen anschreiben (— was hier geschehen mag, um an dem Beispiel zu
zeigen, dass dieses vollstindige Anschreiben, das den Ueberblick liickenhafter
Gleichungen etwas fordert, gelegentlich zu empfehlen ist, wenn Normalgleichungen
nicht nach dem Gauss’schen Algorithmus aufgeldst werden sollen, wahrend fiir
diese Auflosung die Beschrinkung auf das Diagonalglied und die rechts davon
stehenden Koeffizienten nicht nur ausreicht, sondem iibersichtlicher ist —):

14,405 .k, + 0. k; — 2,968 . k; — 2,968 . k, — 3,475 =0.

0.k +8.k+ O.kg+  0.k,—7,00 =0,
_2,968.k +0.k,+  4.k+ 0.k +200 =0.
_2,968.k +0,k+ 0.ks+ 4.k +3,00 =0.

Man sieht sofort, dass iiberhaupt nur ein System von drei Korrelaten-Normalgleichungen
aufzulésen ist, indem man fiir die zweite Korrelate k, aus der zweiten Normal-
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§=-|— 0,875; und die Aufldsung der drei andern
Gleichungen ist deshalb sehr einfach, weil man nach der 3. und 4. Gleichung
(ks +k,) in k, ausdriicken und sodann 2,968 (k;+k,) in die 1. Gleichung ein-
setzen kann, womit sich aus ihr k, und damit also auch (kg +Kk,) ergibt. Da man

gleichung unmittelbar erhdlt k, =+

1
ausserdem durch Subtraktion der 3. und 4. Gleichung k; —k, =+ rim +0,2500 kennt,

so ist die ganze Rechnung zur Aufldsung der Normalgleichungen (Bestimmung der
Korrelaten) das Werk von 2 Minuten, auf ganz wenigen Zeilen abzumachen, ja fast
vollstindig im Kopf zu erledigen. Die symmetrische 8gliedrige §/-Gl. in Ver-
bindung mit drei symmetrischen Su-Gl. hat also doch auch Vorteile gebracht.
Man findet die links stehenden Zahlen fiir die Korrelaten und damit die in (22)
zusammengestellten Werte der v:

k, =—0,0235 v; =+07,1042 Die [v?] wird 9,381, bis auf die
k, =+ 0,8750 Vy=+0 ,4194 fetzte Stelle iibereinstimmend mit
kg =—0,5175 v3=+0 ,3569 _[wk] und fast ebenso genau
: k,=—0,7675; (22)1 vy=+1,6431 {ibereinstimmend mit der ersten
die nebensteherden v sind vs=+1 ,5806 Auflgsung in 8., vgl. Gleichung
wie in 8., (16) und (17) vg=+1,3958 (18). Die grdsste Abweichung
aus formellen Griinden bis v;=+1 ,3807 jn den v zwischen dieser meuen
auf 07,0001 ausgerechnet. vg=+0,1193 Auflssung 9. und der ersten in 8.

;istt) 5/11?000"21/,000", dann folgt dreimal 4/;00,”, das Tausendstel der ” stimmt also
erall.



