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Kurzfassung

Diese Arbeit behandelt zwei netzunabhéngige Verfahren zur Deformierung von Be-
rechnungsgittern, die Interpolation mit radialen Basisfunktionen und die Methode der
Fundamentallosungen zur Loésung einer partiellen Differentialgleichung vierter Ord-
nung.

Dabei wird eine Einfithrung in die Interpolation mit radialen Basisfunktionen gege-
ben, sowie ihre mathematischen Eigenschaften hinsichtlich der Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung, des Konvergenzverhaltens und der Kondition der resultierenden
Interpolationsmatrizen untersucht. Zur Anwendbarkeit der Interpolation mit radialen
Basisfunktionen auf praxisrelevanten Beispielen wird ein effizientes Losungsverfahren
fiir eine bestimmte Basisfunktion beschrieben.

Die Methode der Fundamentallésungen wird eingefiihrt und ihre Anwendung zur nu-
merischen Bestimmung einer Losung der Bi-Laplace Gleichung dargestellt.

Fir die Anwendung der vorgestellten Methoden zur Deformierung von Berechnungs-
gittern wird eine verallgemeinerte Aufgabenstellung formuliert und ein Uberblick iiber
héufig verwendete Deformierungsmethoden gegeben.

Weiters werden Ergebnisse einer Implementierung der Losungsverfahren zu den in
dieser Arbeit behandelten netzunabhéngigen Methoden zur Gitterdeformierung préa-
sentiert.

Die Arbeit schlieft mit einem Ausblick auf weitere Fragestellungen.



Abstract

This thesis addresses two meshless methods for the deformation of computational grids,
namely the interpolation with radial basis functions and the method of fundamental
solutions for the numerical solution of fourth-order partial differential equations.

The interpolation with radial basis functions is introduced and some mathematical
properties such as existence and uniqueness of an interpolation, convergence analysis
and the conditioning of the resulting interpolation matrices are investigated. An effi-
cient solution method considering a specific basis function is described to enable the
usability for real-life scaled problems.

An introduction to the method of fundamental solutions is given and its application
to find a numerical solution to the biharmonic equation is described.

The task of the deformation of computational grids is formulated generally to lay the
foundation of the application of the aforementioned methods. Furthermore an overview
of commonly used deformation methods is given.

The results of an implementation of the solution methods to the addressed meshless
grid deformation methods are presented.

This thesis concludes with an outlook to further associated issues.
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Einleitung

Viele Aufgabenstellungen der numerischen Simulation, insbesondere die numerische
Losung partieller Differentialgleichungen, benétigen die Diskretisierung der betrachte-
ten Gebiete. Diese Diskretisierungen werden Gitter oder Netze genannt, das Erstellen
der Diskretisierungen demnach Gittergenerierung oder Vernetzung. Die Art der ge-
wahlten Diskretisierungsmethode hangt dabei von Faktoren wie z. B. der verwendeten
Simulationsmethode oder der Komplexitat des betrachteten Gebietes ab. So ergeben
sich fiir verschiedene Problemstellungen mitunter unterschiedliche Diskretisierungen
fiir dasselbe Gebiet beziehungsweise fiir die Grenzschicht zwischen zwei Gebieten, die
mit gekoppelten Methoden gemeinsam untersucht werden. Ein typisches Beispiel hier-
fiir bildet die Fluid-Struktur Interaktion.

In vielen Anwendungsféllen ist die Form der betrachteten Gebiete nicht konstant, so
z. B. bei zeitlich verdnderlichen Geometrien oder bei Optimierungsproblemen. Verén-
derte Geometrien konnen auf zwei Arten abgebildet werden. Die erste Moglichkeit
besteht in einer erneuten Diskretisierung des modifizierten Gebietes, die zweite in
der Deformierung einer vorhandenen Diskretisierung. Eine erneute Diskretisierung er-
fordert einen wiederholten Diskretisierungsaufwand. Je nach verwendeter Methode
konnen dabei leicht verdnderte Geometrien stark verdnderte Topologien in der Diskre-
tisierung nach sich ziehen. Bei der Deformierung einer vorhandenen Diskretisierung
gilt es, die Gitterqualitéit, hinsichtlich der von der jeweiligen Simulationsmethode ge-
forderten Qualitdatskriterien, zu erhalten.

In den Arbeiten von deBoer et.al. [11] und Rendall et.al. [26] wird die Interpolation
mit radialen Basisfunktionen als netzunabhéngige Deformierungsmethode vorgestellt.
Netzunabhéngig bedeutet dabei, dass die Methode nicht an die Art der Diskretisierung
gebunden ist. Grundlage fiir die in dieser Arbeit betrachtete Deformierung von Berech-
nungsgittern durch Interpolation mit radialen Basisfunktionen bilden Interpolierende

der Form
n

s(x) =Y X/ (z — ;)2 + ¢ + const.

=1

Helenbrook motiviert in [18] die Verwendung von partiellen Differentialoperatoren
vierter Ordnung mit der Moglichkeit, Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen am
gesamten Rand des Gitters setzen zu konnen. Eine netzunabhéngige Methode zur
Losung von partiellen Differentialgleichungen bietet die Methode der Fundamentallo-
sungen. Deren Anwendung auf die Bi-Laplace Gleichung im R? fiihrt auf Losungen
der Form

u(@) =>_ pillz —yill-
i=1
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In dieser Arbeit wird die Interpolation mit radialen Basisfunktionen und deren ef-
fiziente Bestimmung, sowie die Methode der Fundamentallosungen zur Losung der
Bi-Laplace Gleichung behandelt. Weiters werden beide Methoden zur Deformierung
von Berechnungsgittern angewendet.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel wird die Interpolation mit radialen Basisfunktionen eingefiihrt und
hinsichtlich der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, der Konvergenz und den
Losbarkeitseigenschaften untersucht. Das zweite Kapitel behandelt ein effizientes Ver-
fahren zur Bestimmung der Interpolierenden unter Verwendung einer ausgewéhlten
Basisfunktion. Im dritten Kapitel wird die Bi-Laplace Gleichung und die Methode
der Fundamentallosungen zu ihrer numerischen Loésung eingefiihrt. Das vierte Ka-
pitel liefert eine Einfithrung in die Begrifflichkeiten zu Berechnungsgittern und eine
allgemeine Formulierung der Aufgabenstellung bei deren Deformierung. Des weiteren
wird ein Uberblick iiber hiufig verwendete Deformierungsmethoden gegeben, sowie im
Speziellen die Deformierung mit Interpolation mit radialen Basisfunktionen und die
Deformierung unter Anwendung des Bi-Laplace Operators beschrieben. Im fiinften
Kapitel werden numerische Ergebnisse zu den beschriebenen Verfahren présentiert.
Die Ergebnisse der Deformierung mit Interpolation mit radialen Basisfunktionen und
unter Verwendung des Bi-Laplace Operators werden an Testbeispielen gezeigt und ver-
glichen. Aulerdem wird die Effizienz des Verfahrens zur Bestimmung der Interpolation
mit radialen Basisfunktionen an Anwendungsbeispielen getestet, sowie die Anwend-
barkeit des Verfahrens bei einem praxisrelevanten Beispiel gezeigt. Das letzte Kapitel
liefert einen kurzen Ausblick auf weitere Fragestellungen im Umfeld dieser Arbeit.



1 Interpolation mit radialen
Basisfunktionen

In diesem Kapitel werden radiale Basisfunktionen und die Interpolation mit radia-
len Basisfunktionen eingefiihrt. Diese Einfithrung folgt [4, 30, 7, 11]. Danach werden
mathematische Eigenschaften der Interpolation mit radialen Basisfunktionen nach [4]
betrachtet. Die Notation und einige zugehérige Definitionen sind an [28] angelehnt.

1.1 Radiale Basisfunktionen

Definition 1.1. Wird eine reellwertige, univariate Funktion ¢ : [0,00) — R als sym-
metrische multivariate Funktion ® : R? x R? — R mit der Vorschrift

O(z,y) = o(llz —yl)), firz,y€R? (1.1)

verwendet, so heifft ¢ eine radiale Basisfunktion (RBF) und ® der zugeordnete
Kern.

In (1.1) bezeichnet |- die Euklidische Norm |||, im R¢
J 1/2
Jal, = (k)
i=1
Das Argument der Basisfunktion ¢ wird im Folgenden als r := ||z — y|| geschrieben.

Definition 1.2. Als Tréger einer iber Q C R? definierten Funktion u bezeichnet
man

supp u := {z € Q : u(z) # 0}.

Man unterscheidet zwischen Basisfunktionen mit globalem und Basisfunktionen mit
kompaktem Trager. Basisfunktionen mit kompaktem Tréger besitzen 0.B.d.A die fol-
gende Eigenschaft:

o(r) =0, firr>1.

Basisfunktionen werden in vielen Anwendungen mit einem reellen Faktor ¢ > 0 ska-

liert, also ¢.(r) = ¢(r/c).

11
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Tabelle 1.1 enthélt Beispiele fiir hédufig verwendete Basisfunktionen mit globalem
Trager. Tabelle 1.2 enthélt Beispiele fiir Basisfunktionen mit kompaktem Trager fiir
r € R,. Dabei seien die Funktionen ¢(r) definiert als

o(r) :{ fr), 0<r<1,

0, r> 1.

Die Namen der Funktionen beziehen sich auf die Stetigkeit (bzw.die stetige Diffe-
renzierbarkeit) sowie die in Abschnitt 1.2.2 eingefiihrte Eigenschaft der positiven De-
finitheit (CP) sowie die Verwandschaft zur Thin-plate spline Basisfunktion (CPTS)
([29, 30]).

Name o(r)
Polyharmonic spline r’™ m € N ungerade
r"™logr m € N gerade
Thin-plate spline r?logr Spezialfall von Polyharmonic spline
Multiquadric biharmonics vri+ce?2 ceR
Inverse multiquadric biharmonics \/r21+7c2 ceR
Gaussian e

Name f(r

Ccp (1—r)?

CP C? (1—7r)4(4r+1)

Ccp C* (1—7)5(2r? +6r+1)

CP (S (1 —7r)8(32r® + 25r + 8r + 1)

CPTS C° (1 — 1)

CPTS C* 1+ %r? —40r% + 15r* — 51° 4 2012 log r

CPTS C2 1 —30r% — 107 4 45r* — 6r° — 6013 log r
CPTS C? 1 — 2072 4 80r3 — 45r* — 1675 + 607t log r

Tabelle 1.2: Basisfunktionen mit kompaktem Trager
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1.2 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

1.2.1 Einfiihrung

Die Interpolation mit radialen Basisfunktionen (RBF Interpolation) behan-
delt folgende Aufgabenstellung:
Gegeben ist eine Menge X = {xz}fvzl von N Punkten in einem Gebiet Q C R% In
diesen Punkten sind Funktionswerte f; = f(z;) € R gegeben. Diese Punkte nennt man
Interpolationszentren oder kurz Zentren. Die Funktion f : 2 — R ist im Allgemei-
nen unbekannt, ihre Existenz wird jedoch fiir die Sinnhaftigkeit der Aufgabenstellung
postuliert. Fiir eine weiterfithrende Analysis muss zudem eine gewisse Glattheit vor-
ausgesetzt werden.
Gesucht wird eine approximierende Funktion s : {2 — R durch Interpolation. Auf der
Menge der gegebenen Interpolationszentren X wird fiir s die Interpolationsbedin-
gung

sly = fla (1.2)

gefordert.

Im Rahmen der Interpolation mit radialen Basisfunktionen soll s als endliche Linear-
kombination von Translationen radialer Basisfunktionen ¢(-) beziiglich der gegebenen
Punkte x; € X bestimmt werden:

N
s(z) = ZA@(HJE —xl), x€ RE N\ € R. (1.3)
i=1

Durch die Interpolationsbedingung (1.2) ergibt sich fiir die gegebenen Punkte z; € X"

N
j=1
Der Koeffizientenvektor A = (/\Z-)Z.A;1 lasst sich somit durch das Losen des linearen
Gleichungssystems
AN=f (1.5)

bestimmen. Die rechte Seite f = ( fi)fil beinhaltet dabei die gegebenen Funktionswer-
te. Die Eintrige der Interpolationsmatrix A bestimmen sich durch

A= (ol — zl1))iyey (1.6)

1.2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung A fiir das Interpolationsproblem (1.4)
entspricht also der eindeutigen Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1.5). In
diesem Abschnitt wird die Losbarkeit dieses Gleichungssystems in Abhéngigkeit von
der gegebenen Basisfunktion ¢ betrachtet. Abschlieend wird eine fiir eine Klasse von
Basisfunktionen eindeutig losbare Interpolationsaufgabe formuliert.
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Definition 1.3. Fiir d € N heifft a = (a1,...,aq) € N& Multiindex. Zusitzlich
definiert man den Betrag
\a| =1+ ... +og

und die Fakultat
al =aq! -0yl

Fiir einen Punkt z € R¢ schreibt man

o 01 Qq
T =Ty ... 24

und fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion u : R — R partielle Ableitun-

gen als
N A o\
D%u(z) := <0x1> . <0xd> w(T1,y ..., xq).

Definition 1.4. Fiir ein offenes Gebiet Q C R? und k € Ny bezeichnet C*(Q) den
Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit der Norm

lull oy = D_ sup|D%u(z)].

‘O¢|§k‘ e

Entsprechend definiert man den Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funk-
tionen als C*(Q).

Der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager wird
mit
Ce(Q) :={u e C™(Q) : supp u C Q}

bezeichnet.
Definition 1.5. Eine Funktion g € C*(R,) heifit vollstindig monoton, falls

(—1)162,9(%) >0 (1.7)

fiir alle | € Ny und x € R erfillt ist.
Beispiel 1.1. g(z) = (z+c?)"Y2, 2 > 0,¢ > 0 ist eine vollstindig monotone Funktion.
Die Grundlage zum Beweis der nachstehenden Sétze bildet das folgende Resultat:

Satz 1.6 (Bernstein-Widder Theorem [31]). Eine Funktion g ist genau dann vollstin-
dig monoton, wenn sie die Laplace-Transformation

g(x) = /OOO e du(a), x>0

eines nichtnegativen Borelmafles p ist.
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Satz 1.7. Sei g : R, — R eine vollstindig monotone Funktion und g # konstant.
Dann ist fiir ¢(x) = g(x?) die in (1.6) definierte Matriz A fiir alle endlichen Punkt-
mengen X C R, d € N, positiv definit und somit invertierbar.

Beweis. Sei A = (\)X, € RY mit )\ # 0. Weiters sei A die in (1.6) definierte Matrix.
Dann ist
T Y 2
AAXN= D0 ANg(lles — 1)
,j=1

Dies entspricht nach dem Bernstein-Widder-Theorem

N 00
AAr =Y /0 Aikjefa||xij||2du(a)

ij=1

und nach Vertauschen von Summation und Integration der quadratischen Form

o~ N
ATAN = /0 S el o),

1,j=1

N
Damit bleibt die positive Definitheit der Matrix (e‘o‘”“_l’f“g) 7 zeigen. Betrachtet
17‘7:

. . . o2
man die Fourier-Transformierte von ¢(r) := e, d.h.

(F)(€) = (2m)~? / o—ilre)—ar? g,

Rd
4 _& _d
= m2e daq 2, £2>0,

so ist fiir alle A € R? #£ 0

N 2

Z )\iei(xi-y)

=1

2
[yl

e da

N a
AN e ellm—asll® = L/
2 Ak (2m)7 Jpa

i,j=1

d
2

dy >0

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von Exponentialfunktionen mit verschiedenen
Exponenten. ]

Satz 1.7 liefert die Invertierbarkeit von Interpolationsmatrizen fiir vollstindig mono-
tone Basisfunktionen. Als direkte Folgerung kann man die Invertierbarkeit fiir eine
weitere Klasse von Basisfunktionen zeigen.

Satz 1.8 (Michelli [24]). Sei g € C*°[0,00) und ¢' wvollstindig monoton, aber nicht
konstant. Sei weiters g(0) > 0. Dann ist die in (1.6) definierte Interpolationsmatriz
A invertierbar fir ¢(r) = g(r?).

Beweis. Nachdem g € C* [0, 00) ist, kann man g(x) als

o) = g(0) + [ g (t)at
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schreiben und erhélt mit der Bernstein-Widder Darstellung von ¢'(x) und dem Ver-
tauschen der Integrale

9(@) = 9(0) + [~ [" e tdtdpa).

Sei A € RY der Gestalt, dass > ; A\; = 0. Mit der obigen Darstellung von ¢’ und dem
bestimmten Integral
v —at 1 —ax 1
/ e Ydt = ——e " + —
0 o !
ergibt sich

)\TA)\:_/OO iv: )\.)\l (e—allri—xj2+1)d (@)
-7 0 o o)

i.j=1

und wegen YN A, =0

o NV 1 2
Mar=- 7Y A e du(a) < 0.
0

ij=1

Damit ist AT A\ < 0 fiir alle A # 0. Demnach sind alle, bis auf einen, Eigenwerte von A
negativ. Sonst konnte man zwei nichtnegative Eigenwerte v und ¢ mit den zugehdérigen
orthonormalen Eigenvektoren ¢ und d auswéahlen. Diese existieren, da die Matrix A
symmetrisch ist. Damit gabe es einen Vektor A = ac + bd so, dass Zfil A; = 0. Dieser
Vektor erfillt

O>ATAA:a27+bQ(520

wegen v und ¢ nichtnegativ, und das ist ein Widerspruch. Demnach sind alle, bis auf
einen, Eigenwerte von A negativ.
Die Spur der Matrix A ist jedoch nichtnegativ, der verbleibende Eigenwert muss

demnach positiv sein. Somit ist det A # 0, das Vorzeichen der Determinante ist
(—1)N-L, O

Die Invertierbarkeit der Interpolationsmatrix A der Basisfunktion ¢ kann also durch
die vollstandige Monotonie von ¢(+/r) gewéhrleistet werden. Mit Satz 1.8 kann diese
Voraussetzung weiter abgeschwacht werden — bereits die vollstandige Monotonie von
—¢'(r) gentigt fir die Losbarkeit der Interpolationsaufgabe. Im Folgenden wird diese
Forderung noch weiter abgeschwacht. Dadurch kann zwar die positive Definitheit der
Matrix nicht mehr fiir alle Vektoren, jedoch fiir Vektor-Unterraume, gewéhrleistet
werden.

Definition 1.9. Der Raum der Polynome iiber dem RY vom Grad kleiner oder
gleich k wird als P% bezeichnet.

Definition 1.10. Eine Funktion F : R? — R heifit bedingt positiv definit (con-
ditionally positive definite, cpd) von der Ordnung k in R®, falls fiir alle endlichen
Teilmengen {z;}Y, = X C R? die quadratische Form

i\f: ANNF(z; —2;) >0 (1.8)

,j=1
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nichtnegativ fir alle A = {/\i}i]\il ist, fiir die fir alle Polynome q € PX™!

gilt. F' heifit streng bedingt positiv definit von der Ordnung k, falls die quadrati-
sche Form (1.8) fir alle A # 0 positiv ist.

Definition 1.11. Fine Menge X C R? heifit unisolvent fiir IP’Z_l, falls, fiir Polynome
p € PE1 qus p(x) = 0 fiir alle x € X folgt, dass p = 0.

Die in (1.3) gegebene interpolierende Funktion s(x) muss in diesem Fall um einen
polynomiellen Term erweitert werden und hat daher die Form

N
s(x) =Y NiF(z — ;) + p(2) (1.10)
i=1
mit den Nebenbedingungen
N
0=> Nz¢, l|a| <k, (1.11)
i=1

wobei « einen Multiindex beschreibt und fiir den polynomiellen Term in (1.10) p €
]P”I;l_1 gilt. In den gegebenen Punkten x; € X ist weiterhin die Interpolationsbedingung
(1.2) gefordert.

Damit lasst sich folgendes Lemma formulieren:

Lemma 1.12. Fur beziglich Plj_l unisolvente Punktmengen X ist fiir streng bedingt
positiv definite Funktionen F' die Interpolationsaufgabe (1.4) mit Interpolierenden der
Form (1.10) eindeutig losbar.

Beweis. Den Ausgangspunkt bilden ein Vektor A, der die Nebenbedingungen (1.11)
erfilllt, und ein Vektor s mit den Komponenten s(z;), z; € X. Dann ergibt s'\
eine quadratische Form mit dem Kern F(z; — z;), da der polynomielle Term wegen
Zé\;l p(xj)A; = 0 verschwindet. Diese Form ist wegen Definition 1.10 positiv, und
damit ist s(z;) # 0 fur alle z; € X, solange nicht alle Koeffizienten verschwinden.
Der polynomielle Term ergibt sich eindeutig aus der linearen Unabhéangigkeit von
Polynomen unterschiedlichen Grades und der Unisolvenz der Menge X beziiglich PX~!.
Damit ist die Interpolierende eindeutig bestimmt. O]

Satz 1.13. Sei ¢ stetig und
dk
ne) = (180 (VD) 150 (1.12)

sei vollstandig monoton, aber nicht konstant. Dann ist ¢(||-||) streng bedingt positiv
definit von der Ordnung k in R?, d € N.
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Beweis. Sei n: Ry — R die durch (1.12) definierte Funktion. Nach Satz 1.6 gilt die
Darstellung

n(t) = /OO e Pdy(B), t>0.
0
Sei ng fiir 0 > 0 definiert als
ns(t) = /5 ety (B),t > 0.

Fiir £ > 0 ergibt die k-malige Integration beider Seiten von € bis ¢ = r? fiir geeignete
Polynome p. s € Py~ und ¢. 5 € P{~* nach der Multiplikation beider Seiten mit (—1)*

¢£,5( p€6 +/ or? — Qe 6(ﬂr )) (6)
Das Integral existiert trotz der Terme 37 wegen & > 0.

Der Vektor A € RY erfiille die Bedingung (1.11). So erhélt man die folgende Darstel-
lung fiir eine quadratische Form:

N N N N
DA D Ndes(llzi = w5l) = 30X D2 Agpealles — ;) +
=1 j=1 i=1 =1

o N N 9 1
LN (e gep(Bll = ) ()
i=1 j=1

Nachdem jeder polynomielle Term iiber (\;)Y., vom Grad kleiner als k verschwindet,
verschwinden wegen

ﬁk

N N

N N
oY N pes(llas — all*) = D03 Adgpes(llall* — 2 - a5 + [lay])
i=1j=1

i=1j=1

und
N N o A , )
o> Al = zlIY = D0 D AN (lll” = 2 - 2y + 7Y
i=1j=1 i=1 j=1

auch die doppelten Summen tber p. s und ¢, 5. Dies ergibt

N N o [N N 2| 1
ZZAZA]¢875(||ZL‘Z — I'J”) = [s (ZZ)\i)\je_B”xi—xﬂ ) @dv(ﬁ)

i=1 j=1 i=1j=1
Betrachtet man die Taylorreihenentwicklung der Exponentialfunktion um den Null-
punkt, -
2 > (—Px
=
k=0
so erkennt man, dass das Integral auch fir 6 — 0 definiert ist. Nachdem die rechte
Seite bereits unabhéngig von ¢ ist, gilt fiir 4,6 — 0

N N oo N N 2 1
> Y Aol — ) = | (ZZAiAjeM%“ ) Fii(3) > 0.

i=1j=1 i=1j=1
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Aus Satz 1.13 folgt die eindeutige Losbarkeit der folgenden Interpolationsaufgabe:
Sei ¢ eine streng bedingt positiv definite Funktion der Ordnung k£ und die Punktmenge

X = {z;})*, C R? beziiglich PX~! unisolvent. Auf der Menge X seien die Funktions-
werte f; = f(z;) gegeben. Weiters seien die Polynome {pj}jj\/il eine Basis von P4 und

a ein Multiindex. Dann ist die Interpolierende

s(r) = ;A@(Hl’—fcil\) +;7ij;'($) (1.13)

durch die Interpolationsbedingungen
s(xz;) = f(z;), furallex; € X (1.14)

und die Nebenbedingungen

dohxd =0, l|af <k, (1.15)

]

eindeutig bestimmt.
Die Interpolationskoeffizienten A und & bestimmen sich durch die Losung des linearen
Gleichungssystems

N M
S oNid(lle; — xll) + Y mpi(a) = fa), 1< k<N,
=1

J=1

oder in Kurzschreibweise

! ) | (1.16)

[ 0)(2)-

1.2.3 Konvergenzanalyse

Mit den Ergebnissen des vorherigen Abschnittes ldsst sich die Existenz und Eindeutig-
keit der Interpolierenden (1.13) nachweisen. In diesem Abschnitt werden zusammen-
fassend grundlegende Ergebnisse zur Giite der Interpolierenden nach [4, 30] genannt.
Dort findet sich eine ausfiihrlichere Erlauterung mit den zugehorigen Beweisen sowie
Verweise auf weiterfiihrende Quellen.

Als Rand einer offenen Menge Q C R? definiert man

[:=00=0n(RY\ Q).
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Definition 1.14. Man bezeichnet Q C R? fiir d > 2 als Lipschitz-Gebiet, falls
der Rand T beziiglich einer beliebigen Zerlequng T' = \J!_; T; fiir offene Randsticke
['; und offene zugehorige Parameterbereiche T; stiickweise durch eine Lipschitz-stetige
Funktion ~; mit den zugehdrigen Lipschitz-Konstanten L; € R dargestellt werden kann,
also

L= {mGRd: r = v(x) fdrxe'ﬁCRd_l}
mit

Definition 1.15. Als L,(Q) bezeichnet man den Raum der Aquivalenzklassen aller
auf Q definierten messbaren Funktionen, deren p-te Potenz fiir p € [1,00) integrierbar

ist. Auf L,(§2) ist mittels
iy = ([ 1F@)Par)’

eine Norm definiert. Der Raum der auf € messbaren und fast tiberall beschrdnkten
Funktionen wird mit Lo (€2) bezeichnet. Auf Lo () ist mittels

= esssupq |u(x)|} = inf sup |u(z
1oy = essupllu)ly = _infsup Jua)

eine Norm definiert.

Die Réume L,(Q2) sind fiir alle 1 < p < oo Banachrdume. Auf dem Raum Lo(§2) ist

mittels
(- Dy = [ fa

ein Skalarprodukt definiert, der LQ(Q) ist damit ein Hilbertraum.

Den Raum der lokal integrierbaren Funktionen L*(€2) ist der Raum der beziig-
lich jeder abgeschlossenen und beschrankten Teilmenge von 2 integrierbaren Funktio-
nen.

Definition 1.16. Eine Funktion u € LY*(Q) besitzt eine verallgemeinerte parti-
elle Ableitung nach x;, wenn eine Funktion v € L¢(Q) existiert, sodass

/Qv(x)go(x)dx = —/Qu(x)aiigo(x)dx fiir alle ¢ € C5°(Q) (1.17)

erfillt ist. Die verallgemeinerte Ableitung wird mit >-u(z) := v(z) bezeichnet.
Die rekursive Anwendung von (1.17) erméglicht die Definition einer verallgemeinerten

Ableitung Du(x) in L'°(Q) durch

/Q [Du(x)|p(x)de = (—1)k / 2)dz  fir alle p € C2(9).
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Fir k£ € Ny definiert

o 1/p .
[[ul = {Zla\ﬁk |1D qup(Q)} fir 1 <p < oo,
Wy () - Do fi B
max|q|<k | u||Loo(Q) fir p = oo

eine Norm. Die Vervollstandigung von C*°(Q2) beziiglich der Norm |||y g, erklért

den Sobolev-Raum T
WFQ) = C=(Q) ™.

Der Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Testfunktionen mit kompaktem
Trager sei bezeichnet durch D(Q2) := C§°(2).

Definition 1.17. Fine Distribution ist eine komplezwertige stetige Linearform T
uber D(QY). T heifst dabei stetig auf D(Q), falls fir eine in D(Q) konvergente Funktio-
nenfolge pr — ¢ stets T'(pr) — T(p) folgt. Die Gesamtheit aller Distributionen wird
mit D'(Q) bezeichnet.

Distributionen, die fiir u € LP¢(Q) gemif

T.(p) == /Qu(x)go(x)dx, fir p € D(Q)

durch Funktionen induziert werden, heiflen regulire Distributionen. Nicht regulare
Distributionen heiflen singular.

Beispiel 1.2. Die - oder Dirac-Distribution ist fir ¢ € D(Q2) und xq € Q durch

5900 = QO(IO)
definiert. Die Dirac-Distribution ist singuldr.

Die distributionelle Ableitung DT, € D’'(Q2) wird fiir eine Distribution T, € D'(Q2)
durch
(D°T)(p) = (-=1)IT,(D¢)

fir ¢ € D(Q) analog zur verallgemeinerten Ableitung (1.17) definiert.

Bemerkung 1.1. In der zu Grunde liegenden Literatur ([4, 30]) werden die im Fol-
genden behandelten Resultate fiir Funktionen aus dem, unter Verwendung der distri-
butionellen Ableitung definierten, Funktionenraum

D™ Ly(R) = {f : R = R| D*f € Lo(R")}

erzielt. Uber einem Lipschitz-Gebiet Q lassen sich jedoch die Riume D~*Ly(Q) mit
den Sobolev-Riumen W¥(Q) identifizieren ([30, Kap. 10]).

Der folgende Satz erlaubt unter gewissen Bedingungen die Einbettung des Raumes
W¥(RY) in den Raum der stetigen Funktionen C/(R?).
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Satz 1.18 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Seien d > 0, p > 0 und k natirliche
Zahlen, die die folgende Ungleichung erfiillen

k>p+d/2.

Falls die verallgemeinerten Ableitungen der Ordnung kleiner oder gleich k einer Funk-
tion  : Q — R dber einem offenen, beschrinkten Gebiet Q c R? lokal quadratinte-
grierbar sind, existiert ein fo € CP(Q) derart, dass f = fo fast iberall auf Q gilt.

Beweis. Siehe [27, Theorem 7.25]. O

Uber dem Funktionenraum WX (R?Y) sei das semi-innere Produkt

{f: 9wk ra),« / l; k'Daf z)D%g(z)dx, fiir f,g € Wy(RY)
k

mit der von diesem semi-inneren Produkt induzierten Halbnorm

s /d S () (1.18)

|a|=F

definiert. Der Kern dieses semi-inneren Produktes sei mit K = Pk_l bezeichnet.

In weiterer Folge sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet und X = {x;}, sei eine beziiglich
K unisolvente Teilmenge von ). Weiters sei die Funktion g € VV2 (Q) mit g(z;) =0
fiir z; € X, mit einer beziiglich K unisolventen Teilmenge X C X in der Halbnorm
|- |W§ Q) beschrankt, d.h.

lg(x)] < c|g|W2k(Q)’*, fir c € R.

Unter diesen Voraussetzungen lasst sich ein Skalarprodukt

<f>g> =(f,9) +foz

z;€X

und die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm [|-[[yx(q) . = /(s ) (e, definie-

ren.

In weiterer Folge bezeichne |f|, , die Halbnorm |f \WQ;Q(Q) ., sowie in vereinfachter No-

Zwei wichtige Resultate zur Abschétzung der hier eingefithrten Normen und Halbnor-
men liefern die folgenden beiden Sétze.

Satz 1.19 (Sobolev Ungleichung [4]). Sei Q ein Lipschitz-Gebiet im R und k > d/2
eine natiirliche Zahl. Dann ezistiert eine Konstante C, sodass fir alle f € WEF(R?)
die Ungleichung

k
f@) < CH Iflia

j=1
punktweise auf dem Gebiet  gilt. Die Konstante C' hdngt dabei nur von 2, d und k
ab.
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Satz 1.20 (Bramble-Hilbert Lemma [4]). Sei Q C R ein Lipschitz-Gebiet. Weiters
sei £ vollstindig in einer Kugel vom Radius p enthalten.Sei F' ein lineares Funktional
iiber dem Sobolev-Raum WE(Q) derart, dass F(q) = 0 fiir alle ¢ € PE~'. Es gelte die
Ungleichung

k
\Fwnsa<zyfmme

fiir eine beziiglich der Halbnormen |u\j’Q, 7 < k beschrinkte Funktion u mit einer von
u und p unabhdngigen Konstanten Cy. Dann gilt

[Fu)] < Co (0" 2ul, o)
mit einer von u und p unabhdngigen Konstanten Cs.
Als erste Abschatzung der Interpolationsgiite ldsst sich folgende Aussage formulieren.

Satz 1.21. Gegeben sei eine endliche Menge von Interpolationszentren X = {z;}Y,
und die jeweiligen Funktionswerte f(x;). Weiters sei die Funktion ¢ stetig und bedingt
positiv definit, das Gebiet 2 sei ein Lipschitz-Gebiet. K = ]P>fj_1 set der l-dimensionale
Kern des von ¢ induzierten semi-inneren Produktes und X enthalte eine K -unisolvente
Teilmenge. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion

s(z) = ; Nip(x — x;) +p(x), = €RY,

mit p € K und SN, Niq(x;) fiir alle ¢ € K derart, sodass s(z;) = f(z;) und 8]0 <
9], fir alle g € W), die die gegebenen Daten interpolieren.

Beweis. Siehe [4, Prop.5.2]. O

Satz 1.21 garantiert die Existenz einer optimalen Interpolierenden beziiglich der Halb-
norm (1.18), lasst aber keine direkte Abschitzung des Interpolationsfehlers zu.

Definition 1.22. Fir das Gebiet Q C R? und die gegebene Punktmenge X C
bezeichnet

h = iggggg”ﬂc — 2]

die Interpolationsschrittweite.

Gesucht ist eine Abschatzung des Interpolationsfehlers in Abhangigkeit von h als Kon-
vergenzordnung der Form O(h*), u € R.

Satz 1.23. Sei Q ein Lipschitz-Gebiet und sei fir h € (0,hy), 0 < hy < 1 beliebig,
Xy, C Q2 eine endliche Menge mit

inf ||z — 2| < h.
iggxgthHx ;]| <
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Dann gibt es eine Interpolierende s von WE(R®) auf Werte auf X, mit den Eigenschaf-
ten aus Satz 1.21, die fir alle f € W¥(Q) N L,(Q) und alle p > 2

1 = slwrc < O 27 | f

erfullt. Die Konstante C' hdngt dabei von n, k,p und €2 ab, nicht jedoch von f, h oder
Xp,.

Beweis. Siehe [4, Theorem 5.5]. O

Als asymptotische Konvergenzordnung fiir p — oo ergibt sich damit O(h*~2) und
O(h¥) im Fall p = 2.

Satz 1.24. Seien die Voraussetzungen von Satz 1.23 erfillt und gelte zusdtzlich f €
Wy 2H(R?) sowie supp D*f C Q fiir || = 2k. Dann gilt fiir hinreichend kleine h

1 = slhwggoy < R 53 fla
Beweis. Siehe [4, Theorem. 5.8]. O

Durch zusétzliche Einschréankungen fiir f verbessert sich die asymptotische Konver-
genzordnung fiir p — oo auf O(h*~%2). Im Fall p = 2 ergibt sich O(h*).

1.2.4 Kondition der Systemmatrix

Abschlieflend zur Einfithrung der Interpolation mit radialen Basisfunktionen werden
hier Ergebnisse zur Abschitzung der Konditionszahl x(®) der bei der Bestimmung der
Interpolierenden auftretenden Interpolationsmatrix ® nach [4] gegeben.

Die spektrale Konditionszahl ry(A) einer reguliren Matrix A ist durch

_ Al
A=,
gegeben, wobei |[|-||, die Spektralnorm
A
AL, = max 12—y T g
w70 ||

mit der Euklidischen Vektornorm ||-||, bezeichnet. Dabei ist Apax(AT A) der betrags-
mafig grofte Eigenwert von AT A.

In weiterer Folge bezeichne X = {z;}¥, die gegebene Menge der Interpolationszentren.
Als Separationsradius sei

1
¢:=ymin e —ayll. ig=1...,N.



1.2 Interpolation mit radialen Basisfunktionen 25

bezeichnet, der maximale Abstand zweier Interpolationszentren mit

¢ :=max |lz; —xzj||, 4,j=1,...,N.
i#]

Fiir die Basisfunktion ¢(r) = v/72 + ¢? kann man als obere Schranke fiir die Spektral-

norm der Interpolationsmatrix A

4dnc
2], < g e
angeben ([4, S.141]). Daraus folgt fiir die Konditionszahl ko(®) — oo fir ¢ — 0.
Fiir die Spektralnorm der inversen Matrix lasst sich mit einer reellen Konstanten C
1 cprgnyza_t
-1 1 ejganyra-y
o7, = O

als asymptotische Schranke fiir N — oo angeben ([4, Theorem 5.12]).

Fir eine Klasse von Basisfunktionen lésst sich die Konditionszahl der Interpolati-
onsmatrix allein durch die Anzahl der gegebenen Interpolationszentren nach unten
abschétzen.

Satz 1.25. Falls —¢ bedingt positiv definit der Ordnung eins und ¢(0) > 0 ist, dann
ist die Konditionszahl der Interpolationsmatriz nach unten durch |X|— 1 beschrankt.

Beweis. Siehe [4, Theorem 5.13]. O






2 Effiziente Verfahren zur
Bestimmung der
Interpolierenden mit radialen
Basisfunktionen

Die Bestimmung der in Kapitel 1 eingefiithrten Interpolierenden (1.13) unter den Ne-
benbedingungen (1.14) und (1.15) entspricht der Lésung des linearen Gleichungssys-
tems (1.16). Die direkte Losung des Gleichungssystems eignet sich jedoch nur fiir eine
kleine Zahl N an gegebenen Interpolationszentren. Fiir Basisfunktionen mit globalem
Trager ist die Systemmatrix voll besetzt, direkte Losungsverfahren benétigen dem-
nach O(N?) Rechenschritte (z.B. [20, 23]), der Speicherbedarf liegt bei O(N?). Die
Systemmatrix ist nach den Ergebnissen aus Abschnitt 1.2.4 schlecht konditioniert.
Die direkte Auswertung von (1.13) fiir M auszuwertende Punkte benétigt O(N - M)
Rechenschritte.

In Abschnitt 2.1 wird ein iteratives Verfahren zur Losung des Gleichungssystems fiir
eine bedingt positive Basisfunktion der Ordnung 1 nach [15] beschrieben, das die
approximierte Losung des Gleichungssystems mit einer geforderten Genauigkeit e in
O(Nlog N) Schritten bestimmt. Um dieses Laufzeitverhalten zu erreichen, wird ein
Verfahren zur schnellen Auswertung des im Algorithmus auftretenden Matrix-Vektor
Produkts benotigt. In Abschnitt 2.2 wird daftir eine Multipolmethode nach [3] und [§]
beschrieben. Diese Methode ermdglicht auch eine schnelle Auswertung von (1.10).

2.1 Iteratives Verfahren zur Losung des
Gleichungssystems

In diesem Abschnitt wird nach [15] ein iteratives Verfahren zur Losung des linearen
Gleichungssystems (1.16) fiir die Basisfunktion

p(r)=vVr2+c, reR’ceR

beschrieben. Dabei handelt es sich um ein Krylov-Unterraum-Verfahren. Zunéchst
werden Krylov-Unterraum-Verfahren nach [23] kurz eingefithrt. Danach werden die
Grundlagen des Verfahrens beschrieben und der Loésungsalgorithmus formuliert. Ab-
schlieBend werden die Schritte des Verfahrens analysiert. Fiir eine Erweiterung des
Losungsverfahrens auf weitere bedingt positiv definite Basisfunktionen sei z.B. auf
[16] verwiesen. Hinweise zur Implementierung des Verfahrens finden sich z. B. in [17].

27
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2.1.1 Einfiihrung

Betrachtet werden Systeme der Form
Az =1 (2.1)
mit einer regularen Matrix A € R™*™ und der rechten Seite b € R".

Definition 2.1. Fine Projektionsmethode zur Losung der Gleichung (2.1) ist ein
Verfahren zur Berechnung von Ndiherungslosungen x,, € xy+ Ky unter Bertcksichti-
gung der Bedingung

(b— Az,,) L L, (2.2)

wobei zy € R™ beliebig ist und K,, und L,, m-dimensionale Unterraume des R™ reprd-
sentieren.

Die Orthogonalitdt L ist mit einem Skalarprodukt
gj_g@<g,g> =0, firze€ Ky,y € Ly,

definiert.

Gilt K,, = L,,, so besagt (2.2), dass der Residuenvektor r,, = b — Az, orthogonal
auf K, steht. In diesem Fall liegt eine orthogonale Projektionsmethode vor und
(2.2) heiit Galerkin-Bedingung. Falls K, # L, gilt, liegt eine schiefe Projektions-
methode vor und (2.2) heiit Petrov-Galerkin-Bedingung.

Definition 2.2. Fine Krylov-Unterraum-Methode ist eine Projektionsmethode
zur Losung der Gleichung (2.1), bei der K, den Krylov-Unterraum

K., = K,,(A,ry) = span {fo, Arg, ... ,Am_lzo}

mit ro = b — Axy darstellt.

2.1.2 Beschreibung des Verfahrens

Das in diesem Abschnitt beschriebene Verfahren eignet sich zur ndherungsweisen Be-
stimmung der Losung des Gleichungssystems (1.16) fiir die Basisfunktion

o) =ViT+ &, reRceR. (2:3)

Bei der Basisfunktion (2.3) handelt es sich um eine bedingt positiv definite Funktion
der Ordnung 1, es geniigt demnach, in (1.13) Polynome vom Grad 0 — also Konstanten
— zu beriicksichtigen. Zur Bestimmung der Koeffizienten der Interpolierenden

N
s@ =S A/llz—zlf+2+a, 7R (2.4)
=1
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mit den gegebenen Interpolationszentren {z;}Y, und den zugehérigen Funktionswer-
ten f; = f(z;), sowie dem gegebenen reellen Parameter ¢, ist somit das lineare Glei-

chungssystem
(7 3(2)-(8)

In weiterer Folge bezeichne X den linearen Funktionenraum von Funktionen s : R? —
R der Form (2.4) mit den gegebenen Interpolationszentren {z;}¥,, wobei die Koeffi-
zienten \;, 2 =1,..., N die Nebenbedingung

zu losen.

N
i=1

erfillen.

Die Grundlage fiir das Losungsverfahren bildet das von ¢ induzierte semi-innere
Produkt
(s,t), = ~ATou (2.6)

fir s,t € X mit s(z) = =¥, Mo(||z — z4]]) + @ und t(z) = SN, wd (||l — x4) + 5.
Dabei bezeichne ® den ¢ zugeordneten Kern.

Das so definierte semi-innere Produkt ist dquivalent zum semi-inneren Produkt (1.2.3).
Eine Herleitung dazu findet sich in [4, Kap. 5], weiterfithrende Betrachtungen z. B. in
[30].

Das semi-innere Produkt (-, -), induziert eine Halbnorm

|sly = (s, s)'/? = ( )\TCI>)\>1/2

Fiir die Berechung des semi-inneren Produktes (s, t) » muss, sofern die Funktionswerte
von s oder ¢ in den gegebenen Interpolationszentren bekannt sind, kein Matrix-Vektor-
Produkt berechnet werden:

(s,t)y = ~Aou

N
Zﬁb (lz; — 25| }

7=1

N N
= _ZAZ {Zﬂjgb |z — ) "‘6%}

Jj=1
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Wegen der Symmetrie (s, ), = (¢, ), gilt
N N

=1 =1

Daraus folgt direkt, dass, falls s* € X die Interpolierende fiir die Funktion f mit den
gegebenen Funktionswerten f; = f(x;) ist, gilt:

N N
(s, 5*>¢ = - Z)‘iS*(xi> = - Z)‘zfz

Zur Beschreibung der wesentlichen Eigenschaften des Losungsverfahrens bezeichne s*
die gesuchte Interpolierende und k die jeweilige Iterationszahl im iterativen Verfahren.
Dabei ist s¥) die Interpolierende am Beginn der k-ten Iteration

N
s(0)® = 3N 0|l — aill) + o,
i=1

das Residuum am Beginn der k-ten Iteration ist demnach
r® = f, - sW(z;), i=1,...,N. (2.8)
Das Verfahren wird abgebrochen, wenn das Abbruchkriterium

[l << 29)

o0

erfiillt ist, wobei ¢ > 0 die gegebene geforderte Genauigkeit der Losung bezeichnet.

Fiir die im Algorithmus definierten Suchrichtungen d® € X,k = 1,2, ... wird das
Konjugiertenkriterium

<d<k>, d(’H>>¢ =0, firk>?2 (2.10)
sowie die Orthogonalitét
(s* = s(k),d(k)>¢ =0, firk>1 (2.11)
gefordert.

Entscheidend fiir die Krylov-Unterraum Eigenschaften des Verfahrens ist der in
weiterer Folge beschriebene lineare Operator A : X — X. A wird derart gewéhlt,
dass fiir alle k& die Suchrichtung d®) im von den Funktionen Als*, [ = 1,...,k aufge-
spannten Unterraum von X liegt. Weiters leistet A eine Vorkonditionierung. A ist
dabei eine Approximation des optimalen Vorkonditionierungsoperators A°P'. Dieser
Operator A°P* kann aus den Losungen der Lagrange-Interpolationsaufgaben

N
dj(z) =) Guple —z) + 6, firzeQ,j=1,...,N, (2.12)
i=1
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unter den Lagrange-Bedingungen
uj(xi>:5ij7 i,jzl,...,N7 (213)

wobei 0;; das Kronecker-Delta

1 i=j
%‘{0i¢j
bezeichnet, konstruiert werden. Die Losung der Interpolationsaufgaben (2.12) unter
den Lagrange-Bedingungen (2.13) entspricht jedoch der Lésung des urspriinglichen
Systems (1.16).
Zur Konstruktion von A werden die Funktionen w;, j = 1,..., N durch das Lésen der
Interpolationsaufgaben auf hochstens ¢ Punkte enthaltenden Teilmengen der Menge

der gegebenen Interpolationszentren X approximiert, wobei ¢ < N gilt. Diese Teil-
mengen werden L£-Sets genannt.

2.1.3 Algorithmische Formulierung des Losungsverfahrens

SCHRITT 1: Die Interpolationszentren x;, ¢ = 1,..., N sowie die zugehorigen Funk-
tionswerte f; werden angegeben. Ein ganzzahliger Wert ¢ > 2 wird zur Bestimmung
des linearen Krylov-Unterraum Operators gewéhlt. Typische Werte fiir ¢ sind 30 bis 50.

SCHRITT 2: Die Approximierende s wird mit den Parametern

(1 _
A=

@)

. j=1,...,N, (2.14)
(min(fy, ..., fv) + max(fi,..., fn)) (2.15)

ol —

DO | —

initialisiert. Weiters wird das initiale Residuum durch
r = f— W) =fi—aV, i=1,....N, (2.16)

bestimmt. Falls (2.9) erfullt ist, bricht der Algorithmus ab, ansonsten bereiten die
Schritte 3 bis 5 den iterativen Prozess vor.

Bemerkung 2.1. Ist ein guter Schditzer § fiir die gesuchte Interpolierende bekannt,
kann dieser fir die Berechnung verwendet werden. Dafiir werden die rechten Seiten
fi,i=1,...,N durch f;—5§(x;), i =1,..., N ersetzt. Der Algorithmus bestimmt dann
eine Korrektur fir den Schdtzer 5.

SCHRITT 3: Eine zufillige Permutation o(i),i = 1,..., N der Indizes {1,..., N} wird
erzeugt, die Zéhlvariable m wird mit m = 1 initialisiert.

SCHRITT 4: Die Variable | wird auf [ = o(m) gesetzt. ¥; bezeichne die Menge der
Indizes {o(m),...,0(N)}.
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Falls N —m+1 > ¢, wird die Punktmenge £; aus ¢ Punkten derart zusammengestellt,
dass [lz; — zill;cp, < [l20 — @l jex,\ z, 8116 Ansonsten, falls also n —m+1 < ¢ gilt, wird

={o(m),...,o(n)} gewahlt.
SCHRITT 5: Die Koeffizienten (;;, j € £; und v; der Funktionen

= > ol — al) + ¥ (2.17)

JEL;

werden bestimmt. Die zur Bestimmung benétigten Gleichungen ergeben sich dabei aus
den Lagrange-Bedingungen
2[(1']') = 61]', le Ll (218)

und der Nebenbedingung 3¢, ¢i; = 0, wobei d;; das Kronecker-Delta beschreibt.
Solange m < N — 2 gilt, wird die Zahlvariable m um 1 erhoht und zu Schritt 4 zu-
riickgekehrt. Ansonsten wird der Iterationszdhler k auf 1 gesetzt und mit Schritt 6 der
Iterationsprozess begonnen.

SCcHRITT 6: Die Koeffizienten der Funktion

ZT .7} l’]

werden bestimmt. Dazu wird 7 = 0 initialisiert. Danach durchlauft ! die Indizes
{o(1),...,0(N —1)}. Fir jedes | wird
"= art® (2.19)
€L

mit dem bekannten momentanen Residuum r*) und den zuvor berechneten (;; be-

stimmt, und fir alle j € £; das Produkt ,ul( zu 7' ) addiert.
SCHRITT 7: Die Suchrichtung

d(k Z(SUC (x,x;)

wird bestimmt. In der ersten Iteration (k = 1) wird 6" = () gewdhlt. Sonst (k > 1)
wird

0 =7 — oY, j=1,... N, (2.20)
mit
N N
fo =m0 @) [36d a) (2.21)
=1 i=1
gesetzt.

SCHRITT 8: Das Produkt ®J wird berechnet, um die Funktionswerte d®(xz;), i =
1,..., N, zu bestimmen.
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SCHRITT 9: Die Schrittweite der aktuellen Iteration wird durch
N N
A F) = > 51@)7}@ > 51-(k)d(k) (x;) (2.22)
i—1 i—1

bestimmt. Damit wird die Approximierende s+ durch
sF (1) = sW)(2) + v a®) (z) 4+ W) (2.23)

berechnet, wobei w®) € R noch zu bestimmen ist. Aus Gleichung (2.8) folgt, dass der
neue Residuenvektor die Form

TEkH) = TZ(k) — ~B) qk) (x;) — w®  i=1,... N,

besitzt, und somit w® derart bestimmt wird, dass max {|r(k+1)|,i =1,..., N} mini-

K3
(k+1

miert wird. Die Koeffizienten der Interpolierenden s**1) werden durch

AFD AW Amg® o N

i i

bestimmt.

SCHRITT 10: Der Iterationszahler k£ wird um 1 erhoht. Falls die Abbruchbedingung
(2.9) erfitllt ist, wird das Verfahren mit den Lésungskoeffizienten A*) und a®) abge-
brochen, ansonsten wird mit Schritt 5 eine neue Iteration begonnen.

2.1.4 Analyse des Verfahrens

Die in Schritt 7 definierten Suchrichtungen d®) erfiillen das geforderte Konjugierten-
kriterium (2.10) und mit der in Schritt 9 definierten neuen Approximierenden s+
die Orthogonalitét (2.11).

Unter Ausnutzung von (2.7) erkennt man im Zahler von (2.21) das semi-innere Produkt

—<t(k), d(k’l)>q5 und im Nenner —<d(k*1), d(k*1)>¢. Damit ergibt sich fiir (2.20)

(k) q(k)
<t ’d >¢ d*V(z), xeRY,

d®) (z) = ¢®) (z) — <d(k’1), d(k’1)>¢

und daraus folgt direkt das Konjugiertenkriterium (2.10) fiir die Suchrichtungen d®),
k> 2.

Weiters liegen die Funktionen s* — s*) in S und die Residuen (2.8) entsprechen den
Werten (s*—s®))(z;) fiir die gegebenen Interpolationszentren z;, i = 1,...,n. Dadurch
entspricht der Zahler der Schrittweite (2.22) unter erneuter Verwendung von (2.7)
—<d(k), s — s(k’)> und der Nenner —<d(k), d(k)>. Einsetzen in (2.23) ergibt

(s — s, a®)
(d®, q®)

(5" = s")(2) = (s = s™)(2) — d®(z) —w,
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und somit die Orthogonalitét (2.2).

Zur besseren Lesbarkeit wird in weiterer Folge die Permutation der Indizes der gege-
benen Interpolationszentren nicht explizit geschrieben.

Der lineare Operator A ist durch

>¢ Z(z), zeseX
¢

(As)) 1= 3

=1 (

definiert, wobei Z; die Funktion (2.17) ohne den konstanten Term bezeichnet. Damit
kann gezeigt werden, dass die Koeffizienten 7™ aus Schritt 6 derart konstruiert sind,

J
dass
th) = A(s* — s)

gilt. Dabei ist zu beachten, dass r'*) = (s* — s™))(x;) gilt. Damit entspricht der Zdhler

aus (2.19) dem Semi-Skalarprodukt —<Zl, 5 — s(k)>¢. Weiters folgt aus den Lagrange-
Bedingungen (2.18) und der Nebenbedingung 3¢ ¢i; = 0 dass der Nenner aus (2.19)

den Wert
= Gialz) =D Gialz;) = —(Z1, 1)
jE[,j jEEj
annimmt. Dieser ist ungleich Null, da aufgrund der La%range—Bedingungen Zre X
nicht konstant sein kann. Die Addition der Produkte ugk G zu 7 fiir alle j € L;in

J
Schritt 6 fihrt zu

0z = A(s* — s®).

Zum Nachweis der Vorkonditionierungseigenschaft von A sowie fiir weitere Betrach-
tungen zur Konvergenz des Verfahrens sei auf [15] verwiesen.

2.2 Multipolmethoden

In diesem Abschnitt werden zunéchst Multipolmethoden im Allgemeinen und danach
eine spezielle Methode fiir den R? eingefiihrt. Diese Einfithrung folgt [3]. AbschlieBend
wird nach [8] eine Reihenentwicklung fir die multiquadrische Basisfunktion angegeben.

2.2.1 Einfiihrung

Multipolmethoden eignen sich zur schnellen Auswertung von Summen der Form

u(z) = 2 w; K (x,y;) (2.24)

fir Punkte x € Q und die Quellen {y; };=1,. n C Q beziiglich des Kerns K : QxQ —
R mit reellen Gewichten w; iiber dem Gebiet 2 C R?. Der Aufwand fiir die direkte
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Auswertung von N Ausdriicken dieser Art betrigt im Allgemeinen O(N?). Das Ziel
von Multipolmethoden ist die Reduktion dieser Kosten auf O(N log N) oder O(N).

Zur Entwicklung der Multipolmethode betrachtet man eine Summe der Form (2.24),
bei der sich der Kern als endliche Summe

p
K(z,y) =Y dn(x)i(y) (2.25)
k=1
darstellen lasst. In diesem Fall lassen sich die Momente
N
A =D wi(y:) (2.26)
i—1

unabhéngig von einem Auswertungspunkt = berechnen. Die Berechnung von u(z) er-
folgt dann durch die Evaluierung der Summe

u(z) = zi: Apor(x).

Dadurch ergibt sich fiir die Auswertung an N Punkten ein Gesamtaufwand von O(Np).
Somit lasst sich fiir p < N eine Reduktion des Berechnungsaufwandes erzielen.

In vielen praktischen Anwendungsféllen ldsst sich der Kern K (x,y) jedoch nicht durch
eine endliche Summe (2.25) darstellen, wohl aber in eine unendliche Reihe

K(ry) = dl@)dn(y)
k=1

entwickeln. Ist jedoch eine ndherungsweise Auswertung der Summe (2.24) zuldssig,
kann man den Kern durch eine endliche Summe approximieren. In anderen Worten
bedeutet das, dass die Anwendbarkeit der Multipolmethode durch die Zuldssigkeit
einer approximierten Auswertung bedingt ist.

2.2.2 Eine Multipolmethode im R?

In diesem Abschnitt wird zunéchst eine geeignete Struktur im R3 vorgestellt und an-
schlielend eine auf dieser Struktur basierende Multipolmethode formuliert. Betrachtet
werden Summen der Form (2.24), fiir die sich der Kern K (x,y) in eine Laurent-Reihe

K(z,y)=> ay(z—y)™, fir|lz—yl>r
n=>b

und b € Z beschrankt, entwickeln lasst. Da diese Reihenentwicklung konvergiert, falls
der Evaluierungspunkt x hinreichend weit vom Entwicklungszentrum y entfernt liegt,
spricht man von einer Fernfeld-Entwicklung mit Konvergenzradius r. Der Bereich,
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in dem |z —y| < r gilt, heift Nahfeld. Innerhalb des Nahfeldes muss der Kern direkt
ausgewertet werden.

Ein Octree ist eine hierarchische Struktur im R3. Den Ausgangspunkt bildet die
Waurzel, eine Box b3 (ein Wiirfel), die das gesamte betrachtete Gebiet 2 beinhaltet.
Der Wurzel wird die Verfeinerungsstufe 0 zugeordnet. Danach wird rekursiv jede
Box bl in ihre 8 Kinder bé-“ zerteilt. Dadurch gelangt man von Verfeinerungsstufe [ zur
Stufe [+ 1. Die Box b! wird dabei als Vater ihrer Kinder bezeichnet. Die Verfeinerung
wird bis zum FErreichen eines Abbruchkriteriums fortgefiihrt. Insgesamt ergibt sich
eine Baumstruktur, in der die Boxen den Baumknoten und die Vater-Kind-Relationen
den Asten entsprechen.

Definition 2.3. Man nennt zwei Octree-Bozen bl und bé? direkte Nachbarn, wenn
sie sich in der selben Verfeinerungsstufe des Octrees befinden und mindestens einen
Randpunkt teilen. (Eine Box ist ein direkter Nachbar von sich selbst.)

Definition 2.4. Man nennt zwei Octree-Bozen b} und b voneinander getrennt,
falls sie sich in der selben Verfeinerungsstufe des Octrees befinden und sie keine di-
rekten. Nachbarn sind.

Definition 2.5. Jede Box bl wird mit einer Interaktionsliste assoziiert. Diese Lis-
te enthdlt alle Kind-Boxen der direkten Nachbarn der Vater-Box von b, die von b
getrennt sind.

Uber dieser Struktur ldsst sich ein zweistufiges Multipolverfahren formulieren. Da-
zu werden die innerhalb einer Octree-Box b; liegenden Quellen zu einem Cluster w;
zusammengefasst. Fir die Quellen innerhalb dieser Cluster werden in der Vorberei-
tungsphase gemeinsame Fernfeld-Entwicklungen bestimmt. In der Auswertungs-
phase werden die Summen (2.24) durch die Evaluierung dieser Fernfeld-Entwicklungen
fiir hinreichend weit entfernte Cluster, sowie durch die direkte Auswertung der Quellen
im Nahfeld ndherungsweise bestimmt.

Algorithmische Beschreibung der Vorbereitungsphase
Die Vorbereitungsphase wird vor der ersten Auswertung der Summe (2.24) vorberei-

tend fiir alle Auswertungen ausgefiihrt.

SCHRITT 1: Die Quellen {y;}¥, und die zugehérigen Gewichte w; sowie ein héchstzu-
lassiger Approximationsfehler ¢ werden angegeben. Weiters wird das zu betrachtende
Gebiet €2 definiert.

SCHRITT 2: Der maximale Entwicklungsgrad p. der Fernfeld-Entwicklungen wird der-
art bestimmt, dass die gegebene Genauigkeit ¢ erreicht wird.

SCHRITT 3: Die maximale Verfeinerungsstufe m des Octree wird als m = log N be-
stimmt. Bei einer ungefahr gleichméfiigen Verteilung der Quellen wird damit in der
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feinsten Stufe eine maximale Anzahl von Zentren pro Box, unabhéngig von N, garan-
tiert.

ScHRITT 4: Uber dem gegebenen Gebiet € wird der Octree gebildet. Die gegebenen
Quellen werden den sie enthaltenden Octree-Boxen zugeordnet.

SCHRITT 5: Ausgehend von der feinsten Verfeinerungsstufe bis zur Stufe 2 werden fiir
die Octree-Boxen die gemeinsamen Fernfeld-Entwicklungen der darin liegenden Clus-
ter bestimmt. Dazu werden die Koeffizienten der Reihendarstellung fiir jede Quelle
innerhalb des Clusters beziiglich desselben Entwicklungszentrums bestimmt und auf-
summiert. Als Entwicklungszentren werden die jeweiligen Mittelpunkte der Boxen ge-
wahlt.

Der Aufwand zur Erstellung der Baumstruktur betriagt O(log V) und fiir die Zuord-
nung der Quellen zu den zugehorigen Boxen O(N log N). Fiir die Reihenentwicklung
sind fiir jede der N Quellen in jeder Verfeinerungsstufe (> 2) O(p?) Koeffizienten zu
bestimmen. Dadurch ergibt sich ein Gesamtaufwand von

O(Np?log N).

Bemerkung 2.2. Daraus folgt, dass die Anwendung der Multipolmethode nur dann
das Laufzeitverhalten verbessert, falls p? < N gilt.

Algorithmische Beschreibung der Auswertungsphase

Fiir ein x € Q) erfolgt die Auswertung von (2.24) in den folgenden Schritten:

SCHRITT 1: Die betrachtete Verfeinerungsstufe wird auf j = 2 gesetzt. Man bestimmt
jene Octreebox b! in Level j, in der z liegt. Die Summe wird mittels u(z) := 0 initia-
lisiert.

SCHRITT 2: Fiir alle Boxen in der Interaktionsliste der Box b/ werden die Fernfeld-
Entwicklungen an der Stelle x evaluiert und das Ergebnis zu u(x) addiert. Ist die
momentan betrachtete Verfeinerungsstufe j = m, gehe zu Schritt 4, sonst gehe zu
Schritt 3.

SCHRITT 3: Man bestimmt jene Kind-Box b{:rl von b{, in der x liegt. Die momentan
betrachtete Verfeinerungsstufe wird auf j = j + 1 gesetzt, der Index der momentan
betrachteten Box auf ¢ = k£ und man geht zu Schritt 2.

SCHRITT 4: Im feinsten Level m angelangt, evaluiert man fiir die Boxen 07" in der
direkten Nachbarschaft von b

U|Nanferd () = Z Z di K (,y;) (2.27)

b;.n ist Nachbar y; Eb?qb
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und addiert das Ergebnis zu u(x). Der Algorithmus terminiert.

In der Interaktionsliste einer Box befinden sich maximal 189 Boxen. Die Auswertung
der Reihenentwicklungen an einer Stelle z benotigt O(p?) Rechenschritte. Die Fernfeld-
Entwicklungen werden in O(log N) Stufen ausgewertet. In der direkten Nachbarschaft
einer Box befinden sich maximal 27 Boxen. Die Zahl der Quellen in einer Box ist
unabhéngig von N beschriankt und benotigt daher O(1) Rechenschritte zur direkten
Auswertung. Dadurch ergeben sich fiir N Auswertungen die Gesamtkosten von

O(189Np?log N + 27N). (2.28)

Bemerkung 2.3. Diese Methode lisst sich zu einer Methode mit einer Asymptoti-
schen Laufzeit von O(pSN) Schritten fir die Auswertung in N Punkten erweitern.
Dazu miissen in der Vorbereitungsphase die Fernfeld-Entwicklungen jeder Octree-Box
in lokale Entwicklungen umgewandelt werden. Fir jede Box werden dann die Ent-
wicklungszentren aller lokalen Entwicklungen der Boxen der Interaktionsliste in das
Zentrum der Box verschoben und summiert. Beginnend mit Verfeinerungsstufe 2 wer-
den die lokalen Entwicklungen in die Zentren der Kind-Bozxen verschoben und zu den
bestehenden lokalen Entwicklungen addiert. Der Exponent o in der asymptotischen
Laufzeitentwicklung hdingt dabei von der verwendeten Transformationsmethode ab.

In der Auswertungsphase sind somit nur die Auswertung einer lokalen Entwicklung
und die Auswertungen der Quellen in den direkten Nachbarn zu berechnen.

2.2.3 Reihenentwicklung fiir die Basisfunktion ¢(r) = V12 + ¢?

Im Folgenden wird eine Reihenentwicklung und eine Fehlerabschéatzung sowie eine Vor-
schrift zur effizienten Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten fiir die Basisfunktion
¢(r) = V1?2 + ¢ nach der umfassenden Darstellung in [8] angegeben.

Zu Bestimmen ist eine Fernfeld-Entwicklung zur effizienten Berechnung von Summen
der Form

u(z) = ﬁéwi o(x), (2.29)
wobei ¢ : R — R die Basisfunktion _
o(x) = dla, ) = (o + ) (2.30)
mit ¢ > 0 und = € R¢ bezeichnet.

Die in weiterer Folge dargestellten Reihenentwicklungen verwenden multivariaten Po-
lynome P, der Form

P, 8,7) = | él <1§2> (lij>52j_l(oﬁ)l_ja (2.31)

1=

2
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mit [ > 0 und «, 3,7 € R% Fiir negative [ wird P, = 0 identifiziert.

Das folgende Lemma gibt eine Fernfeld-Entwicklung fiir die Basisfunktion (2.30), sowie
eine Fehlerabschatzung fiir die endliche Entwicklung vom Grad p + 1 an.

Lemma 2.6. Seit € R und ¢ > 0. Fir alle x € R mit ||z|| > \/||t]|* + 2 gilt
2 12 & 2 2 201
oo —1) = (le—tl*+ )" =X Rt + & =2(t2), |2 ]*) /l|]
=0

mit den Polynomen P, wie in Gleichung (2.31). Weiters gilt fiir ||z|| > \/||t]|> + ¢ und
firp+1>0

p+1

o — 1) = X Bl + &, =2t @), =) /)

1=0
pt1
VI + ¢ |
< yIE* + c2) ( 1l
:I/‘ J—

]

2

Beweis. Siehe [8, Lemma 3.1]. O

Mit Lemma 2.6 lasst sich direkt eine Fernfeld-Entwicklung und eine Fehlerabschatzung
fir die Summe (2.29) angeben.

Satz 2.7. Seit; € RY ||t;]| <7 und w; € R fiir 1 <i < N undr > 0. Sei ¢ > 0 und

u:RT— R v N
u(x) = ;gb(x —t;) = ;wi (\/ |z —t:||* + 02) :

Mit den Polynomen P, aus Gleichung (2.31) haben die homogenen Polynome
a 2 2
Ql(‘r) :szpl(ntzn +C2,—2<ti,$>,||l‘|| )7 leN
i=1
die folgende FEigenschaft: Sei p € Ny und sei
= 21
sp(x) =Y Qi) /|2, = e RU\{0}.
1=0
Dann gilt fir v € RY und R = /r2 + 2 mit ||z|| > R

1

sta) = s < 200 (1)

wobei M = YN | |w;| und c = ||z||/R.
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Das folgende Lemma kann zur effizienten Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten
herangezogen werden.

Lemma 2.8. Die Polynome aus (2.51) erfillen, fir alle ., 3,7 € R? und | € N, die
Rekursionsgleichung

(14 VPl 8.9) = (5) BP0, 6:9) + 2 = D arPa(a, 6.9)

Beweis. Siehe [8, Lemma 2.5]. O

Als direkte Folgerung von Lemma 2.8 kann die folgende rekursive Vorschrift zur Be-
stimmung der Koeffizienten der Reihenentwicklung formuliert werden. Schreibt man

Gi(x) = R(Ilt]* + &, =2(t, ), |||,

so ist Gy ein homogenes Polynom vom Grad [ in x, das von ¢ und ¢ abhéngt. Die
Entwicklung fiir ein Zentrum mit Gewicht w ist dann

p+1

lZsz(x)/lle”_1~

Die Polynome G, gentigen dabei der Rekursionsvorschrift

1, =0,
Gl(ZE): —<ZE,t>, l:].,
Az, )G (z) + Billz (It + A)Gia(w), 1> 2,

wobei 5 3 5
a=-228 p



3 Bi-Laplace Gleichung

3.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt wird der Bi-Laplace Operator und die homogene Bi-Laplace Glei-
chung nach [28] eingefithrt. Danach wird die Wohlgestelltheit des Randwertproblems
der Bi-Laplace Gleichung unter den méglichen Randbedingungen nach [18] untersucht.

Um die Bi-Laplace Gleichung formulieren zu kénnen, werden zunéchst die folgenden
Differentialoperatoren definiert:

Definition 3.1. Der Nabla Operator V in d Dimensionen ist definiert als

9 0 !
Vu(z) = (&rlu(x) axdu(w)) . fiir v € R

Definition 3.2. Der Laplace Operator A in d Dimensionen ist definiert als

d 82
Au(z) := (V- V)u(x) = Za > u(z), firz € R

Definition 3.3. Der Bi-Laplace oder biharmonische Operator A2 in d Dimen-
sionen ist als zweimalige Anwendung des Laplace Operators definiert als
9 o1 ot d
A*u(z) = AAu(x :Z&cf +28x28x u(z), firzeR%

=1 i,j=1
i#]

~.

Unter Anwendung des Bi-Laplace Operators wird die homogene Bi-Laplace Glei-
chung iiber dem betrachteten Gebiet 0 C R formuliert. Gesucht ist ein u € C*(€Q)

derart, dass
A*u(z) =0, fiirz € Q. (3.1)

Dabei sei das Gebiet 2 einfach zusammenhéngend und beschrinkt. Auf dem Rand I sei
fast tiberall der d&uere Einheitsnormalenvektor n(x), z € T', gegeben. Multiplikation
von (3.1) mit einer Testfunktion v € WZ(Q) und Integration tiber dem Gebiet Q ergibt

/Q(Azu(x))v(x)dx =0, firzeq.

Nach zweimaliger partieller Integration und der Anwendung des Integralsatzes von
Gauf3-Ostrogradski ergibt sich die schwache Formulierung

/Au JAv(x dx—i—/ x)ds, — /Au )-Vo)ds, =0 (3.2)

41
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fir u,v € WZ(Q).
Aus dem ersten Randintegral in (3.2) ergeben sich die méglichen Randbedingungen

(B1): u(x) = g1 (),
(B2): n(z) - V(Au(z)) = g2(),
)

aus dem zweiten Randintegral in (3.2) ergeben sich die moglichen Randbedingungen

(B3):  Au(z) = gs(x),
(B4): n(z) - Vu(r) = ga()

firz eI

Dadurch ergeben sich die moglichen Randbedingungskombinationen (B1 - B3), (B1 -
B4), (B2 - B3) und (B2 - B4). Die Kombination (B2 - B3) fiihrt jedoch nicht auf ein
wohlgestelltes Problem. Dazu betrachte man die Formulierung von (3.1) als System

Die Kombination (B2 - B3) ist damit dquivalent zu den Randbedingungen

o wtele) = ha(z)
%" () - V(p(x))) = ha(z).

Dadurch ist die Gleichung zur Bestimmung von ¢(z) von der Gleichung fir u(zx)
entkoppelt.

Bemerkung 3.1. In der mathematischen Modellierung physikalischer Prozesse tritt
der Bi-Laplace Operator z. B. in der Elastizitdtstheorie auf. So kénnen die Komponen-
ten der Losung des homogenen Systems der linearen Elastizitatstheorie auf die Losung
einer Bi-Laplace Gleichung zurickgefihrt werden (siche z. B. [28]). Weiters tritt die
Bi-Laplace Gleichung in der Kirchhoff’schen Plattentheorie auf (z. B. [10]).

3.2 Fundamentallosungen

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Fundamentallosung nach [28] eingefiihrt und
danach eine Fundamentallosung fiir die Bi-Laplace Gleichung hergeleitet.

Zur Einfithrung des Begriffes der Fundamentallosung wird zunéchst die partielle Dif-
ferentialgleichung tiber einem Gebiet ) C R,

(Lu)(z) = f(x) fur z € Q, (3.3)

mit einem elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung,

(L)) == 3 7 fasto) o).

ij=1YLj i
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betrachtet. Die innere Spur einer im Gebiet 2 gegebenen Funktion ¢ sei mit

Yrg(xr) = lim g¢(z) firx el

Q3z—xel

bezeichnet. Am Rand I' des Gebiets 2 sei fast tiberall der duflere Einheitsnormalen-
vektor n(z) gegeben. Dann bezeichnet

Wale) = dim Loy (0)a 2) 900

Q35— xel i

die innere Konormalenableitung.

Nach der Multiplikation beider Seiten von (3.3) mit einer hinreichend glatten Test-
funktion v und der Integration iiber dem Gebiet €2 liefert partielle Integration und die
Anwendung des Integralsatzes von GauB-Ostrogradski die erste Greensche Formel

Z / 330, aij v(x)dx = / (Lu)(z)v(z)dx + / Y (@) v o (x)ds,.

i,7=1

Vertauschen von u und v und Gleichsetzen der beiden rechten Seiten fithrt mit (3.3)
auf die zweite Greensche Formel

/(LU dy _/,ylnt mt dSy /,ylnt mt d8y+/ f

Fir « € Q erfiille eine Funktion v(y) := U*(z,y)

| LU @ yuly)dy = u(a)

Dann folgt fiir z € Q) die Darstellungsformel

/U* z, ) u(y)ds, — /v‘mU* z,y)7 " uly )d5y+/QU*(w,y)f(y)dy- (3.4)

Mit der Darstellungsformel (3.4) bestimmt sich jede Losung der partiellen Differenti-
algleichung (3.3) allein aus der Kenntnis der Daten [y u(x), vi"u(z)] fiir z € T. Die
Identitat

/50 —z)u(y)dy, firz e Q,

fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 3.4. Sei L ein linearer partieller Differentialoperator. Dann heifit eine
Funktion U*(z,y) Fundamentallosung, falls sie eine distributionelle Losung der
partiellen Differentialgleichung

(LyU*)(z,y) = do(y — x), fiir z,y € R

1st.
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3.2.1 Fundamentallosung des Bi-Laplace Operators
Fir d = 3 lautet die Fundamentallosung des Laplace Operators [28]

1 1

Aus der Kenntnis der Fundamentallosung des Laplace-Operators kann die Funda-
mentallosung des Bi-Laplace Operators bestimmt werden (siehe [1]). Dazu kann das
folgende Lemma verwendet werden.

Lemma 3.5. Sei A der Laplace-Operator im R? und 0 # x € R3, dann gilt
A (Jzf") = p(p+1) 772

Beweis. Die Aussage ergibt sich direkt durch die zweimalige partielle Ableitung von

3 p/2
sz(zﬁ)
=1

nach Oz; und der anschliefenden Summation iber 5 =1,...,3. ]

Die Anwendung von Lemma 3.5 fiir p = 1 ergibt

wa:Mmm»=M%Q=—%%

Damit ergibt sich die Fundamentallésung fiir den Bi-Laplace Operator im R? als

. 1
Urz(2,y) = g!aﬁ -yl (3.6)

3.3 Methode der Fundamentallosungen

In diesem Abschnitt wird die Methode der Fundamentallésungen nach [19, 13] einge-
fithrt, sowie eine direkte Anwendung zur Losung der Bi-Laplace Gleichung nach [21]
angegeben. Abschlieflend wird eine verbesserte Methode nach [19, 13, 25] vorgestellt.

Die traditionellen Methoden zur numerischen Losung von elliptischen partiellen Diffe-
rentialgleichungen sind die Finite Elemente Methode und die Finite Differenzen Me-
thode. Zur Anwendung dieser Methoden muss das gesamte betrachtete Gebiet diskre-
tisiert werden. Fiir eine gewisse Klasse von Problemstellungen eignen sind jedoch auch
Methoden fiir deren Anwendung nur der Rand des betrachteten Gebietes diskretisiert
werden muss, sogenannte Randmethoden. Bekannteste Vertreter der Randmethoden
sind die Randelementmethoden (boundary element methods - BEM (z. B. [28])). Bei
der Methode der Fundamentallgsungen (method of fundamental solutions - MF'S) han-
delt es sich ebenso um eine Randmethode. In der hier vorgestellten Form eignet sich
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die Methode der Fundamentallosungen zur numerischen Bestimmung von Losungen
von homogenen partiellen Differentialgleichungen der Form

Lu(z) =0, x€Q

iiber einem beschrinkten Gebiet 2 C RY, d = 2,3 mit einem linearen elliptischen
partiellen Differentialoperator L, fiir den eine Fundamentallosung U; (z,y) in der Di-
mension d bekannt ist.

Die Grundidee der Methode der Fundamentallosungen ist die Darstellung der Losung
als Linearkombination von Fundamentallosungen

un (@) =D Uz (2,y5), ©€Q (3.7)

Jj=1

N —

mit den Singularititen {y;},_, ausserhalb des Gebietes €.

3.3.1 Bi-Laplace Gleichung

Betrachtet wird die harmonische Bi-Laplace Gleichung (3.1) unter den Randbedingun-
gen (B1) und (B3) oder (B1) und (B4).

Aus der Kenntnis der Fundamentallosung (3.6) des Bi-Laplace Operators lasst sich
eine Naherungslosung der Form (3.7) konstruieren ([21]).
Zu bestimmen sind demnach die Koeffizienten (uj)é\f:l der Darstellung

N
UN(JI) = Z,UJlUZz (x,yz-), x € Q. (38)
i=1
Dafiir werden Werte der Randbedingungen (B1) oder (B3) bzw. (B4) auf einer Menge
X = {z;}}, C T von Punkten am Rand vorgegeben. Dabei wird die Randbedingung
(B1) fiir die Knoten einer Teilmenge Z C X gesetzt. An den verbleibenden Randknoten
aus der Menge J := X \ Z wird Randbedingung (B3) bzw. (B4) angelegt. In vielen
Anwendungsfillen gilt dabei |Z| = |7 ]|.
Um ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten {u; ;\7:1 aufstellen zu
kénnen, miissen noch die Positionen der in der Formulierung (3.7) auftretenden Sin-
gularitdten {y;}¥, vorgegeben werden. Eine Moglichkeit dafiir ergibt sich aus der
Vorgabe eines positiven reellen Parameters d und der Vorschrift

yi = x; +dn(x;). (3.9)

Damit ergeben sich die gesuchten Koeffizienten durch das Losen des linearen N x N-
Gleichungssystems
Ap =g, (3.10)

wobei die Matrixeintrége durch a;; = UXo(2;,y;) fir ¢ € Z und a;; = %UZQ (i, ;)
(bzw. a;; = AUx2(x;,y;)) fiir i € J bestimmt sind. Die Eintrége von g bestimmen sich
durch g (x;) for ¢ € Z und g3(x;) (bzw. g4(z;)) fir i € J.
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Bemerkung 3.2. Durch die Bestimmung der Singularititen mittels der Vorschrift
(3.9) ergibt sich die Losungsdarstellung

N
un(e) =3 e~z — dn(x)], deR,.

=1

Die Interpolation mit radialen Basisfunktionen unter Verwendung der Basisfunktion

o(r) = V12 + ¢ fihrt zu

N
s) =Y M/llr—zl*+ 2 +a, ceR,.
=1

Diese Ahnlichkeit der Darstellungen liefert die Motivation zum Vergleich der Ergebnis-
se der Deformierung von Berechnungsgittern mittels Interpolation mit radialen Basis-
funktionen mit der Basisfunktion ¢(r) = v/r? + ¢ und mittels der Methode der Funda-
mentalldsungen zur numerischen Bestimmung einer Losung der Bi-Laplace Gleichung.

Bemerkung 3.3. In bestimmten Konfigurationen entspricht die Interpolation mit ra-
dialen Basisfunktionen exakt der Methode der Fundamentallosungen in einer héheren
Dimension ([1]). So entspricht die Interpolierende (im R?)

N
s(@) =3 Ay/llz — zil? + 2
i=1

fir z; = (v, z;,) € R? der Losung mittels der Methode der Fundamentallésungen (im

R3)
N
un(@) =D pillz =y
i=1

bei der Vorgabe der Randknoten x; = (x;,,%;,,0) € R® und der Singularititen y; =
(w4, 14,,¢) € R3,

Eine Schwéche der Formulierung (3.8) ist, dass in den gegebenen Randknoten jeweils
nur eine geforderte Randbedingung vorgegeben werden kann. In [19, 13, 25] wird eine
verbesserte Methode vorgeschlagen, die es ermoglicht, in allen N Randpunkten beide
geforderten Randbedingungen zu setzen.

Dazu wird eine Naherungslosung als Linearkombination von Fundamentallosungen des
Bi-Laplace und des Laplace Operators gebildet:

N N
u(@) =3 miUke (2, 9) + )_vUA(z,0:), 7€ Q.

i=1 i=1

Die Koordinaten der Singularitdten ergeben sich erneut durch (3.9). Durch Setzen
beider Randbedingungen in allen Randknoten {z;}¥; bestimmen sich die Koeffizienten
p; und v; durch das Losen des linearen 2NV x 2/N-Gleichungssystems

ALAQ AI,A H — gl (3 11)
Asaaz Asaa v 930 ) '
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Die Gleichungssysteme (3.10) und (3.11) sind im Allgemeinen schlecht konditioniert.
Die spektralen Konditionszahlen der quadratischen Matrizen héngen indirekt propor-
tional von den Separationsradien der gegebenen Randpunkte {z;}}, ab. Zwar ver-
bessert sich das Konvergenzverhalten der Methode der Fundamentallosungen mit fest
gewdhlten Positionen der Singularitiaten duch einen gréfileren Abstand d der Singu-
larititen {y;}¥, zu den gegebenen Randpunkten {x;}¥ ,, jedoch fiihrt dies zu einer
weiteren Verschlechterung der Konditionierung des linearen Gleichungssystems. Bei
Einsatz iterativer Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung der Losung muss des-
halb eine geeignete Vorkonditionierung verwendet werden (z. B. [28]).






4 Deformierung von
Berechnungsgittern

In diesem Kapitel werden zunachst die betrachteten Berechnungsgitter beschrieben
und die Aufgabenstellung bei deren Deformierung formuliert. Danach werden haufig
verwendete Deformierungsmethoden und die Gittertypen, auf denen diese angewendet
werden konnen, kurz vorgestellt. Die Notation und die gewéahlten Bezeichnungen sind
dabei an [28] angelehnt.

4.1 Einfiihrung

4.1.1 Berechnungsgitter

Gegenstand aller folgenden Betrachtungen sind in der numerischen Stromungsmecha-
nik verwendete Berechnungsgitter. Ein (Berechnungs-)Gitter ist die diskrete Unter-
teilung eines beschrinkten Gebietes Q C R3 mit polyhedralem Rand als Vereinigung
konvexer polyedrischer Zellen oder Elemente 7;, also

Q=Ty=

Cz=

Ti- (41)

=1

Die Menge der Ecken {%}Qﬁl der Polyeder 7; bezeichnet man als die Knoten des
Gitters. Man nennt die Verbindung von Zellen konform oder zulissig, wenn die
Schnittmenge zweier benachbarter Elemente genau einen Knoten, genau eine Kante
oder genau eine Flache enthélt. Gitter, in denen nur konforme Verbindungen auftreten,
nennt man konform, ansonsten nennt man diese nicht-konform.

Die Art der verwendeten Polyeder dient zur Namensgebung verschiedener Netztypen.
So spricht man z. B. von Tetraeder- oder Hexaedergittern. Treten in einem Netz ver-
schiedene allgemeine Polyeder auf, spricht man von einem Polyedergitter. Eine weitere
gebrauchliche Bezeichnung ist Hexaeder-dominiertes Hybridnetz fir Gitter, die zum
Grofiteil aus Hexaedern bestehen, jedoch auch Tetraeder, dreiseitige Prismen, viersei-
tige Pyramiden sowie Oktaeder beinhalten kénnen.

Bemerkung 4.1. Fir die numerische Stromungsmechanik werden in vielen Fallen
eine oder mehrere prismatische Randschichten bendtigt. Diese beeinflussen die Na-
mensgebung im Allgemeinen nicht. So werden z. B. Tetraedernetze mit prismatischer
Randschicht kurz als Tetraedernetze bezeichnet.

49



20 Deformierung von Berechnungsgittern

Treten regelméfBlige Topologien auf, so spricht man von strukturierten Gebieten,
Blocken oder Netzen. Unter einem blockstrukturierten Hexaedernetz versteht man ein
konformes Hexaedergitter, welches in logische Blocke zerlegt werden kann. Jeder dieser
Blocke ist in den drei Hauptrichtungen in [ x m x n Hexaeder unterteilt. So kann man
innerhalb eines Blocks jede Zelle T durch ein Tripel (i, j,, k) und gleichermaflen jeden
Knoten z durch ein Tripel (¢4, ks, A;) identifizieren.

4.1.2 Deformierung von Berechnungsgittern

In vielen Anwendungsféllen dndert sich die Geometrie des betrachteten Gebietes €.
Beispiele hierfiir sind zeitlich veranderliche Modelle (z. B. der Brennraum eines Motors
mit beweglichen Ventilen und Kolben), Fluid-Struktur-Interaktionen oder Simulatio-
nen zur Optimierung der Bauform technischer Bauteile.

Um ein verdandertes Gebiet abzubilden, besteht die Moglichkeit, dieses von Grund auf
neu zu diskretisieren. Abhéngig von der verwendeten Vernetzungsmethode kann dies
— auch bei einer nur geringfiigig veranderten Geometrie — zu stark unterschiedlichen
Gittertopologien fiithren.

Eine weitere Moglichkeit liegt in der Deformierung einer vorhandenen Diskretisierung.
Dabei bleibt die Topologie des Gitters unverandert, die Positionen der Knoten des
Gitters werden der verdnderten Geometrie des Gebietes angepasst. Dies fithrt im All-
gemeinen zu folgender Aufgabenstellung:

Gegeben ist eine Diskretisierung 7y = U, 7; eines Gebietes  mit den Knoten
{zx}2L,, sowie eine vektorwertige Bewegungsvorschrift {d;};c, fiir eine Teilmenge
{z;};cs der gegebenen Knoten (J C {1,..., M}).

Gesucht ist eine vektorwertige Bewegungsvorschrift {d;}, ., fiir die tibrigen Knoten
{xi},c1, sodass die Gitterqualitat ausreichend erhalten bleibt (Z = {1,..., M} \ J).

Bemerkung 4.2. Diese Formulierung ist bewusst allgemein gewdhlt. In vielen An-
wendungsfdllen beinhaltet die Menge {xj}jej genau die Knoten am Rand des diskreti-
sierten Gebietes (), gesucht ist dann eine Bewegungsvorschrift fir alle inneren Knoten.
Ebenso ist die Bewertung der Gitterqualitdt sehr stark von der jeweiligen Anwendung
abhdangig. Im folgenden Abschnitt werden einige haufig verwendeten Kriterien genannt.

4.1.3 Gitterqualitat

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Formregularitéit eingefithrt. In weiterer Folge
werden Kriterien genannt, die in der numerischen Stromungsmechanik zur Beurteilung
der Gitterqualitit verwendet werden.

Definition 4.1. Fir eine Zelle 1; bezeichnet

AN} ::/ dx
Tl
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das Volumen, sowie
hy = A

die lokale Maschenweite. Weiters heifst

dy = sup |z —y|

T, YET]

Durchmesser einer Zelle. Der Radius der griften in einer Zelle enthaltenen Kugel
wirt mit r; bezeichnet.

Die Zellen eines Gitters (4.1) heifien formregulér, falls ihre Durchmesser gleichméfig
durch ein Vielfaches der Radien abgeschétzt werden kénnen, also

dISCFTl fiirallelzl,...,N

fiir eine von der Diskretisierung unabhéangigen Konstante cp gilt. Fiir dreidimensionale
Gitter gilt damit

4
gm"f <A =h <d} <
Fiir die numerische Stromungsmechanik gilt neben der topologischen Korrektheit eines

Gitters U, 7, die Konvexitit der einzelnen Zellen 7; als notwendiges Kriterium fiir
die Giltigkeit eines Berechnungsgitters.

Definition 4.2. Eine Zelle 1; ist genau dann konvex, wenn fir alle Punkte x,y € T,
auch alle Punkte der Strecke \x + (1 — Ny in 7, liegen (X € [0, 1]).

Beinhaltet eine Begrenzungsflache einer Zelle mehr als drei Knoten, so liegen diese im
Allgemeinen nicht mehr in einer Ebene.

Definition 4.3. Als Mittelpunkt (Zentrum) ¢, einer Zelle 1, bezeichnet man das
arithmetische Mittel der Koordinaten ihrer Knoten x;;, j =1,..., M,

1 M

@=ar > @y (4.2)

Definition 4.4. Seien {Xl,k};ﬁl die begrenzenden Flachen der Zelle 7. Dann definiert
man den Mittelpunkt (das Zentrum) fi der Flache das arithmetische Mittel der
Ecken .y, .-

Definition 4.5. Als Teiltetraeder einer Zelle 7, betrachtet man die folgenden Fdlle
fur die Zerlegung:

1. Beinhaltet eine Fldche X, genau drei Knoten, so bildet man aus dieser Fldche
und dem Zellzentrum c; einen Tetraeder.

2. Beinhaltet eine Flache x;, n > 3 Knoten, so bildet man n Tetraeder aus jeweils
einer Kante der Fldche, dem Zentrum der Fliche fi, und dem Zellzentrum ¢;.
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Als gegeniiber der Konvexitiat abgeschwéchtes Kriterium wird ein Kriterium fiir die
Teiltetraeder o}, einer Zelle 7; formuliert. Betrachtet wird zunichst das Referenzte-
traeder

o={(eR:0<6H<L0<GHEST-6,0SG <16 — 6.

Fir z € oy gilt damit die lokale Parameterdarstellung

3

le’kl—FZfi(QZkHl—SC]ﬂ):SCkl—i-ka, fﬁréEa.
i=1

Dann wird fiir alle Teiltetraeder o gefordert, dass

/ ds, :/dethdé >0
ok o

erfullt ist.

Definition 4.6. Als Schiefe (skewness) s, einer Zelle T, mit Zentrum ¢; und den
Knoten {x;},_, ,, definiert man den Wert
max;—1,...u |2 — all — minj_ g lz; — o

S| = . (43)

max;=1 ., |75 —

Die Schiefe s; kann Werte aus dem Intervall [0, 1] annehmen, wobei gréfere Werte
starkeren Verzerrungen der Zellen zugeordnet sind.

Im folgenden bezeichne 7; eine Zelle und x; s eine ihrer Grenzflichen, sowie 7, die
an die selbe Flache grenzende Nachbarzelle. Die entsprechenden Zellzentren seien ¢
und ¢, fy, , sei das Zentrum von x; y und n,, , der beziiglich 7, nach aulen gerichtete
(gemittelte) Normalenvektor von x; s in fy, ;.

Definition 4.7. Der Zellen-Flidchen-Zellen-Winkel oy, ist als

oo = 2 (fxuy = Ctren = Froy) » (4.4)
definiert, falls x; 5 nicht auf dem Rand I' des diskretisierten Gebietes Q liegt, und als
Qepe = £ (le’f — nlef) (4.5)

sonst.

Definition 4.8. Der Zellen-Zellen-Fldchen- Winkel o ist definiert als

Qeef = 2L (cn — ¢, nXl,f) (4.6)
falls x;.5 nicht auf dem Rand I' des diskretisierten Gebietes (2 liegt, und als
Qeef = £ (leyf — nxu) (4.7)

sonst.
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4.2 Interpolationsmethoden

Dieser Abschnitt behandelt die Anwendung von Interpolationsmethoden zur Defor-
mierung von Berechnungsgittern. Dabei ist eine vektorwertige Bewegungsvorschrift
fiir eine Menge von Knoten des Gitters gegeben und eine Vorschrift zur Bewegung der
iibrigen Knoten des Gitters soll daraus durch Interpolation bestimmt werden.

4.2.1 Transfinite Interpolation

Transfinite Interpolation eignet sich zur Deformierung von blockstrukturierten Git-
tern in zwei oder drei Dimensionen mit gegebenen Verschiebungen an den Réndern
der jeweiligen Blocke. Im folgenden wird ein einzelner Block des Gitters als betrach-
tetes Gebiet (2 angenommen. Die Anwendung auf allgemeinen Gittern entspricht der
wiederholten Anwendung des Verfahrens auf jeden Block. Dieser Abschnitt gibt eine
Einfihrung in die zweidimensionale transfinite Interpolation nach [9].

Den Ausgangspunkt fir die transfinite Interpolation bildet eine univariate Interpola-
tionsmethode und - im zweidimensionalen Fall - die Bildung eines zweidimensionalen
Tensorproduktes.

Dazu wird angenommen, dass die gegebenen Verschiebungen der Einschrankung einer
Funktion f auf den Rand 02 = I" des Gebietes () entsprechen. Betrachtet wird das
Gebiet Q := (0,1) x (0,1) mit dem Rand T'. Gesucht ist eine Funktion u : Q — Q, die
am Rand der Funktion f : T — T entspricht

u|f:f>

oder in parametrisierter Schreibweise

U(Oaﬂ) = f(0777)> U(f, 0) = f(6a0)7
u(ln) = f(L,n), u(&1)=f(& 1)

Unter Verwendung von Lagrange-Polynomen als univariater Interpolationsmethode
ergibt sich fiir den zweidimensionalen Fall

u(€,n) = (1-=8)f(0,n)+&f(L,n)+ (1 —n)f(&0)+nf(&1)
—[(1 =1 =n)f(0,0) + (1 =&nf(0,1) + (1 —n)f(1,0) +Enf(1,1)] .

4.2.2 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Dieser Abschnitt behandelt die Anwendung der Interpolation mit radialen Basisfunk-
tionen auf die Deformierung von Berechnungsgittern im R? nach [11].

Fiir die Deformierung von Berechnungsgittern mittels Interpolation mit radialen Ba-
sisfunktionen ist die Bewegungsvorschrift im Allgemeinen als Menge von diskreten
Verschiebungen {d;}¥, € R® in N Punkten {z;}, C R3? gegeben. Die Punkte x;
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miissen dabei nicht notwendigerweise Knoten des betrachteten Gitters T 3y = Ul]\il T
sein.

Zur Bestimmung der Bewegungsvorschrift fiir die Knoten des Gitters wird angenom-
men, dass diese im diskretisierten Gebiet Q von einer Funktion f : R® — R3 beschrie-
ben wird. Dabei wird f komponentenweise als f,, f, und f, betrachtet. Die Funktionen
f. : R® = R sollen durch Approximierende s, : R®> — R der Form (1.13) unter den
Interpolationsbedingungen (1.14) und den Nebenbedingungen(1.15) angenéhert wer-
den.

Name o(r) Ordnung k
Polyharmonic spline r’™m m € N ungerade 2
r"logr m € N gerade 2
Thin-plate spline r?logr 2
Multiquadric biharmonics V242 ceR 1
Inverse multiquadric biharmonics \/rQIW celR 0
Gaussian e" 0

Tabelle 4.1: Basisfunktionen mit globalem Trager

Name o(r)

CP Y (1—r)?

CP C? (1—r)*(4r+1)

Ccp Ct (1—r)5(2r? +6r+1)

CP C°¢ (1—7)8(32r + 2512 + 8r 4+ 1)
CPTS C° (1—r)

CPTS C* 1+ ¢ —40r% 4+ 15r* — 5r° 4 20r% log r
CPTS C2 1 —30r2 — 1073 4 45r* — 6r° — 60r3 log r
CPTS C? 1 —20r? 4 80r3 — 45r* — 1675 + 607t log r

Tabelle 4.2: Basisfunktionen mit kompaktem Tréger

In Tabelle 4.1 sind einige (bedingt) positiv definite Basisfunktionen mit globalem Tré-
ger und ihre Ordnungen aufgefithrt. In Tabelle 4.2 finden sich positiv definite Basis-
funktionen mit kompaktem Trager.

Fiir positiv definite Basisfunktionen bestimmen sich die Koeffizienten der Interpolie-
renden (1.13) durch die Losung eines Gleichungssystems der Form

O) =d.

Bedingt positiv definite Basisfunktionen der Ordnung 0 ergeben Gleichungssysteme

() (2)-(5) @
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und bedingt positiv definite Basisfunktionen der Ordnung 1 ergeben Systeme der Form

(7 0)(2)-(5)

Die Eintrage der N x N-Matrix ergeben sich aus dem der Basisfunktion ¢ zugeord-
neten Kern ®,, .. = ®(24,7;) = ¢(||z; — 7;]|) und die Zeilen der N x 4-Matrix P aus
11, %0,y Y,y Za,], WODEL 24, Y, und z,, die Koordinaten der Punkte x; sind.

Bemerkung 4.3. Die Bewegungsvorschriften bei der Deformierung mit Interpolation
mit radialen Basisfunktionen ergeben sich aus den Positionen der Punkte, in denen
die Bewegung vorgegeben ist, und den Positionen der Gitterknoten im Raum — die
Methode ist demnach unabhdngig vom Netztyp.

4.3 Anwendung partieller Differentialgleichungen

Eine weitere Klasse von Deformationsmethoden fordert fiir die Bewegungsvorschrift
u(x) das Erfiillen einer Differentialgleichung fiir x € Q unter gegebenen Nebenbedin-
gungen. In diesem Abschnitt werden einige haufig fiir die Deformierung von Berech-
nungsgittern verwendeten Differentialgleichungen und die jeweiligen Randbedingungen
kurz vorgestellt.

4.3.1 Laplace Gleichung

Den einfachsten Fall fiir die Anwendung einer linearen partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung zur Bestimmung der vektorwertigen Deformierungsvorschrift u(z) :
R?* — R3 ist die Laplace Gleichung ([2]).

Betrachtet wird das Dirichlet-Randwertproblem im Gebiet Q C R3,

—Au(z) =0, firz e, (4.9)
unter der Randbedingung

u(z) =g(x), firzel. (4.10)

Aus der Formulierung folgt direkt die Moglichkeit (4.9) und (4.10) als entkoppeltes
System partieller Differentialgleichungen in den einzelnen Komponenten wu,(x) zu be-
trachten:

—Au;(z) =0, firz e, ui(z) = gi(z), firzel, i=1,...,3.
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4.3.2 Lineare Elastostatik

Ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist das Sys-
tem der linearen Elastostatik. Hier eine kurze Einfithrung nach [28].

Zu bestimmen ist das vektorwertige Verschiebungsfeld u, x € 2, sodass fiir einen
Korper mit elastischem, reversiblem, isotropem und homogenem Materialverhalten in
einem beschrinkten Gebiet 2 C R? die Gleichgewichtsgleichungen

3
_Zaa,%’(“’x) = fi(z) firzeQi=1,...,3,

j=1 9%

fir die Komponenten des Spannungstensors o;;(u, ) erfiillt sind. Unter der Annahme
kleiner Deformationen und mit dem Hookeschen Gesetz ergibt sich unter Verwendung
der Laméschen Elastizitétskonstanten (siche [28]) das System

—pAu(z) — (A + p)graddivu(z) = f(z) fire € Q. (4.11)

Die Bewegungsvorschriften sind am Rand des Gebietes I" in Form von Dirichlet-
Randbedingungen
u(z) =g(x) firzrel

gegeben.

4.3.3 Bi-Laplace Gleichung

In diesem Abschnitt wird eine Einfiihrung in die Deformierung von Berechnungsgit-
tern unter Verwendung des Bi-Laplace Operators nach [18] gegeben.

Die in den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 beschriebenen Methoden fithren auf partielle
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Form von Dirichlet-Randwertproblemen.
Durch das Setzen der Dirichlet-Randbedingungen wird mit

u(z) =g, (z), firzel,
die Deformierung am Rand I' des betrachteten Gebietes €2 vorgegeben. Neumann-
Randbedingungen der Form

0 N
@Q(x> - g]\/'('r)? fUI' YRS Pa

beeinflussen bei der Gitterdeformierung das Verhalten der Gitterknoten nahe des Ran-
des, der sogenannten Randschicht. Die Gitterqualitat der Randschicht ist in der nume-
rischen Stromungsmechanik von besonderem Interesse. Um sowohl Dirichlet- als auch
Neumann-Randbedingungen am gesamten Rand setzten zu kénnen wird in [18] die
Formulierung einer partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung vorgeschlagen.
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Betrachtet wird die Bi-Laplace Gleichung
APu(z) =0, firz € Q. (4.12)

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1 ist das Randwertproblem mit Dirichlet- und
Neumann-Randbedingung wohlgestellt. Zu bestimmen ist demnach die vektorwertige
Losung u(z) der Gleichung (4.12) unter den Randbedingungen

u(z) = g(z), firzel,

aanu(x) = 0, fir z € T.

Die einzelnen Raumrichtungen der vektorwertigen Funktion u(z) sind entkoppelt. Die
Verwendung der Bi-Laplace Gleichung zur Deformierung von Berechnungsgittern lésst
sich demnach schreiben als

APu;(z) =0, fiirz € Q, (4.13)

unter den Randbedingungen
ui(z) = gi(x), firzel, (4.14)
aiuz(:c) = 0, firz e T, (4.15)

fir i =1,...,3.

Bemerkung 4.4. Eine Mdglichkeit zur numerischen Bestimmung einer Lisung von
(4.13) unter den Nebenbedingungen (4.14) und (4.15) liegt in der Verwendung der Me-
thode der Fundamentallosungen. Die Losung wird dabei ausschliefSlich aus der Kennt-
nis der Positionen der Gitterknoten im Raum und den vorgegebenen Verschiebungen
am Rand bestimmt. Die Deformierung von Berechnungsgittern unter Verwendung des
Bi-Laplace Operators mit der Methode der Fundamentallosungen ist somit ein netz-
unabhdngiges Verfahren.

4.4 Diskrete Formulierungen

Bei den in Abschnitt 4.3 vorgestellten Methoden handelt es sich um kontinuierliche
Formulierungen. Eine weitere Moglichkeit zur Deformierung von Berechnungsgittern
ist eine Formulierung auf der durch das Gitter gegebenen diskreten Struktur.

Eine héufig verwendete Methode ist die Betrachtung der Kanten eines Gitters als
Hooke’sche Federn (z.B. [5]). Dabei ist die Steifigkeit k;; einer Feder zwischen zwei
Knoten z; und z; indirekt proportional zu ihrer Lange l;; = |z; — ],
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Am Rand des Gitters wird eine Verschiebung vorgegeben. Dadurch édndert sich die
Lange, und damit die Steifigkeit, der mit den bewegten Knoten verbundenen Federn.
Das System wird solange iterativ neu bestimmt, bis ein Gleichgewichtszustand erreicht
wird. Diese Formulierung verhindert die Kollision zweier Knoten, sie verhindert jedoch
nicht, dass ein Knoten durch eine ihm in einer Zelle gegeniiberliegende Fléache tritt.
Dadurch koénnen, besonders bei starken Deformierungen der Geometrie, Zellen mit
negativen Volumina entstehen. Fiir Tetraedergitter wurde deshalb eine Erweiterung
mit Torsionsfedern vorgeschlagen. Dabei werden in den Tetraedern weitere Dreiecke
eingeschrieben. In den Ecken der eingeschriebenen Dreiecke werden Torsionsfedern
modelliert, deren Steifigkeit indirekt proportional zu ihrem Offnungswinkel ist. Eine
ausfithrliche Beschreibung findet sich z. B. in [12, 14].
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5.1 Wahl der Basisfunktion

De Boer et al. betrachten in [11] die Wahl verschiedener Basisfunktionen sowohl mit
kompaktem, als auch mit globalem Trager. Die Wahl von Basisfunktionen mit globalem
Trager fithrt zu einer voll besetzten Teilmatrix ® in (1.16). Die in den Punkten X =
{z;}X, gegebenen Verschiebungen beeinflussen dann die Werte von s(z) fiir alle x €
R3, also insbesondere alle weiteren Knoten des gegebenen Gitters.

Wird bei Basisfunktionen mit kompaktem Trager der Tragerradius r so gewahlt, dass
nicht fiir jeden gegebenen Punkt z; die gesamte Menge X innerhalb der Kugel B, (x;)
liegt, ist die Teilmatrix ® nicht voll besetzt. Dadurch verringern sich sowohl der
Berechnungs- als auch der Speicheraufwand in der numerischen Behandlung. Die in
den Punkten x; gegebenen Verschiebungen beeinflussen demnach nur Punkte inner-
halb der Kugeln 5,(£). Somit ist fiir jeden Anwendungsfall ein von der Geometrie des
Gebietes und den gegebenen Verschiebungen abhéngiger Radius r zu wéhlen.

Bei den in [11] behandelten Beispielen wird die Zellqualitit - aus der Klasse der Ba-
sisfunktionen mit globalem Triger - mit den Basisfunktionen ¢(r) = r?logr und
¢(r) = V1?2 + ¢ am besten erhalten.

Aufgrund dieser Ergebnisse und der Verfligbarkeit der in Kapitel 2 behandelten effizi-
enten Losungsverfahren wurde diese Arbeit auf die Betrachtung der Basisfunktion

o(r) =vr2+c2 (5.1)

eingeschrankt.

5.2 Laufzeitverhalten der Bestimmung der
Interpolierenden

Betrachtet werden die Laufzeitergebnisse der Deformierung eines Berechnungsgitters
mittels Interpolation mit radialen Basisfunktionen unter Verwendung der in Kapitel 2
beschriebenen Verfahren zur Bestimmung der Interpolationskoeffizienten. Alle Berech-
nungen wurden auf einer Workstation mit zwei Intel Xeon X5670 CPUs mit jeweils
sechs Kernen bei einer Taktung von 2.93GHz durchgefiihrt.

Zur Betrachtung des Laufzeitverhaltens einer Implementierung zur Bestimmung der
Interpolationskoeffizienten dienen die Diskretisierungen einer Kugel mit verschiedenen
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Schrittweiten als Testgeometrien. Zur Bestimmung des Laufzeitverhaltens der Defor-
mierung mittels Evaluierung der Interpolierenden werden verschiedene Diskretisierun-
gen eines innerhalb der gegebenen Kugel liegenden Wiirfels betrachtet. Die auszuwer-
tende Interpolierende hat dabei ~ 9 - 10° Interpolationszentren.

Abbildung 5.1 zeigt das Laufzeitverhalten fiir die Bestimmung der Interpolierenden.
Dabei werden die Laufzeiten fiir die Konstruktion der in Abschnitt 2.1 beschriebenen
L-Sets sowie die Laufzeiten der Iterationen des Losungsverfahrens getrennt aufgetra-
gen. Abbildung 5.2 zeigt die Laufzeiten der Auswertung.

100 ¢ ‘ ‘
t Iter. —+—
IL-Sets - - X
10 k _
L 7 XE
Zeit [s] 1 ¢ .
ﬁ x
0.1¢ X =
g -
0.01 e : —
1000 10000 100000

Zentren

Abbildung 5.1: Laufzeiten der Iterationen des Losungsverfahrens und der Konstrukti-

on der L£-Sets
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1000

10000
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Abbildung 5.2: Laufzeiten zur Auswertung der Interpolierenden
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5.3 Vergleich der Deformierungsmethoden

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse der Deformierung eines Berechnungsgitters
mittels Interpolation mit radialen Basisfunktionen und unter Anwendung der Metho-
de der Fundamentallésungen zur Losung der Bi-Laplace Gleichung verglichen.

Als erste Testgeometrie dient eine Diskretisierung eines Stabes. Die Diskretisierungs-
schrittweite betragt h &~ 0.002. Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigen die Oberflache und
einen Schitt durch die Diskretisierung der Ausgangsgeometrie. Abbildung 5.5 zeigt die
Oberfliache der deformierten Geometrie.
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Abbildung 5.4: Schnitt durch

Abbildung 5.3: Ausgangsoberfliche Diskretisierung

Abbildung 5.5: Deformierte Oberfléche

Dieses Gitter wurde mittels Interpolation mit radialen Basisfunktionen deformiert.
Als Parameter der Basisfunktion (5.1) wurde ¢ = 0.001 gewdahlt. Abbildung 5.6 zeigt
einen Schnitt durch das resultierende Gitter. Fiir die Deformierung mit der Methode
der Fundamentallosungen zur Losung der Bi-Laplace Gleichung wurde der Parameter
zur Bestimmung der Position der Singularitdten (3.9) d = 0.002 gewéahlt. Abbildung
5.7 zeigt einen Schnitt durch das daraus resultierende Gitter.

die
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Abbildung 5.6: Ergebnis mit RBF Interpolation - ¢ = 0.001

Abbildung 5.7: Ergebnis mit MFS Bi-Laplace - d = 0.001

Die unter Anwendung der beiden Verfahren deformierten Gitter sind nahezu deckungs-
gleich. Beide Verfahren eignen sich gleichermafien zur Deformierung dieser Testgeo-
metrie.
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Als nicht konvexe Testgeometrie wurde eine Platte in einem Wiirfel untersucht. Zur De-
formierung wird die Platte verschoben und rotiert, die Oberfliche des umschlieSenden
Wiirfels wird dabei fest gehalten. Abbildung 5.8 zeigt die Oberfliche der Ausgangs-
geometrie. Es wurden zwei Varianten dieser Konfiguration untersucht. In Variante 1
wird die Platte leicht gegeniiber der Grundfliche verschoben und um 30° um eine
Hauptrichtung rotiert. In Variante 2 wird die Platte starker gegeniiber der Grundfla-
che verschoben und um 60° rotiert. Abbildung 5.9 zeigt die Oberfliche in Variante 1,
Abbildung 5.10 die Oberfliche in Variante 2.

Abbildung 5.9: Oberfliche - Variante 1 Abbildung 5.10: Oberfliche - Variante 2

Deformiert wird eine Diskretisierung mit Diskretisierungsschrittweite h = 0.01. Zur
besseren Beurteilbarkeit der Bewegungsergebnisse wurden an der Oberfliche 5 Rand-
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schichten mit einer Starke von etwa 0.0005 aufgetragen. Abbildung 5.11 zeigt einen
Schnitt durch die Diskretisierung der Ausgangsgeometrie.
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Abbildung 5.11: Schnitt durch die Diskretisierung

Zur Deformierung mit der Interpolation mit radialen Basisfunktionen wurde in beiden
Varianten der Parameter der Basisfunktion (5.1) ¢ = 0.02 gewéhlt. Zur Bestimmung
der Singularitaten bei der Deformierung mittels der Bi-Laplace Gleichung wurde in
beiden Varianten der Parameter (3.9) d = 0.002 gewéhlt. In den Abbildungen 5.12
und 5.13 werden Schnitte durch die resultierenden Gitter in Variante 1 gezeigt.

Die Abbildungen 5.14 und 5.15 zeigen die Ergebnisse in Variante 2. Die Abbildungen
5.16 und 5.17 zeigen die Randschichten um die verschobene und rotierte Platte in
Variante 2. Bei der Deformierung mit der Interpolation mit radialen Basisfunktionen
bleibt das Gitter in diesem Bereich giiltig. Bei der Deformierung mit der Bi-Laplace
Gleichung treten in diesem Bereich bereits invertierte Zellen auf.

Bei der Anwendung der Methode der Fundamentallosungen auf nicht-konvexen Ge-
bieten ist die Wahl der Positionen fiir die in der Loésungsdarstellung (3.7) auftreten-
den Singularitaten eingeschrankt. Damit ist die Methode der Fundamentallosungen
zur numerischen Bestimmung einer Losung der Bi-Laplace Gleichung in der in dieser
Arbeit betrachteten Formulierung nur bedingt zur Deformierung von nicht-konvexen
Geometrien geeignet.
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Abbildung 5.13: Ergebnis in Variante 1 mit MFS Bi-Laplace - d = 0.002
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Abbildung 5.14: Ergebnis in Variante 2 mit RBF - ¢ = 0.02
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Abbildung 5.15: Ergebnis in Variante 2 mit MFS Bi-Laplace - d = 0.002
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Abbildung 5.16: Detail der starken Deformierung mit RBF - ¢ = 0.02

Abbildung 5.17: Detail der starken Deformierung mit MFS Bi-Laplace - d = 0.002
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5.4 Verbrennungsmotor

In diesem Abschnitt wird die Deformierung eines Berechnungsgitters eines Teiles des
Brennraums eines Verbrennungsmotors mittels Interpolation mit radialen Basisfunk-
tionen zur Demonstration der Anwendbarkeit dieser Methode auf praxisrelevante Bei-
spiele gezeigt.

Das zu deformierende Berechnungsgitter besteht aus ~ 3, 8- 10° Zellen mit ~ 4,0 - 10°
Knoten. Die Anzahl der Knoten am Rand des Gitters — die Anzahl der gegebenen
diskreten Verschiebungen — betrigt ~ 3,9 - 10%.

Das im Rahmen dieser Arbeit implementierte Verfahren zur Losung der Bi-Laplace
Gleichung mit der Methode der Fundamentallosungen eignet sich aufgrund der grofien
Zahl der gegebenen Verschiebungen nicht mehr zur Deformierung des hier betrachte-
ten Gitters.

Betrachtet wird der Brennraum eines Verbrennungsmotors mit realer Geometrie am
Brennraumdach und vereinfachter Geomterie am Kolben. In der behandelten Konfi-
guration sind zwei Ventile geoffnet. Die in den gedffneten Ventilen entstehenden Ven-
tilspalte und ein Teil der daran anschlieSenden Kanéle sind ebenfalls diskretisiert. Ab-
bildung 5.18 zeigt die Oberfliche der Ausgangsgeometrie, Abbildung 5.19 zeigt einen
Schnitt durch die Oberfliche der Ausgangsgeometrie parallel zur Zylinderachse durch
ein geoffnetes Ventil.
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Abbildung 5.18: Ausgangsoberfliche - 420° Kurbelwinkel
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Abbildung 5.19: Schnitt durch die Ausgangsoberflache

Ziel der Deformierung ist die Darstellung eines anderen Zeitpunktes im Verbrennungs-
zyklus. Hier sollen zwei weitere Zeitpunkte des Zyklus dargestellt werden. Die Positio-
nen der Oberfliche werden zur leichteren Orientierung mit dem von der Kurbelwelle
des Motors zu diesem Zeitpunkt tiberstrichenen Winkels identifiziert. Das Ausgangs-
gitter entspricht in diesem Modell einer Position von 420° Kurbelwinkel. Das in diesem
Beispiel behandelte Gitter soll zu den 400° bzw. 460° Kurbelwinkel entsprechenden Po-
sitionen deformiert werden. Die Abbildungen 5.20 und 5.21 zeigen Schnitte durch die
Oberflache der Geometrie bei den Zielpositionen.

Abbildung 5.20: Schnitt - 400° Abbildung 5.21: Schnitt - 460°
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Die Abbildungen 5.23 und 5.24 zeigen Schnitte durch die resultierenden Gitter nach

der Deformierung mit Interpolation mit radialen Basisfunktionen.

Abbildung 5.22 zeigt einen Schnitt durch die Diskretisierung der Ausgangsgeometrie.

5.4 Verbrennungsmotor

Abbildung 5.22: Schnitt durch das Ausgangsgitter - 420 Grad Kurbelwinkel

Abbildung 5.24: Schnitt - 460°

Abbildung 5.23: Schnitt - 400°
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Abbildung 5.25 zeigt einen Schnitt durch die Diskretisierung der Ausgangsgeometrie.
Der dargestellte Ausschnitt zeigt den Ventilspalt, einen Teil des Ventils sowie den
anschlieBenden Teil des Brennraumes. Die Abbildungen 5.26 und 5.27 zeigen diesen
Ausschnitt nach der Deformierung.

Dieses Testgitter stammt aus einer Anwendung in der numerischen Stromungsmecha-
nik. Bei beiden Deformierungen bleibt die, fiir die Anwendbarkeit der Gitter geforderte,
Gitterqualitéit bei der Deformierung mittels Interpoation mit radialen Basisfunktionen
in ausreichendem Mafle erhalten.
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Abbildung 5.26: Detail - 400° Kurbelwinkel Abbildung 5.27: Detail - 460° Kurbelwinkel



6 Ausblick

In diesem Kapitel wird ein kurzer Ausblick auf weiterfiihrende Fragestellungen und
Themen aus dem Umkreis dieser Diplomarbeit gegeben.

6.1 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

6.1.1 Untersuchung weiterer Basisfunktionen im R?

De Boer et al. testen in [11] verschiedene Basisfunktionen fir die Gitterdeformierung
— vorrangig fiir Deformierungsprobleme im R?. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes
bei Anwendungen im R? steht ein umfassender Vergleich von Ergebnissen mit verschie-
denen Basisfunktionen bei praxisrelevanten Beispielen fiir dreidimensionale Probleme
noch aus.

6.1.2 Weitere Anwendung der Interpolation mit radialen
Basisfunktionen im Bereich der Gittergenerierung

Durch ein Verfahren zur effizienten Bestimmung der Trajektorien einer Interpolie-
renden werden weitere Anwendungsmoglichkeiten der Interpolation mit radialen Ba-
sisfunktionen im Bereich der Gittergenerierung eroffnet. Ein Beispiel dafiir ist die
Rekonstruktion fehlerhafter Oberflachendaten (z.B. [6]) als Eingabedaten fir auto-
matisierte Diskretisierungsmethoden. Eine weitere Anwendungsmoglichkeit besteht in
der Skelettierung von Eingabedaten (z. B. [22]).

6.2 Partielle Differentialgleichungen vierter
Ordnung

6.2.1 Weitere Verfahren zur Losung der Bi-Laplace Gleichung

Die in dieser Arbeit behandelte Methode der Fundamtenallésung zur Losung der Bi-
Laplace Gleichung eignet sich nur zur Deformierung von Gittern mit einer vergleichs-
weise kleinen Zahl an Knoten. Weiters ist die Moglichkeit zur Positionierung der im
Verfahren auftretenden Singularitdten auflerhalb des betrachteten Gebietes bei nicht-
konvexen Geometrien eingeschrankt.
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Somit eroffnet sich die Frage nach Deformierungsergebnissen unter Anwendung ande-
rer Verfahren zur numerischen Bestimmung einer Losung fiir die Bi-Laplace Gleichung,
z. B. der Randelementmethode.

6.2.2 Erweiterung der betrachteten Differentialgleichungen

Helenbrook motiviert in [18] die Wahl einer partiellen Differentialgleichung vierter Ord-
nung fiur die Bestimmung der Deformationsvorschrift mit der Mdéglichkeit, Dirichlet-
und Neumann-Randbedingungen am gesamten Rand des betrachteten Gebietes set-
zen zu konnen. Daraus ergibt sich die Frage nach der Anwendbarkeit von weiteren
partiellen Differentialgleichungen vierter Ordnung fiir die Deformierung von Berech-
nungsgittern.

Die Bi-Laplace Gleichung kann als Generalisierung vierter Ordnung der Laplace-
Gleichung betrachtet werden. In der Bi-Laplace Gleichung treten die Raumdimensio-
nen entkoppelt auf. Bei der Deformierung mit linearer Elastizitét treten die Raumrich-
tungen im resultierenden System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung
gekoppelt auf. Damit ergibt sich die Generalisierung vierter Ordnung des Systems
(4.11) als mogliches, zu betrachtendes System partieller Differentialgleichungen.
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