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Abstract

Im Jahre 1952 versffentlichte der US-amerikanische Okonom Harry M. Markowitz ein Paper,
welches als Grundlage der modernen Portfoliotheorie angesehen werden kann: Das von ihm
eingefithrte ,, Mean-Variance“-Modell beruht auf der Idee, fiir eine gewisse Anzahl von Assets,
in die investiert werden sollte, neben dem Erwartungswert der Returns auch deren Varianz
zu beriicksichtigen. Dies sollte in einer Art und Weise geschehen, sodass die (angenommene
und in der Praxis auch auftretende) Risikoaversitét eines Investors ins Modell miteinbezogen
wird. Wie revolutionir seine Uberlegungen waren, zeigt die Verleihung des Nobelpreises
fiir Wirtschaftswissenschaften, welchen er zusammen mit Merton H. Miller und William F.
Sharpe im Jahre 1990 erhielt.

Das von ihm eingefiihrte Modell hat jedoch neben vielen Vorteilen (wie der dufierst niitzlichen
Moglichkeit, den Trade-off zwischen erwartetem Return und Portfoliovariabilitéit zu un-
tersuchen) auch Nachteile, welche selbst von diversen, in den vergangenen 60 Jahren
untersuchten Modifikationen und Verbesserungen nicht vollstindig beseitigt werden konn-
ten. Es ist beispielsweise bekannt, dass das ,,Mean-Variance“-Modell recht sensitiv auf
Parameterédnderungen reagiert.

Diese Arbeit setzt sich zum Ziel, neben dem Markowitz’schen Modell noch eine andere
Herangehensweise an die Thematik der Portfoliooptimierung zu untersuchen: das , Risk-
Budgeting“-Modell. Der Ansatz des ,,Risk-Budgeting* zielt im Allgemeinen darauf ab, in
eine Menge von Assets so zu investieren, dass jedes Asset einen bestimmten, vorgegebenen
Beitrag zum Gesamtrisiko des Portfolios leistet. Einen besonderen Stellenwert nimmt als
Spezialfall das , Risk-Parity“-Modell ein, in dem der Risikobeitrag jedes Assets exakt gleich
hoch ist. Die Bezeichnung , Risk-Parity“ wurde dabei erstmals von Qian (2005) verwendet.
Als Risikomafl verwenden wir in Analogie zum Markowitz’schen Ansatz die Varianz.

Nach einer Einfithrung in die Grundlagen der nichtlinearen Optimierung im 1. Kapitel
untersuchen wir in den Kapiteln 2 und 3 theoretische Aspekte der beiden erwihnten
Portfoliooptimierungsmodelle. Dabei interessieren wir uns vor allem fiir Formulierungen
des ,,Risk-Budgeting“-Ansatzes durch nichtlineare Optimierungsprobleme. Um in der Lage
zu sein, diese zu l6sen, betrachten wir im 4. Kapitel verschiedene Optimierungsverfahren.
Gegenstand von Kapitel 5, dem praxisbezogenen Teil der Arbeit, sind Implementierungen
der entsprechenden Methoden und numerische Berechnungen anhand realer Finanzdaten,
um einerseits die Performance unserer Algorithmen bewerten und andererseits Vergleiche
zwischen den beiden betrachteten Portfoliooptimierungsmodellen ziehen zu konnen. Wir
interessieren uns dabei im Besonderen fiir die Zeit der Finanzkrise, die Mitte 2007 begann.
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1. Grundlagen der nichtlinearen
Optimierung

Im ersten Abschnitt mochten wir einige grundlegende Aussagen zu Optimierungsproblemen
betrachten. Dieser Teil der Arbeit stammt aus Luenberger und Ye (2008), Cornuéjols und
Tiitiineti (2007), Nocedal und Wright (2006), Geiger und Kanzow (2002) sowie Geiger und
Kanzow (1999).

1.1. Allgemeine nichtlineare Optimierungsprobleme

Sowohl das Markowitz’sche ,, Mean-Variance“-Modell als auch das ,,Risk-Budgeting“-Modell,
welche wir spéter ndher in verschiedenen Formulierungen untersuchen werden, lassen sich
stets als nichtlineare Optimierungsprobleme darstellen. Daher mochten wir zu Beginn die
grundlegende Theorie nichtlinearer Programmierung behandeln.

Wir betrachten anfangs folgende generische Form eines Optimierungsproblems:

(OP) min  f(z)

rER?
st. x €

mit der Zielfunktion f(z) : R”™ — R und der Menge 2 C R" der zulédssigen Punkte. Ziel ist
es, einen Punkt x* € R"™ zu finden, welcher das Problem (OP) 16st.

Falls die Menge 2 C R™ leer ist, so heiffit das Optimierungsproblem unzulissig. Falls eine
Sequenz 2% € Q (k =1,2,...) existiert, sodass f(z*) — —oo (mit k& — +00), so nennt man
das Problem unbeschrinkt.

Definition. (Globales und lokales Minimum,)
Ist (OP) weder unzuldssig noch unbeschrénkt, so nennt man eine zuléssige Losung z* von
(OP) (d.h. z* € Q)

globales Minimum von (OP), falls f(z*) < f(x), Va € Q,

strikt globales Minimum von (OP), falls f(z*) < f(x), Vo € Q\ {z*},

lokales Minimum von (OP), falls f(z*) < f(x), Vx € Q N By« (e),

strikt lokales Minimum von (OP), falls f(z*) < f(z), Va € {Q\ {*}} N By« (e),
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wobei B«(g) :={z | ||x — z*||2 < e} die offene Kugel in R” mit Radius £ > 0 und Mittel-
punkt x* bezeichnet.

Da in vielen Féllen - so auch in den von uns betrachteten Problemen - die Menge der
zuldssigen Punkte durch Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen beschrieben wird,
beschrinken wir uns im Weiteren auf nichtlineare Optimierungsprobleme folgender Form:

(NLP) m[iRn f(z) (1.1)
T€R"?
st. gi(x) >0, i=1,...,p (1.2)
hk(l')zo, k= yeosq
wobei sowohl die Zielfunktion f in (1.1) als auch die Funktionen g¢;, ¢ = 1,...,p und

he, B =1,...,q in (1.2) bzw. (1.3) von R" nach R abbilden. Die Restriktionen in (1.2)
nennen wir Ungleichheitsrestriktionen (inequality constraints), jene in (1.3) Gleich-
heitsrestriktionen (equality constraints).

Damit hat die Menge Q1 p der zuldssigen Punkte fiir (NLP) die Form

Qnp={x €eR" | gi(x) >0,Vi=1,...,pund hy(z) =0,VEk=1,...,q}.

Weiters werden wir die folgenden Bezeichnungen benétigen:

Definition. (Aktive Restriktionen)
Es sei ein nichtlineares Optimierungsproblem (NLP) gegeben.

e Eine Ungleichheitsrestriktion g;(z) > 0 heifit aktiv in einem zuldssigen Punkt z €
Qnip, falls g;(z) = 0, und inaktiv, falls g;(x) > 0.
e Fiir einen zuldssigen Punkt € Qpnpp ist

J(x) = {i € {L,....p} | gla) = 0}

die Menge all jener Indizes, deren zugehorige Ungleichheitsrestriktionen im Punkt x
aktiv sind.!

e Als die ,Menge der (in einem zuléssigen Punkt z) aktiven Restriktionen* be-
zeichnen wir jene Menge, welche sowohl alle Ungleichheitsrestriktionen g;(z), die
mit Gleichheit erfiillt (also aktiv) sind, als auch alle Gleichheitsrestriktionen hy(z)
beinhaltet.

Fiir viele Anwendungen sind sogenannte Regularitdtsannahmen notwendig. Wir definieren
fiir einen zuldssigen Punkt die Regularitit der linearen Unabhéngigkeit (linear independence
constraint qualification, LICQ, vgl. Geiger und Kanzow (2002)) nun folgendermafien:

'Mit dieser Definition ist also g;(z) >0, Vj € {1,...,p}\ J(z).
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Definition. (LICQ-reguldre Punkte)

Sei x € Qnpp ein zuldssiger Punkt fiir (NLP). Dann bezeichnen wir x als LICQ-regulér
bzgl. des Optimierungsproblems (NLP), falls die Gradientenvektoren Vg;(z) und Vhy(x)
mit j € J(x) und k € {1,...,¢q} linear unabhéngig sind.

1.2. Konvexe Optimierungsprobleme

Im folgenden Abschnitt, welcher vollstéindig auf Geiger und Kanzow (1999) sowie Geiger
und Kanzow (2002) basiert, betrachten wir einen Spezialfall der nichtlinearen Optimierung,
welcher zu einer signifikanten Vereinfachung der Problemstellung fithrt. Wir beginnen mit
einigen Aussagen zu konvexen Funktionen und Mengen:

Definition. (Konvexe Mengen und Funktionen)

e Eine Menge M C R” heifit konvex, falls Az + (1 — \)y € M, Vz,y € M und
Ve (0,1).
e Sei M C R” eine nichtleere konvexe Menge. Eine Funktion f : M — R heifit

— konvex auf M, falls
fOz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y),

Vae,ye M und VX € (0,1).
— strikt konvex auf M, falls

fAz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1= A)f(y),

Va,y € M mit z # y und VA € (0, 1).
— (strikt) konkav auf M, falls die Funktion —f (strikt) konvex auf M ist.

Satz 1.2.1. Die Menge M C R"™ sei offen und konvex. Dann ist die Funktion f : M — R,
fiir welche wir stetige Differenzierbarkeit annehmen, genau dann konvex auf M, wenn

f@) = fy) =iy (= —y),
Va,y € M gilt, und genau dann strikt konvexr auf M, wenn

fl@) = fly) > Vfy) (@ —y),
Va,y € M mit x # vy gilt.

Im Rahmen der Konvexitédt von Funktionen spielt auch die Definitheit von Matrizen ein
Rolle:

Definition. (Positiv (semi-)definite Matrizen)
Eine symmetrische Matrix A € R"*" heifit
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e positiv semidefinit, falls " Az > 0, Vo € R™. (Notation: A 3= 0)
e positiv definit, falls " Az > 0, Vo € R"\ {0}. (Notation: A = 0)

Satz 1.2.2. Die Menge M C R"™ sei offen und konvex. Ist die Funktion f : M — R zweimal
stetig differenzierbar, dann ist f genau dann konvex auf M, wenn V2 f(x) fir alle v € M
positiv semidefinit ist. Falls V2 f(z) fiir alle x € M sogar positiv definit ist, so ist f strikt
konvex auf M.

Fiir Beweise zu den Sétzen 1.2.1 und 1.2.2 siche Geiger und Kanzow (1999).

Ein konvexes Optimierungsproblem (auch konvexes Programm (KP) genannt) hat nun
folgende Form:

(KP)  min /() (1.4
s.t. gi(x) >0, i=1,...,p (1.5)
Bx=p

wobei B € R?”*" 3 € RY, die Zielfunktion f : R®™ — R konvezr und die Funktionen g; : R® —
R, i =1,...,p konkav sind. Diese Art von Optimierungsproblem ist also ein nichtlineares
Optimierungsproblem mit konvexer Zielfunktion und konkaven Ungleichheitsrestriktionen
sowie linearen Gleichheitsrestriktionen.

Schreiben wir die Restriktionen (1.5) als ¢i(z) < 0 mit g} = —g¢;, Vi = 1,...,p, so ist zu
fordern, dass die Funktionen ¢} : R" — R (so wie auch die Zielfunktion f) konvex sind.
Diese Variante der Modelldefinition ist oftmals in der Literatur zu finden und rechtfertigt
die Bezeichnung von (KP) als konvexres Optimierungsproblem.

Die Menge der zuldssigen Punkte Qxp = {x € R" | g;(x) > 0,Vi=1,...,p und Bz = 5}
ist hier eine konvexe Menge (siehe Geiger und Kanzow, 2002). Daher ist folgender Satz fiir
konvexe Optimierungsprobleme von Bedeutung:

Satz 1.2.3. Betrachte das generische Optimierungsproblem (OP). Die Menge der zuldssigen
Punkte Q2 C R™ sei nichtleer und konvex. Weiters sei die Zielfunktion f :R™ — R konvex
(bzw. strikt konvex). Dann ist jedes lokale Minimum von (OP) auch ein globales (bzw. strikt
globales) Minimum.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Konvexitidt von Q und der (strikten) Konvexitit von f
(vgl. Geiger und Kanzow, 2002). O
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1.3. Quadratische Optimierungsprobleme

Im Rahmen dieser Arbeit werden quadratische Optimierungsprobleme - auch quadratische
Programme (QP) genannt - eine wichtige Rolle spielen. So werden wir spéter beispielsweise
Formulierungen des Markowitz’schen ,, Mean-Variance“-Modells als quadratische Programme
kennenlernen. Daher betrachten wir an dieser Stelle noch diesen Spezialfall eines nichtli-
nearen Optimierungsproblems, in welchem die Zielfunktion eine quadratische Funktion der
Variablen ist und die Restriktionen in linearer Form vorliegen:
. 1+ T
(QP) min - oz Qr+czx
st. Arx >«

Bxr=p

wobei ) € R™" ¢c € R" A € RP*" o € RP,B € R und § € R? gegeben sind. Da
2"Qr € R' und somit ' Qz = (z'Qz)" = z'Q "z gilt, folgt 'Qz = 27(Q + Q")x,
weshalb wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass die Matrix @)
symmetrisch ist.

Mithilfe von Satz 1.2.2 und der Tatsache, dass die Hesse-Matrix v?2 (%xTQx + cT:c) =Q
ist (und zwar fiir alle zuléssigen Punkte ) erhalten wir nun folgende Aussage:

Falls @ eine positiv semidefinite Matrix ist (¢ %= 0), dann ist die Zielfunktion des Problems
(QP) konvex. Ist @) sogar positiv definit (@ > 0), so erhalten wir eine strikt konvexe
Zielfunktion. Offensichtlich haben wir also in diesem Fall (positiv semidefinite Matrix Q)
wiederum einen Spezialfall des konvexen Programms (KP), da sowohl die Gleichheits- als
auch die Ungleichheitsrestriktionen in (QP) in linearer (und somit auch konkaver) Form
vorliegen.

Des Weiteren werden wir auch die folgende zu (QP) édquivalente Darstellung eines quadrati-
schen Optimierungsproblems mit @ € R™" ¢ € R®, B € R?" und 3 € R? verwenden:

(QP) min =% Qi +¢'i
FeRn 2
s.t Bi = B
>0

Dass jedes Programm (QP) in die Form (QVP) gebracht werden kann, ist leicht einzusehen:

Man fiihrt in (QP) eine neue Variable y € RP mit y > 0 ein und ersetzt die Ungleich-
heitsrestriktionen durch Ax — y = «. Dariiber hinaus verwendet man r = z+ — 2~ mit

r] == max(z;,0) > 0 und z; := —min(z;,0) > 0 und setzt schlussendlich

i (0) Q= (e g), a=(5). B=(Ta). B=(5).

sowie . := 2n + p und ¢ := p + ¢. Bei dieser Transformation sind die folgenden beiden
Beobachtungen fiir unsere spéateren Untersuchungen von Bedeutung:
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e Ist die Matrix Q positiv definit, so ist Q ebenfalls positiv definit, falls p = 0, und
positiv semidefinit, falls p > 0. 3 )
e Hat die Matrix B vollen Zeilenrang (rank(B) = ¢), so gilt dies auch fiir B (rank(B) =

q)-

1.4. Optimalitidtsbedingungen

Wir interessieren uns nun fiir Bedingungen, welche fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums
bei einem nichtlinearen Optimierungsproblem notwendig bzw. hinreichend sind. Diese in
den folgenden drei Sétzen formulierten Verallgemeinerungen der Lagrange-Multiplikatoren
werden oftmals auch Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen genannt.

In diesem Teil der Arbeit nehmen wir an, dass sowohl die Zielfunktion als auch die
Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen so oft stetig differenzierbar sind wie nétig.

Satz 1.4.1. (KKT Bedingungen - Notwendige Bedingungen 1. Ordnung)
Sei x* € Qupp ein lokales Minimum und LICQ-requlir fir (NLP). Dann existieren Skalare
ANi, t=1,....,pund v, k=1,...,q, sodass

vf(z*) — Z AivVgi(x™) — kavhk(x*) =0 (1.7)
i=1 k=1

sowie
A >0, i=1,...,p 1
i gi(z¥) =0, i=1,...,p
gelten.
Beweis. Siehe Luenberger und Ye (2008) sowie Nocedal und Wright (2006). O
Fassen wir die obigen Skalare in Vektoren A = (Ay, ..., A,) " undy = (4,...,7,)" zusammen

und definieren wir die sogenannte Lagrangefunktion

q

k=1

so entspricht die linke Seite von Ausdruck (1.7) genau dem Gradienten v, £(z, A,7)|
(mit den partiellen Ableitungen nach x;, i =1,...,n).

r=x*

Die Voraussetzungen in (1.9) werden (in Kombination mit (1.8)) auch als die Bedingungen
vom komplementéaren Schlupf bezeichnet und implizieren, dass der Lagrange-Multiplikator
A; gleich 0 sein muss, falls die i-te Ungleichheitsrestriktion inaktiv ist.
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Definition. (KKT-Punkt)
Ein Vektor (z*,\,7) € R" x RP x R? heifit KKT-Punkt fiir das Optimierungsproblem
(NLP), falls er die Bedingungen (1.7), (1.8) sowie (1.9) erfiillt und z* zuléssig (also z* €

QNLP) ist.

Man beachte, dass die LICQ-Regularitat des Punktes x* nicht Teil der Definition eines
KKT-Punktes ist.

Oftmals treten in der Praxis nichtlineare Optimierungsprobleme (NLP) auf, deren Gleich-
heits- und Ungleichheitsrestriktionen in linearer Form vorliegen. Fiir diesen Spezialfall ist
folgendes Korollar hilfreich:

Korollar 1.4.2. Satz 1.4.1 bleibt korrekt, falls die angenommene LICQ-Regularitdt von x*
durch die Annahme der Linearitit der Funktionen g; und hy ersetzt wird.

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (2002). O

Fiir den Fall, dass sémtliche Restriktionen linear sind, ist also jedes lokale Minimum z* ein
KKT-Punkt, ohne dass weitere Regularitdtsannahmen an x* gestellt werden miissen.

Neben lokalen Minima ist Satz 1.4.1 auch fiir lokale Maxima sowie Sattelpunkte erfiillt,
weshalb wir noch Bedingungen 2. Ordnung betrachten mochten. Die Formulierung der
folgenden beiden Sétze entspricht jener in Cornuéjols und Tiitiincii (2007):

Satz 1.4.3. (KKT Bedingungen - Notwendige Bedingungen 2. Ordnung)

Sei x* € Qnpp ein lokales Minimum und LICQ-regulir fir (NLP).

Fact(x*) bezeichne die Jacobi-Matriz der Menge der in x* aktiven Restriktionen und Boe(z*)
sei eine Basis des Kerns von _Z,.(x*).

Dann existieren Skalare N\;; i =1,...,p und v, k= 1,...,q, sodass die Bedingungen (1.7),
(1.8) und (1.9) sowie

BaTct( i ( Z/\ v2gi(z ngvghk ) Baet(x¥) =0
erfillt sind.

Auch dieser Satz liefert nur eine weitere notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
Minimums. Mithilfe der Informationen 2. Ordnung lasst sich jedoch auch folgender Satz
formulieren, welcher hinreichende Kriterien angibt:

Satz 1.4.4. (KKT Bedingungen - Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung)

Sei z* € Qnpp LICQ-reguldr fir (NLP).

Hact(x*) bezeichne die Jacobi-Matriz der Menge der in x* aktiven Restriktionen und Bae(z*)
sei eine Basis des Kerns von _Zq(z*).
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Falls Skalare \;; i =1,...,p und v, k =1,...,q existieren, sodass die Bedingungen (1.7),
(1.8) und (1.9) sowie

B[j;t( * < Z/\ v gz Z/kaQhk ) act(gj ) =0

und
gi(z")=0,ie{l,....p} =X\ >0

erfillt sind, dann ist x* ein strikt lokales Minimum von (NLP).

Alternative Formulierungen sowie Beweise der Sitze (1.4.3) und (1.4.4) sind in Luenberger
und Ye (2008) sowie Nocedal und Wright (2006) zu finden.

1.4.1. Optimalitidtsbedingungen fiir konvexe
Optimierungsprobleme

Unter gewissen Bedingungen an die Zielfunktion sowie die Restriktionen sind jedoch bereits
die KKT-Bedingungen 1. Ordnung hinreichend fiir das Vorliegen eines globalen Minimums.
Dies ist beispielsweise fiir ein konvexes Optimierungsproblem der Fall.

Wir formulieren nochmals die KKT-Bedingungen 1. Ordnung fiir den Spezialfall konvexer
Programme. Dafiir verwenden wir folgende Schreibweise fiir die Matrix B und den Vektor
B, welche in (KP) die Gleichheitsrestriktionen definieren:

bof By
b

B=|" 8= %
b 8,

mit by e R", Vk=1,...,¢q
Mit dieser Notation ldsst sich das Problem (KP) schreiben als:

min  f(z)

TER™
s.t. gi(z) >0, i=1,...,p
bir=p5, k=1,...,¢q
Satz 1.4.5. (KKT Bedingungen 1. Ordnung fir (KP))

Sei x* € Qgp ein lokales Minimum und LICQ-reguldr fir (KP). Dann ezistieren Skalare
Ai, t=1,....,pund v, k=1,...,q, sodass

p
=) Nivgi(a) Z%bk = Vf(x Z)\ Vgi(x Ty =0 (1.11)
=1
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sowtie

gelten.
Beweis. Folgt direkt aus Satz (1.4.1) mit hy(z*) = b} 2* — B und somit Vhy(z*) = by. O

Obiger Satz bleibt richtig, wenn anstatt der LICQ-Regularitét von z* folgende Bedingung
an das Problem (KP) gestellt wird:

Definition. (Regularititsbedingung von Slater (vgl. Jarre und Stoer, 2004))

Ein konvexes Optimierungsproblem (KP) erfiillt die Regularitidtsbedingung von Slater
oder ist Slater-regulér, wenn ein Punkt & € Qkp (also ein zuldssiger Punkt mit g;(z) >
0,Vi=1,...,pund B& = 3) existiert, sodass Vi € {1,...,p} gilt:

g; ist nichtlinear = g;(z) > 0.

Es muss also einen zulédssigen Punkt geben, welcher alle nichtlinearen Ungleichheitsrestrik-
tionen strikt erfiillt.

Diese Bedingung ist auch ohne Kenntnis der Optimallosung verifizierbar. Wir erhalten also
fiir konvexe Optimierungsprobleme folgende Aussage mit oftmals einfacher iiberpriifbaren
Regularitdtsannahmen:

Satz 1.4.6. (KKT Bedingungen 1. Ordnung fir (KP) unter Slater-Regularitdt)
Erfiille das konvexe Optimierungsproblem (KP) die Regularititsbedingung von Slater und

sei x* € Qgp ein lokales Minimum fir (KP). Dann existieren Skalare A;, i =1,...,p und
Y&, k=1,...,q, sodass (1.11), (1.12) und (1.13) gelten.

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (2002) fiir den (etwas restriktiveren und leichter zu
beweisenden) Fall, dass ein zulédssiger Punkt existiert, welcher alle Ungleichheitsrestriktionen
- also auch die linearen - strikt erfiillt. ]

Wir werden spéter eine Darstellung des ,,Mean-Variance“-Modells kennenlernen, fiir welche
wir diese Art der Regularitéit bendtigen werden.

Es ldasst sich nun folgender Satz formulieren:

Satz 1.4.7. Sei (z*,\,7) € R" x R? x RY ein KKT-Punkt des konvexen Optimierungspro-
blems (KP). Dann ist x* ein lokales (und somit auch ein globales) Minimum von (KP).
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Beweis. (Aus Geiger und Kanzow, 2002.)
Wir betrachten einen beliebigen zuléssigen Punkt z € Qg p. Da (z*, A, 7y) ein KKT-Punkt
und die Zielfunktion f laut Annahme konvex ist, erhalten wir

Satz

f@) = 1)+ 96 @ - a")

P q
" ra) + Y Avee) (@ —at) + Y bl (@~ a”)
i=1 h=1

= f@)+ Y Avgie) (@ —a"),
)

jed(z*

wobei J(z*) jene Indizes beinhaltet, deren zugehorige Ungleichheitsrestriktionen in z* aktiv
sind.

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, dass einerseits aufgrund der komplementéaren
Schlupfbedingungen in (1.12) und (1.13) die Lagrange-Multiplikatoren \; fiir alle in z*
inaktiven Ungleichheitsrestriktionen g; gleich 0 sein miissen und andererseits wegen der
Zuléssigkeit von x und z*

q q q
> bl (@ =) = iz —bla") =Y w(B—B) =0
k=1 k=1 k=1

gilt.
Aufgrund der Konkavitdt der g; und A\; > 0 folgt nun fiir die in z* aktiven Ungleich-
heitsrestriktionen (durch Anwendung von Satz 1.2.1 auf die konvexen Funktionen —g,),
dass

AiVgi(x") (@ — 2%) = Xj(g;(x) — g;(2")) = Njg;(x) = 0
fir alle j € J(z*). Daraus folgt insgesamt f(z) > f(z*) und damit die lokale (und mit Satz
1.2.3 auch globale) Optimalitat von z* fiir (KP). O

Es gilt zu beachten, dass es fiir den obigen Satz nicht notwendig ist, Regularitdtsbedingungen
an den Punkt z* zu stellen.

Mithilfe von Korollar 1.4.2 und den obigen Ergebnissen fiir konvexe Programme lésst sich
nun folgendes Korollar formulieren, welches beispielsweise auf quadratische Programme
(QP) mit positiv semidefiniter Matrix ) anwendbar und daher fiir uns relevant ist:

Korollar 1.4.8. Betrachte ein konvexes Optimierungsproblem der Form (KP), welches
neben linearen Gleichheits- auch lineare Ungleichheitsrestriktionen besitzt. Dann ist x* € R

ein lokales (und damit auch globales) Minimum von (KP), genau dann wenn es Vektoren
A € RP und v € R? gibt, sodass (z*, \,v) ein KKT-Punkt von (KP) ist.

10
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1.5. Dualitit

Wir werden im 4. Kapitel Algorithmen zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme
untersuchen und dabei unter anderem fiir konvexe quadratische Programme sogenannte
Innere-Punkte-Verfahren verwenden. Da in diesem Zusammenhang auch die Dualitétstheorie
eine Rolle spielt, mochten wir dieses Thema nun kurz anschneiden. Sémtliche Resultate
stammen aus Nocedal und Wright (2006).

Wir betrachten ein nichtlineares Optimierungsproblem (NLP) mit der zugehorigen, in (1.10)
definierten Lagrangefunktion, wobei wir (wie im letzten Abschnitt) wieder voraussetzen,
dass die Zielfunktion und die Restriktionen so oft stetig differenzierbar sind wie notig. Des
Weiteren definieren wir die Lagrange-duale Zielfunktion .£*:

Z* RP xR? - R
(A7) = inf Z(z, A7)
reR"

Dann ist das duale oder Lagrange-duale Problem von (NLP) folgendermafien definiert:

L-d *
(NLP) max Z7(A,7)
veRY

st. A>0

Man kann sich dabei auf die Menge 2 := {(\,7) € R? x R? | Z*(\,v) > —oo} als
Definitionsmenge von .£* beschrénken, welche nur jene Werte (A, ~y) beinhaltet, fiir die .Z*
endlich ist.

Zwischen dem Problem (NLP), welches als primales Problem bezeichnet wird, und dem
dualen Problem (NLP)Y bestehen interessante Zusammenhinge, wobei diese fiir konvexe
Programme (KP) noch stérker sind. Zur einfacheren Formulierung werden wir folgende
Bezeichnung verwenden:

Definition. (Reguldre konvexe Optimierungsprobleme)

Es seien ein konvexes Optimierungsproblem (KP) und ein zuléssiger Punkt x € R™ von
(KP) gegeben. Dann sagen wir, dass ,,(KP) bzw. x einer hinreichenden Regula-
ritdtsbedingung geniigt*, falls zumindest eine der drei folgenden Voraussetzungen erfiillt
ist:

e Alle Ungleichheitsrestriktionen von (KP) sind linear.
e Das Problem (KP) erfiillt die Regularitatsbedingung von Slater.
e Der Punkt z ist LICQ-regular fiir (KP).

Es gelten folgende Eigenschaften:

11
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Satz 1.5.1. (Lagrange-Dualitit)

a) Die Funktion £*(\,7y) ist konkav in (X, 7).

b) Die Definitionsmenge & ist konver.

¢) Schwache Dualitit:
Fiir jeden zulissigen Punkt x von (NLP) und jeden zulissigen Punkt (X\,~y) wvon
(NLP)- gilt 2*(\,v) < f(x).

d) Starke Dualitdt:
Es seien ein konvexes Optimierungsproblem (KP) und eine Optimallosung x* € R™
von (KP) gegeben.

i) Jeder Punkt (\*,~*), fir den (x*,\*,v*) ein KKT-Punkt von (KP) ist, ist eine
Lisung des Lagrange-dualen Problems (KP)Md,

i) (KP) bzw. =* geniige einer hinreichenden Regularititsbedingung und (\,) sei
eine Lisung des Lagrange-dualen Problems (KP)-d. Ist £ (x, X, 4) strikt konvex
in x und & = arginf, .. L (2, \,7), so gilt * = & und f(z*) = L(&,\, 7).

Die Beweise dieser Aussagen sind in Nocedal und Wright (2006) nachzulesen. Man beachte
in d)-1), dass die Existenz eines KKT-Punktes garantiert ist, falls (KP) bzw. x* einer hinrei-
chenden Regularitéitsbedingung geniigt. Des Weiteren ist in d)-ii) die Funktion .Z(z, A, )
als Summe von konvexen Funktionen stets konvex in z. Wenn die Zielfunktion f oder g; fiir
zumindest ein i € {1,...,p} mit \; > 0 strikt konvex ist, dann ist auch Z(z, A, 4) strikt
konvex in x.

Wir betrachten nun noch das Konzept der Wolfe-Dualitét etwas genauer. Das Wolfe-
duale Problem von (NLP) hat folgende Form:
(NLp)W- max Z(z, A7)
vyeR?

st. VyL(xr,\7vy)=0
A>0

Es besteht nun fiir konvexe Optimierungsprobleme nachstehender Zusammenhang zwischen
dem primalen Problem (KP) und dem Wolfe-dualen Problem (KP)W-4:

Satz 1.5.2. (Wolfe-Dualitdt)

Es seien ein konvexes Optimierungsproblem (KP) und eine Optimallosung x* € R™ von
(KP) gegeben. Dann ist jeder KKT-Punkt (z*, \*,~v*) von (KP) auch eine Lisung des
Wolfe-dualen Problems (KP)W-d.

Beweis. (Vgl. Nocedal und Wright, 2006.)
Da (z*, A*,7*) laut Annahme ein KKT-Punkt ist, gelten die Bedingungen A\* > 0 sowie

12
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L(x*, N y*) = f(z*) und v, L (2, \*,9*)| _ . = 0, womit in diesem Punkt die Restrik-
tionen von (KP)V-4 erfiillt sind. Daher gilt fiir jeden beliebigen (fiir (KP)V- zulissigen)
Punkt (z, A,7), dass

f(aj*, A, 7*) = f(:lj'*)
> ) = Yo Nae) — (B2 )

= g(l‘*, >‘a7)
> (2, \,7) + Vo L(2,\,7) " (2° — z)
= ZL(x,\,7)

Die zweite Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass die Funktion .Z(x, A,~y) (wie bereits
zuvor erwahnt) stets konvex in z ist. Die letzte Gleichung ist ein Resultat der dualen
Zuldssigkeit von (z, A, ), da diese V, .Z(z, A,v) = 0 impliziert.

Damit ist (z*, \*,7*) ein Maximum von (KP)W-4. O
Die Existenz eines KKT-Punktes in obigem Satz ist wieder sichergestellt, falls (KP) bzw.
x* einer hinreichenden Regularitéitsbedingung geniigt.

Dualitidt und konvexe quadratische Optimierungsprogramme

Wir ermitteln nun die dualen Probleme des quadratischen Optimierungsproblems (QP) aus
Abschnitt 1.3. Als Lagrange-duale Zielfunktion erhalten wir

1
ZL*(A\y) = il%g L(x,\,7y) = ian §mTQx +c'r— A (Ar — a) — " (Bz — B).
TER™ reR?
Falls die Matrix ) positiv definit ist, so ist .Z(x, A, y) strikt konvex in  und das eindeutige
Infimum wird in v, .Z(z,\,7) = Qv+ c— A"\ — B'y = 0 angenommen. Da @ wegen
@ > 0 invertierbar ist (und 0.B.d.A. symmetrisch), so folgt 2 = Q™' (ATA + BTy — ¢) und
somit insgesamt fiir das Lagrange-duale Programm folgende Darstellung:

1 T
L-d T T —1 (7T T T T
(QP) max —§(A A+B'y—c) Q' (A'XN+B'vy—c)+a' A+
vER?
st. A>0
Im Wolfe-dualen Programm werden dagegen die Variablen xq,...,x, nicht eliminiert.

Stattdessen verwenden wir

Qr+c—A"A-B'y=0 = (c—=A"A\=B"y)"2=—2"Qx

13



1. Grundlagen der nichtlinearen Optimierung

womit das Wolfe-duale Problem von (QP) wie folgt angegeben werden kann:

1
(QP)W max  — §ITQ$ +a" A+ 8Ty
AERP
vyER?

st. Qr+c—A'AN=BTy=0
A>0

Fiir die Herleitung von (QP)V-4 wurde die positive Definitheit von @ nicht verwendet. Um
Satz 1.5.2 anwenden zu konnen, ist es somit ausreichend, wenn @) = 0 ist.

Wir geben nun noch das Wolfe-duale Problem des ebenfalls in Abschnitt 1.3 definierten
Programms (QP) an, welches wir fiir die Innere-Punkte-Verfahren benttigen werden. Dieses
lisst sich unmittelbar aus (QP)V-4 ablesen:

N 1 .. _
QP)YM max - -3'QF+ 6"
ZER™ 2
YERT
st. Qi+¢—A—B"34=0
A>0

14



2. Das ,,Mean-Variance*“-Modell
nach Markowitz

Dieses Kapitel basiert auf Markowitz (1952), Markowitz (1987), Steinbach (2001), Cornuéjols
und Tiitiincii (2007) sowie Brito und Vicente (2012).

2.1. Das grundlegende Markowitz’sche Modell

Wir beginnen mit der Definition des grundlegenden Markowitz’schen Modells, wobei wir uns
weitgehend an Cornuéjols und Tiitiincii (2007) sowie Brito und Vicente (2012) halten.

Es sei eine Menge von n Assets gegeben. Der Return des i-ten Assets (in einem bestimmten

Zeitraum [Ty, T1]) wird durch die Zufallsvariable R; = % beschrieben, wobei P® dem

(bekannten) Preis des i-ten Assets zum Zeitpunkt Ty und P* dem (unbekannten, zufélligen)
Preis des i-ten Assets zum Zeitpunkt 77 entspricht. Wir bezeichnen mit p; :=E (R;), i =
1,...,n die erwarteten Returns der n Assets.

Ein Portfolio wird nun durch Gewichte w;, i = 1,...,n beschrieben, wobei w; jener Anteil
der gesamten Investitionssumme ist, welcher in das i-te Asset investiert wird. Dabei wird
angenommen, dass der Return des Portfolios linear in wy, .. ., w, ist. Fassen wir die Gewichte
in einem Gewichtsvektor w = (wy, ... ,wn)T zusammen, so beschreibt die Zufallsvariable
R(w) :=w Ry + ... +w, R, also den Return eines durch wy, ..., w, definierten Portfolios.
Aufgrund der Definition der Gewichte als Anteile an der gesamten Investitionssumme muss

die Bedingung
Z w; = elw=1
i=1

mit e = (1,...,1)" € R" erfiillt sein.

Fiir den erwarteten Return des gesamten Portfolios gilt nun mit g = (1, .. ., ,un)T, dass

E(R(w)) =E (wiRy + ... +w,Ry) = wipty + ... Woltn = 1 w.
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

Fiir die Varianz des Portfolio-Returns erhalten wir

n n

Var (R(w)) = E (Z w;R; — (Z w,-Rl-)) => ) El(Ri — ) (R — py)|wiw;.

i=1 j=1

Sei nun o0; ; := Cov(R;, Rj) = E[(R; — ;) (Rj — p;)] filr ¢ # j und 07 := 0,; = Var(R;) =
I['E?[(RZ — ,ul-)ﬂ. Die Kovarianzmatrix der Returns der n Assets lédsst sich also schreiben als

o1 012 T O1,n 011 01,2 T O1,n
2 . :
021 O c : 021 022
Z — ) 2 — ) )
On—1,n : T c On—1n
2
On,1 0 Opn—1 g, On,1 0 Opn—1 On,n

Mit dieser Notation erhalt man

n n

Var (R(w)) = Z Z i jwiw; = w' Dw.

i=1 j=1

Als Kovarianzmatrix ist X' symmetrisch und positiv semidefinit. Es gilt namlich fiir alle
w € R", dass w' Yw = Var (R(w)) > 0, da Varianzen immer nichtnegativ sind.

Des Weiteren konnen obere und untere Schranken fiir die Gewichte w; angenommen werden.
Wir betrachten also Restriktionen der Form L; < w; < U;, 1 = 1,...,n. Dies schlieft auch
den Spezialfall ein, in welchem nur ,Long Positions* eingenommen werden diirfen (d.h.
(3 ZO,VZ:L,H)

Das Markowitz’sche Modell zielt nun darauf ab, ein Portfolio mit minimaler Varianz,
welche Markowitz als Risikomafl verwendet, zu finden, und zwar unter all jenen Portfolios,
die einen erwarteten Return in der Hohe von r (oder groBer) aufweisen. Die entscheidende
Annahme, dass jeder Investor einen hohen erwarteten Return als wiinschenswert und eine
hohe Varianz des Returns als unerwiinscht ansieht, bezeichnete Markowitz in seinem ersten
Paper , Portfolio Selection® von 1952 als ,expected returns - variance of returns“-Regel.

Das resultierende ,,Mean-Variance“-Optimierungsproblem ldsst sich folgendermaflen als
quadratisches Programm angeben:

1

(MWO0) ur]rel]iRI}L §wTZw
s.t. ,uTw >r
elw=1

L, <w; < U, 1=1,...,n

Im Zusammenhang mit diesem Modell verwenden wir die Begriffe ,, Varianz“ und , Risi-
ko* eines Portfolios w synonym fiir die Varianz des Portfolio-Returns R(w).
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Die Zielfunktion dieses Problems ist konvex, da X positiv semidefinit ist (siehe Kapitel 1.3).
Gelingt es uns also, ein lokales Minimum von (MWO0) zu finden, so wissen wir, dass dies
bereits ein globales Minimum ist.

Das Optimierungsproblem (MWO0) lasst sich nun in folgende (an (QP) angelehnte) Form
bringen, mit welcher wir weiterarbeiten mochten:

1
(MW1) min éwTEw
s.t. ,uTw >r
Aw > o
Bw=p

Dabei sind A € RP*" o € RP, B € R?”*" und [ € RY.
Wir definieren zur Notationsvereinfachung

® Tin i= Mily,crn {uTw | Aw > o, Bw = ﬁ},
® I'nax (= MaXy,cpr {,uTw | Aw > o, Buw = 6},
e 02, = minyepn {wTZw | Aw > o, Bw = B},

min

und nehmen in weiterer Folge an, dass r < 7., damit (MW1) iiberhaupt zuléssig ist.

2.2. Die effiziente Front

Wir mochten nun untersuchen, welche Portfolios fiir Investoren prinzipiell erstrebenswert
sind. Diese sogenannten effizienten Portfolios lassen sich wie folgt definieren:

Definition. (Effizientes Portfolio)
Ein zuléassiges Portfolio w* € Qppq mit

Quwi = {wG]R” | pw > r Aw > a und szﬁ}

heifit effizient, falls es die kleinste Varianz unter allen Portfolios besitzt, welche mindestens
einen gewissen erwarteten Return aufweisen, oder falls es den gréfiten erwarteten Return
unter all jenen Portfolios hat, deren Varianzen ein gewisses Level nicht {ibersteigen. Anders
formuliert miissen fiir ein effizientes Portfolio w* € Qy;y1 die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt sein:

o Aw e Uy mit E(R(w)) > E(R(w*)) und Var(R(w)) < Var(R(w*))
o Aw e Qyy mit E(R(w)) > E(R(w*)) und Var(R(w)) < Var(R(w*))
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

Effiziente Portfolios sind also Optima des Problems (MW1) und Pareto-optimal (oder
Pareto-effizient) fiir folgendes multikriterielle Optimierungsproblem (siehe Appendix A.1):

1

min  —w' Yw
weER™ 2
max uTw
weR™

st. Aw >«

Bw =0
Mithilfe der Menge aller effizienten Portfolios definieren wir nun die effiziente Front:

Definition. (Effiziente Front)
Sei fiir ein 7 € [Fuin, Tmax] das Portfolio w( ein Minimum von (MW1) mit erwartetem

Return 7 ) := p"w™ > r und Portfolio-Varianz o2 := w® " $w® . Dann heift die Menge
{(T;(T),O-E) | T:U(T) = 'uTw(T‘)’ 0-7? - w(T)TEw(T)a re [Tmina rmax]}

effiziente Front (efficient frontier) von (MW1). Fiir den Fall, dass es zu einem r mehrere
verschiedene Portfolios mit minimaler Varianz (und eventuell unterschiedlich hohen Returns)
gibt, miissen alle minimalen Portfolios in obiger Menge beriicksichtigt werden.

Bereits 1952 stellte Markowitz grundlegende Uberlegungen beziiglich dieser effizienten Front
an. Wir méchten nun folgende niitzliche Eigenschaft, welche die Konvexitét der effizienten
Front impliziert, beweisen:

Satz 2.2.1. Betrachte folgendes Optimierungsproblem, welches (MW1) dahingehend abwan-
delt, dass der erwartete Return nicht nach unten beschrdinkt, sondern durch eine Gleichung
fixiert wird:

—_— 1
(MWT1) min  —w' Jw
werR” 2
s.t. ,uTuJ =r
Aw > «
Bw=p
Sei nun W) eine Optimallosung von (MWI1) mit Risiko 72 = IR TIG) fiir ein r €
[rmina Tmax]- Dann ist
672" : [rminu rmax] — R(—)’— (21)

i @ D™

eine konvexe Funktion. Falls X positiv definit und damit die Zielfunktion von (MW1) strikt
konvez ist, so ist auch die obige Abbildung strikt konvex.
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Beweis. (Vgl. Steinbach, 2001.)

Seien Tyin < 11 < Foax SOWie Tyin < 79 < Fpax mit 71 < 7 und 73 := Arp + (1 — A)ry mit
A € (0,1) beliebig.

Weiters seien w(™), w™) und w(™) die Optimallssungen von (MWT1), wenn r auf den Wert
r1, T bzw. r3 gesetzt wird.

W= ™ + (1 — N w™) ist zulissig, da W) und W) zulissig sind und die Menge der
zuléssigen Losungen konvex ist. Wir erhalten nun

' = @ 4 (1= N @ = M 4 (1= Ny =173

fiir den erwarteten Return des Portfolios w. Aus der Konvexitéit der Zielfunktion von (MW1)
folgt
7 =) 2ot <o’ Lo < ™ 2o + (1- Mot 2o = Ae2 + (1 - \)a>

73 27

wobei im Falle positiver Definitheit der Kovarianzmatrix die letzte Zeile eine strikte Unglei-
chung ist. Damit ist die Funktion in (2.1) konvex (bzw. strikt konvex). O

Wir koénnen nun mithilfe des soeben bewiesenen Satzes die effiziente Front von (MW1)
folgendermaflen charakterisieren:

Seien w™,r* . o2 fiir (MW1) und W, 52 fiir (MW1) mit r € [Fuin, "max] Wie oben. Dann
gilt offensichtlich
o2 =min{G% | v’ € [, Tmax] }-

Fiir die effiziente Front gilt
-
{(T:U(T)’Ug) | TZ;(T) = :uTw(T)7 0-1% = w(’/‘) Ew(r)v T e [Tminv rmax]}

r

- {(7’, 72) |2 =a" ST, r e [f,rmax]},

wobei 7 jener Wert ist, fiir den man 7% = o2, erhilt.

Unter der vereinfachenden Annahme, dass Y > 0, ist 7 natiirlich eindeutig, da hier die
Zielfunktion von (MW1) laut Annahme strikt konvex ist. Betrachten wir namlich (MW1)
ohne die ,,Return-Restriktion® p1"w = r, so existiert ein eindeutiges Portfolio als Minimum
(also mit Zielfunktionswert %afmn) und der Return dieses Portfolios entspricht genau 7.
Somit wird die effiziente Front des Problems (MW1) durch die Funktion in (2.1) mit
eingeschréinktem Definitionsbereich beschrieben und ist aufgrund des vorherigen Satzes
strikt konvex. Offenbar erfiillt eine Optimallosung von (MW1) die Ungleichheitsrestriktion
pu"w > r genau dann strikt, wenn das Problem fiir 7 € [rpm, 7] gelost wird.

Mit X = 0, jedoch ohne die Bedingung 3 > 0, ist die effiziente Front konvex, aber
nicht zwangsweise strikt konvex. Es ist zu beachten, dass dann in (MW1) zu einem r im

(r )

Allgemeinen verschiedene Optima w, ) und wg mit r*,, # r*,, existieren kénnen (vgl.
Wy Wa
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

unsere Definition der effizienten Front). In diesem Fall muss fiir 7 der kleinste unter all
jenen Werten gewihlt werden, die zum Zielfunktionswert o2, in (MWT1) fiihren, also

min

P = min{r € [Fmin, "max] | T2 = Omin }-

Q

min

| | o
| | =T

A

Tmin r Tmax

Abb. 2.1.: Die effiziente Front des ,,Mean-Variance“-Modells (in rot).

2.3. KKT-Bedingungen und adquivalente
Modellformulierungen

Als néchstes geben wir die KKT-Bedingungen von (MW1) an:

Korollar 2.3.1. Ein Punkt w™) € R™ ist (fir ein fizes r < rmay) genau dann ein globales
Minimum von (MW1), falls \7) € R, A € R? und vV € R? ezistieren, sodass folgende
KKT-Bedingungen erfillt sind:

[1-i]  pTw™ >7r, Aw®™ >a, Bw® =3, d.h. w" ist zuldssig fir (MW1),
[1-ii]  Xw™ — XDy — ATAD — BTAM =0,

[1-iii] AT >0, XD (uTw™ — ) =0,

[1-iv] AD >0, X\OT . (Aw® — a) = 0.

Beweis. Folgt direkt aus Korollar 1.4.8. [
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

Wir méchten nun noch zwei dquivalente Darstellungen von (MW1) genauer untersuchen:

(MW2) max pw (MW3) max (1—=6) p'w—46- <%wT2w>
st. w'Yw < o’ st. Aw >«
Aw > « Bw =74
Bw=p

Dabei sei 6 € [0, 1] ein Gewichtsparameter, welcher den Trade-off zwischen dem erwarteten
Return und dem Risiko (Varianz) des Portfolios steuert. Wéhrend verschiedene Werte von
r in (MW1) bzw. 6% in (MW2) - welche sich auf die Restriktionen der entsprechenden
Probleme auswirken - verschiedene effiziente Portfolios auf der effizienten Front erzeugen,
geschieht dies bei (MW3) durch Variation des Parameters ¢, der die Zielfunktion des
Problems beeinflusst.

Wir bringen diese beiden Probleme nun noch in unsere kanonische Form (NLP) und
berechnen, wie bereits fiir (MW1), die KKT-Bedingungen, welche wir fiir den Beweis der
Aquivalenz dieser drei Varianten des ,,Mean-Variance“-Modells benétigen werden:

(MW2) fé]il{% —pn'w (MW3) fel]iRI}t J - (%wTEw) —(1=0)-p'w
st. —w'Yw> —0o? st. Aw >«
Aw > « Bw=p
Bw=p

Problem (MW2) ist nun (nach unserer Definition) kein quadratisches Problem (QP)
mehr, da hier auch nichtlineare Ungleichheitsrestriktionen auftauchen. Die , problema-
tische* Restriktion —w' Yw > —0? < 02 —w' Xw > 0 ist allerdings aufgrund der positiven
Semidefinitheit von X konkav, womit (aufgrund der linearen und somit auch konvexen
Zielfunktion) ein konvexes Programm (KP) vorliegt. Wir konnen daher folgende Aussage
formulieren:

Korollar 2.3.2. Falls fiir einen Punkt w") € R"™ (fiir ein fives 0> > o2, ) die Vektoren

A e R, A® € R? und v € RY existieren, sodass die KK T-Bedingungen
[2-i]  —w) Dw) > —¢2 Aw) > a, Bw') =4
[2-ii]  —p 4+ A D) — ATA) - BTy® =,

[2-iii] A >0, A\ . (62 — w@) TwD)) =0,

[2-iv] A@ >0, A@" . (4w —q) =0,

erfiillt sind, so ist w") ein globales Minimum von (MW2).

Ist umgekehrt w'") ein (globales) Minimum von (MW2) und erfillt (MW2) die Regula-

ritdatsbedingung von Slater, dann existieren PCRNS R, A® € R? und v € RY, sodass die
obigen KKT-Bedingungen erfillt sind.

)T

)
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

Beweis.
»,="“: Anwendung von Satz 1.4.7.
»,<="“: Anwendung von Satz 1.4.6. ]

In diesem Fall ist die Regularitéitsbedingung von Slater jedoch nicht besonders einschrénkend,
da nur eine einzige der Ungleichheitsrestriktionen nichtlinear ist. Fiir die Erfiillung der Slater-
Regularitit muss also ein zuliissiger Punkt @ fiir (MW2) mit — " X > —o? existieren.
Dies ist nur dann verletzt, wenn o2 auf einen Wert kleiner oder gleich der minimalen Varianz
o2, gesetzt wird. Fiir 0 > o2, existiert nimlich (per Definition von o2, ) immer ein
zuldssiges Portfolio, welches minimale Varianz o2 besitzt und damit klarerweise auch ein
Punkt ist, welcher die Bedingungen der Slater-Regularitét erfiillt. Da fiir 0% < o2, das
Problem (MW2) ohnehin unzuléssig ist, gehen wir davon aus, dass stets o2 > o2

Hingegen entspricht (MW3) wieder einem klassischen quadratischen Programm mit konvexer
Zielfunktion und ausschliellich linearen Restriktionen. Setzen wir fiir den Parameter § Werte
im Intervall [0, 1] voraus, so beinhaltet dies auch zwei Spezialfdlle: Mit 6 = 0 erhalten wir
eine Maximierung des erwarteten Return (unabhéngig vom Risiko des Portfolios), wihrend

d = 1 zu einer Minimierung des Risikos (unabhéngig vom erwarteten Return) fithrt. Analog
zu (MW1) gilt:

Korollar 2.3.3. Ein Punkt w'® € R™ ist (fiir ein fives § € [0,1]) genau dann ein globales
Minimum von (MWS3), falls \® € R? und v®) € R? ezistieren, sodass folgende KKT-
Bedingungen erfiillt sind:

[5-i]  Aw® > o, Bw® = 3,

[3-ii] §Xw® — (1 —8)u—ATA® — BTHB) =0,

[5-iii] A® >0, A&7 . (Aw® — ) = 0.

Beweis. Folgt direkt aus Korollar 1.4.8. [

Folgender Satz zeigt uns nun die Aquivalenz aller drei Optimierungsprobleme:

Satz 2.3.4. (Aquivalenz von (MW1), (MW2) und (MW3))
o Aquivalenz von (MW1) und (MWS3):

a) Sei w™ € R™ ein Minimum von (MW1) fiir ein r < ry.. Dann ezistiert ein
§ € (0,1], sodass w™ auch ein Minimum von (MW3) ist.

b) Sei w® € R™ ein Minimum von (MW3) fiir ein § € (0,1]. Dann existieren ein
7 < Timax, sodass w® auch ein Minimum von (MW1) ist.

o Aquivalenz von (MW2) und (MW3):

c) Sei w@) € R ein Minimum von (MW2) fiir ein 0® > o2,,. Dann existiert ein

min *

6 €[0,1), sodass w'") auch ein Minimum von (MW3) ist.
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

d) Sei w@min) € R™ ein Minimum von (MW2) fir 02 = o2... Dann ist w'”") auch
ein Minimum von (MW3) mit § = 1.

e) Sei w® € R™ ein Minimum von (MW3) fiir ein § € [0,1). Dann exzistiert ein
o > o2, , sodass w' auch ein Minimum von (MW2) ist.

Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz der drei Optimierungsprobleme unter Verwendung
der Korollare 2.3.1, 2.3.2 und 2.3.3 mit den entsprechenden KKT-Bedingungen fiir (MW1),
(MW2) und (MW3).

a) Betrachte den KKT-Punkt (w™, A", XV ~M) “welcher laut Korollar 2.3.1 existiert.
Dann ist der zugehérige Lagrange-Multiplikator A" > 0 (wegen [1-i4]). Damit lautet
Bedingung [1-ii/:

™ =Xy — ATAY BTy =0 &

1 A A (1)
-y A AT BT _y
1+ A0 1+ A0 1+ A 1+ A0
Fiir Bedingung [1-iv/ erhalten wir:
(1) AT
M OT (A o) — A A — o) —
AN >0, A (Aw a)=0 < 1+)\(T)20,1+)\(T) (Aw a)=0
Mit der Wahl
A
AB) = >0
140 — 7
o N
ST A0
) ! 0,1 AY 1-6€]0,1
]_+A(T)€(7] ]_—’—A(r) E[’)7

erfiillt daher der Punkt (w(™, A\®) 4®) die KKT-Bedingungen [3-i/, [3-ii] sowie [3-iii]
und ist damit ein Minimum von (MW3).

b) Betrachte den KKT-Punkt (w®, A3 y®) welcher laut Korollar 2.3.3 existiert.

Unter der Annahme, dass 0 € (0, 1], kénnen wir Bedingung /[3-7i/ folgendermafien
umformen:

Xw® —(1—8)pu— AN —BT®) = &

Fiir Bedingung [3-77i/ erhalten wir:

A® >0, AT (Aw® —a) =0 o
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Mit der Wahl

1 —
A - >0,

5 =

A3
A =2 >0
5 -_ )

7(1) — ﬁ

=

ro=pulw® < Tmax = uTw(‘s) —r =0,

erfiillt daher der Punkt (w®, A" A1)~ (1)) die KKT-Bedingungen [I-i/ bis [1-iv] und
ist damit ein Minimum von (MW1).

Wegen o2 > o2 ist die Regularititsbedingung von Slater erfiillt und es existiert laut

Korollar 2.3.2 ein KKT-Punkt (w("Q), A A @),
Es gilt, dass der zugehérige Lagrange-Multiplikator A®) > 0 ist (wegen [2-i4i/). Damit
lautet Bedingung [2-4i/:

—p A AN DW) AN BTy~ &

1 NG ; \® @
_ @) o472 _pT__ T _
SOl e \Ca) > A 1+ A 1+ A 0
Fiir Bedingung /2-iv/ erhalten wir:
A2 A2

A3 >, AT (Aw) —a)=0 < (A —a) =0

1A =0 T3
Mit der Wahl
A2
~ T =Y
7(2)
BRSO
@) 1

§i=—— = ———
1+ A@?) €)= 1+ @)

erfiillt daher der Punkt (0@, \®) 4®)) die KKT-Bedingungen [3-i, [3-ii] sowie [$-iii]
und ist damit ein Minimum von (MW3).

=1-6¢€(0,1],

Mit 02 = ¢2. und 6 = 1 erhalten wir folgende Optimierungsprobleme:

e : s o1
(MW2) min - — p'w (MW3) Iin §wT2w
st. w' Yw =02, st. Aw >«
Aw > « Bw =74
Bw=p
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

Wir sehen, dass die Menge der Minima in (MW\S) genau der Menge aller zulassigen
Portfolios des Problems (MW2) entspricht. Damit folgt das zu Beweisende.

e) Betrachte den KKT-Punkt (w(®, \®) 4®)) welcher laut Korollar 2.3.3 existiert.
Unter der Annahme, dass 0 € [0,1), kénnen wir Bedingung /[3-7i/ folgendermafien
umformen:

SXw® —(1=8u— AN —BTyB) =9 VN

4] A3 ~®
—Yw® — - AT . =0
[ S 1—6
Fiir Bedingung [3-iii/ erhalten wir:
AG3) A®T
G >0, A& (Aw® —a)=0 < s >0, 5 (Aw® —a) =0

Mit der Wahl

A = >0
1—6 — 7
A3
A2 = >0
1—§ =7
3
7(2) B ~®
1—-94’
o’ = w(‘s)TZw(‘S) >0 = w(‘;)TZw(‘s) — o’ = 0,

erfiillt daher der Punkt (w®, A" A® 4®?)) die KKT-Bedingungen [2-i] bis [2-iv]
und ist damit ein Minimum von (MW2).

]

Es seien an dieser Stelle noch zwei interessante Beobachtungen beziiglich der Aquivalenz
der drei angegebenen Probleme erwéhnt:

e Wir analysieren den Zusammenhang zwischen (MW1) und (MW3) fiir den Fall
7 = Tmax Und 6 = 0: Mit dieser Parameterwahl erhalten wir folgende Probleme:

(I\//RN/l) iré]iRr}l %wTEw (m) qirelliRri — ' w
s.t. uTw = Tiax st. Aw >«
Aw > « Bw=p

Bw =0

Eine Optimallosung von (M\\N/l) ist zwar offensichtlich auch minimal fiir (m),
die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Dies liegt daran, dass (MW3)
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2. Das ,,Mean-Variance“-Modell nach Markowitz

keine strikt konvexe Zielfunktion hat, weshalb es nicht ausgeschlossen ist, dass dieses
Optimierungsproblem mehrere globale Minima/l@ic./

Zu beachten ist jedoch, dass ein Minimum von (MW1) nach Satz 2.3.4 a) auch (MW3)
mit einem ¢ > 0 minimiert, wobei § klarerweise hinreichend klein sein muss: Wir
mochten ja ein Portfolio mit maximalem Return finden und die Varianz nur insofern
beriicksichtigen, dass wir unter allen Portfolios mit grotmoglichem Return jenes mit
dem kleinsten Risiko erhalten.

Analog zu vorheriger Beobachtung betrachten wir nochmals Satz 2.3.4 d). Die Um-
kehrung der Aussage dieses Satzes gilt, falls 3 positiv definit und damit die Zielfunk-
tion von (m) strikt konvex ist. Unter dieser Annahme ist ndmlich ein Minimum
w* € R™ dieses Problems das eindeutige, globale Minimum. Aus diesem Grund ist w*
der einzige zuldssige Punkt fiir (m) und damit klarerweise auch dessen eindeutige
Optimallosung. Ohne die Voraussetzung X > 0 herrscht jedoch in 2.3.4 d) im Allge-
meinen keine Aquivalenz: (m) konnte dann mehrere Minima mit unterschiedlich
hohen Returns haben. o
Satz 2.3.4 ¢) liefert uns auch keine Information dariiber, ob ein Minimum von (MW2)
auch ein Minimum von (MW3) mit einem ¢ < 1 ist, da ja (m) die Slater-Regularitét
nicht erfiillt.
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3. Risikobasierte
Portfoliooptimierung

Im Rahmen der risikobasierten Portfoliooptimierung werden wir nun folgende Herangehens-
weisen zur Bestimmung von Assetportfolios kennenlernen:

e Den , Minimum-Variance“-Ansatz
e Den , Risk-Budgeting“- und , Risk-Parity“-Ansatz
e Den , Weight-Budgeting“-Ansatz

Einen wichtigen Teil dieses Kapitels werden nichtlineare Optimierungsprobleme darstellen,
mithilfe derer die Berechnung sogenannter , Risk-Budgeting“-Portfolios unter bestimm-
ten Bedingungen moglich ist. Fiir simtliche auftretende nichtlineare Programme werden
die in Abschnitt 1.4 definierten KKT-Bedingungen eine entscheidende Rolle fiir unsere
Untersuchungen spielen.

Als Basis fiir die Uberlegungen der ersten beiden einfithrenden Abschnitte 3.1 und 3.2
dienen die Papers von Maillard, Roncalli und Teiletche (2010) und Bai, Scheinberg und
Tiitiinct (2013) sowie das im Jahr 2013 erschienene Buch , Introduction to Risk Parity and
Budgeting“ von Thierry Roncalli.

Wie in Kapitel 2 betrachten wir n Assets mit zufilligem Return R; fiir das i-te Asset
und Kovarianzmatrix

o1 012 T O1,n 011 01,2 T O1,n
2
021 O 021 022
Z — ) 2 — ) )
On—1,n : " c On—1,n
2
On,1 vt Opn—1 g, On,1 0 Opnp—1 On,n

wobei wieder o; ; := Cov(R;, R;) fiir i # j und o7 := 0;; = Var(R;) sind.

Weiters werden wir g;; = ;UJ fir die Korrelationen der Returns verwenden. Fiir die
193

Varianz des zufélligen Returns R(w) := wi Ry + ... + w, R, eines Portfolios w € R™, welche

wir (wie schon beim Markowitz’schen , Mean-Variance“-Modell) als Risikomafl verwenden,

erhalten wir also auch die Darstellung

Var (R(w)) = w' Sw = Z Z 0i jT0;W;W;.

i=1 j=1
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Wir verwenden in den folgenden Abschnitten die Notation

1 1 n n n

(w) = §wT2w =35 Zw?af + Z Zwiwjgi,j
i=1 i=1 j;l
JFT

3.1. Der ,,Minimum-Variance*“-Ansatz

Eine einfache Moglichkeit fiir ein rein risikobasiertes Portfoliooptimierungsmodell ist die
Minimierung der Portfolio-Varianz ohne Berticksichtigung des (erwarteten) Returns. Wir
mochten diesen Ansatz als kurze Einfithrung in das Konzept der risikobasierten Portfolio-
optimierung behandeln.

Eine allgemeine Formulierung des ,, Minimum-Variance“-Optimierungsproblems erhalten
wir, wenn wir im quadratischen Programm (MW3), welches wir im 2. Kapitel definiert
haben, den Gewichtsparameter ¢ auf 1 setzen.

Wir mochten nun folgendes Varianzminimierungsmodell mit einer etwas einfacher zu hand-
habenden Menge der zuldssigen Punkte betrachten:

Wir beschréanken uns also auf ,,Long-Only“-Portfolios. In (MW3) entspricht dies der Koeffi-
zientenwahl

A =1, € R™" (die n-dimensionale Einheitsmatrix),

a=0¢eR"
B=e' =(1,...,1) € R"™,
b=1eR!,

und R = {w ER" | Lw>0,e'w= 1} als die Menge der zuléssigen Portfolios.

Ein KKT-Punkt (w*, \,v) € R® x R® x R! dieses Problems muss also folgende Bedingungen
erfiillen:

[MV-i]  w* >0, e'w* =1,

[MV-ii] Yw* — X —~e =0,

[MV-iii] X >0, XTw* = 0.
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Die Bedingungen des komplementéren Schlupfs in [MV-iii/ fithren gemeinsam mit [MV-ii/
und der Bedingung w} > 0, Vi =1,...,n aus [MV-i] zu folgender Forderung:

(Xw*); =~,Vi=1,...,n mit w >0,
4
(Pw"); = (Tw");, Vi, j mit w;,w; > 0. (3.1)

Wir definieren nun den marginalen Risikobeitrag eines Assets wie folgt:

Definition. (Marginaler Risikobeitrag, vgl. Bai, Scheinberg und Titiincii (2013))
Betrachte eine Menge von n Assets mit Kovarianzmatrix X' und eine Menge €2 zuléssiger
Portfolios. Dann ist der marginale Risikobeitrag des i-ten Assets fiir ein Portfolio w € Q
(mit Portfoliorisiko w' Xw = 2 - ¢?(w)) definiert als

0¢? Y

O, (w) = ;Lw) = (Zw), = wio} + Y _wjo;;.
? =1
i#i

Damit entspricht die Gleichung (3.1) der Bedingung
5% (w) 5% (w)

, Vi, mit w,wr > 0.
811]1' 811}]' J ! J

w=w*

w=w*

Der ,,Minimum-Variance“-Ansatz fithrt somit zu optimalen Portfolios, fiir die jedes Asset,
in das investiert wird, den gleichen marginalen Risikobeitrag besitzt.

3.1.1. Explizite Losung des ,,Minimum-Variance*“-Problems
Wir interessieren uns nun fiir eine Losung des Optimierungsproblems

— 1
(MV) min {inZ’w | e'w = 1} :

weR™

welches auch Leerverkéufe zulédsst und keine Ungleichheitsrestriktionen beinhaltet. Dabei
halten wir uns an Maillard, Roncalli und Teiletche (2010) sowie Roncalli (2013).

Wir nehmen an, dass die Matrix X' positiv definit (und damit invertierbar) ist. Aus der
resultierenden strikten Konvexitat der Zielfunktion folgt die Eindeutigkeit einer Losung,
welche wir mithilfe der (hinreichenden) KKT-Bedingungen 1. Ordnung in geschlossener
Form angeben koénnen:

Die Bedingung /[MV-ii] entspricht in diesem Fall der Forderung w* = ~ - ¥ 'e. Die

Normierungsbedingung e w* = 1 lautet somit

1

T -1
Ty e =1 -
1e ‘ =7 el X-le
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Da aus der positiven Definitheit von X folgt, dass auch X! positiv definit ist, gilt stets
~v > 0. Wir erhalten damit als eindeutiges Optimum
Y le

Die einzelnen Assetgewichte konnen in dieser Losung durchaus auch negative Werte anneh-
men.

Als néchstes mochten wir noch den Spezialfall konstanter Asset-Korrelationen (d.h. g; ; =
0, Vi # 7) fiir dieses Problem genauer behandeln:

Sei D := diag (o4, ...,0,) die Diagonalmatrix der Standardabweichungen der einzelnen
Asset-Returns und P,(0) = P = (0i;),<; <, die Korrelationsmatrix mit g;; = o fiir
© # j sowie g;; = 1. Dann gilt fiir die Kovarianzmatrix X' = DPD und fiir deren Inverse
Y1 =D P 1D mit

Pl (1+(n—1)0), —o-ece’
1+(n—2o—(n—1)p*

Die genaue Berechnung dieser Matrix ist in Appendix A.3 zu finden. Mit (3.2) erhalten wir
insgesamt

» (14 (n—1)0)o;* =07, (0i05) 7"

Loy ((1 +(n—1)0)o? =037, ("k"j)_1>

als Optimallosung von (MV), wobei nicht ausgeschlossen ist, dass auch negative Assetge-
wichte auftreten.

(3.3)

Die Korrelation ¢ muss im Intervall [——1- 1] liegen, damit P, (o) eine zuléissige (also positiv
semidefinite) Korrelationsmatrix ist (siehe ebenfalls Appendix A.3). An den Réndern dieses
Bereiches ist P, (o) jedoch nicht mehr positiv definit und die obigen Berechnungen (mit der
inversen Korrelations- bzw. Kovarianzmatrix) sind nicht mehr durchfithrbar. Wir untersu-
chen den Fall o = —ﬁ etwas genauer, da hierfiir ein interessanter Zusammenhang mit dem
,Risk-Parity“-Ansatz, den wir spéater kennenlernen werden, besteht. Anstatt der positiven
Definitheit von Y bzw. P nehmen wir nun nur mehr an, dass die Standardabweichungen o;
alle echt grofler als 0 sind. Dies schliefit das Vorhandensein eines risikolosen Assets aus und
impliziert die Invertierbarkeit von D.?2

Wir betrachten nochmals die KKT-Bedingung Y'w = ~ve. Mit @ := Dw (und X' = DPD)
entspricht das der Forderung
P =~-D'e.

2Fiir Modelle mit risikolosem Asset hat das Problem (MV) eine triviale Optimallésung mit Gewicht 1
fiir ebendieses, Gewicht 0 fiir die iibrigen risikobehafteten Assets und optimalem Zielfunktionswert 0.
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Wihlen wir v = 0 und w = (¢, ... ,t)T als konstanten Vektor, so ist dies offenbar erfiillt,

da
(P@D)i:t-<1—(n—1)ni1) = 0.

Mit w = D' = (toy ", ... ta‘l)T und der Normierungsbedingung Y ,_, wy = 1 folgt
p— —T und die Optlmallosung

k=1

-1

. o,
w; =
Zk L
Dies entspricht allerdings wieder genau dem Ausdruck in (3.3) mit o = —ﬁ. Man beachte,

dass hier das optimale Portfolio fiir (MV) iiber positive Gewichte fiir alle Assets verfiigt
und somit auch ein Optimum von (MV) ist.

3.2. Der ,,Risk-Budgeting*“- und ,,Risk-Parity*“-Ansatz

Zwar fithrt die Herangehensweise im ,,Minimum-Variance“-Modell zu gleichen Risikobei-
tragen, allerdings nur auf marginaler Ebene. Im ,,Risk-Parity“-Ansatz spielt nun der totale
Risikobeitrag eine entscheidende Rolle. Dieser ist folgendermaflen definiert:

Definition. ((Totaler) Risikobeitrag, vgl. Bai, Scheinberg und Tiitiincii (2013))
Betrachte eine Menge von n Assets mit Kovarianzmatrix 3’ und eine Menge () zulédssiger
Portfolios. Fiir ein w € Q (mit Portfoliorisiko w' Xw = 2 - ¢*(w)) ist der (totale) Risiko-
beitrag des i-ten Assets definiert als

G (w) = w; - D,s* (W) = w; (Zw), 2 4 WW;0;
J#l
und entspricht somit dem Produkt des marginalen Risikobeitrags mit dem entsprechenden

Assetgewicht.

Den Zusammenhang zwischen dem Gesamtrisiko eines Portfolios und dem Risikobeitrag
der einzelnen Assets gibt nun folgende Zerlegung, welche auch die Bezeichnung der ¢? als
totale Risikobeitrage rechtfertigt, an:

w'Xw=2- C Z§ (3.4)

Das Gesamtrisiko eines Portfolios ist also die Summe der totalen Risikobeitriage der einzelnen
Assets. Diese Zerlegung folgt unmittelbar aus der Definition des marginalen und totalen
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Risikobeitrags bzw. ldsst sich aus dem Satz von Euler fiir positiv homogene Funktionen

ableiten, da ¢?(w) eine positiv homogene Funktion vom Grad zwei ist (sieche Appendix
2

A.2). Wir werden in weiterer Folge fiir ein Portfolio w den Wert %

Risikoanteil des i-ten Assets am Portfoliorisiko bezeichnen.

als den (totalen)

Um zu erreichen, dass jedes Assets den gleichen Beitrag zur Portfolio-Varianz leistet, miissen
die totalen Risikobeitréige gleichgesetzt werden:

Definition. (,,Risk-Parity“-Problem / ,Risk-Parity“-Losung)
Sei (2 eine Menge zuléssiger Portfolios. Dann nennen wir das Problem, ein w* € ) zu finden,
sodass die Bedingung

(RP) G(w*) =¢H(w*), Vi,j € {1,...,n}

J

erfiillt ist, das ,,Risk-Parity“-Problem.

Jede zulédssige Losung von (RP) heifit ,,Risk-Parity“-Losung oder ,,Risk-Parity*-
Portfolio beziiglich €.

Die Menge aller zuléssigen ,,Risk-Parity“-Losungen beziiglich Q bezeichnen wir mit RP ().

Dabei ist zu beachten, dass die Menge der , Risk-Parity“-Losungen auch leer sein kann, da
es nicht zwangslaufig ein zuléssiges Portfolio geben muss, welches im ,, Risk-Parity“-Zustand
(RP) ist. In diesem Fall nennen wir das Problem unzuléssig.

Aus (3.4) folgt direkt, dass in einer ,Risk-Parity“-Losung w* der totale Risikobeitrag
w*Tzw*

jedes Assets “—=*- (und somit jeder Risikoanteil /n) betrégt. Da die Portfolio-Varianz
nichtnegativ ist, sind somit auch alle totalen Risikobeitréige stets nichtnegativ.

Hat ein Investor spezielle Préferenzen fiir einzelne Assets, so ist es ihm jedoch nicht moglich,
diese in die Formulierung des obigen Problems einflieen zu lassen. Daher definieren wir nun
noch das , Risk-Budgeting“-Problem, in dem fiir jedes Asset beliebig vorgegeben werden
kann, welchen Risikoanteil es aufweisen soll. Wir orientieren uns dabei an der entsprechenden
Definition in Roncalli (2013):

Definition. (,,Risk-Budgeting“-Problem / ,Risk-Budgeting“-Lésung)

Sei 2 eine Menge zuléssiger Portfolios. Dann nennen wir das Problem, fiir einen Vektor
b= (b1,...,b,) € R" mit b; > 0,Vi=1,...,nund > ., b =1 ein Portfolio w* € Q2 zu
finden, sodass die Bedingung

o (w")
'U}*TEU)*
erfiillt ist, das ,,Risk-Budgeting“-Problem.

Jede zuldssige Losung von (RBy) heifit ,,Risk-Budgeting*“-Lésung oder ,,Risk-Budget-
ing“-Portfolio beziiglich b und (2.

Die Menge aller zuléssigen ,, Risk-Budgeting“-Losungen beziiglich b und €2 bezeichnen wir

(RB[,) :bZ,VZG{l,,n}
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Damit entspricht der ,Risk-Parity“-Ansatz also dem Spezialfall dieses Problems mit Risiko-
anteilen b; = b; :==1/n, Vi =1,...,n und es gilt RP(Q) = RB;(2).

Wir haben uns bei unserer Definition auf strikt positive Risikoanteile beschrankt. Fordern
wir hingegen nur nichtnegative Risikoanteile, so besteht eine Mdoglichkeit fiir die Berechnung
eines ,,Risk-Budgeting“-Portfolios darin, das Problem nur fiir die Menge der Assets mit
positiven Risikoanteilen zu 16sen und w; = 0 fiir jedes Asset mit b; = 0 zu setzen. Wie
wir nun sehen werden, ist dies jedoch sogar im ,, Long-Only“-Fall im Allgemeinen nicht die
einzige Losung (vgl. Roncalli, 2013):

Sei R} ; := {w eER" | Lw>0,e'w= 1} die Zuléssigkeitsmenge und der Risikoanteil
b, = 0. Wir erhalten folgende Bedingung an den Risikobeitrag des k-ten Assets:

n
2
G(w) = wiop + g WW;0y ; = Wy | Wioj + 0% g w;o;0; | =0
j=1
J;ﬁk JF#k
Diese Gleichung besitzt zwei Losungen:

° w,(:) =0
2
b w/(c) = _L Z]ﬁlc W;jPk,j0
j

Falls g, ; > 0,Vj=1,...,n, so folgt w,i ) < 0, womit w( ) =0 die einzig mogliche zuléssige

Losung ist. Treten hingegen auch negative Korrelatlonen auf, so ist die Existenz einer
Losung mit wy > 0 nicht ausgeschlossen.

Roncalli (2013) hat diesen Fall genauer untersucht und unter anderem festgestellt, dass
es eine Losung mit w, > 0 genau dann gibt, wenn der marginale Risikobeitrag des k-ten
Assets im ,,Risk-Budgeting“-Portfolio mit wy = 0 negativ ist.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf den Fall, dass die Risikoanteile aller Assets strikt
positiv sind.

3.2.1. Ein Losungsversuch des ,,Risk-Parity‘“-Problems

Sei R} := {w ER" |e'w= 1} die Menge der zuldssigen Portfolios fiir das , Risk-Parity*-
Problem. Die einzige Restriktion ist also wieder (wie bei der Losung des ,Minimum-
Variance“-Modells in Abschnitt 3.1.1) die Normierung der Gewichte, sodass deren Summe 1
ergibt. Wir mochten nun zwei Spezialfélle dieses Problems untersuchen (vgl. wieder Maillard,
Roncalli und Teiletche (2010) sowie Roncalli (2013)), wobei wir noch voraussetzen, dass die
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Standardabweichungen aller Assets positiv sind:?

Konstante Korrelationen

Wir nehmen an, dass die Asset-Korrelationen konstant (d.h. g;; = o0, Vi # j mit p €
[_ﬁ> 1:|7 Vgl Appendix A?)) sind.

Dann gilt fiir den totalen Risikobeitrag des i-ten Assets fiir ein beliebiges Portfolio w € R}

n n
i (w) = wio} + sz‘wké)az‘% = w;o; ((1 — 0)w;o; + szk0k> .

k=1 k=1

ki
Somit folgt:

i (w) = ¢} (w)
4
W;0; ((1 — owio; + QZ”M%) = W;0; ((1 — o)w;o; + QZ"M%)
k=1 k=1
Diese Gleichung ist offensichtlich erfiillt, wenn w;o; = wjo; & w; = w; 2t firallej =1,...,n
J

ist. Wir verwenden nun die Normierungsbedingung e"w = 1 und erhalten unmittelbar eine
(nicht notwendigerweise eindeutige) Optimallosung w*:

n n o n 0'71
% —1 ;
lsz—E wj:wﬂ—g wi—:wiaig 0; = W = =7
of . :
j=1 j=1 J j=1 Zg:l O-j
J# J#

Das Gewicht eines Assets entspricht also seiner normierten reziproken Standardabweichung.
Risikoreiche Assets bekommen damit entsprechend niedrigere Gewichte als risikoarme.

Es ist hier zu beachten, dass dieses Portfolio unabhéngig von der Wahl von ¢ immer optimal

ist und ausschliefllich {iber positive Assetgewichte verfiigt. Fiir den Spezialfall p = —ﬁ
stimmt die obige ,,Risk-Parity“-Losung mit der optimalen Losung des ,, Minimum-Variance*-

Problems (MV) (siehe Kapitel 3.1.1) iiberein.

Konstante Varianzen

Nun versuchen wir ohne Voraussetzungen an die Korrelationen, jedoch mit konstanten
Varianzen (d.h. 0? = 0% > 0, Vi =1,...,n), eine , Risk-Parity“-Losung zu berechnen.

3Man beachte, dass ein Asset mit einer Standardabweichung von 0 (dies entspricht einer risikolosen
Anlagemoglichkeit) wie beim ,,Minimum-Variance“-Problem zu einer Optimallésung fithrt, in der die
gesamte Summe in ebendieses Asset investiert wird. Wir fordern nédmlich gleiche Risikobeitréige fiir alle
Assets und der Risikobeitrag des risikolosen Assets ist (unabhéngig von der Gewichtung) immer gleich 0,
wéhrend alle risikobehafteten Assets ebenfalls einen Risikobeitrag von 0 aufweisen, wenn sie mit 0 gewichtet
werden.
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Mit dieser Annahme erhalten wir fiir ein beliebiges Portfolio w € RY als totale Risikobei-
trage

n n
§f(w) = U)ZQO',L2 —+ Z wikai7kUi0'k = 'in'Q Z wk9i7k' (35)
k=1 k=1
ki
Dies liefert uns folgende Aussage:

n n
w; E WEOik — Wy g Wk 05,k
k=1 k=1

Daraus folgt w; = w1% Setzen wir schlussendlich in die Bedingung e"w = 1 ein,
J

so erhalten wir nachstehendes Resultat:

n n —1
. s w -
1= wz+zwj _ wz_i_z w, k=1 Wk ik > :k 1 WkOik Z > :k 1 WkQik wizj_1 (nzk_1 kQ]j)
> k1 Wik “ D he1 WEOjk (> iy wrkoig)
J#l J#z

Es gilt also

n -1
(2 Wii) (3.6)
Zj:l (D ko1 WrOjik)
Unter Verwendung dieser Darstellung ist es fiir n > 3 nicht moglich, das Problem in

geschlossener Form zu 16sen. Die Annahme konstanter Varianzen liefert also im Gegensatz
zu konstanten Korrelationen nicht unmittelbar eine explizite Losung.

W; =

w! Tw

Alternativ zu (3.6) kénnen wir durch Gleichsetzen von (3.5) und ¢Z(w) = auch

direkt .
(D k1 WkOi k)

no?

w; =w' Xw -

als Bedingung an eine ,,Risk-Parity“-Losung angeben. Fiihren wir obige Berechnungen ohne
konstante Varianzen aus, so entspricht dies der Vorschrift

(X wioig) ™

n

w; =w' Yw -

Daraus kénnen wir eine interessante und wiinschenswerte Eigenschaft ablesen: Besitzt ein
Asset eine hohe Varianz und/oder ist es stark mit anderen Assets korreliert, so fithrt dies
zu einem geringeren Gewicht in einer ,,Risk-Parity“-Losung.

4Fiir n = 2 gibt es nur einen Korrelationkoeffizienten 01,2 = 02,1, womit der Spezialfall mit konstanten
Korrelationen anwendbar ist.
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

3.3. ,,Risk-Budgeting“-Portfolios als Losungen
nichtlinearer Optimierungsprobleme

In Abschnitt 3.2.1 ist uns die Berechnung eines , Risk-Parity“-Portfolios in expliziter Form
nur unter der Annahme konstanter Korrelationen gelungen. Eine analoge Vorgangsweise
fiir das ,,Risk-Budgeting“-Problem liefert explizite Losungen sogar nur fiir die Spezialfille
0=0,0=1und g = ~1/n—1 (siche Roncalli, 2013). Klarerweise ist diese Voraussetzung in der
Praxis im Allgemeinen nicht erfiillt. M6chte man beispielsweise in die Aktien einer gewissen
Anzahl von Unternehmen aus verschiedenen Branchen investieren, so korrelieren zwei Aktien
in der Regel deutlich stirker, wenn die entsprechenden Unternehmen in derselben Branche
tatig sind, als wenn sie aus unterschiedlichen Branchen stammen. Daher mochten wir nun
nichtlineare Optimierungsprobleme in der Form (NLP) betrachten, mithilfe derer es méglich
ist, ,,Risk-Budgeting“-Losungen fiir beliebige Kovarianzmatrizen aufzuspiiren.

Wir treffen folgende Annahme:
Die Kovarianzmatrix 2’ sei positiv definit.

Dies lasst sich folgendermafien rechtfertigen:

e Seien alle betrachteten Assets risikobehaftet. Es gelte also fiir die Standardabweichun-

gen der Asset-Returns o; > 0, Vi =1,...,n. Dann folgt fiir eine positiv semidefinite,
jedoch nicht positiv definite Kovarianzmatrix X' die Existenz eines Vektors w € R™\{0}
mit

w' Yw = Var (R(w)) = Var (w1 Ry + ... + w,R,) = 0.

Dies bedeutet jedoch, dass R(w) fast sicher konstant und damit die zufélligen Asset-
Returns fast sicher linear abhéngig sind. Diesen Fall méchten wir ausschlielen.

e Seien nun die ersten n — 1 Assets risikobehaftet mit fast sicher linear unabhéngigen
Returns und das n-te Asset risikolos. Dann lésst sich die Kovarianzmatrix 2’ € R™*"

wie folgt darstellen: R
20
p—
(v o)

wobei £ € RO-Dx(=1 dje positiv definite Kovarianzmatrix der risikobehafteten
Assets ist. Der totale Risikobeitrag des risikolosen Assets ist bei beliebiger Ge-
wichtung immer gleich 0. Falls w € R" eine , Risk-Budgeting“-Losung beziiglich
b > 0 ist, so ist also der Risikobeitrag by, - w'Xw = 0, womit w' XYw = 0 folgt.
Andererseits ist w' Sw = @' X® mit w0 = (wi,...,w,_1) € R" . Aufgrund
der positiven Definitheit von ¥ resultiert @ = (0,...,0)T. Wird die Menge der
zuldssigen Portfolios beispielsweise noch durch die Normierungsrestriktion w'e = 1
eingeschriinkt, so ist w = (0,...,0,1)" das eindeutige ,Risk-Budgeting*-Portfolio
beziiglich b. Daher méchten wir auch keine risikolosen Assets in unseren weiteren
Analysen beriicksichtigen.
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3.3.1. Ein konvexes Optimierungsproblem mit logarithmischer
Schranke

Wir untersuchen zu Beginn ein Optimierungsproblem mit einer logarithmischen Schranke
in der Zielfunktion. Diese Herangehensweise wird unter anderem in Bai, Scheinberg und
Tiitiinct (2013) sowie Spinu (2013) gewéhlt. Maillard, Roncalli und Teiletche (2010), Bruder
und Roncalli (2012), Roncalli (2013) sowie Kaya und Lee (2012) arbeiten mit dhnlichen
Optimierungsproblemen. In den ersteren drei Papers wird beispielsweise die logarithmische
Schranke in Form einer Restriktion (anstatt als Teil der Zielfunktion) verwendet.

Wir werden die Notationen
o R} :={w e R"|w >0},
RY  ={weR"|w>0,e'w=1},
o R :={weR"| Aw > 0},
e Ry, :={weR"|Aw>0,e'w=1},
e R :={weR"|e'w=1},

verwenden, wobei A eine reelle (n x n)-Matrix ist.

Des Weiteren benotigen wir folgende Eigenschaft einer , Risk-Budgeting“-Losung:

Lemma 3.3.1. Sei X > 0, b € R} |, R" die Menge der zulissigen Portfolios und w* €
RBy (R™). Dann Bi # j € {1,...,n}, sodass w; =0 und w} # 0.

Beweis. Sei w* € RB, (R™) mit w; = 0. Daraus folgt fiir den Risikobeitrag des i-ten Assets

G(w) = w} - Dy®(w)| _ = b-w T Zwt =0,

womit wegen b; > 0 das Portfoliorisiko w* " Xw* ebenfalls gleich 0 ist. Da X laut Annahme
positiv definit ist, folgt w* = 0. ]
Wir betrachten nun schrittweise verschiedene Zuldssigkeitsmengen:

Im ersten Schritt beschrinken wir uns auf ,, Long-Only“-Portfolios ohne Gewichtsnormierung.
Unsere Zuléssigkeitsmenge hat also die Form R} = {w € R" | w > 0}. Fiir eine , Risk-
Budgeting“-Losung w* € RB, (R?n) muss dann wegen Lemma 3.3.1 eine der folgenden
Aussagen gelten:

e w* = 0. Alle Risikobeitrage und somit auch das Portfoliorisiko sind gleich 0.
e w* € R7}. Alle Risikobeitrige sind positiv.
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Wir interessieren uns fiir den zweiten Fall und betrachten folgendes Optimierungsproblem
mit Ry als Zuléssigkeitsmenge:

c : 1 T -
(LS%) in  Sw Yw — cz;bi In w;
st. w; >0, 1=1,....n

Der Parameter c ist dabei eine beliebige positive Konstante. Die Zielfunktion, welche wir
als Abbildung von R} nach R := R U {—o0, +oc} betrachten (mit In0 = —oo0), ist strikt
konvex, da einerseits X laut Annahme positiv definit (und damit w' Xw strikt konvex)
und andererseits der Logarithmus eine strikt konkave Funktion ist. Da alle Restriktionen
linear sind, erhalten wir insgesamt ein konvexes Optimierungsproblem (KP). Gelingt es uns,
eine Losung von (LS€) (fiir ein festes ¢ > 0) zu finden, so wissen wir aufgrund der strikten
Konvexitat der Zielfunktion, dass dieses Minimum eindeutig ist. Wie wir nun sehen werden,
ist auch die Existenz einer Optimallosung fiir obiges Problem gegeben:

Lemma 3.3.2. Sei X = 0 und b € R ;. Dann existiert fir jedes belicbige ¢ > 0 ein
eindeutiges globales Minimum w'® € R} won (LS®), wobei sogar w e R?} gilt.

Beweis. (Siehe Spinu (2013). Vgl. Kanzow (2005) fiir die verwendeten Aussagen aus der
linearen Algebra.)

Sei
fis(w) : R} — R
1 n
w > §wT2w —c ;:1 b; In w;

die strikt konvexe Zielfunktion von (LS¢) mit beliebigem, festem ¢ > 0. Wir zeigen nun

lim  ffg(w) = +oo, (3.7)

w—ORY
n

woraus unmittelbar die Aussage des Satzes folgt:

Die positiv definite Kovarianzmatrix Y ist reell und symmetrisch und damit normal (d.h.
YT =XXT). Wegen dieser Eigenschaft ist ¥ unitir diagonalisierbar mit UT XU = D. U
ist dabei eine regulire, orthogonale Matrix, womit U' = U~! gilt, und D = diag(A1, ..., \,)
eine Diagonalmatrix mit den (positiven) Eigenwerten Ay < Ay < ... < A, von X auf der
Diagonalen. Dann gilt also fiir einen Vektor w € R} und v := U'w (und damit w = Uv),
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dass

w'Sw=v"UTSUv =0 UTUDU Uv =v"U'UDU ' Uv = 0" Do => " A}
=1

>\ va = v v=Mw UU w=M\w'UU'w = \w'w

i=1
i=1
Daher gilt
n 1 n
‘o(w) > “Nw? —cblnw; | = i(Wi ),
fistw 23 (g )= em

mit ¢;(z) : Rf — R; z+— %)\191;2 — cb;In 2.5 Die strikt konvexe Funktion ¢; hat im Punkt

*

xf = % > 0 ein globales Minimum, weshalb wir fiir jedes i € {1,...,n}

fis(w) = @i(wi) + Z ;) (3.8)
yo

folgern konnen. Des Weiteren erhalten wir

lim ¢;(x) =400 und lim ¢;(z) = +o0, (3.9)
r—400 z—0+
fir alle i = 1,...,n, da einerseits 22 fiir x — 400 schneller wiichst als In 2 und andererseits

lim, ,oy Inz = —o0 ist.

Sei nun M > 0 beliebig. Aus (3.8) und (3.9) folgt, dass es zwei Zahlen ¢ und dM € (0, +o0)
gibt, sodass ffg(w) > M fiir alle w € R} mit w; ¢ [¢}, d}']. Daher gilt

T 0

w e [, dM] x [, dd ) x ... x M dV] = fig(w) > M.

nrn

Das beweist (3.7). O

Folgender Satz gibt nun den Zusammenhang zwischen dem Programm (LS¢) und den
, Risk-Budgeting“-Portfolios mit positiven Assetgewichten an und zeigt uns die Bedeutung
des Parameters c:

Satz 3.3.3. Sei die Kovarianzmatriz X = 0 und b € R} ;. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Sei c > 0 beliebig. Fin Portfolio w'® € R} st genau dann eine Optimallésung von
(LS°), wenn w'® eine ,Risk-Budgeting“-Lsung beziiglich b mit totalen Risikobeitragen
2 (w)) = bic fiir allei = 1,...,n ist.

SRy = {z € R |z >0} =R}, in der von uns eingefiihrten Notation.
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b) Es existiert fir jedes beliebige ¢ > 0 genau eimn ,Risk- Budgetz'ng “ Portfoh'o w' € R}
beziiglich b mit Risikobeitrigen ¢*(w'®) = bic, Vi =1,...,n, wobei w'® € R? gilt.

Bewezs.

a) »

=,: Ist w(® ein Minimum von (LS®) mit ¢ > 0, so gibt es einen KKT-Punkt

(w'?, \) € R* x R", der die KKT-Bedingungen

[LS¢-i]  w® >0,

[LSe-ii] (Zw()); —bic/ul® — \;=0,Vi=1,...,n

[LSe-iii] X >0, XTw® =0,

erfiillt (siehe Korollar 1.4.8). Dabei sind die einzelnen Gewichte wZ(C) > ( fiir alle
i=1,...,n (vgl. Lemma 3.3.2). Somit gilt aufgrund der Bedingung [LS¢-iii/
auf jeden Fall A = 0. Setzen wir in [LS°-ii] ein, so folgt

bi .
(Zw®); = == Vie{l,... ,n}
wC

=
gf(w(c)) =bic,Vi,je{l,...,n}

womit w'® € RB, (R” ) (mit totalen Risikobeitriagen b;c fiir die einzelnen
Assets) ist.

: Sei wl® € R7 eine ,Risk-Budgeting“-Losung mit positiven Risikobeitrdgen

H(w) = bic, Vi = 1,...,n. Dann sind alle Komponenten von w® wegen
X = 0 und Lemma 3.3.1 positiv (W >0,Vi=1,...,n).

Der Punkt (w(®,0) € R® x R™ ist nun offensichtlich ein KKT-Punkt von (LS¢)
und damit ein Minimum dieses konvexen Optimierungsproblems (siehe Korollar
1.4.8).

b) Folgt direkt aus a) und Lemma 3.3.2.

]

Somit wissen wir nun, dass (unter den Voraussetzungen des obigen Satzes) die Menge
der , Risk-Budgeting“-Losungen nicht leer ist. Nur wenn zu starke Restriktionen an die
Assetgewichte gestellt werden, kann der Fall eintreten, dass es kein ,Risk-Budgeting*-
Portfolio gibt.

Eine oft geforderte Bedingung ist beispielsweise die Normierung der Gewichte, sodass
ihre Summe gleich 1 ergibt, was jedoch unproblematisch ist: Das folgende Korollar besagt
namlich, dass diese Restriktion einerseits keinen Einfluss auf obige Existenzaussage hat und
andererseits sogar zur Eindeutigkeit eines , Risk-Budgeting“-Portfolios fiihrt.

Korollar 3.3.4. Sei X = 0 und b € R ;. Dann existiert genau ein ,Risk-Budgeting*-
Portfolio w* € R} | beziiglich b.
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Beweis. (Vgl. Bai, Scheinberg und Tiitiincii (2013) fiir den , Risk-Parity“-Spezialfall.)

Sei ¢ = ¢; > 0 gegeben. Dann existiert nach Lemma 3.3.2 bzw. Satz 3.3.3 eine eindeutige
Losung w() von (LS®) mit ¢?(w(®)) = bcy, Vi = 1,...,n. Wir betrachten nun fiir eine
positive Konstante a das Optimierungsproblem (LS%), also

1 n
min inZ’w —acy Z b; In w;

weR -
=1
st. w; >0, 1=1,...,n

Das (eindeutige) Optimum dieses Problems ist y/aw(“). Fiir die Risikobeitrige des i-ten
Assets gilt in diesem Portfolio namlich

gf(ﬁw(cl)) _ \/szgcl) (Z\/aw(q))i -a- wZ(Cl) (Ew(m))i = bacy.

) 1

—_— >
(Z;‘L:I wl§01))
0 und w* die eindeutige Optimallosung des obigen Problems mit a = a*. Dann folgt

iwf = i\/ﬁwz@“ =1, (3.10)
=1 =1

Da alle Komponenten von w(°!) positiv sind, ist Yoy wgcl > (. Sei nun a* :=

womit w* € RB, (R?Ml).

Die Eindeutigkeit dieser Losung zeigen wir, indem wir beweisen, dass w* unabhéngig von
der Wahl des Parameters c ist:

Dafiir wenden wir nun obige Uberlegungen auf ¢ = ¢; > 0 an. Dann ist auch w** =
aw' € RB, (R}, 1), wobei w(*?) das eindeutige Minimum von (LS%) ist und a** :=

W > 0. w®) ist jedoch auch die eindeutige Losung von (LS%1) mit @ = 2/e; > 0,
i=1W;

womit w(?) = /aw'®) folgt. Wegen der normierten Gewichte von w** gilt
dowr =Y Varu® =3 Varau™ = 1 (3.11)
i=1 i=1 i=1

Zusammen mit (3.10) erhalten wir v/a**v/a = v/a* und insgesamt
w* = Varvaw'™ = Varw® = w*.
]

Als néchstes mochten wir die Einschréinkung auf ,,Long-Only“-Portfolios fallenlassen. Um
das Optimierungsproblem (LS¢) verwenden zu koénnen, miissen wir jedoch sicherstellen,

dass der Logarithmus nur auf nichtnegative Werte angewendet wird. Dazu gehen wir wie
Bai, Scheinberg und Tiitiincii (2013) folgendermafen vor:
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3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

Seien T := {—1,1}", 0 = (0y,...,60,)" € T und © := diag (0y,...,0,).

Wir betrachten nun die Zuléssigkeitsmenge R = {w € R" | Qw > 0}. In der Menge der
zuléssigen Portfolios sind also von vornherein die Vorzeichen der einzelnen Assetgewichte
festgelegt. Falls 6; = 1, so muss fiir das i-te Asset eine ,,Long Position* eingenommen
werden. Fiir 6; = —1 ist hingegen nur , Short Selling® erlaubt. Wir mochten wieder ein
»Risk-Budgeting“-Portfolio finden, sodass alle Assetgewichte ungleich 0 sind (vgl. Lemma
3.3.1). Dazu betrachten wir folgende Modifikation des Optimierungsproblems (LS¢):

1 n
(LSp) min §wT2w - CZ b; In O;w;

weR? -
=1

s.t. QZ’LUZZO, izl,...,n

Die Zielfunktion dieses Problems (als Abbildung von R% nach R) ist wieder fiir jedes
beliebige 6 € T strikt konvex. Wir erhalten folgende Aussage:

Satz 3.3.5. Sei X = 0 und b € R} ;. Dann existiert fiir jedes beliebige ¢ > 0 genau ein , Risk-
Budgeting“-Portfolio w'® € RY beziiglich b mit Risikobeitrdgen ¢2(w(®) = bic, Vi =1,...,n,
wobei dieses w9 das eindeutige Minimum von (LS§) ist und Ow'® € R? gilt.

Beweis. Analog zu Lemma 3.3.2 und Satz 3.3.3 unter Verwendung von Rg statt R} und
(LSg) statt (LS¢). O

Inkludieren wir nun wieder die Normierungsrestriktion >  w; = 1 in der Zuléssigkeits-
menge, so ldsst sich folgendes Korollar iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer entspre-
chenden , Risk-Budgeting“-Losung formulieren (vgl. Bai, Scheinberg und Titiincii (2013)
fiir den ,,Risk-Parity“-Spezialfall):

Korollar 3.3.6. Set X' = 0 und b € R, ;. Dann existiert hichstens ein ,Risk-Budgeting“-
Portfolio w* € {Rg | UR" g} beziiglich b.

Beweis. Losen wir fiir ein beliebiges ¢ > 0 die Optimierungsprobleme (LS§) und (LS,), so

erhalten wir eindeutige Minima wéc) bzw. w(fg. Mit v; := —wj; lésst sich (LS¢,) schreiben als
min 1UTZU—czn:b»lnﬂv-
) £ T

s.t. iniz(), izl,...,n

weshalb wéc) = —wg gilt. Wir unterscheiden nun 3 Félle:
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1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

3. Risikobasierte Portfoliooptimierung

el )>O & eTuJ(fz<0:

Dann lassen sich alle Schritte im Beweis von Korollar 3.3.4, welches den Spezialfall
0 =(1,...,1)" behandelt, analog mit (LS$) durchfiihren. Es existiert also genau
(©) w© w'©

v Da = My
. a —— = —4%—~ = w", 1st
eTwéC> eTw(_Cz) eTwéc) ’

cin Portfolio w* € RB, (R ), ndmlich w* =
RB, (R ) = 0.
Tw? <0 o w0

W)

eTw (C)

Analog zum 1. Fall ist nun w* = das einzige Element in RB, (R o 1) und

RB, (Ry,) = 0.

eT'w(C) = eng = 0:

Falls sich die Assetgewichte von wéc) zu 0 aufsummieren, so gilt dies auch fiir w(_cz.
Diese beiden Portfolios heiflen dann auch marktneutral. Offensichtlich gibt es dann
keine ,,Risk-Budgeting“-Losung beziiglich b in den entsprechenden Zuléssigkeits-

mengen, da eine Gewichtsnormierung auf 1 nicht moglich ist.

[

Damit wissen wir also, dass nicht zwangslédufig ein ,,Risk-Budgeting“-Portfolio existieren
muss, in dem der Investor sowohl , Long Positions® als auch ,,Short Positions* einnehmen
kann. Aus den vorigen beiden Korollaren konnen wir nun jedoch folgende bedeutende
Aussage ableiten:

Korollar 3.3.7. Sei X = 0 und b € R} |. Dann existieren in R} hichstens 2" Risk-
Budgeting “- Portfolios beziiglich b. Es gilt also

Beweis.

1< [RB, (RY)| < 2.

e Die untere Schranke folgt unmittelbar aus Korollar 3.3.4, weil

RB, (R}) 2 RB, (R} ;) = 1.

o Esgilt # € {—1,1}" = T mit |T| = 2". Nach Korollar 3.3.6 gibt es zu jedem Paar
{0, —0} hochstens eine , Risk-Budgeting“-Losung beziiglich b. Da

RB, (R}) = [H RBy (RS ;) ,

0eT

folgt |RBy (R})] < 2°/2 = 271,
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Es gibt also nur eine endliche Anzahl von , Risk-Budgeting“-Losungen, wenn die Menge der
zulédssigen Portfolios durch eine Normierung der Gewichte eingeschrinkt wird. Mochte man
ein beliebiges solches Portfolio ohne Vorgaben an die Vorzeichen der Assetgewichte mithilfe
der oben definierten Optimierungsprobleme mit logarithmischer Schranke berechnen, so
bietet es sich an, sich trotzdem auf den ,Long-Only“-Fall zu beschrénken, da dort die
Existenz garantiert ist. Setzt man sich jedoch beispielsweise zum Ziel, das Portfolio mit
der geringsten Portfolio-Varianz in RB, (R}) zu finden, so ist die Anzahl der zu bestim-
menden Portfolios exponentiell in der Anzahl der Assets. Unter Verwendung der obigen
Uberlegungen muss namlich das Optimierungsproblem (LS§) fiir 2! verschiedene Werte
von f in enumerativer Art und Weise gelost werden. Auch fiir eine Zuléssigkeitsmenge mit
weiteren Restriktionen zur Einschrankung der einzelnen Assetgewichte, die eventuell zur
Unzuliissigkeit des ,, Risk-Budgeting“-Problems fiihren kénnen, miissen diese 2"~! Optimie-
rungsprobleme untersucht werden, um iiberhaupt feststellen zu konnen, ob Zuléssigkeit
vorliegt oder nicht.

3.3.1.1. Das ,,Risk-Budgeting“-Problem im Vergleich zu anderen Anséitzen

Als Néchstes mochten wir die Varianz einer ,, Risk-Budgeting“-Losung mit den Varianzen der
Losungen zweier anderer Anséitze vergleichen. Dabei wird wieder das Optimierungsproblem
(LS®) hilfreich sein.

Wir haben bereits das ,, Minimum-Variance“-Modell kennengelernt, welches die Varianz
minimiert und damit - wie wir im praktischen Teil dieser Arbeit noch anhand einiger
empirischer Beispiele sehen werden - eine starke Konzentration der Gewichte auf die
risikoarmen Assets legt. Einerseits ist zwar eine Varianzminimierung im Sinne eines jeden
Investors, auf der anderen Seite verringert eine starke Fokussierung auf Assets mit geringem
Risiko die Diversifikation.

Wir betrachten zur Illustration folgendes Beispiel: Ein Investor moéchte in zwei Aktien
investieren und entscheidet sich fiir ein ,, Minimum-Variance“-Portfolio, wobei die Schiatzung
der Kovarianzmatrix X' anhand historischer Daten durchgefiithrt wird. Diese Schéitzung
ergibt fiir die erste Aktie eine sehr hohe und fiir die zweite Aktie eine vergleichsweise
niedrige Varianz, weshalb der , Minimum-Variance“-Ansatz zu einer hohen Gewichtung
der zweiten Aktie fithrt. Stellt sich jedoch heraus, dass der historische Aktienverlauf der
zweiten Aktie mit wenig Volatilitat fiir die Zukunft nicht aussagekriftig und damit die
durchgefiihrte Schitzung inadéiquat ist (beispielsweise aufgrund einer plotzlich eintretenden
Wirtschaftskrise), konnte die zu starke Konzentration auf diese Aktie Nachteile mit sich
bringen.

Eine génzlich andere Portfoliokonstruktion liefert der ,,Weight-Budgeting*“-Ansatz.
Dabei werden die Assetgewichte folgendermafien gewéhlt:

wZ:bZ,VZzl,,n =4 wi/bi:“’j/bj,Vi,j:L...,n
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Dabei wird wieder b; > 0,Vi = 1,...,n und Y . ;b = 1 vorausgesetzt. Durch diese
Konstruktion resultiert also immer ein ,,Long-Only“-Portfolio. Mit b; = 1/n, Vi=1,...,n
werden beispielsweise die Gewichte gleichméflig auf alle Assets verteilt, womit eine unerwartet
hohe Volatilitét eines einzelnen (a priori als risikoarm eingeschétzten) Assets keine so groen
Auswirkungen hat wie im ,, Minimum-Variance“-Fall. Allerdings bleibt in diesem Modell das
Risiko der Assets und damit auch die im Allgemeinen vorausgesetzte Risikoaversitéit eines
Investors gianzlich unberiicksichtigt. ,, Minimum-Variance® und ,, Weight-Budgeting“ kénnen
somit als stark kontrire Herangehensweisen angesehen werden.

Wir vergleichen nun folgende drei Modelle unter Verwendung der Zulassigkeitsmenge
R} ={weR"| Lw>0,e"w=1} (siche Maillard, Roncalli und Teiletche (2010) sowie
Roncalli (2013)):

L %, Vi, ] (,, Weight-Budgeting®)
{ J
Du; 3 (w) = 0y, ¢*(w), Vi, mit w;, w; >0 (, Minimum-Variance®)
7" aw- 2 j aw- 2
w bzg (w) _ Y bfg (w), Vi, j (,Risk-Budgeting*®)
i J

Unter Beriicksichtigung dieser Bedingungen léasst sich das , Risk-Budgeting“-Modell als
Kompromiss zwischen den beiden anderen Modellen interpretieren. Dieser Eindruck wird
nun noch durch folgende Eigenschaft untermauert:

Wir untersuchen eine konkrete Instanz der obigen drei Probleme mit X' = 0 und b € RY ;.
Mit wWB | wM™MV) und w®B) bezeichnen wir die entsprechenden Losungen.® Dann gilt
folgende Aussage:

w™MV) T 3, (MV) (<) wEB " 57, (RB) (2 wWB) T 52, (WB) (3.12)

Das Risiko des ,Risk-Budgeting“-Portfolios liegt also genau zwischen den Risiken des
,Minimum-Variance“- und des ,, Weight-Budgeting“-Portfolios.

Ungleichung (1) in (3.12) folgt direkt aus der Tatsache, dass die Varianz von w™Y) minimal

unter allen Portfolios aus R} | ist. Ungleichung (2) lisst sich folgendermafien zeigen:

Wir wissen bereits, dass w®?) die eindeutige Losung des Optimierungsprogramms (LS®) fiir
ein spezielles ¢ = ¢* > 0 ist. Andererseits ist auch w("®) ein zulissiges Portfolio fiir dieses
Problem. Wegen der Optimalitit von w®B) gilt daher:

1
w®B) T 5y (RB) Zb Inw (RB) < (WB)TEw (WB) Zb In w(WB (3.13)

6Alle drei Portfolios w(WB), wM™V) und w®B) existieren und sind eindeutig bestimmt. Dies ist fiir
wWB) trivial und folgt fiir w™V) aus der positiven Definitheit der Kovarianzmatrix bzw. fiir w(®B) aus
Korollar 3.3.4.
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Wir 16sen nun das folgende konvexe Optimierungsproblem mit strikt konvexer Zielfunktion:

n
min —E b; Inw;
weR™

i=1
st. elw=1

Aus den KKT-Bedingungen e'w = 1 und —b/w, — v = 0, Vi = 1,...,n erhalten wir die
WB) Daher folgt wegen c¢* > 0

%

eindeutige Optimallosung w; = b; = w
—c"Y biln w™ > ¢t > biln w™®,
i=1 i=1

Gemeinsam mit (3.13) erhalten wir somit Ungleichung (2) in (3.12).

3.3.2. Eine Kleinste-Quadrate-Formulierung

In diesem Teil der Arbeit mochten wir ein weiteres Optimierungsproblem betrachten, das zum
Auffinden von ,, Risk-Budgeting“-Portfolios verwendet werden kann und im Zentrum unserer
weiteren theoretischen und praktischen Untersuchungen stehen wird. Dieses nichtlineare
Programm, welches die quadrierten Abweichungen der einzelnen Asset-Risikobeitrdge vom
,Risk-Budgeting“-Zustand in der Zielfunktion beriicksichtigt, wurde in Maillard, Roncalli
und Teiletche (2010) fiir das ,,Risk-Parity“-Problem (in der von uns definierten Form) und
in Roncalli (2013) fiir das ,, Risk-Budgeting“-Problem als Losungsansatz vorgeschlagen. Bai,
Scheinberg und Tiitiinct (2013) haben in ihrem Paper , Least-squares approach to risk parity
in portfolio selection“ verschiedene Eigenschaften des Problems fiir den ,, Risk-Parity“-Fall
genauer untersucht. Darauf basieren die folgenden Ausfithrungen, wobei wir jedoch den
allgemeineren ,, Risk-Budgeting“-Ansatz zugrunde legen.

Im letzten Abschnitt hat uns ein konvexes Optimierungsproblem mit einer logarithmischen
Schranke in der (strikt konvexen) Zielfunktion wertvolle Informationen iiber die Existenz
und Eindeutigkeit von ,,Risk-Budgeting“-Losungen fiir verschiedene Zuléssigkeitsmengen
geliefert. Dort haben wir allerdings nur Bedingungen an die Vorzeichen und die Nor-
mierung der Assetgewichte gestellt. Oftmals interessieren uns jedoch auch restriktivere
Zulassigkeitsmengen der Form {w eER"|L;<w; <U;,Vi=1,...,nund elw = 1} mit
oberen und unteren Schranken fiir die einzelnen Gewichte. Wir werden fiir das folgen-
de Kleinste-Quadrate-Programm eine noch etwas allgemeinere Menge verwenden, die an
die Zuléassigkeitsmengen der Markowitz’schen ,, Mean-Variance“-Probleme des 2. Kapitels
angelehnt ist, ndmlich

Qg ={w e R" | Aw > a und Bw = }

mit A € RP*" o € RP,.B € R”" und f € RY. In diese Menge lassen sich auch die
Bedingungen p'w > r oder u'w = r an den erwarteten Portfolio-Return einbetten, was
bei einer vergleichenden Analyse mit dem Markowitz’schen Modell hilfreich ist.
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Unser Ziel ist nun wieder, ein nichtlineares Programm der Form
min w
min  f(w)
st. Aw >«

Bw=p

zu finden, sodass die Optimallosungen dieses Problems (unter gewissen Voraussetzungen )
auch , Risk-Budgeting“-Portfolios sind. Dariiber hinaus méchten wir jedoch auch errei-
chen, dass ein Minimum den ,, Risk-Budgeting“-Zustand sinnvoll approximiert, falls die
Zuldssigkeitsmenge kein ,, Risk-Budgeting“-Portfolio beinhaltet.” In der Formulierung mit
logarithmischer Schranke aus dem vorhergehenden Abschnitt kénnten zwar prinzipiell auch
beliebige zusétzliche Restriktionen eingebaut werden, doch wenn dies dazu fiihrt, dass
keine zuldssige ,,Risk-Budgeting“-Losung existiert, so stellt das Minimum von (LS§) keine
zweckméfBige Approximation dar.

Eine mogliche Wahl fiir die Zielfunktion dieses Optimierungsproblems, welche Roncalli
(2013) angibt, ist

0= 303 (P g () )

=1 j=1 =1 j=1 J

Diese Funktion summiert also iiber die quadrierten Abweichungen der einzelnen, durch
die entsprechenden (vorgegebene) Risikoanteile dividierten Risikobeitrdge voneinander
und bildet offensichtlich von R™ nach R{ ab. Jedes Portfolio w* mit f(w*) = 0 erfiillt

2

* 2 (w* .o . .. . . .
st _ o ), Vi,j =1,...,n und ist damit im , Risk-Budgeting“-Zustand beziiglich b.

b; b;
Wir werden jedoch im Weiteren die beiden folgenden Optimierungsprobleme verwenden,
deren Zielfunktionen den selben Zweck wie die obige Funktion erfiillen, jedoch nur aus O(n)
(statt O(n?)) Summanden bestehen:

n 2
(KQ1) Irel]iRr}L Zb (wZ (Zw). ij Yw) > Zb ( w) wTEw)

s.t. AwZoz
Bw=p
2
(KQ2) 5}2%}1 Zb (wZ (Xw); _) Zb< w) )
ceR
s.t. sza
Bw =7

"Dies ist beispielsweise schon der Fall, wenn die Return-Bedingung x"w > 7 mit einer zu restriktiven
Schranke r zur Anwendung kommt.
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Die Zielfunktion von (KQ1) beinhaltet dabei fiir ein Portfolio w die mit den Risikoan-
teilen b; gewichteten quadrierten Differenzen zwischen den tatséchlichen Risikobeitragen
und den gewiinschten Risikobeitragen im , Risk-Budgeting“-Zustand, jeweils skaliert mit
den Risikoanteilen b;. Im Programm (KQ2) wird hingegen der Wert w' Xw durch eine
Variable ¢ ersetzt, iiber die simultan mit dem Portfolio w ebenfalls minimiert wird. Diese
Herangehensweise wird in &hnlicher Weise in Bai, Scheinberg und Tiitiincii (2013) fiir das
, Risk-Parity“-Problem gewihlt. Wir werden im Folgenden die Notationen

o filw) =0 b (B2 T Sw)
o fo(w,c) =31 bi <%zw)l B C>2

fiir die Zielfunktionen der beiden Probleme (KQ1) und (KQ2) verwenden. Folgendes Lemma
zeigt den Zusammenhang zwischen diesen beiden Formulierungen:

Lemma 3.3.8. Sei b € R | und w € Qxq ein beliebiges, zuldssiges Portfolio. Dann hat
das Problem min.cr{f2(w,c) | w = 1w} genau ein globales Optimum ¢, nimlich é = ' 2.

Beweis. (Vgl. Bai, Scheinberg und Tiitiincii, 2013.)
Fiir ein festes w = w ist die Funktion fy(w,¢) strikt konvex in ¢ € R, da

0° "
sala(e) =23 bi=2>0VceR.

=1

Daher ist ¢ das eindeutige Minimum, falls % fa(10, c)}czé = 0 gilt. Somit folgt:

Zn Wi (X)), ) L 2 wi(XW)
-2 bz<——c =0 = C:—zfln =w 2w
i=1 bi Zi:1 bi

]

Wie wir sehen werden, ist es trotz dieser Eigenschaft manchmal sinnvoll, die Problemformu-
lierung (KQ2) mit einem variablen Parameter ¢ zu verwenden.

Wir mochten nun noch kurz auf die Zuléssigkeitsmengen Rp = {w € R" | OQw > 0} so-
wie R, = {w e R" [ Ow > 0,e"w =1} mit § € T = {—1,1}" und © = diag(fy,....0,)
aus Kapitel 3.3.1 eingehen:

Wie wir bereits wissen, gibt es (mit b € Ril) fiir jedes beliebige ¢ > 0 ein Portfolio
w'® € RB, (RY) mit Risikobeitrigen ¢?(w®) = bic, Vi = 1,...,n. Daraus lisst sich (falls
die Summe der Assetgewichte ungleich 0 ist) durch Normierung ein , Risk-Budgeting“-
Portfolio berechnen, das in {R’é’l U R’j@’l} liegt. Deswegen besteht eine Moglichkeit zur
Berechnung eines Portfolios w* € RB, ({R%; UR" o, }) auch darin, die Funktion fy(w, c)
mit einem beliebigen, festen ¢ = ¢ > 0 iiber alle w € R} zu minimieren und erst anschlieBend
die Gewichtsnormierung durchzufiihren.
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Im Gegensatz zu den Problemen (LS°) bzw. (LS§) sind die Zielfunktionen von (KQ1) und
(KQ2) nicht konvex, womit keine konvexen Optimierungsprobleme (KP) vorliegen. Die
KKT-Bedingungen 1. Ordnung sind daher fiir diese beiden Probleme nicht zwangslaufig
ausreichend, um eine Optimallésung bestimmen zu kénnen. Wie wir nun sehen werden,
ist jedoch unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen jeder KKT-Punkt trotzdem ein
globales Minimum. Dafiir formulieren wir die KKT-Bedingungen fiir (KQ2):

Sei

2

L(w, e, N\, 7y) Zb <w7’ (Zw), —c) — M (Aw —a) — 7" (Bw — )

die Lagrangefunktion von (KQ2). Ein Vektor (w*,c¢*,\,7) € R® x R x R? x R? ist ein
KKT-Punkt fir (KQ2), falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

[2-i]  Aw* > «a, Bw* =, d.h. w* ist zulissig fiir (KQ2),
[2-ii] Vi Lo(w, e, N\ Y) lwmwr = Vo fa(w,c ’w v —ATA =BTy =0,

/Q—Z’LZ/ 8_032(@0707 A77 |wfui* - &fQ(’lU,C ‘wf“i* - 0’
[2-iv] A >0, AT (Aw* —a) =0.

Sei nun e; = (0,...,0,1,0,...,0)" € R" die i-te Spalte der n-dimensionalen Einheitsmatrix
I,und X = (014, ...,00:)" = (0i1,...,0in)" € R" die i-te Spalte von X. Damit gilt

T T
Eiez‘ w = (Ji,lwia e 70i,nwi) )
n T
T
eiZ]iw: 0,...,0, E O'Z'JU}]‘,O,...,O .
Jj=1

Wir erhalten fiir die partiellen Ableitungen von f, nach wy

8 - wZ(Zw)Z O'Lkwi
D =2 S (B0 Y o

j=1
i#k
" i (Zw); wg (2w -
o () s (525 (S
i=1 j=1
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Der Gradient von f5 beziiglich w lésst sich somit schreiben als

= 2-2(@—0) . (Zie;r+ei2;|—)w_
=1

Folgendes Lemma besagt nun, dass jeder KKT-Punkt von (KQ2) auch ein globales Minimum
ist, falls dieses Problem ohne Nebenbedingungen gelost wird:

Vo fa(w,c) =2- Z (@ — c> (Zief w+ X w)
i=1

Lemma 3.3.9. Betrachte folgendes Optimierungsproblem als Spezialfall von (KQ2):

we%}},rcl:eﬂ% Fa(w,c)

Dann st jeder KKT-Punkt dieses Problems ein globales Optimum.

Beweis. (Siehe Bai, Scheinberg und Tiitiincii (2013) fiir den ,,Risk-Parity“-Spezialfall.)
Sei (w*, ¢*) ein KKT-Punkt. Dieser erfiillt folgende Bedingungen:

[27-i] Vi fa(w, €)=y =0,

/2*_”/ %f?(wa C)|wiui* = 0.

Aus [2*-i] folgt, dass auch

=1

w*" -V, folw, C)|wi“i* =2 Z (M - c*) ST (ZieiT +eX ) w'
) (@ (S 4w (Sw'),)

Wie wir bereits im Beweis von Lemma 3.3.8 geschen haben, folgt aus [2*-4/ unmittelbar
¢ =w' Yuw* = Sor 62 (w*). Setzen wir dies in obige Gleichung ein, so erhalten wir die
Bedingung

i ()’ = (Z <3<w*>> .

Wenden wir hingegen die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung mit den beiden Vektoren

i=1

(\/Lb_lgf(w*),..., \/1b_n§72l(w*)>T e R" und (ﬂ,...,\/@)T e R"
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an (siehe Appendix A.4), so wissen wir, dass

(; ﬁ) (; (%gf (w*)) ) = <§¢b_ - %cﬁ(w*))

=

2
n 1 2 n .
> (sfwn)’ > (Z Clw >)

i=1 i=1

gilt, wobei diese Ungleichung genau dann mit Gleichheit erfiillt ist, wenn die Vektoren linear

Q(w

abhingig sind.® Dies bedeutet in unserem Fall, dass die Skalare Cb—) firallei=1,...,n

gleich einem konstanten Wert ¢ sind. ¢ ist nun jedoch genau c*, da’

n n
c=¢- Zbi = ng(w*) ="
i=1 i=1

Daher folgt insgesamt fiir jeden beliebigen KKT-Punkt (w*, ¢*), dass

N T i G A
fQ(waC):Zbi( b~ —C) =0,
i=1 '

womit (w*, c*) global optimal ist. O

Sind wir also nur daran interessiert, ein beliebiges , Risk-Budgeting“-Portfolio (ohne Re-
striktionen) zu berechnen, stellt es keinen Nachteil dar, dass das Optimierungsproblem
(KQ2) nicht konvex ist. Mochte man hingegen zusétzliche Restriktionen (wie beispielsweise
eine untere Schranke fiir den erwarteten Return nach dem Schema des ,, Mean-Variance*-
Optimierungsproblems (MW1) oder obere und untere Schranken fiir die Assetgewichte)
verwenden, ermoglichen die Programme (KQ1) und (KQ2) iiberhaupt erst, diese sinnvoll
einzubauen. Dort erfolgt ndmlich eine Minimierung der Summe der quadrierten Abwei-
chungen der Risikobeitridge vom , Risk-Budgeting“-Zustand. Damit sind Optima dieser
Optimierungsprobleme auch fiir den Fall, dass in der Zuléssigkeitsmenge gar keine ,, Risk-
Budgeting“-Losung liegt, addquate Approximationen. Im Rahmen des praktischen Teils
dieser Arbeit (Kapitel 5) werden wir dementsprechend die berechneten (eventuell auch nur
lokalen) Minima von (KQ1) und (KQ2) fiir den Fall, dass sie nicht im , Risk-Budgeting*-
Zustand sind, als approzimative ,Risk-Budgeting“-Portfolios bezeichnen.

8Wir nehmen hier 0.B.d.A. implizit an, dass w* # 0 und damit auch ¢?(w*) # 0, Vi = 1,...,n. Im
Fall w* = 0 ist némlich auch ¢* = 0 und der korrespondierende KKT-Punkt (w*, ¢*) ist auf jeden Fall ein
globales Optimum mit Zielfunktionswert 0.
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In diesem Kapitel mochten wir nun Algorithmen kennenlernen, mit denen es uns moglich
sein wird, nichtlineare Optimierungsprobleme der Form (NLP) - also mit Gleichheits-
und Ungleichheitsrestriktionen - zu 16sen. Unser Hauptaugenmerk gilt dabei den Kleinste-
Quadrate-Optimierungsproblemen (KQ1) bzw. (KQ2) aus Abschnitt 3.3.2 zur Berechnung
von ,,Risk-Budgeting“-Portfolios.

Wir werden aus den unzéhligen Methoden, die in den letzten Jahrzehnten entwickelt wur-
den, in erster Linie die Verfahren der sequentiellen quadratischen Programmierung (SQP)
untersuchen. Diese versuchen, beliebige nichtlineare Programme mithilfe einer Sequenz
von quadratischen Optimierungsproblemen der Form (QP) zu 16sen. Daher beginnen wir
mit speziellen Losungsalgorithmen fiir quadratische Programme, welche wir jedoch nicht
nur im Rahmen der SQP-Verfahren benttigen werden, sondern auch direkt auf die ,,Mean-
Variance“-Optimierungsprobleme (MW1) und (MW3) aus Kapitel 2 anwenden und damit
unmittelbar Portfoliooptimierung im Sinne von Markowitz durchfithren kénnen.

In Abschnitt 4.1 {iber quadratische Optimierungsprobleme beschrénken wir uns meist auf
konvexe Programme. Diese Klasse von Optimierungsproblemen beinhaltet einerseits die
fiir uns relevanten Markowitz’schen Problemformulierungen und ist andererseits auch fiir
die von uns betrachteten SQP-Verfahren ausreichend. Daher konzentrieren wir uns (unter
Beriicksichtigung von Korollar 1.4.8) auf die Bestimmung von KKT-Punkten (vgl. Kapitel
1.4). Wir werden folgende Methoden genauer untersuchen:

e Losung von quadratischen Problemen mit Gleichheitsrestriktionen
e Das Verfahren der aktiven Menge fiir quadratische Probleme mit Ungleichheitsrestrik-
tionen (mit Konvergenzaussagen)
e Innere-Punkte-Verfahren fiir quadratische Probleme mit Ungleichheitsrestriktionen
— Zuléssige pfadverfolgende Innere-Punkte-Verfahren unter Verwendung von Nach-
barschaften (mit Konvergenzaussagen)
— Ein unzuléssiges Innere-Punkte-Verfahren (,, Predictor-Corrector-Verfahren nach
Mehrotra)
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Auch in Abschnitt 4.2, welcher die sequentielle quadratische Programmierung behandelt,
versuchen wir, KKT-Punkte der betrachteten nichtlinearen Optimierungsprobleme zu finden.
Da diese Probleme jedoch im Allgemeinen nicht konvex sind, werden zusétzliche Mafinah-
men ergriffen, um beispielsweise lokale Maxima zu vermeiden. Wir werden nachstehende
Verfahren kennenlernen:

e Die Lagrange-Newton-Methode fiir gleichheitsrestringierte Probleme

e Eine lokale SQP-Methode fiir Probleme mit Ungleichheitsrestriktionen (mit lokalen
Konvergenzaussagen)

e Eine zuléssige globale SQP-Methode fiir Probleme mit linearen Gleichheits- und
Ungleichheitsrestriktionen (mit globalen Konvergenzaussagen)

Im Zusammenhang mit der Berechnung von KKT-Punkten werden wir mehrmals die
Jacobi-Matrix bestimmter Funktionen benétigen. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion
F:R" - R™ mit

F(x) = (fi(@),. ., fm(x))"

und f; : R" - R, Vi =1,...,m bezeichnen wir in den folgenden Kapiteln mit
o1 oh
o1 T Oxn
Ofm Ofm
ox1 T Oy

die Jacobi-Matrix von F im Punkt z.

4.1. Quadratische Optimierungsprobleme

4.1.1. Behandlung von Problemen mit Gleichheitsrestriktionen

Die Resultate dieses Abschnittes basieren auf Geiger und Kanzow (2002).

Wir betrachten zu Beginn einen Spezialfall des Optimierungsproblems (QP) aus Abschnitt
1.3, in dem die zuléssige Menge ausschliefSlich durch Gleichheitsrestriktionen beschrieben
wird. Wir suchen also eine Losung des Programms

— 1
(QP) :?el%%% §xTQx +c'w

st. Bx=p

mit @) € R"*" (0.B.d.A. symmetrisch), ¢ € R", B € R?”*" und § € R

Wenden wir nun Satz 1.4.1 | in. Verbindung mit Korollar 1.4.2 an, so wissen wir, dass fiir jedes
lokale Minimum z* von (QP) ein Vektor v € R? existiert, sodass (z*,7) ein KKT-Punkt
ist. Die entsprechenden KKT-Bedingungen
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e Qz*+c—B'y=0,
o Br* =5,

konnen folgendermaflen als lineares Gleichungssystem geschrieben werden:

(5 0)()-() w1

Wie wir bereits wissen, ist (QP) ein konvexes Optimierungsprol&m, falls ) positiv semide-
finit ist. Fiir diesen Fall stimmt die Menge aller Minima von (QP) mit der Losungsmenge
des linearen Gleichungssystems (4.1) tiberein.

Im né#chsten Abschnitt mochten wir diese Vorgangsweise auf allgemeine quadratische
Programme, welche auch Ungleichheitsrestriktionen beinhalten, erweitern. Dafiir schreiben
wir (4.1) wie folgt um:

Sei (z*,7) ein KKT-Punkt, & ein beliebiger zulissiger Punkt fiir (QP) und 2* = & + AZ.

Dann gilt:
Q@ —BT\ (2" [—c
B 0 v) \B

=

G ) ) -G) -G )6 -Gr)-%)

Dabei ist —QZ — ¢ genau der negative Gradient der Zielfunktion von (QP) an der Stelle

x.

&p

Aus dieser Darstellung von (4.1) sowie Korollar 1.4.8 folgt nun unmittelbar der nachstehende
Satz (vgl. Geiger und Kanzow, 2002):

Satz 4.1.1. Fiir einen beliebigen zulissigen Vektor & € R™ des Optimierungsproblems (QP)
ist der Punkt (z*,7v) € R™ x R? ein KKT-Punkt, genau dann wenn

=1+ Az

G o) () -0%7)

Ist zusdtzlich zu den obigen Bedingungen die Matriz () positiv semidefinit (bzw. positiv
definit), so ist x* ein globales (bzw. strikt globales) Minimum von (QP).

sowie

erfillt sind.

Auf Moglichkeiten zur effizienten Losung dieses Gleichungssystems mochten wir im Rahmen
dieser Arbeit nicht néher eingehen. Ein entsprechender Algorithmus unter Verwendung der
QR-Zerlegung wird in Spellucci (1993) beschrieben. Weitere geeignete Losungsverfahren
sind in Nocedal und Wright (2006) sowie Alt (2010) zu finden.
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4.1.2. Die Methode der aktiven Menge fiir konvexe Probleme
mit Ungleichheitsrestriktionen

Wir interessieren uns nun fiir Losungen des quadratischen Problems (QP), wie wir es bereits
in Abschnitt 1.3 definiert haben:

S T
(QP) min oz Qr+czx

st. Az >«
Bx=p

mit ) € R™" (0.B.d.A. symmetrisch), ¢ € R", A € RP*" o € RP, B € R”*" und [ € RY,
wobei wir die Notation

f(z):= %xTQx +c'w

fiir die Zielfunktion verwenden werden.

Ein KKT-Punkt (z*,\,7) € R" x R? x R? dieses Optimierungsproblems erfiillt folgende
Voraussetzungen:

[QP-i]  Az* > «, Bx* = f3,
[QP-ii] Qa*+c— ATA— BTy =0,
[QP-iii] A >0, AT - (Az* —a) =0.

Fiir jedes lokale Minimum z* von (QP) existieren Vektoren A und v, sodass (z*, A, 7) ein
KKT-Punkt ist (Satz 1.4.1 und Korollar 1.4.2). Ist @) positiv semidefinit (bzw. positiv
definit), so sind die KKT-Bedingungen 1. Ordnung wiederum hinreichend fiir die globale
(bzw. strikt globale) Optimalitéit (Korollar 1.4.8).

Die erste Herangehensweise, die wir genauer untersuchen mochten, ist die Methode der
aktiven Menge. Wir werden uns dabei (wie bereits in der Einleitung zu Kapitel 4 erwahnt)
auf konvexe quadratische Programme (@) %= 0) beschridnken.

Sofern nicht anders angegeben, stammen die Ergebnisse dieses Kapitels aus Geiger und
Kanzow (2002). Eine mogliche Modifikation dieses Verfahrens zur Behandlung des indefiniten
quadratischen Optimierungsproblems ist in Spellucci (1993) nachzulesen.

Die grundlegende Idee ist hierbei, iterativ eine Folge von Optimierungsproblemen der Form
(QP) - also ohne Ungleichheitsrestriktionen - zu generieren, fiir welche (wie wir im letzten
Kapitel gesehen haben) die Berechnung eines KKT-Punktes dquivalent zur Losung eines
linearen Gleichungssystems ist. Dabei wird in einem zuldssigen Punkt z° von (QP) gestartet
und in der (K + 1)-ten Iteration jenes Problem (QP) geldst, dessen Zulissigkeitsmenge
durch eine Approximation der Menge der in 2% aktiven Restriktionen beschrieben wird.
Wir betrachten dieses gleichheitsrestringierte Optimierungsproblem formal etwas genauer,
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wobei wir in weiterer Folge fiir die Matrizen A und B sowie die Vektoren o und f die
Schreibweise

al b o B

a; by Q@

a, b, a, B,
mit a; e R*, Vi=1,...,pund by € R", Vk =1,...,q verwenden werden. Dariiber hinaus
bendtigen wir fiir eine Indexmenge Z C {1,...,p} noch folgende Notationen:

Ar = |a] (i€T)| e RFX™ ar = | (ieI)| e RH (4.3)
Analog zu az definieren wir Az := (..., \; (i € Z),...)" fiir einen Vektor A € R? von

Lagrange-Multiplikatoren.

Die Methode der aktiven Menge arbeitet nun im (K + 1)-ten Iterationsschritt mit einem
zuldssigen Punkt 2% und einer Approximation Jx der Menge

Iy ={ie{1,....p} |a] 2" = a;},

welche die Indizes der in 2% aktiven Ungleichheitsrestriktionen beinhaltet. Das Verfahren
startet dabei mit einer beliebigen Teilmenge Jo C J(2°) und beruht darauf, im (K + 1)-ten
[terationsschritt das Programm

— 1
(QP™) irelIlRITll ExTQx +c'x

st. Ag.r =g,
Bx =g

zu 16sen, und zwar unter Verwendung von Satz 4.1.1 mit & = 2. Die Approximationen Jx
von J(z%) werden dabei iterativ wir folgt bestimmt:

Einerseits wird der Index einer (inaktiven) Ungleichheitsrestriktion in Jx aufgenommen,
wenn ein Iterationsschritt stattfindet, der zur ,, Aktivierung® dieser Restriktion fiithrt. Ist
andererseits auf der aktuellen Menge Jx der aktiven Restriktionen keine Verbesserung
des Zielfunktionswertes mehr realisierbar, so ermittelt der Algorithmus - falls moglich -
eine aktive Ungleichheitsrestriktion, deren , Inaktivierung“ einen besseren Zielfunktionswert
ermoglichen wiirde, und entfernt den korrespondierenden Index aus Jg. Diese Methodik
stellt sicher, dass stets Jx C J(z%) erfiillt bleibt und hat zum Ziel, die tatséichliche Menge
der aktiven Restriktionen fiir das globale Optimum zu finden.

Da das Optimierungsproblem (QPX) die (in 2%) inaktiven Restriktionen (sowie eventuell
auch einige aktive Restriktionen) génzlich ignoriert, ist eine separate Beriicksichtigung
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dieser Ungleichheitsrestriktionen notwendig, um das Erreichen von unzulédssigen Punkten
zu vermeiden. Die entsprechende Vorgangsweise ist im nachstehenden Pseudoalgorithmus
ersichtlich:

Algorithmus 4.1 Die Methode der aktiven Menge

Input:
e Eine Instanz des quadratischen Optimierungsproblems (QP), welche durch @ € R™*"
(symmetrisch und positiv semidefinit), ¢ € R*, A € RP*" o € RP, B € R?”*" und
[ € RY beschrieben wird.
e Ein fiir (QP) zuldissiger Punkt z° € R",

Output:
e Ein KKT-Punkt (z*, A,7v) von (QP) (womit z* ein globales Minimum ist).

1: Setze Jo C {i € {1,...,p} | a/ 2° = a;}.

2: Setze K := 0.

3: Setze )\fJrl =0 fiir alle j € Jg (mit Jg :={1,...,p} \ Tk)-

4: Berechne (Azf AJH K1) € R x RVEl x R? als Losung von

Q —A}K -BT AxK —Qz¥ — ¢
Aze 0 0 AP = 0
B 0 0 yEH 0

5. if Az® =0 then
6:  if AXF >0 fiir alle j € Jx then

7 Setze p5H! .= 2K,

8: return (2 ML 4K

9: else if min{)\jKJrl | j € Ik} <0 then

10: Berechne einen beliebigen Index r mit r € argmin,¢ 7. {/\fﬂ}.
11: Setze x5+ .= 2K,

12: Setze Jr+1:= Tk \ {r}

13: end if

14: else if Az® # 0 then
15: if 2 + Az zulissig fiir (QP) then

16: Setze o1 = 2K + AzK.
17: Setze Jky1 := Jk-
18: else if 2% + Ax® nicht zuldssig fiir (QP) then
19: Berechne einen beliebigen Index s mit
T K
s € argmin { % ajTAxK < O} .
JeTg a; Az
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_TK
Setze t = %
Setze 8+ .= & 4 tK AxK,
Setze Jk+1 := Tk U{s}.
end if

end if
. Setze K = K + 1.
: goto Zeile 3.

Wir analysieren nun die Funktionsweise des obigen Algorithmus (siehe Geiger und Kanzow,
2002):

Der Algorithmus startet mit einem fiir (QP) zuléissigen Punkt 2. Aus den vier Fallunter-
scheidungen in den Zeilen 5 bis 24 folgt induktiv die Zuldssigkeit des Punktes # in der
(K +1)-ten Iteration, weswegen (2 + Az ATH 4KF1) gemif Satz 4.1.1 ein KKT-Punkt

von (QPX) ist:

e 1. Fall (Zeilen 6 bis 8):

Ist Az = 0 und )\JK“ >0, Vj € Jk, so setzen wir %*! := 2%, Damit haben wir
mit (25, XKL AKHY) (wobei AFH =0,V € Jf) einen KKT-Punkt von (QP)
gefunden und der Algorithmus bricht ab.

2. Fall (Zeilen 9 bis 12):

Unter der Bedingung, dass Az® = 0 ist, jedoch ein Index j € Jx mit /\fJrl <0
existiert, ist mit 2% := 2% der Punkt (z®*!, XX 4K*1) kein KKT-Punkt von
(QP), da hierfiir aufgrund der komplementéren Schlupfbedingung samtliche Lagrange-
Multiplikatoren, die einer Ungleichheitsrestriktion zuzuordnen sind, nichtnegativ sein
miissten. Az® = 0 zeigt uns, dass mit Jx als Indexmenge der aktiven Ungleich-
heitsrestriktionen keine Verringerung des Zielfunktionswertes mehr moglich ist. Eine
solche Verbesserung ist nur dann méoglich, wenn ein Index aus dieser Menge entfernt
wird. Fiir diesen Inaktivierungsschritt wéahlen wir jenen Index r, dessen zugehoriger
Lagrange-Multiplikator AX*1 am stiirksten negativ ist.’

3. Fall (Zeilen 15 bis 17):

Falls Az # 0 und 2 + A2 fiir (QP) zuliissig ist, so setzen wir 25! .= 2K + AzK.
Dies ist sinnvoll, da - wie wir spéter sehen werden - unter der Voraussetzung () > 0
der Zielfunktionswert von (QP) im neuen Punkt 2% strikt kleiner ist als in 2.

4. Fall (Zeilen 18 bis 22):

Ist 2% + Az fiir (QP) nicht zulissig, bedeutet dies, dass in diesem Punkt zumindest
eine der Ungleichheitsrestriktionen, die nicht in Jx enthalten sind, verletzt wird.
Das Ziel des Algorithmus ist nun, einen Iterationsschritt 25+ := 2% 4+ tX Ax® mit

9Nocedal und Wright (2006) weisen darauf hin, dass fiir diese Wahl die groBte Verringerungsrate

in der Zielfunktion gegeben ist, daraus jedoch nicht zwangsweise die grofite absolute Verbesserung des
Zielfunktionswertes resultieren muss. Die verbleibenden Restriktionen kénnen nédmlich zu einem sehr
kleinen Schritt in der néichsten Iteration fithren. Die Verwendung des am stérksten negativen Lagrange-
Multiplikators ist also heuristisch motiviert. Im Allgemeinen eignet sich jeder Index j mit )\JK 1 <0 zur
Entfernung aus Jk .
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groBtmoglichem ¢t € [0, 1) durchzufiihren, sodass x**1 zulissig bleibt. Dies bedeutet
also, dass

T, K T K | K T A K ;
a;x +1:ajx +tha; Azt > a5, VjeE Tk (4.4)

erfiillt sein muss. Wir wissen aus der Zuliissigkeit von 2, dass aijK >, Vie Tk
Ist nun fiir einen Index j noch a] Az" > 0, so gilt (4.4) auf jeden Fall. Fiir a] Az® < 0
entspricht (4.4) hingegen der Bedingung

oy — CLTJ]K

tKal Ax® > a; —a) 2% & < L7
J = J - ajTAxK

Daraus folgt die Berechnung von t¥ in der 19. und 20. Zeile des Algorithmus. Aus
dieser Vorgangsweise ist unmittelbar zu erkennen, dass zumindest eine (zuvor inaktive)
Ungleichheitsrestriktion aktiv wird. Wir nehmen daher den Index einer solchen
Restriktion in die neue Menge J ;1 auf.

Es ist zu beachten, dass Jk 1 somit (und wegen Zeile 1 des Algorithmus) auch eine
echte Teilmenge der Indexmenge der in x%*! aktiven Ungleichheitsrestriktionen sein
kann. Aus diesem Grund ist es auch nicht ausgeschlossen, dass die Schrittweite t nach
obiger Berechnungsmethode den Wert 0 annimmt, worauf wir spéiter noch eingehen
werden.

Allerdings ist stets gewihrleistet, dass in (4.4) ein Index j € Jf existiert, sodass
a] Az® < 0 ist. Wire dies némlich nicht der Fall, so wiirde

a,jT(a:K—i—A:vK) >, V) e Tk

folgen. Da samtliche Gleichheitsrestriktionen sowie jene Ungleichheitsrestriktionen,
deren Indizes in Jx enthalten sind, im Punkt 2 + Az® wegen des Gleichungssystems
in der 4. Zeile und Satz 4.1.1 ohnehin erfiillt sind, wire % + Az¥ ein zulissiger
Punkt fiir (QP) und der vorherige 3. Fall wiirde eintreffen.

Der folgende Satz garantiert nun unter gewissen Voraussetzungen vorteilhafte Eigenschaften
des Algorithmus:

Satz 4.1.2. Es sei ein quadratisches Optimierungsproblem (QP) mit positiv definiter Matriz
Q und Zielfunktion f (z) := %xTsz+ch gegeben. Dann gelten fiir Algorithmus 4.1 folgende
Aussagen:

a) Das lineare Gleichungssystem in Zeile 4 ist eindeutig losbar, falls die Vektoren a;, Vj €
Jr und by, Vk € {1,...q} linear unabhingig sind.

b) Falls zu Beginn der (K + 1)-ten Iteration die Vektoren aj, Vj € Jx und by, Vk €
{1,...q} linear unabhingig sind und der Algorithmus in dieser Iteration nicht ter-
miniert (also Zeile 8 nicht erreicht), dann sind die Vektoren a;, Vj € Jxy1 und
be, Vk € {1,...q} ebenfalls linear unabhingig.
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c¢) Der in der (K + 1)-ten Iteration in Zeile j bestimmte Vektor Ax® sei ungleich 0.
Dann gilt mit 251 .= 2% + tX AxK fiir alle t* € (0,1], dass

f (xKH) < f (IK) ’

und Ax® ist eine Abstiegsrichtung von f in x. 10

d) Falls in der (K + 1)-ten Iteration die Vektoren a;, Vj € Jx und by, Vk € {1,...q}
linear unabhingig sind und Ax® = 0 sowie min{)\f+1 | 7 € Ik} <0 gelten, so ist in
der darauffolgenden Iteration Az®+1 £ 0.

Bewezs.
(Vgl. Geiger und Kanzow (2002) fiir a), b) und c¢) sowie Nocedal und Wright (2006) fiir d).)

a) Wir betrachten folgendes homogene Gleichungssystem:

Q —AL. —-BT\ [Ai 0
AJK 0 0 )\jK - 0 (45)
B 0 0 4 0

Wir zeigen nun, dass die Losung (Az, A 7x,7Y) = (0,0,0) eindeutig ist, woraus unmit-
telbar das zu Beweisende folgt:
Aus (4.5) ist ersichtlich, dass jede Losung

QA — AL Ay — B4 =0 (4.6)
sowie
A7 Az =0 und BAz =0 (4.7)

erfiillen muss. Multiplizieren wir nun die erste Gleichung von links mit AZ" und
setzen die beiden Bedingungen aus (4.7) ein, so erhalten wir

A2TQAE — (Ag A%) Ay — (BAZ) 4 = A2TQAG = 0.

Dies ist aufgrund der angenommenen positiven Definitheit von @) nur fiir Az = 0
erfiillt. Damit entspricht die Gleichung (4.6) der Bedingung

(-AT  —BT) (*ZK) —0. (4.8)
Y

Da laut Annahme die Vektoren a;, Vj € Jx und by, Vk € {1,...¢q}, welche den

(negativen) Spalten der Matrix in (4.8) entsprechen, linear unabhanglg sind, miissen

sowohl 7 als auch 4 gleich 0 sein. Insgesamt 16st also nur der Vektor (Az, A T V) =

(0,0,0) das Gleichungssystem (4.5).

0Dje Definition einer Abstiegsrichtung ist in Appendix A.5 nachzulesen.

60



4. Algorithmen zur Lésung nichtlinearer Optimierungsprobleme

b) Falls in der (K + 1)-ten Iteration der 2. Fall (Zeilen 9 bis 12) oder der 3. Fall (Zeilen
15 bis 17) zur Anwendung kommt, so gilt Jx11 C Jk. Dies impliziert klarerweise die
Aussage des Satzes.

Falls der 4. Fall (Zeilen 18 bis 22) eintritt, dann ist hingegen

|Tr+1 \ Tk| = 1.

Bezeichnen wir den in Jg 1 neu hinzugekommenen Index (wie in Algorithmus 4.1)
mit s, so gilt wegen der 19. und 20. Zeile des Algorithmus

T,.K
dg — A, T
CLZALUK <0 und tK = ST—SK
al Ax

Wir zeigen die zu beweisende Aussage nun durch Widerspruch:
Sei as linear abhéngig von a;, Vj € Jx und by, Vk € {1,...q}. Dann existieren
Koeffizienten 6, j € Jx und & ke {l,...q}, sodass gilt:

q q
as = Z dfa; + Z 60y = al Ax¥ = Z 5;-lajTAxK + ZégbgAxK

J€ITK k=1 JETK k=1

Wegen Az, Az = 0 und BAzX = 0 folgt a] Ax® = 0. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch zu a] Az® < 0, womit die Annahme der linearen Abhiingigkeit fallengelassen
werden muss.

¢) Wir untersuchen analog zum homogenen Gleichungssystem aus Teil a) des Beweises
das inhomogene System aus Zeile 4 des Algorithmus und erhalten

QA{EK i A}[{)\?}—:l - BT,YK—FI — —QI'K —c
=
(AF)TQAZN — (A g Az®) " NEF — (BAZK) 7K+ = —(AcF)TQaX — T Axk

sowie
Az, Az™ =0 und BT Az" =0,
woraus
(Ax™)TQAE = —(Az™)T Q2™ — " Az® (4.9)
resultiert.!! Fiir t& = 1 und Az # 0 folgt daher
1 1 1
f (2% 4+ 22%) — [ (2%) = (2%)TQa" +2- Z(A2") Q2" + Z(A2™) QA"

2 2

HTaut Annahme ist Q positiv definit und Az® # 0, womit wegen

2

vf (xK)—r Arf = (Az®)TQaX + T AxK (29) —(Az®)YTQAzE <0

hier bereits klar ist, dass Az eine Abstiegsrichtung von f in 2% ist (Lemma A.5.1).
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1
+c'af + el Axf — §(£CK)TQ£CK —c'af
1
= (Az®)TQz" + §(AZL‘K)TQAJ}K + " Az

- - %(AxK)TQAxK

also

f (2% + A2™) < f (25). (4.10)
Da die Zielfunktion f aufgrund der positiven Definitheit von @) strikt konvex ist, ldsst
sich nun auch fiir t¥ € (0, 1) die Aussage des Satzes folgern. Es gilt niimlich

(2% +t5A2%) = f((1—t5)a™ + 5 (2" + Az"))
< (L=t f (&%) + 7 f (2 + Az")
U Y p () R ()
=f (xK ).
Damit ist Az per Definition eine Abstiegsrichtung (vgl. Appendix A.5).

d) Nach den Voraussetzungen des Satzes befinden wir uns im 2. Fall (Zeilen 9 bis 12) des
Algorithmus. Sei 7 jener Index, der in der aktuellen (K + 1)-Iteration aus Jk entfernt
wird (d.h. M5 < 0 und Jxo1 = Tk \ {r}). Betrachten wir das Gleichungssystem in
Zeile 4, so gilt wegen Az =0 (und damit 25+ = )

T K+1 T K+1
_AJK)\JK - By Ql‘
sowie
K+1 T K+2 T K+2
QA AJK+1 >\\.7K+1 B Ql’

Subtrahieren wir diese beiden Gleichungen voneinander, so folgt
QAN — N ay (KT - M) g A - BT (552 — K =,
JEITK+1
Nehmen wir nun an, dass Az%+! = 0 ist, so gilt
a N5t = Z a; (/\]KJr2 - )\f“) + BT (/K2 — 4fH),
JEITK+1

Dies ist wegen M1 < 0 jedoch ein Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von

aj,Vj e Jx und b, Vk € {1,...q}.
O]
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Damit ist offenbar das Gleichungssystem in Zeile 4 des Algorithmus der aktiven Menge
stets eindeutig l6sbar, wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

i) Die Matrix @ ist positiv definit.

ii) Die Zeilen der Matrix B, welche die Gleichheitsrestriktionen beschreiben, sind linear
unabhéngig, was gegebenenfalls durch Eliminierung iiberfliissiger Restriktionen erreicht
werden kann.

iii) Die Indexmenge Jy in Zeile 1 des Algorithmus wird so gewéhlt, dass a;, Vj € Jp und
b, Vk € {1,...q} linear unabhiingig sind.!?

Wir kénnen nun geméfl Nocedal und Wright (2006) den nachstehenden Satz iiber die
Endlichkeit des Verfahrens der aktiven Menge formulieren:

Satz 4.1.3. Es sei ein quadratisches Optimierungsproblem (QP) fir die Methode der
aktiven Menge gegeben. Weiters seien die obigen drei Bedingungen i), i) und i) sowie die
Annahme, dass die Schrittlinge t* in jeder Iteration strikt positiv ist, erfiillt. Dann gelingt
es Algorithmus 4.1 in endlich vielen Iterationen eine Optimallosung zu bestimmen.

Beweis. (Siehe Nocedal und Wright, 2006.)
Wir zeigen die folgenden beiden Aussagen:

Behauptung: Spitestens in jeder (n — q)-ten Iteration tritt der Fall Az™ =0 ein.

Beweis: Ist mit Az® # 0 der Punkt 2% + Az® fiir (QP) zulissig, withlt der Algo-
rithmus 5+ .= 2% + Az und Az®+! ist im nichsten Iterationsschritt
wegen Satz 4.1.1 gleich 0. Falls 2% 4+ Axz® hingegen unzulissig ist, wird
eine kiirzere Schrittweite t* < 1 berechnet und ein zusitzlicher Index zur
Menge Jx hinzugenommen. Tritt dieser Fall wiederholt ein, so ist jedoch

nach spatestens | < n — ¢ Iterationen |Jx4| + ¢ = n. Die Matrix (Ang >

ist damit wegen der linearen Unabhéngigkeit der Zeilenvektoren eine regulére
(n x n)-Matrix, weshalb fiir die einzige Losung des Gleichungssystems in Zeile
4 des Algorithmus Az®+ = 0 gelten muss.

Behauptung: Falls Az™ = 0 ist und ein Element von Jx geldscht wird (2. Fall), so erreicht
der Algorithmus die Menge Jx in spdteren Iterationen nicht mehr.

Beweis: Ist in der (K + 1)-ten Iteration des Algorithmus Az® = 0, so ist wegen Satz
4.1.1 der Punkt ¥ klarerweise das strikt globale Minimum von (QPX). Falls
der Algorithmus nicht terminiert und damit 2* noch keine Optimallsung
von (QP) ist, so ist aufgrund von Satz 4.1.2, Teil d) der in der darauffolgenden
Iteration berechnete Wert AzX*! £ 0. Gemeinsam mit der Annahme t* >
0 folgt daher aus Teil ¢) desselben Satzes, dass f(zxy) < f(Txi1) =
f(zg), V1> 1. Deswegen und aufgrund der Tatsache, dass 2% ein globales
Optimum des Problems (QP¥) ist, sind alle Punkte zx; mit [ > 1 fiir (QPX)

12Dies bedeutet also, dass es unter Umstéinden auch wirklich sinnvoll sein kann, Jy als echte Teilmenge
der Indizes der in z° aktiven Ungleichheitsrestriktionen zu wihlen.
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unzulédssig. Der Algorithmus kann also im weiteren Verlauf nicht mehr zur
Menge Jy zuriickkehren.

Aufgrund dieser Beobachtungen und der Tatsache, dass die Anzahl p der Ungleichheits-
restriktionen und damit auch die maximale Anzahl der méglichen Mengen Jx endlich
ist, muss der Algorithmus offensichtlich in einer endlichen Anzahl von Iterationen bei der
Optimallosung ankommen. O

Dass die Annahme ¢ > 0 im obigen Satz jedoch nicht zwangsldufig erfiillt sein muss, ergibt
sich unmittelbar aus der Tatsache, dass die Komplementdrmenge J5 auch Indizes von (in
o) aktiven Ungleichheitsrestriktionen beinhalten kann. Es kénnen also ,, Zyklen“ zwischen
dem 2. Fall (Zeilen 9 bis 12) und dem 4. Fall (Zeilen 18 bis 22) mit 5+ = 2K und
Jr+1 = Jk (also ohne Zielfunktionswertverinderung) auftreten. Nocedal und Wright (2006)
verweisen darauf, dass es moglich ist, dieses Problem analog zu den Methoden fiir das
Simplexverfahren in der linearen Programmierung zu behandeln. Geiger und Kanzow (2002)
merken an, dass in der Praxis von einer endlichen Iterationszahl ausgegangen werden
kann.

4.1.2.1. Die Berechnung einer zulissigen Ausgangslosung

Wir besprechen nun noch eine Méglichkeit zur Bestimmung eines zuldssigen Punktes fiir ein
quadratisches Optimierungsproblem, da ein solcher fiir das Verfahren der aktiven Menge
benotigt wird. Die folgende Vorgangsweise wird z.B. in Nocedal und Wright (2006) mit
einem #hnlichen Hilfsproblem vorgeschlagen. Die verwendeten Begriffe und Sétze aus der
linearen Optimierung sind beispielsweise in Geiger und Kanzow (2002) nachzulesen:

Lemma 4.1.4. Wir betrachten ein quadratisches Optimierungsproblem (QP) mit den
Restriktionen Az > o« und Bx = [ sowie das lineare Optimierungsproblem

min e'z% +e' 2’
ZCRa
st oajxT —alxT —y 4+ 0920 = a, t=1,...,p
blat —bla +00 =8 k=1,...,q
zt >0 (4.11)
r >0
y=>0
z¢>0

24 >0

64



4. Algorithmen zur Lésung nichtlinearer Optimierungsprobleme

mit 6% == sign (i), Vi =1,...,p und 0} := sign (), Vk=1,...,¢."

2T
Sei ( 7 ) € R HPHP+4 ejn optimaler Basisvektor von (4.11). Dann gilt:

a) Ist (
b) Ist (

j;‘ =0, soist T := 2T — &~ zuldssig fir (QP).
5 ) #0, so besitzt (QP) keinen zuldssigen Punkt.
Beweis. (Siehe Geiger und Kanzow (2002) fiir die Beweisidee.)

a) Wegen g > 0 folgt mit £ = &+ — = aus den Restriktionen von (4.11) unmittelbar
Az > o und Bz = 8, womit 2 zuldssig fur (QP) ist.

T
b) Wir nehmen an, dass (QP) einen zulédssigen Punkt Z besitzt. Dann ist (9}{1 > mit
2
T} = max(7;,0) > 0, ; := —min(7;,0) > 0, ¥ = a;] T —a; > 0, 2% := 0 und
z% := 0 ein zuliissiger Punkt fiir (4.11) mit Zielfunktionswert e 2% +e' 2% = 0. Dies ist

2+

jedoch ein Widerspruch zur Annahme, dass (xy > optimal ist, da e 2% + e 2% > 0.

Za
3B

]

Das lineare Optimierungsproblem (4.11) liegt in der (von Geiger und Kanzow (2002) ver-

A—A-I, DS 0
B-B 0 0 D?)
mit Dy = diag( . ,5;‘) und D? = diag(5lﬁ, e ,55). Da die Matrix AToffenSichtlich
vollen Zeilenrang hat (d.h. rank(A) = p + ¢) und (07,07,07,|a|",[8]T) ein trivialer
(Start-)Basisvektor von (4.11) ist, ldsst sich dieses lineare Programm problemlos mit dem
Simplexverfahren 16sen.*

wendeten) kanonischen Form min {¢'Z | At =0, > 0} vor, wobei A= <

4.1.3. Innere-Punkte-Verfahren fiir konvexe Probleme mit
Ungleichheitsrestriktionen

Wir mochten nun noch eine zweite, sehr effiziente Methode zur Losung konvexer quadra-
tischer Probleme untersuchen: die Innere-Punkte-Verfahren. Der Name dieser iterativen
Ansétze geht dabei auf die Tatsache zuriick, dass sdmtliche Ungleichheitsrestriktionen in
jeder Iteration strikt erfiillt sein miissen. Die folgenden Ausfithrungen basieren (sofern nicht
anders angegeben) auf Nocedal und Wright (2006) sowie Cornuéjols und Tiittincii (2007).

+1, fallsz >0
—1, fallsx <0

!Die hier beschriebene Vorgangsweise entspricht einer Methode zum Auffinden einer zuldssigen Ba-
sislosung fiir beliebige lineare Optimierungsprobleme, welche in der Literatur oftmals als ,,1. Phase“ des
Simplexverfahrens bezeichnet wird.

Bsign (1) :=
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Wir betrachten zu Beginn das primale Problem (Q\f’) sowie dessen Wolfe-duales Problem,
welches in Abschnitt 1.5 hergeleitet wurde:

T : L+ T D\ W-d L ¢ T
(QP)  min sr'Qu+cla (QP) max o' Qu+ 8Ty
yER?
st. Bx=p st. Qr+c—A—B'v=0
r >0 A>0

Dabei sind @ € R™" (0.B.d.A. symmetrisch), ¢ € R*, B € R?”" und € R?. Wie wir
schon in Abschnitt 1.3 gesehen haben, ldsst sich jedes Optimierungsproblem der Form (QP)
in (QP) transformieren und kann daher ebenfalls als Input fiir die folgenden Verfahren
dienen.

Wir nehmen wieder (wie bereits fiir die Methode der aktiven Menge) an, dass @ = 0.

Die (hinreichenden) KKT-Bedingungen von ((513) ergeben sich aus den KKT-Bedingungen
[QP-i], [QP-ii] und [QP-iii] von (QP) mit A = I,, und a = 0:

a) Bx* — (=0,

b) Qr*+c—\— BTy =0,
c) x;\i=0,Vi=1,...,n,
d) * >0,

e) A>0.

Diese Sammlung von Bedingungen lésst sich gemafi Cornuéjols und Tiitiincii (2007) auch
folgendermaflen interpretiert:

e a) und d) entsprechen der primalen Zuléssigkeit
e b) und e) beschreiben die (Wolfe-)duale Zuléssigkeit
e ¢) ist die komplementére Schlupfbedingung

Die folgenden iterativen Innere-Punkte-Verfahren zielen nun darauf ab, eine Lésung dieses
Gleichungssystems zu finden und werden daher auch primal-duale Innere-Punkte-Verfahren
genannt. Definieren wir die Funktion

F R R

x+c—A—BT
(T, A y) = ((g+imiﬁB 7)
XAe
mit
X = diag(xy,...,zy,),
A = diag(A, ..., \),
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so entsprechen die Optimalitétskriterien a) bis ¢) der Forderung
F(z*,\,7) =0¢€ R

Fiir deren Losung wird im Wesentlichen auf das in Appendix A.6 beschriebene Newton-
Verfahren zuriickgegriffen. Liegt also ein aktueller Iterationspunkt ¥ vor, so wird eine
Taylorapproximation 1. Ordnung, ndmlich

F(J:K+AxK,>\K+A)\K,7K+A7K) ~ F(J:K,)\K,VK) + ZF (:EK,)\K,VK) . (%i%)
2l

durchgefiihrt. Nach Berechnung der Jacobi-Matrix und unter Verwendung von

(analog zu den Diagonalmatrizen X und A) sowie

Qrl +c— N — BT4K ri
F(xK,)\K,vK) = Ba¥X — =: rllf
XEAKe XEAKe

fiir das primale und das duale Residuum erhalten wir durch Nullsetzen der obigen Approxi-
mation das folgende lineare Gleichungssystem:

Q -1, —BT AzK —rk
B 0 0 | ANE | = -k
AR XK 0 AvE —XKAKe

Allerdings ist zu beachten, dass in diesem Schema die beiden Nichtnegativitdtsbedingungen
d) und e) noch nicht beriicksichtigt wurden. Daher ist es im Allgemeinen nicht (wie im
zugrundeliegenden Newton-Verfahren) moglich,

(@M AR = (RN A5 15 (A ANE, ARK)

mit ¥ = 1 zu setzen. Stattdessen wird t® € (0,1] so bestimmt, dass %™ > 0 und
MEFL > 0 sogar strikt erfiillt sind. Cornuéjols und Tiitiincii (2007) weisen darauf hin,
dass die entsprechenden grofitmoglichen Werte analog zum sogenannten ,,Ratio Test* des
Simplexverfahrens fiir lineare Optimierungsprobleme ermittelt werden kénnen.

Lost man obiges Gleichungssystem, so erhédlt man einen Vektor, welcher reine Newton-
Richtung (,pure Newton direction“) genannt wird und in der Praxis oftmals zu sehr
kleinen Schrittweiten ¢¥ fithrt. Um diesen Nachteil zu vermeiden, werden nachstehende
Modifikationen vorgenommen, welche zu den pfadverfolgenden Verfahren fiithren:
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Ziel ist es, die Bedingung c¢) so abzuschwichen, dass zX\X einen (fiir alle : = 1,...,n

konstanten) positiven Wert annimmt. Dafiir definieren wir das Dualitdtsmaf} der beiden
Vektoren x € R™ und A\¥ € R" als

und fithren in der (K + 1)-ten Iteration wieder eine Taylorapproximation 1. Ordnung um
den Punkt (2, A%, 4%) durch, nun allerdings von der modifizierten Funktion
«)

oK

F(2f + A% NE 4 ANE A5 4 AyK) ::F(mK+A:cK,/\K+AAK,7K+A7K)—(

= oo

mit 0% € [0,1]. Es ist also das Gleichungssystem

Q —I, —BT\ [Az* —rk
B 0 0 |-[ANg]|= —rk (4.12)
AK XK 0 A,YK —XKAKe + O'K,LLKG

zu losen, wobei o jener gewiinschte Faktor ist, um den sich das Dualitéitsmaf, welches
gewissermaflen den ,,Abstand“ vom Zustand z;\; =0, Vi =1,...,n angibt, im aktuellen
Iterationsschritt reduzieren soll.'® In der Praxis zeigt sich, dass mit o® > 0 meist groflere
Schrittweiten ¢/ realisierbar sind als mit o = 0.

Mit diesen Ideen kénnen wir nun folgenden generischen Algorithmus formulieren:

Algorithmus 4.2 Fin generisches pfadverfolgendes Innere-Punkte-Verfahren

Input:

e Eine Instanz des quadratischen Optimierungsproblems (@ID), welche durch @) € R™*"
(symmetrisch und positiv semidefinit), ¢ € R", B € R?"™ und € R? beschrieben
wird.

e Ein Punkt (2% A% 1%) € R" x R" x R? mit 2z° > 0 und \° > 0.

e Ein Abbruchkriterium.

Output:
e Ein approximativer KKT-Punkt (#,A,v) von (QP) (womit # ein approximatives
globales Minimum ist).

. Setze K := 0.
. Setze rl := Ba® — B, vl := Qaf + ¢ — A — BTyK und pf = %(xK)T)\K.
if Abbruchkriterium ist erfiillt. then

return (%, \% 7K)

15Die Reduktion entspricht (selbst bei voller Schrittweite) jedoch im Allgemeinen nicht diesem Faktor,
da ja eine Linearisierung durchgefiihrt wird. Diesen Umstand werden wir spéter im Rahmen des ,,Predictor-
Corrector“-Verfahrens beriicksichtigen.
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end if

Wihle o € [0, 1] und berechne (Az®, AXNK, Ay¥) als Losung von (4.12).
Wihle t5 € (0,1], sodass 2% + tX Az® > 0 und \* + tKANE > 0.

Setze

(@R N ARE) = (@ N AR 5 (A, ANK, Ay,

9: Setze K := K + 1.
10: goto Zeile 2.

Wir zeigen noch folgende Aussage:

Satz 4.1.5. Es sei ein quadratisches Optimierungsproblem (@f’) mit positiv semidefiniter
Matriz @ gegeben. Falls zusdtzlich die Matriz B vollen Zeilenrang hat (d.h. rank(B) = q),
so ist das in jeder Iteration von Algorithmus 4.2 auftretende lineare Gleichungssystem (4.12)
eindeutig losbar.

Beweis. Wir orientieren uns an der Vorgangsweise in Geiger und Kanzow (2002) fiir lineare
Optimierungsprobleme und betrachten das entsprechende homogene Gleichungssystem

QAzE —I,ANE—BTAVK =0, (4.13)
BAz* =0, (4.14)
AR AzE 4 XE AN = 0. (4.15)

Multiplizieren wir (4.13) von links mit (Az®)T, so erhalten wir
(Ax™)T QAL — (Az™)TANE — (A2")T BT AN = 0. (4.16)
Wegen (4.14) gilt (Az®)T BT = 0. Dariiber hinaus folgt aus (4.15), dass
ANE = —(XEYTIAK AzK. (4.17)
Setzen wir dies in (4.16) ein, so resultiert wegen @ = 0
(A TQAZK = —(Ax™)T(XF) AKX Az > 0,

Da jedoch (X% )_IAK wegen ¥ > 0 sowie A > 0 eine positiv definite Diagonalmatrix ist,
folgt Az® = 0 und wegen (4.17) auch AN = 0. (4.13) liefert schlussendlich (wegen des
vollen Zeilenrangs von B) AyK = 0. [

Wir moéchten nun zwei Varianten dieses generischen Algorithmus etwas genauer bespre-
chen:

e Zuldssige pfadverfolgende Innere-Punkte-Verfahren, die interessante Konvergenzeigen-
schaften besitzt.

e Ein unzuléssiges Innere-Punkte-Verfahren, welches sich gut zur praktischen Imple-
mentierung eignet.
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4.1.3.1. Zulissige pfadverfolgende Innere-Punkte-Verfahren

Wir benoétigen die folgenden beiden Mengen:

F={(z,\7)|Br=8,Qx+c—A—B'y=0,2>0, und A >0}
Foo={(x,\7) | Bt =8, Qe +¢—A—=B'y=0,2>0, und A >0}

F entspricht also der Menge der Punkte, welche sowohl primal als auch (Wolfe-)dual zuléssig
sind, und F° denjenigen Punkten aus J, welche die beiden Nichtnegativitdtsbedingungen
strikt erfiillen. F heifit daher zuldssige Menge und F° strikt zuldssige Menge.

Zulissige Verfahren sind nun dadurch bestimmt, dass sie in einem Punkt (z° \°,yY) € F°
starten, woraus sich r§ = 0 und ) = 0 ergibt. Aus (4.12) ist ersichtlich, dass damit (und
mit geeignet gewshltem ¢X) auch (x5, AT K1) € F° sowie rf ' = 0 und rffH =0
fiir alle K > 0 gilt. Der Algorithmus bewegt sich also ausschlieBlich auf der strikt zuléssigen
Menge F° und in der (K + 1)-ten Iteration ist das Gleichungssystem

Q —I, —BT\ [AdK 0
B o o0 | [ax]= 0 (4.18)
AE XK 0 AyE —XEAEe + oF e

7zu 10sen.

Die Kombination aus zulédssigen und pfadverfolgenden Innere-Punkte-Methoden fiihrt nun
zum Begriff des zentralen Pfades. Dieser ist definiert als

={(z,\,y) € F° | XAe = Te mit 7 > 0}.

Damit erfiillen also die Punkte am zentralen Pfad sidmtliche KKT-Bedingungen mit der
Ausnahme, dass x;\; = 7, Vi = 1,...,n fiir ein 7 > 0 gelten muss. Die Menge C kann
alternativ auch dadurch definiert werden, dass jeder Punkt (z, \,7) € C den Bedingungen

F(z,\y) = (OT,OT,TeT)T sowie z > 0 und A > 0 (4.19)

fiir ein 7 > 0 geniigt. Unter der Voraussetzung, dass F° # () ist (und B vollen Zeilenrang hat),
existiert fiir jedes 7 > 0 sogar eine eindeutige Losung (z,, A-,7,) von (4.19) (siche Schade,
2008).'® Der hier verwendete Parameter 7 entspricht genau o®p® in der (K + 1)-ten
Iteration von Algorithmus 4.2. Wihrend wir im Fall ¢ = 0 von einer reine Newton-
Richtung gesprochen haben, nennen wir nun im Fall % = 1 (also 7 = %) die Losung
des Gleichungssystems zentrierende Newton-Richtung. Dieser Vektor zeigt auf den Punkt
(2,0, Ayrc, v, ) am zentralen Pfad. Die Verwendung dieser Richtung bewirkt klarerweise
keine signifikante Verkleinerung des Dualitdtsmafles. Allerdings fiihrt ein Schritt in Richtung

16Der Beweis dieser Aussage kann unter Verwendung eines Hilfsfunktion mit logarithmischer Schranke
erfolgen.
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des zentralen Pfades im Allgemeinen dazu, dass in der darauffolgenden Iteration deutlich
groflere Verbesserungen moglich sind (vgl. Nocedal und Wright, 2006).

Der steuernde Parameter o heiit daher auch zentrierender Parameter. Zulissige pfad-
verfolgende Ansétze versuchen, die Vor- und Nachteile der reinen und der zentrierenden
Newton-Richtung durch eine geeignete Wahl von ¢ zu kombinieren. Dies geschieht oftmals
dadurch, dass man sich bei der Bestimmung der Schrittweite t* auf eine Umgebung des
zentralen Pfades konzentriert und die grofftmogliche Schrittweite verwendet, die auf der
gewdhlten Umgebung realisierbar ist. Wir betrachten hierzu die folgenden beiden Mengen,
welche als Nachbarschaften des zentralen Pfades bezeichnet werden:

1
Na(0) = {(ZL‘,)\,’Y) € F° ||| XAe — pells < Op, p= ExT)\} mit 6 € (0,1)
1 1
NS(¢) = {(IL’,)\,’Y) €F° ‘ ¢/L < xz>\7, < El@ Vi= L"'ana = EQTT)\} mit @Z’ € (Oa1>

In N2(6), welche wir auch euklidische Nachbarschaft nennen, wird also die Menge der zum
zentralen Pfad benachbarten Punkte durch die euklidische Norm festgelegt, wahrend dies
in der symmetrischen Nachbarschaft Ng(v), welche wir gemi Gondzio (2013) definieren,
durch die Unendlich-Norm geschieht.!” Im nachstehenden Algorithmus ist nun ersichtlich,
wie diese Nachbarschaften zur Schrittlangensteuerung verwendet werden kénnen:

Algorithmus 4.3 Ein zulissiges ,short-step“/ long-step“ Innere-Punkte- Verfahren

Input:

e Eine Instanz des quadratischen Optimierungsproblems (@f’), welche durch ) € R™*"
(symmetrisch und positiv semidefinit), ¢ € R", B € R?"™ und § € R? beschrieben
wird.

Eine Nachbarschaftsmenge N € {N5(0) | 0 € (0,1)} U{Ns(¥) | ¢ € (0,1)}.
Ein Punkt (z°,\°,1%) € NV.

Omin UNd 0 pax Mit 0 < Opin < Omax < 1.

€ mit € > 0.

Output:
e Ein approximativer KKT-Punkt (&, A,v) von (QP) (womit & ein approximatives
globales Minimum ist).

: Setze K := 0.
. Setze pf = (x
if u® < e then
return (2%, \K ~K)
end if
"Tn der Literatur (siehe z.B. Cornuéjols und Tiitiincii, 2007) wird anstatt der symmetrischen Nach-

barschaft oftmals die einseitige Nachbarschaft N_.(4) verwendet, deren Punkte nur x;A; > ¢y erfiillen
miissen. Gondzio (2013) verweist jedoch auf theoretische Vorteile der symmetrischen Nachbarschaft.

KYTAK,

GUl Wy
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6: Wihle 0% € [0in, Omax] und berechne (AzX, AN, AyX) als Lésung von (4.18).
7: Setze

("N AR = (@8N 45 1 15 (A ANE, AnK)

mit einem gréBtmoglichen £ € (0, 1], sodass
(2K \KHL K+ ¢z

gilt.
8 Setze K := K + 1.
9: goto Zeile 2.

Wird im obigen Algorithmus die euklidische Nachbarschaft N5(6) gewihlt, so spricht
man von einem ,short-step“-Verfahren. Die symmetrische Nachbarschaft Ng (1)) fiihrt zu
einer ,long-step“~-Methode. Diese Bezeichnungen lassen sich darauf zuriickfithren, dass
Ns (1)) nahezu alle Punkte aus F° beinhaltet, falls ¢) hinreichend klein gewihlt wird. Diese
Eigenschaft ist hingegen fiir AV5(0) selbst dann nicht gewéihrleistet, wenn € nahe 1 ist (siche
Nocedal und Wright, 2006). Dariiber hinaus gilt folgende Aussage:!®

Lemma 4.1.6. Fiir ¢ <1 — 6 ist No(0) C Ns(v).

Beweis. Sei (x, \,7) € N2(f). Dann gilt

| X Ae — pel|3 = Z (20 — )% = (xhi — >+ Y (m0 — p)? <622 (4.20)
=1
! J?él
Laut Annahme ist ¢) < 1 — 6. Daraus folgt wegen (1 +6)-(1 —60) =1— 6% <1, dass

1

— <
1-46

(1+0) <

Nach Umformulierung erhalten wir deshalb aus (4.20) die Ungleichungskette

1
Yp <1 —0)p<z;\ <(1+0)u< e
fiir jedes beliebige ¢ € {1,...,n}, womit (z,\,7) € Ng(v) und insgesamt N5(0) C Ns(1))
resultiert. n

18Vgl. Cornuéjols und Tiitiincii (2007), welche eine analoge Aussage fiir N2(f) und die einseitige
Nachbarschaft N_ (1) formulieren.
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4.1.3.2. Konvergenz der Innere-Punkte-Verfahren mit Nachbarschaften

Wir konnen nun unter Verwendung dieser Nachbarschaften Konvergenzeigenschaften an-
geben. Fiir die nachstehenden Resultate, welche von Gondzio (2013) fiir das Problem
der quadratischen Optimierung hergeleitet werden und die polynomielle Komplexitéat des
,short-step” und des ,long-step® Innere-Punkte-Verfahrens bei geeigneter Parameterwahl
zeigen, betrachten wir folgende Modifikation von Algorithmus 4.3:

Algorithmus 4.4 Ein zulissiges ,short-step“/ long-step“ Innere-Punkte- Verfahren

Input:

e Eine Instanz des quadratischen Optimierungsproblems (@f’), welche durch @Q € R™*"
(symmetrisch und positiv semidefinit), ¢ € R", B € R?" und § € R? beschrieben
wird.

e Eine Nachbarschaftsmenge N € {N2(0) | 0 € (0,1)} U{Ns(¢¥) | ¢ € (0,1)}.

e Ein Punkt (2%, A%, 1°) e N.

e ocmit 0 < o <1 und ¢t mit 0 <t < 1, sodass simtliche Punkte (2t \E+L 4K+
mit K > 0, die im Laufe des Algorithmus generiert werden, in N liegen.

e ¢ mit € > 0.

Output:
e Ein approximativer KKT-Punkt (&, A,v) von (QP) (womit Z ein approximatives
globales Minimum ist).

1. Setze K :=0.

2: Setze u¥ = %(xK)T/\K.

3. if u® < ¢ then

4: return (zf \K 1K)

5: end if

6: Berechne (Az®, ANC, AyK) als Losung von (4.18) mit o = 0.
7: Setze

(mK—f—l’ )\K—&—l’,yK-&-l) — (l,K’ /\K’,YK) + t(AmK’ A)\K7 AVK)'
8 Setze K := K + 1.
9: goto Zeile 2.

Fiir diesen Algorithmus gelten nun folgende Aussagen:

Satz 4.1.7. Es seien ein konvexes Optimierungsproblem (@f’) mit der Nachbarschaft
N5(0.1), € > 0 sowie ein zulissiger Startpunkt (x°,\°,7°) € N5(0.1) fiir Algorithmus /.4
gegeben, sodass jg < E% fiir eine positive Konstante k (mit o = %(xO)TAO) gilt. Weiters sei
o=1-01ym undt=1. Dann ezistiert ein L € N mit L = O (y/nln(1/e)), sodass p* < e
fir alle K > L erfillt ist.

Satz 4.1.8. Es seien ein konvexes Optimierungsproblem (QVP) mat der Nachbarschaft
Ns(0.5), € > 0 sowie ein zulissiger Startpunkt (x°, \°,7°) € Ns(0.5) fiir Algorithmus 4.4
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gegeben, sodass g < - fiir eine positive Konstante r (mit pg = =(x°)TX°) gilt. Weiters sei
o = 0.5 und t = Ys0n. Dann ezistiert ein L € N mit L = O (nIn(1/e)), sodass p* < e fiir
alle K > L erfillt ist.

Die Herleitungen dieser beiden Aussagen von Gondzio (2013) beinhalten folgende Eigen-
schaften:

e Die Beweise werden auf entsprechende Uberlegungen von Wright (1997) fiir lineare
Optimierungsprobleme zuriickgefiihrt.

o Mit der getroffenen Wahl von ¢ und o in Satz 4.1.7 bzw. 4.1.8 ist automatisch
gewdhrleistet, dass (2% M A5+ fiir jedes K > 0 in der entsprechenden Nach-
barschaft und damit auch in der strikt zuldssigen Menge liegt.

e Beide Sitze werden von Gondzio (2013) sogar unter der Annahme bewiesen, dass die
dritte Gleichung in (4.18) in jeder Iteration von Algorithmus 4.4 durch

ASAZE 4 XEANE = —XEAKe 4+ 658 e 1

ersetzt wird. Dabei ist 7 ein Fehlerterm mit ||r|j; < 0.3« || — XEAKe + o0& pfel, in
Satz 4.1.7 bzw. mit |||l < 0.05 - || — XXAKe + o8 ufe||, in Satz 4.1.8. Dies kann
in der Praxis einen grofien Vorteil fiir die Laufzeit der Algorithmen bedeuten: Noce-
dal und Wright (2006) verweisen ndmlich darauf, dass Innere-Punkte-Methoden im
Allgemeinen weniger Iterationsschritte als die Methode der aktiven Menge benotigen,
ein einzelner Iterationsschritt hingegen aufwendiger ist.!” Daher kann es sinnvoll, das
Gleichungssystem (4.18) numerisch mit iterativen Methoden zu lésen (vgl. D’Apuzzo,
Simone und Serafino, 2010), was besonders effizient realisierbar ist, wenn die Glei-
chungen nur approximativ (also beziiglich eines hinreichend kleinen Fehlers) erfiillt
sein miissen. Gondzio (2013) spricht in diesem Fall von inezakten zuldssigen Innere-
Punkte-Methoden (,inexact feasible interior point methods®).

Damit wissen wir nun, dass die Verwendung der restriktiveren euklidischen Nachbarschaft
bessere ,, Worst-Case“-Laufzeiteigenschaften liefert als die ,long-step“-Variante mit der
symmetrischen Nachbarschaft. Gondzio (2013) verweist jedoch unter anderem darauf, dass
in der Praxis fiir No(f) auch tatséchlich ein Laufzeitverhalten im , Worst-Case“-Bereich zu
beobachten ist, wihrend Ng(1)) oftmals bessere Ergebnisse liefert und daher in praktischen
Anwendungen von grofler Bedeutung ist.

4.1.3.3. Ein unzulissiges Innere-Punkte-Verfahren

Wie wir im Zusammenhang mit der Methode der aktiven Menge gesehen haben, ist es
einfach, fiir ein quadratisches Programm einen primal zulédssigen Punkt zu finden oder die
Unzulédssigkeit festzustellen. Allerdings kann die Voraussetzung der Algorithmen 4.3 und
4.4, mit einem strikt zuléassigen Startpunkt zu beginnen, problematisch sein.

9Diese Aussage wird auch durch unsere empirischen Untersuchungen in Kapitel 5 untermauert.
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Um dies zu umgehen, schliagt Wright (1997) fiir lineare Optimierungsprobleme einen
,long-step“-Algorithmus vor, in dem die einseitige Nachbarschaft N_,(¢)) so angepasst
wird, dass mit einem beliebigen (also auch unzulédssigen) Punkt gestartet werden kann.
Wir mochten hingegen einen kurzen Uberblick iiber die sogenannte ,, Predictor-Corrector-
Methode nach Mehrotra (1992) geben. Auch dieses Verfahren ermoglicht einen unzuldssigen
Startvektor, vermeidet jedoch die explizite Verwendung von Nachbarschaften. Die folgenden
Ausfithrungen entsprechen der Vorgangsweise von Nocedal und Wright (2006).

Das ,,Predictor-Corrector“-Verfahren gliedert sich (wie der Name bereits andeutet) in
zwel Schritte pro Iteration. Wir untersuchen die (K + 1)-te Iteration mit gegebenem
(gegebenenfalls unzulédssigem) Punkt (xK (A K ) mit % > 0 und A\ > 0:

Im , Predictor“-Schritt wird eine reine Newton-Richtung als Lésung von

Q -1, —BT AprexK —rfl(
B 0 0 |- [ApaK] = —K (4.21)
AE XK 0 Aprey® —XEAKe

berechnet. Wie wir bereits gesehen haben, zielt dieses Prozedere darauf ab, einen neuen
[terationspunkt zu erhalten, welcher (unter der theoretischen Annahme, dass die volle
Schrittlange verwendet wird) die komplementére Schlupfbedingung c) erfiillen sollte. Da
jedoch eine Taylorapproximation 1. Ordnung und damit eine Linearisierung durchgefiihrt
wurde, gilt wegen

AR A 2™ + XEA, N = —XTEAKe

dass
(zi + Aprexl”) (N + ApreAN) = Aprea A A

Um diesen Term hoherer Ordnung nicht zu ignorieren, wird im ,, Corrector“-Schritt (nun
wieder unter Verwendung eines zentrierenden Parameters o) das Gleichungssystem (4.18)
ausgehend vom zuvor berechneten Vektor (Aprel’K ,Ame}\K , Apre’yK) betrachtet. Es ist
also

Q -1, —BT Agor® 0
B 0 0 | -[AXE] = 0 (4.22)
AK XK 0 ACOTVK _ApTeXKApreAKe + O-KMKG

mit A, XX := diag (Aprea:{(, e Aprexff) und A, AF = diag (Apre)\{(, e ,Apre)\ff) zu
16sen. Aus der Kombination der beiden berechneten Richtung ergibt sich insgesamt der
Vektor

Azl = APTQIK + Az,

womit offensichtlich im zweiten Schritt das System (4.22) auch direkt durch

Q —I, —BT AxE —rk
B 0 0 |-[AN]= —rk (4.23)
AR XK 0 AyK —XEAKe — A, XBA, ANe + 0B pFe
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ersetzt werden kann. Da sich die beiden relevanten Gleichungssysteme (4.21) und (4.23) nur
in der rechten Seite unterscheiden, ist der zusétzliche Aufwand fiir die Losung des zweiten
Systems vernachléssigbar.

Die Aufteilung in einen ,,Predictor“- und einen ,,Corrector“-Teil hat dariiber hinaus den
Vorteil, den zentrierenden Parameter o nach dem , Predictor“-Schritt plausibel wihlen zu
konnen. Dafiir sei

th,=max{t € (0,1] | 2" +tA,eax™ > 0und \* + 1A, A" >0}

pre

und 1
e = = (a5 + t5 Apret™) T (VK 415 4,,,05)

das DualitéitsmaB des theoretisch resultierenden Punktes mit Schrittlinge ¢, .. Grundsétzlich
sind kleine Werte fiir 0 zu bevorzugen, da das Ziel eine Reduktion des DualitéitsmaBes pu* =
L (2K )T A ist. Nur wenn die reine Newton-Richtung zu einer sehr kleinen Schrittweite bzw.
zu einer sehr geringen Reduktion des Dualitdtsmafles fithren wiirde, ist es sinnvoll, einen stark
zentrierenden Schritt (mit o ~ 1) durchzufiihren, um in der nichsten Iteration (hoffentlich)
das Dualitéitsmaf stérker verringern zu kénnen. Basierend auf diesen Uberlegungen schlagen
Nocedal und Wright (2006)

UK = (“é(?"e/,u,K)S

vor.20

Als Schrittweite fiir unseren neuen Iterationspunkt wéahlen wir schlussendlich
t* i=max {t € (0,1] | 2™ + tAz"™ > (1 = ")z und N\ + AN > (1 = IF)N\"}

fiir ein passendes [ € (0,1), um zu gewihrleisten, dass die Nichtnegativitdtsbedingungen
strikt erfiillt bleiben. Damit gilt wegen (4.23)

K+1 K
Tq ) K\ [ Ta
i) =a-t >(K),
<Tp+ Tp

was zu einer entsprechenden Reduktion der Residuen im Laufe des Algorithmus fiihrt. Dabei
sollte [ gegen 1 gehen, wenn sich der Algorithmus der gesuchten Losung néhert, damit die
komplementére Schlupfbedingung approximativ erfiillbar ist.

Wir kénnen nun die obigen Ideen in nachstehendem Pseudoalgorithmus zusammenfassen,
welcher jeden beliebigen Startpunkt mit 2 > 0 und \° > 0 akzeptiert:

20Nocedal und Wright (2006) weisen darauf hin, dass diese Wahl in der Praxis gute Ergebnisse liefert,
jedoch auf keiner analytischen Herleitung beruht.
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Algorithmus 4.5 Ein unzulissiges ,Predictor-Corrector“-Verfahren nach Mehrotra (1992)

Input:

e Eine Instanz des quadratischen Optimierungsproblems (QP), welche durch @ € R™*"
(symmetrisch und positiv semidefinit), ¢ € R", B € R?"™ und [ € R? beschrieben
wird.

e Ein Punkt (2%, X% 7%) € R" x R™ x R? mit 2° > 0 und \° > 0.

e Eine Folge {I®}x—o1.. mit X € (0,1) und I¥ £2%% 1.

®c,>0,64>0und g5 > 0.

Output:

e Ein approximativer KKT-Punkt (&, A,v) von (@f’) (womit Z ein approximatives
globales Minimum ist).

1: Setze K := 0.
2: Setze r¥ := Bx® — B, rlf := Q2" + ¢ — A — BT® und ¢ := %(xK)T)\K.
3. if uf <eyand ||rF|l2 <e, and |72 < &4 then
4: return (5, \8 4K)
5. end if
6: Berechne (Aprech, APTQAK,AW@VK) als Losung von (4.21).
7: Berechne tX, := max {t € (0,1] | 2 4+ tA,ex™ > 0 und M€ 44, A* > 0}.
8: Setze o := (fore/uK)g mit ., = L(xf+ tf,fneAprexK)T (N + tgqupre/\K).
9: Berechne (Az®, AX¥, AyK) als Lésung von (4.23).
10: Berechne

" i=max {t € (0,1] | 2™ +tAz" > (1 = 1")2™ und A\ + AN > (1 = IF)AF}.
11: Setze

(IK+1,)\K+1,’}/K+1) — (xK7>\K’7K) —l—tK(AZ'K,A)\K,A’yK).

12: Setze K := K + 1.
13: goto Zeile 2.

Es sei noch erwihnt, dass es laut Nocedal und Wright (2006) fiir lineare Optimierungs-
probleme moglich ist, verschieden grofle Schrittweiten fiir die primalen sowie die dualen
Variablen zu wéhlen, was in der Praxis oftmals zu einer Verringerung der benotigten Anzahl
von Iterationen fithrt. Wiirde man jedoch fiir ein quadratisches Programm eine primale
Schrittweite ¢, durch z® + ¢,Az" > 0 und eine davon unabhingige duale Schrittweite
ty mithilfe der Bedingung A% + t;AME > 0 ohne weitere Einschrinkungen bestimmen,
so konnte dies aufgrund des quadratischen Terms dazu fithren, dass rf“ > rlfist. Aus
diesem Grund haben wir uns auf gleich grofie Schrittweiten fiir alle Variablen beschrankt.
Curtis und Nocedal (2007) behandeln allerdings eine Moglichkeit, ungleiche Schrittweiten zu
realisieren, und haben damit auch fiir quadratische Optimierungsprobleme eine Reduktion

der Iterationszahl beobachtet.
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4.2. Sequentielle Quadratische Optimierung

Nachdem wir nun Méglichkeiten zur Losung konvexer quadratischer Optimierungsprobleme
kennengelernt haben, mochten wir als Néchstes allgemeinere nichtlineare Programme
untersuchen. Wir werden zu Beginn einige Aussagen fiir Probleme der Form (NLP) angeben,
uns in weiterer Folge jedoch auf die kleinere Problemklasse

(NLP)  min  f(z)

rER™
st. Az >«

Bx=p
mit linearen Restriktionen beschrianken, da die fiir uns relevanten Probleme (KQ1) und
(KQ2) (sowie auch (LS§) aus Abschnitt 3.3.1) als (NLP) darstellbar sind.

Alle Funktionen, die im Folgenden auftreten, seien sooft stetig differenzierbar wie notig.

4.2.1. Behandlung von Problemen mit Gleichheitsrestriktionen

Die Theorie dieses Abschnittes stammt aus Geiger und Kanzow (2002) sowie Nocedal und

Wright (2006).

Wir betrachten einfithrend folgende nichtlineare Optimierungsprobleme:

(NLP)  min f(z)

r€eR™

s.t. hg(z) =0, k=1,...,q

Da (ﬁL\P) keine Ungleichheitsrestriktionen beinhaltet, sind die entsprechenden KKT-
Bedingungen besonders einfach anzugeben. Ein KKT-Punkt (z*,7) € R™ x R? erfiillt
folgende Voraussetzungen:

NLP-] 7,.Z(x,7)]
INLP-ii] h(z*) = 0.

=0,

r=x*

Dabei sei h(z) := (hy(x), .. .,/hq\(x))T und é?(x, v) = flz)=>0_ whi(z) = f(x)—h(z) Ty
die Lagrangefunktion von (NLP). Offensichtlich l4sst sich nun ein KKT-Punkt ermitteln,
indem man auf die Funktion

F - Rn+q - Rn—l-q
szaz,)
(2,9 > (726

das in Appendix A.6 beschriebene Newton-Verfahren (Algorithmus A.2) anwendet. Die
resultierende Methode zur Losung gleichheitsrestringierter Optimierungsprobleme wird von
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Geiger und Kanzow (2002) auch Lagrange-Newton- Verfahren genannt. Fiir die Jacobi-Matrix
der Funktion F' gilt nun

wobei _#,(x) die Jacobi-Matrix von h in = darstellt. Somit ist in der (K + 1)-ten Iteration
(ausgehend vom Punkt (z%,~v%)) das Gleichungssystem

—~

(vgxzj,&g\xﬂ —/h(()xK)T) (iii) _ (—vx%f(, ;}f)ﬂmf«) (4.24)

zu losen ist. Dalfiir ist der nachstehende Satz relevant:

Satz 4.2.1. (z*,7) sei ein LICQ-requlirer KKT-Punkt fiir (@), in dem die hinreichenden
KKT-Bedingungen 2. Ordnung aus Satz 1.4.4 erfillt sind. Dann ist die Jacobi-Matrix

Ir(x*,7) reguldr.

Beweis. (Vgl. Geiger und Kanzow, 2002.)
Die Voraussetzungen des Satzes konnen wegen des Fehlens von Ungleichheitsrestriktionen
auch folgendermaflen formuliert werden:

i) Die Gradientenvektoren Vhy(x*) mit k € {1,...,q} sind linear unabhéngig.
ii) Fiiry € R" mit y # 0und Vhg(2*) Ty =0,Vk =1,...,qist y V2, L(x, )| _ .y > 0.

Bedingung ii) ist dabei dquivalent zu der Annahme aus Satz 1.4.4, dass die Matrix
By(z*) V3, L (x,7)],_,.
Jacobi-Matrix _#Z(z*).

By (x*) positiv definit ist fiir eine Basis Bj(z*) des Kerns der

Wir betrachten nun das homogene Gleichungssystem

e ()= (5l ) ()-()

welches wir auch wie folgt schreiben kénnen:

—~

q
V2, L@ )], = Y AwVhi(z®) =0 (4.25)
k=1
Vhe(z*)'2 =0, Vk=1,...,q (4.26)
Multiplizieren wir nun Gleichung (4.25) von links mit 2" und setzen (4.26) ein, so folgt
$Tv2 g(x,’y)‘x:ﬁi’ = 0 und damit wegen (4.26) sowie Bedingung ii) sofort & = 0.

Schlussendlich liefert (4.25) wegen & = 0 und Bedingung i) auch 4 = 0, womit die Matrix
Fr(x*,7) regular ist. >
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Unter den in obigem Satz getroffenen Annahmen ist also Satz A.6.1 anwendbar, welcher
besagt, dass (4.24) in einer Umgebung von x* eindeutig losbar ist. Dariiber hinaus ist das
Lagrange-Newton-Verfahren lokal konvergent mit superlinearer bzw. (unter der zusétzlichen
Voraussetzung, dass #p lokal Lipschitz-stetig ist) quadratischer Konvergenzrate.

Wir mochten nun noch eine andere Moglichkeit zur Herleitung des Gleichungssystems (4.24)
kennenlernen, um davon ausgehend eine Erweiterung auf Probleme mit Ungleichheitsre-
striktionen durchzufithren. Dazu gehen wir davon aus, dass wir in der K-ten Iteration des
Lagrange-Newton-Verfahrens den neuen Iterationspunkt (z%,~%) berechnet haben, und

betrachten das folgende Optimierungsproblem, welches dquivalent zu (@) ist:

min .,2/”\(13[( + Az 45
AzKeRn

st. h(x® + Az™) =0

Die Aquivalenz folgt aus der Reparametrisierung z = ™ + Az® und der Tatsache, dass

P2, 4%) = f(z) — h(z)T+K = f(z) fiir alle zuldssigen Punkte z gilt.
Als Néchstes fithren wir eine lineare Taylorapproximation der Gleichheitsrestriktionen durch
und verwenden als Zuléssigkeitsmenge all jene Punkte, in denen ebendiese Approximation
gleich 0 ist:

h(x™ + Az™) ~ h(2™) + 2 (2)Az™ =0 (4.27)

Fiir die Zielfunktion fiihren wir dagegen eine Taylorapproximation 2. Ordnung beziiglich
des ersten Arguments durch. Diese lidsst sich fiir all jene Punkte, die (4.27) erfiillen,
folgendermaflen schreiben:

o~ o~

Pl 4 MK oK)~ P A5) 4 Vo P,y A
T

AxK

—~

Az?) V2, L (x4

r=xK

+5
= f(z®) = h(z™) A5 4 v f(25)T Az — (AIK)T /h(xK)TWK
(

AzxK

r=xK

= f(z®) + V(™) T AxF + % (A:L“K)T Vigﬁ.,i/”\(m,vKﬂ

Insgesamt erhalten wir (unter Beriicksichtigung, dass f(x%) konstant und somit fiir die
Optimierung irrelevant ist) ein quadratisches Optimierungsproblem als Approximation von

(NLD):

—~

—_— 1
(NLPX) Jmin v F@E)T AxX 4 5 (AcX)' V2, L) _ A
st h(@™)+ _Z(a™)Az" =0
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Nun untersuchen wir einen KKT-Punkt (Az®,5) dieses Problems. Verwenden wir fiir die
Lagrange-Multiplikatoren die Reparametrisierung ¥ = v + A% so erhalten wir fiir die
KKT-Bedingung an den Gradienten der Lagrangefunktion die nachstehende Gleichung;:

V(@) + 2, Ll AS)| Ak — _7,(2%)T5 =0
p=-—4
V2, L, 45| AdK — g ()T M = —v, L (4"

r=2K

Dies entspricht zusammen mit der Zuléssigkeitsbedingung
In(@™) Az = —h(a™)

jedoch genau wieder dem linearen Gleichungssystem (4.24). Wir haben damit gezeigt, dass
in jeder Iteration des Lagrange-Newton-Verfahrens anstatt einer Losung von (4.24) auch
ein KKT-Punkt des quadratischen Problems (@K ) berechnet werden kann. Als neuer
Iterationspunkt ergibt sich z5+1 := 2% 4 Az® und y5+! .= 7.

4.2.2. Eine lokale SQP-Methode fiir Probleme mit
Ungleichheitsrestriktionen

Um nun nichlineare Programme (NLP) behandeln zu koénnen, die auch Ungleichheits-
restriktionen beinhalten, ist es naheliegend, das im letzten Unterabschnitt eingefiihrte
Hilfsproblem (@K ) entsprechend zu erweitern. Dies geschieht durch Hinzunahme der
Ungleichheitsrestriktionen, welche so wie die Gleichheitsrestriktionen linearisiert werden.
Die Hesse-Matrix V2, .2 (z, \E 4K )|x:acK der Lagrangefunktion

L@, A7) = f(2) = g(x)" A = h(z) "y

mit g(z) = (g1(),...,g,(x))", welche in der Zielfunktion des erweiterten, quadratischen
Hilfsproblems der (K +1)-ten Iteration auftritt, wird dabei jedoch haufig durch eine addquate
approximierende symmetrische Matrix Ly ersetzt. Das Resultat dieser Uberlegungen ist
ein lokales SQP-Verfahren:

Algorithmus 4.6 Fin lokales SQP-Verfahren

Input:
e Eine Instanz des nichtlinearen Optimierungsproblems (NLP), welche durch f(x) :
R" - R, g(x) : R* — R? und h(z) : R" — R? beschrieben wird.
e Ein Punkt 2° € R™.
e Eine Berechnungsvorschrift zur Ermittlung symmetrischer Matrizen Lyg € R"*" K €

{0,1,...}.

Output:
e Ein KKT-Punkt (z*, A,7) von (NLP).
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1: Setze K :=0.
2: Ermittle L € R™*",
3: Berechne einen KKT-Punkt (Az®, AE+1 4K+ des folgenden quadratischen Programms:

(NLP¥) Ailfl(iean V()T AxR + %(AxK)TLKAmK
st g(x™) + Z,(a%) Az >

h(z™) + _Zn(a™)Az" =0

Setze xf+1 .= 2K + AKX,

if (pfH1 N A K st ein KKT-Punkt von (NLP). then
return ($K+1’ )\K—H’,YK—H)

end if

Setze K := K + 1.

goto Zeile 2.

Es ist zu beachten, dass diese Methode nicht unbedingt Startwerte A° und 7° benétigt. In
den einzelnen Iterationen erfolgt ndmlich kein Update der Lagrange-Multiplikatoren durch
(AEFL ALY = (AE A8 1 (ANE ] AyE) wie beispielsweise in den Innere-Punkte-Verfahren
fir (QP), sondern eine génzlich neue Berechnung. Falls jedoch Ly als die Hesse-Matrix
der Lagrangefunktion genommen wird, sind im Allgemeinen Startpunkte A\’ und ~° zur
Ermittlung von Ly notwendig.

Im obigen Algorithmus sollte eigentlich nicht nur ein KKT-Punkt, sondern ein Optimum
von (NLP*) berechnet werden. Ist (NLP) ein konvexes Optimierungsproblem der Form
(KP), so ist dessen Lagrangefunktion als Summe konvexer Funktionen ebenfalls konvex und
die Hesse-Matrix positiv semidefinit. Mit der Wahl Ly = V2, .2 (x, \¥,7%)| _ . erhalten
wir damit auch konvexe quadratische Probleme (NLP*), womit die Ermittlung eines KKT-
Punktes in Zeile 3 des Algorithmus dquivalent zur Bestimmung eines Optimums ist. Fiir
allgemeine nichtlineare Probleme ist diese Matrix hingegen nicht zwangsweise auf dem
gesamten R" positiv semidefinit. Wir werden im Anschluss andere Moglichkeiten fiir die
Wahl von Lg betrachten, sodass ebendiese Matrizen (mit einer positiv definiten Startmatrix
Ly) stets positiv definit bleiben.

Wir mochten nun ein (zu Satz A.6.1 analoges) theoretisches Konvergenzresultat aus Geiger
und Kanzow (2002) fiir Algorithmus 4.6 (mit geringfiigigen Modifikationen) anfiihren,
welches auch die Bezeichnung als , lokales SQP-Verfahren* erklért:

Satz 4.2.2. (Konvergenz des lokalen SQP-Verfahrens)
FEs sei ein nichtlineares Optimierungsproblem (NLP) gegeben, auf das Algorithmus 4.6 mit
L = V2, Z(x, AK,WK)‘QC::EK angewendet wird. Gibt es in der (K + 1)-ten Iteration fir
(NLPX) mehrere KK T-Punkte, so wihle man denjenigen Punkt (Ax® NE+L E+1) “yelcher
(x5 4+ Az® NEFL A KAL) (K NE ~EY ||y minimiert.
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Weiters sei (z*, \,7y) ein LICQ-requlirer KKT-Punkt fir (NLP), in dem die hinreichenden
KKT-Bedingungen 2. Ordnung aus Satz 1.4.4 erfillt sind. Dann existiert ein Wert € > 0,
sodass fiir jeden Startpunkt (2°,X°,7°) € B+ r)(€) folgende Aussagen gelten:

i) Die von Algorithmus 4.6 erzeugte Folge {(:BK, )\K,'yK)}KZO L st wohldefiniert und
konvergiert gegen (x*,\,~) mit superlinearer Konvergenzmtje.’

i) Falls V2 f(z), V2g;(x),Vi=1,...,p und V?hy(x),Vk =1,...,q lokal Lipschitz-stetig
sind, so ist die Konvergenzrate von Algorithmus 4.6 quadratisch.

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (2002). (Vgl. Satz A.6.1 fir die Definition einer superli-
nearen bzw. quadratischen Konvergenzrate.) ]

Im Zusammenhang mit diesen wiinschenswerten Eigenschaften ist jedoch zu beachten, dass
(wie Geiger und Kanzow (2002) anmerken) die Norm-Einschrankung an die KKT-Punkte
von (NLPX) in der Praxis schwer umsetzbar ist. Des Weiteren sollte ein praktisches SQP-
Verfahren nicht nur lokal konvergieren, sondern auch mit beliebigen Punkten 2" starten
kénnen. Wir betrachten im Folgenden eine solche Globalisierung von Algorithmus 4.6.

4.2.3. Eine globale SQP-Methode fiir Probleme mit
Ungleichheitsrestriktionen

Bei jeder Globalisierung des lokalen SQP-Algorithmus ist von groffler Bedeutung, dass fiir
ein beliebiges nichtlineares Programm mit nichtleerer Zuldssigkeitsmenge nicht zwangslaufig
garantiert ist, dass auch die im lokalen SQP-Algorithmus auftretenden quadratischen
Probleme (NLPX) zuldssige Punkte besitzen. Ein Beispiel fiir diesen Fall ist in Geiger
und Kanzow (2002) angegeben. Grund dafiir ist die durchgefiihrte Linearisierung der
Restriktionen. Da in unseren Anwendungen ohnehin nur Optimierungsprogramme mit
linearen Restriktionen eine Rolle spielen, fiir die das soeben beschriebene Problem nicht

auftreten kann, mochten wir uns ab hier auf (ﬁl\f’) beschrénken.

Die folgende Moglichkeit zur Globalisierung basiert auf den Ausfiithrungen in Geiger und
Kanzow (2002). Wir iibertragen jedoch die dort beschriebene Vorgangsweise, welche fiir
allgemeine nichtlineare Probleme anwendbar ist, auf unsere Problemklasse mit linearen
Restriktionen. Wie wir sehen werden, stellt dies (nicht nur im Hinblick auf die Vermeidung
unzuléssiger quadratischer Teilprobleme) eine signifikante Vereinfachung dar.
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Betrachten wir (ﬁif’), so ergibt sich in Zeile 3 von Algorithmus 4.6 das folgende quadratische
Problem:

= 1
(NLP¥) Ai%ierﬁgn V()T Ag + §(AxK)TLKAa:K
s.t. (AxK — a) + AAZK >0
(BIK — B) + BAzE =0
Ein KKT-Punkt (Az® AL 4K+ yon (ﬁiJPK ) erfiillt folgende Bedingungen, welche wir

bereits in Abschnitt 4.1.2 fiir quadratische Programme der Form (QP) als [QP-i], [QP-ii]
und [QP-iii] formuliert haben:

INLPX-i]  (AzK — @) + AAZK >0, (Bz® - §) + BAZX =0,

INLPEi] LAz + v f(xK) — ATAKH — BTAK+1 —

INLPX-ii] AK+L >0, (AK+L)T. (AzX — o+ AAzF) = 0.

Tritt nun der Fall ein, dass Az = 0 das Problem (NﬁK ) 1st, so ist unmittelbar ersichtlich,
dass (xBH NEFLAKFL) = (B AEFL 4K+ auch ein KKT-Punkt des urspriinglichen
Problems (ﬁiﬁ) ist, und der Algorithmus kann terminieren. Fiir Az® # 0 konnen wir

hingegen den folgenden ausschlaggebenden Satz beweisen:

Satz 4.2.3. Fs sei ein quadratisches Optimierungsproblem (ﬁff’K) mit symmetrischer und
positiv definiter Matriz Ly gegeben, wobei z¥ die Voraussetzungen Ax™ > o und Bx™ = 3
erfiille. Ax® sei ein Minimum von (NLPX) und es gelte Az® # 0. Dann ist

V()T AzX < —(A2")T LAz < 0.

Beweis. (Siehe Geiger und Kanzow, 2002.)

Wir verwenden wieder die Notation A = (ay, ... ,ap)T mit a; € R*, Vi = 1,...,p aus
Kapitel 4.1.2. Damit lisst sich Bedingung [NLP®-iii] auch als
AT >0, A (0 2% — i+ a] A2®) =0, Vi=1,...,p (4.28)

schreiben. Wegen der Annahmen beziiglich ¥ folgt aus [NTJ/PK—i], dass BAz® = 0 ist.
Multiplizieren wir nun [NLP#-ii] von links mit (Az®)", so folgt
(Ar™)T L Ax® + v f(2™)T Az — (V)T AALS = 0. (4.29)

K

Da fiir % nach Voraussetzung a, 2 > «; gilt, konnen wir aus (4.28)

P p
_()\K'H)TAA{EK _ _Z)\iK—i-la;l'AxK — ZAZK+1 (a;r:pK _ Ozi) >0
i=1 i=1

folgern. Setzen wir dies in (4.29) ein, so erhalten wir wegen L = 0 und Az® # 0 insgesamt

VM) T AxK < —(A®)T L Az < 0.
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Damit ist Az® nach Lemma A.5.1 eine Abstiegsrichtung der Funktion f in 2.

Unser globalisiertes SQP-Verfahren erzeugt nun Iterationspunkte z%+! := 2% 4 tK AxK
mit Schrittweiten t® € (0,1], wobei die in Appendix A.5 beschriebene Armijo-Regel
zur Anwendung kommt. Dabei werden 6 € (0,1) und 7 € (0,1) vorgegeben und
tH = max{r! |1 =0,1,...} wird so ermittelt, dass

f@® 5 A25) < f(2F) + otE v f(25)T Az (4.30)
Wegen Satz A.5.2 wissen wir, dass

argmax {7 | (4.30) ist erfiillt} < oc.
1=0,1,...

Daher ist auch t* > 0 und f(z%+1) < f(25).

Starten wir ein solches Verfahren mit einem beliebigen, jedoch fiir (Ni/P) zuldssigen Punkt,
so konnen wir induktiv zeigen, dass alle vom Algorithmus erzeugten Punkte zuléssig

bleiben:

o Gleichheitsrestriktionen: o
Mit Bz = § erfiillt eine Losung Az™ von (NLP®) BAz® = 0. Damit ist Bzt =
Ba®X +tKBAxK = 8.

o Ungleichheitsrestriktionen:
Eine Losung Az von (ﬁiJPK ) erfiillt AAzE > o — Az¥. Es folgt mit der Annahme
Az > «a, dass

AzBT = Ax® R AAK > (1 — tK)AasK +tFa > (1 - tK)a +tfa = a.
Damit ist auch die Annahme aus Satz 4.2.3, dass =% fiir (Ni/P) zuldssig ist, kein Problem

mehr.

Wir haben zuvor festgestellt, dass wir im Fall Az® = 0 bereits einen KKT-Punkt von

(ﬁi/P) vorliegen haben. Umgekehrt wissen wir nun jedoch auch, dass im Fall Az® £ 0 ein
zuldssiger Punkt mit kleinerem Zielfunktionswert existiert.

Wir fassen den resultierenden Algorithmus zusammen:

Algorithmus 4.7 Fin zuldssiges globales SQ)P-Verfahren

Input:
e Eine Instanz des nichtlinearen Optimierungsproblems (NEP/’), welche durch f(z) :
R" - R, A e RP*" o € RP, B € R und 8 € R? beschrieben wird.
e Ein Punkt 20 € R", welcher zulassig fiir (NLP) ist.
e Eine Berechnungsvorschrift zur Ermittlung symmetrischer und positiv definiter Ma-
trizen Lx € R™" K € {0,1,...}.
e §€(0,1) und 7 € (0,1).

Output:
e Ein KKT-Punkt (z*, A,7) von (NLP).
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Setze K := 0.
Ermittle L € R™*™, o
Berechne einen KKT-Punkt (Ax® A+ 4K+1) des quadratischen Programms (NLPX).
if AzX =0 then

Setze xK+1 = oK.

return (51 \EFL AKHL)
end if

Berechne t* := max{r' | [ =0,1,...}, sodass

f@® + 5 Ax%) < f(2F) + ot5 v f(2)T A’

9: Setze X1 = oK 4+ tK AgK,
10: Setze K = K + 1.
11: goto Zeile 2.

Fiir diesen Algorithmus ist ausschlaggebend, dass es uns moglich ist, in jeder Iteration eine
Abstiegsrichtung von f zu bestimmen. Damit ist auch gewéhrleistet, dass das Verfahren
nicht in einem KKT-Punkt von (Nif’) landet, der einem Mazimum der Zielfunktion auf
der zuléssigen Menge entspricht.

Fiir Optimierungsprobleme mit nichtlinearen Restriktionen koénnen durch obige Vorgangs-
weise im Allgemeinen auch unzuléssige Iterationspunkte auftreten und Satz 4.2.3 ist in
dieser Form nicht anwendbar. Stattdessen werden Abstiegsrichtungen einer sogenannten
Penalty-Funktion berechnet, wobei es moglich ist, fiir die exakte (1-Penalty-Funktion ein
analoges Resultat zu Satz 4.2.3 zu beweisen (siehe Geiger und Kanzow, 2002). Diese Penalty-
Funktion stimmt fiir Probleme mit linearen Restriktionen und zuléssigen Punkten mit f
iberein.

Es wire nun wiinschenswert, wenn die globale SQP-Methode (in Analogie zu unserem
lokalen SQP-Verfahren) ebenfalls lokal mit superlinearer oder quadratischer Konvergenzrate
konvergieren Wiirgg./ Verwenden wir beispielsweise fiir Ly die Hesse-Matrix der Lagran-
gefunktion von (NLP), welche aufgrund der linearen Restriktionen gleich V2 f(z%) ist,
und nehmen an, dass diese Matrix lokal positiv semidefinit ist, womit in jeder Iteration
der berechnete KKT-Punkt des quadratischen Teilproblems eindeutig ist, so konnen wir
aus Satz 4.2.2 (ohne Beriicksichtigung der dortigen Norm-Einschrankung) fiir die globale
SQP-Methode lokale Konvergenz mit der entsprechenden Konvergenzrate folgern, falls lokal
die wolle Schrittweite t* = 1 akzeptiert wird. Fiir unseren Fall, in dem nur lineare Restrik-
tionen vorliegen und jede beliebige Schrittweite t® < 1 stets nur zuliissige [terationspunkte
erzeugt, gilt nach Sun und Yuan (2006), dass lokal f(z% + Ax®) < f(2%) ist und ein voller
Schritt mit t% = 1 durchgefiihrt werden kann. Es sei erwithnt, dass dies fiir allgemeine
nichtlineare Probleme (bei Verwendung der bereits erwéhnten Penalty-Funktion) nicht
garantiert ist. Geiger und Kanzow (2002) sowie Nocedal und Wright (2006) geben hierfir
Beispiele mit nichtlinearen Restriktionen an. Dieses Verhalten wird nach Maratos (1978) als
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~Maratos-Effekt” bezeichnet. Moglichkeiten zur Vermeidung dieses Effektes werden unter
anderem von Sun und Yuan (2006) beschrieben.

Wir zeigen nun noch ein globales Konvergenzresultat fiir unser globales SQP-Verfahren.
Als Referenz dienen uns wieder Geiger und Kanzow (2002), die das folgende Resultat fiir eine
modifizierte Version des SQP-Verfahrens angeben. Die Verwendung dieser Modifikation fiihrt
einerseits dazu, dass die quadratischen Teilprobleme (NLPK ) fiir beliebige nichtlineare Pro-
gramme (NLP) stets 16sbar sind, und verhindert andererseits ein unbeschrinktes Anwachsen
der Lagrange-Multiplikatoren im Verlauf des Algorithmus, was von grofier Bedeutung ist.
Wir iibertragen die Ergebnisse von Geiger und Kanzow (2002) hingegen wieder auf unseren
globalen SQP-Algorithmus und setzen die Beschranktheit der Lagrange-Multiplikatoren
vorerst voraus. Bevor wir jedoch den entsprechenden Konvergenzsatz angeben konnen,
bendtigen wir noch nachstehende Definition:

Definition. (Gleichméfig positiv definite und beschrénkte Matrizen, vgl. Alt (2010))
Eine Folge {Lk}x—01.. von symmetrischen Matrizen mit Lx € R"*" heifit gleichmafsig
positiv definit und beschrinkt, falls fiir alle K = 0,1,... und fiir alle x € R"

allz] < @' Liz < ez

fiir zwei Konstanten ¢, > ¢; > 0 gilt.

Nach Geiger und Kanzow (1999) gilt im Zusammenhang mit dieser Klasse von Matrizen
folgende Eigenschaft:

Lemma 4.2.4. Fir eine beliebige Folge { L }r—o01,. von symmetrischen und positiv defi-
niten Matrizen sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

1. Die Folgen {Lk}x—o1
2. Die Folge {Lk}xk—o1...
3. Die Folge {L' } k=01

........

goee

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (1999). O

Satz 4.2.5. (Konvergenz des zulissigen globalen SQP-Verfahrens)

Die Zielfunktion f von (Ntﬁ) sei auf R™ stetig differenzierbar. Wir betrachten den zuldssigen
globalen SQP-Algorithmus 4.7 fiir eine gleichmdfig positiv definite und beschrdnkte Folge von

goee

........

und {v 1} k—o1.. beschrinkt sind. Dann existieren fir jeden Héufungspunkt & der Folge
{28} k—01.. von erzeugten Iterationspunkten Lagrange-Multiplikatoren A und 4, sodass
(#,\,4) ein KKT-Punkt von (NLP) ist.
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Beweis. (Nach Geiger und Kanzow, 2002.)

........

die gegen & konvergiert. Laut Annahme sind die Lagrange-Multiplikatoren beschrénkt. Daher
, die gegen einen Punkt A konver-

---------

gooe

gooo

beschriankt. Es gibt also wiederum eine Teilfolge {LKZ.M Fm=o1,.. von {Lg

br=0,1,..., die
gegen eine symmetrische und positiv definite Matrix L konvergiert. Dariiber hinaus ist
laut Annahme die Folge {Az"}x—0; . und somit auch {||AxK”ka}m:0,Lm beschrankt.
{|| Az kmi |}1=0,1,... sei nun diejenige Teilfolge, die gegen den kleinsten Haufungspunkt von
{HA:JCKZ'J'MH}m:OJW konvergiert. Diese Wahl ist legitim, da ein kleinster Haufungspunkt
aufgrund der Abgeschlossenheit der Menge aller Haufungspunkte existiert.

Vi€ {0,1,...}, und arbeiten

ik

Wir setzten nun zur Notationsvereinfachung Kl = K
mit dieser Indexfolge, fiir die laut Konstruktion

Jkml’

lim 2% = %, lim \Ki+! = A, lim vkl“ =4, lim Ly = L, (4.31)
l—o0 l—0o0 l—o0 l—o0 !

gilt, weiter.

Wegen Zeile 8 in Algorithmus 4.7 ist die Folge {f(2*)} k=01, monoton fallend. Dariiber

hinaus konvergiert die Teilfolge { f(x%)},=1... gegen f(Z), womit (aufgrund der Monotonie)
auch die Folge {f(2®)}x—01.. gegen f(Z) konvergiert und

: K+1y _ g KY)
Jim (f(@*) = f(2")) =0
gilt. Weiters ist
Satz
P = F(@5) < 650 £(@) T A2 L 515 (AT L Ar® < 0
4.2.3

und damit wegen ¢ € (0,1)

lim t*(Az")" L Az™ = 0. (4.32)

K—o00
Wir zeigen nun nachstehende Aussage:

Behauptung: Es gilt A
lim || Az™!|| = 0,
l—00

womit der kleinste Hiufungspunkt der Folge {||Az" ||} x=o.1... gleich 0 ist und

geee

lim AzK =0
l—o0

folgt.
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Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch, indem wir annehmen, dass
lim ||Az"!| =: s > 0.
=00

Damit kann jedoch (4.32) nur dann erfiillt sein, wenn lim;_, tKi = (. Dies

bedeutet, dass ein [ € {0,1,...} existiert, sodass tKi < 1 ist fiir alle [ > .
Betrachten wir Zeile 8 des globalen SQP-Algorithmus, so ist ersichtlich, dass
fiir alle I >

IS tkl ~ ~ tkl A~ ~
fla®+ =" ) > f(a™) +6—vf@™) Aat (4.33)
T T

gilt. Wir verwenden nun die Notation K= @ Unter Anwendung des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung folgt mit ££t € (0,1), dass
F@® + A5 = f5) + 0 (2R 4 R AR T AgK
(:BKl) tKlVf( KZ)TA:L"KZ
+ tKl (V o letKleKl) — Vf(xkl))TAxf(’
fla

+ tKlVf( KZ)TAxKZ +

wobei 7K1 = t_f(l(vf( K g eKigi A\gKry — v f(x Kl))TAxKl bezeichnet. Es

gilt nun lim;_, ., = - = 0, da f stetig differenzierbar ist und lim;_,., t¥ 1=

. i
%hml_m tKt = 0 ist. Setzen wir dieses Ergebnis in (4.33) ein und berticksich-
tigen, dass fiir eine Konstante ¢ > 0 die Ungleichung " Lxx > ¢||z| erfiillt
ist, so erhalten wir mit ¢ € (0,1) folgendes Resultat:

77 (25T AR 4 B s 57Ky (2R T Ak

=
Tkl A ~  Satz
T > (6 — D)V ff)TAazk > (1 5)(A:cKZ)TL Az > c(l— )HAJ:KZH
! 423

Mit [ — oo gilt schlussendlich
c(1—10)s <0.
Da jedoch ¢(1 — §) > 0 gilt, ist dies ein Widerspruch zu s > 0, womit
lim [|Az"1]| = 0

folgt.
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geoen

gooe

e At > a, Bt = j3,
° Avf(j)—AAT/\—BT&zo,
e \>0, AT (A2 —a) =0.

Aus diesem Grund ist (i, A, &) ein KKT-Punkt des urspriinglichen Problems (m) ]

Alt (2010) gibt eine Bedingung an, unter der die Beschranktheit der Lagrange-Multipli-
katoren fiir allgemeine nichtlineare Probleme erfiillt ist. Wir formulieren dieses Kriterium
nun fiir unsere eingeschrankte Problemklasse mit linearen Restriktionen, wobei wir die
Notationen (4.2) und (4.3) aus Kapitel 4.1.2 verwenden:

Lemma 4.2.6. Fir eine symmetrische Matriz L € R™™ mit L > 0 und eine Matrix
B € R”" mit rank(B) = q ist die Matriz

-
we (s )
wmvertierbar. Es gilt
-l — (L1 — L 'BTH-'BL™! LlBTHl)
H-'BL™! ~H !
mit H = BL™*B".
Beweis. Siehe Alt (2010). O

Satz 4.2.7. Die Zielfunktion f von (ﬁi/P) sei auf R™ stetig differenzierbar. Wir betrachten
den zuldssigen globalen SQP-Algorithmus 4.7 fiir eine Folge von symmetrischen Matrizen
{Lk}Kk—o01.., die gleichmdfig positiv definit und beschrankt ist. Fir den (zuldssigen) Start-
punkt ° € R" sei die Menge Ng5(2°) :== {x € R" | Az > o, Bz = 8 und f(z) < f(2)}
kompakt.*! Ist nun in der (K + 1)-ten Iteration Ax® die (eindeutige) Lisung des quadrati-

schen Problems (NLPX) und sind die Vektoren aj, Vj € J(Azx®) und by, Vk € {1,...q}
linear unabhingig,®® so sind auch die Lagrange-Multiplikatoren N1 und v5+1 eindeu-
tig bestimmt und sowohl {Azx® }—o1.. als auch {\N T} o1 und {75} ko1, sind
beschrdnkt.

--------

2L Alt (2010) nennt N5 (2°) auch Niveaumenge.
2J(Az") ={ie{1,...,p} | a] Az® = o; — a] 2"} bezeichnet wieder die Menge der aktiven Restrik-

tionen.
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Beweis. (Vgl. Alt, 2010.)
Es gilt AFT = 0 fiir alle j € J(Az®)e = {1,...,p} \ J(Az"), womit diese Lagrange-

Multiplikatoren eindeutig bestimmt sind. Der Vektor (AxK , )\K(le,(),’yKH) ist hingegen
Losung des linearen Gleichungssystems
L —Ajam) —BT\ [Ax —V f(z*)
_AJ(AxK) 0 0 A = AJ(AIK)xK - aJ(AxK) . (434)
-B 0 0 gl 0

Dieses System ergibt sich aus den KK'T-Bedingungen, wobei wir die Restriktionsbedingungen
so umgeschrieben haben, dass auf der linken Seite eine symmetrische Matrix vorliegt. Wir
bezeichnen nun die Koeffizientenmatrix mit Mg und den Vektor der rechten Seite mit m .
Die Invertierbarkeit von Mk und damit die eindeutige Losbarkeit von (4.34) ergibt sich
aus Lemma 4.2.6.2% Da die Folge { L'} x—0.1,.. nach Lemma 4.2.4 gleichmifig positiv und
beschréankt ist, konnen wir aus Lemma 4.2.6 auch die Beschrénktheit der Matrizenfolge
(M Y k—oq,. (dh [Mg| <e, VK =0,1,... mit ¢ > 0) folgern. Damit erhalten wir

H( f&m)H = [|Mg muc|| < IMiH| - Imll < e - [lm])-

Wie wir bereits gesehen haben, sind sdmtliche Iterationspunkte von Algorithmus 4.7 zuléssig
und liegen dariiber hinaus in der kompakten Menge N+ (2 2°), da im Laufe des Algorithmus
keine Vergroflerung des Zielfunktionswertes erfolgen kann. Daraus folgt wegen der steti-

gen Differenzierbarkeit der Funktion f die Beschrénktheit von mg und somit auch von
Az NEFL und K+ O

4.2.4. Eine modifizierte BFGS-Formel

Abschlieflend betrachten wir noch eine Moglichkeit, die Matrizen Ly als Approximation
der Hesse-Matrix der Lagrangefunktion

—~

ZL(x,\7) = fla) = A (Az — ) = (Bz - §)

von (ﬁl\f’) so festzulegen, dass (ausgehend von Ly > 0) ebendiese stets positiv definit bleiben.
Eine Moglichkeit, dies zu realisieren, basiert auf der BFGS-Formel (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno-Formel), deren Herleitung im Rahmen der Quasi-Newton-Verfahren in
Appendix A.7 zu finden ist. Wir definieren dazu die folgenden beiden Vektoren:

o = BT N =t AR

w" = Ve ,:ZZ/(JJ, /\77)|z:$K+1 — Va D?(xﬂ )‘77” - vf(xK—H) - Vf(xK)

rz=xK

23 Alternativ lisst sich dieser Teil des Beweises analog zu Satz 4.1.2 a) in Kapitel 4.1.2 zeigen.
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w hiingt dabei (ebenso wie die zu approximierende Matrix v2, Z(z, A, v) | = VEf(2))
nicht von den Lagrange-Multiplikatoren A und « ab, was auf die Linearitét der Restriktionen
zuriickzufiihren ist. Daher kénnten wir nun die Matrizenfolge { L'} =01, durch die BFGS-

Formel aus Satz A.7.3 ermitteln.

Eine entscheidende Voraussetzung dafiir, dass die resultierenden Matrizen auch wirklich
positiv definit sind, ist jedoch (v%)TwX > 0 fiir alle K > 1. Dies kann fiir spezielle
Schrittweitenregelungen zwar auch erreicht werden,?* nicht jedoch fiir jene Version der
Armijo-Regel, wie wir sie benutzen. Wir halten uns daher an Geiger und Kanzow (2002) und

verwenden die folgende, von Powell (1978) vorgeschlagene Modifikation der BEGS-Formel:
Sei

= 98w 4+ (1 — 9%) Lgo™ (4.35)
mit . .
1 falls (v5) Tw® > 0.2(v8) T LgvX
= ’ ~ ’ 4.
v { S b falls (0F) TwR < 0.2(0%) T Lico® (4.36)

Dann ist die modifizierte BFGS-Formel nach Powell durch

(T - Lgv® ()T Ly
(vE)T 2K (VKT Lok

LK+1 = LK + (437)

gegeben. Hier ersetzt also der Vektor 2% den Vektor w’ in der urspriinglichen BFGS-Formel
(A.6).

Es ldasst sich nun nachstehende Aussage formulieren:

Lemma 4.2.8. L € R™" sei eine symmetrische und positiv definite Matrix. Fiir zwet
Vektoren v& € R™ \ {0} und w’ € R™ sei der Vektor 2K € R™ durch (4.35) und (4.36)
definiert. Dann ist

()T >0

und die durch (4.37) definierte Matriz Ly, € R™™ ist symmetrisch und positiv definit.

Bewezs.

e Fiir den Beweis von von (v%)725 > 0 unterscheiden wir zwei Fille (vgl. Geiger und

Kanzow, 2002):
— (vE)Twk > 0.2(0%) T LgoX:
Dann ist 9% = 1 und 2% = w’. Es folgt

(F) 2K = () Tw® > 0.2(0%) T Lgo® >0,

da Ly laut Annahme positiv definit ist und v® # 0.

24Ein Beweis dieser Aussage ist fiir die Wolfe-Powell-Schrittweitenregelung in Geiger und Kanzow (1999)
angegeben.
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— (5)Twk < 0.2(0%) T Lgvk:
Per Definition von 2% gilt
(0F)T 2K = 0.8(v") " L™ (v5)
(0F)T Lok — (oK) Twk

0.2(vE) T Lgv® — (vB) Tk

()T LgvE — (0F)Twk
_08(0") T 4+ 0.2(0") T Lo — (vF) T | TL oK

- (WE)T LgvK — (vF)Twk (") Liv

= 0.2(0") T Lgov®

> 0.

TwK

(UK)TLKUK

e Wir zeigen nun, dass die (offensichtlich symmetrische) Matrix Lx 1 positiv definit ist
(sieche Geiger und Kanzow, 1999):
Wegen Lemma A.7.2 existiert eine symmetrische und positiv definite Matrix L%Q €
R™™ mit L}?Lf = Lk. Verwenden wir nun die Definition (4.37) von L1, so
erhalten wir fiir ein # € R" \ {0} mit der Notation #¥ := L/*0X und #¥ := L’z die
Aussage

(2725)? (27 LygoK)?

(VKT 2K - (VKT LvK

(:UTZK)2 ((i.K)T,&K)Q

(VKT 2K a (oK) T oK

xTLKHx = Lygx+

(>1) H~KH2+ ("L‘TZK>2 _ ||iK|l2H6KH2 _ ("L‘TZK>2
Z Iz (0K) T 2K [oK[2 — (WK)T2K
(2)

> 0.

Ungleichung (1) folgt dabei aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (siche Appen-
dix A.4), welche besagt, dass ((2%)T9%)? < |75 ||?, und Ungleichung (2) ergibt
sich unmittelbar aus dem ersten Teil des Beweises. Ly ist also positiv semidefinit
und kann nur dann nicht positiv definit sein, wenn die beiden Ungleichungen (1) und
(2) fiir mindestens ein x # 0 mit Gleichheit erfiillt sind.

Wir nehmen nun also an, dass (fiir z # 0) in Ungleichung (1) Gleichheit herrscht,
womit nach Satz A.4.1 ¥ und 9% linear abhingig sind. Unter Beriicksichtigung der
Definitionen von 2% und % und der Tatsache, dass L%Q positiv definit ist, kénnen
wir folgern, dass auch  und v* linear abhingig sind.

Unter der Annahme, dass nun auch Ungleichung (2) mit Gleichheit erfiillt ist, muss
2 2K gleich 0 sein. Damit ist jedoch aufgrund der linearen Abhingigkeit von x und
vE auch (vX) 72K = 0. Dies ist ein Widerspruch zur Aussage (v5)"2% > 0 aus dem
ersten Teil des Beweises. Daher ist Ly, > 0.

]
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Wir konnen also durch die Wahl der Matrizen Ly mithilfe der modifizierten BFGS-Formel
die wichtige Bedingung der positiven Definitheit sicherstellen. Laut Spellucci (1993) war
allerdings im Erscheinungsjahr 1993 dessen Buches ,, Numerische Verfahren der nichtlinearen
Optimierung“ nicht bekannt, ob die durch die modifizierte BEFGS-Formel (4.37) definierte
Folge { Lk} k—o1.... auch gleichméBig positiv definit und beschrénkt ist. Uns ist es ebenfalls
nicht gelungen, diese Eigenschaft zu zeigen oder zu widerlegen.

Geiger und Kanzow (2002) beschreiben die modifizierte BEGS-Formel als , Interpolati-
on* zwischen der Matrix Ly aus dem letzten Schritt und der durch die BFGS-Formel
definierten Matrix in (A.6). Diese Interpretation ergibt sich aus folgenden Beobachtun-
gen:

o Ist (v5)Tw® > 0.2(v8)T Lgv®, womit in (4.36) der erste Fall eintritt, so ist 9 =1
und es resultiert wegen z¥ = w’ die BFGS-Formel ohne Modifikation.

e Tritt hingegen in (4.36) der zweite Fall ein, so resultiert fiir v # 0 stets ¥ € (0, 1),
da bei der Berechnung von ¢ der Zihler 0.8(v®)T Lxv® aufgrund der positiven
Definitheit von Ly stets positiv ist und der Nenner (v5)TLgv® — (v5)Tw® wegen

(vE)Twk < 0.2(0) T LigvX stets grofer als der Zihler ist. Ist (v)Tw® so klein, dass

wir 9% = 0 erhalten, folgt 2% ~ Lxv® und damit

LK?)K(UK>TLK LK’UK(UK)TLK

L ~ L — = L.
K+l K+ (vE)T LgvK (VE)T LgvK K

In diesem Fall wird also die vorherige Matrix Ly anndhernd beibehalten.
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5.1. Durchgefiihrte Implementierungen

Samtliche Implementierungen wurden in GNU Octave, Version 3.8.1, unter Verwendung
des Betriebssystems Ubuntu 14.04 LTS durchgefiihrt. Es wurden einige Octave-Forge-
Zusatzpakete installiert, welche gegebenenfalls fiir den korrekten Einsatz der in dieser Arbeit
verwendeten = Codes  notwendig  sind.  Informationen  dazu  sind  unter
http://octave.sourceforge.net/ zu finden. Die folgenden Pakete wurden eingebun-
den:

financial, Version 0.4.0
general, Version 1.3.4

io, Version 2.2.6
miscellaneous, Version 1.2.1
optim, Version 1.4.0
statistics, Version 1.2.3
struct, Version 1.0.10
symbolic, Version 1.1.0

Es wurden im Wesentlichen folgende Optimierungsmethoden implementiert:

e Die Methode der aktiven Menge aus Abschnitt 4.1.2

e FEin unzuléssiges Innere-Punkte-Verfahren, und zwar das ,,Predictor-Corrector“-Ver-
fahren nach Mehrotra (1992) aus Abschnitt 4.1.3

e Das unzuléssige globale SQP-Verfahren aus Abschnitt 4.2.3

Dabei ist zu beachten, dass unsere Methode der aktiven Menge zur Losung eines konvexen
quadratischen Optimierungsproblems der Form (QP) dient, wihrend Mehrotras Innere-

Punkte-Verfahren auf der dquivalenten Formulierung (QP) basiert.?

Die Umsetzung der drei Verfahren orientiert sich an den bereits theoretisch untersuchten
Pseudoalgorithmen und wird in einer separaten Projektarbeit genauer besprochen. Es seien
an dieser Stelle nur einige Besonderheiten der konkreten Implementierung des globalen
SQP-Verfahrens, welches die Behandlung von nichtlinearen Optimierungsproblemen (Ni/P)
mit linearen Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen ermoglicht,?® erwihnt:

25(QP) und (QP) sind in Abschnitt 1.3 nachzulesen.

—~—

26(NLP) wird am Beginn von Kapitel 4.2 definiert.
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e Pseudoalgorithmus 4.7 setzt eigentlich einen zuldssigen Startpunkt voraus. Es kann
jedoch nicht nur mit zuléssigen, sondern auch mit unzuléssigen Startpunkten be-
gonnen werden. Wird ein unzuliissiger Punkt 2° verwendet, so wird in der ersten
Tteration trotzdem eine Losung Az® des quadratischen Programms (NLP?) (Zeile 3
des Pseudoalgorithmus) ermittelt. AnschlieBend wird x! := 2% + Az° gesetzt. Dies
bedeutet also, dass die Schrittweitenregelung in Zeile 8 iibergangen wird. Dadurch
wird offensichtlich erreicht, dass der neue Punkt a! zulissig ist, und die folgenden
Iterationen kénnen nach dem Schema des Pseudoalgorithmus fortgesetzt werden.
Diese Implementierung bietet den Vorteil, einen eventuell bekannten, ,guten“ (also in
der Néhe der Optimallosung liegenden) Startpunkt verwenden zu koénnen, auch wenn
dieser vielleicht unzuléssig ist.

e Es ist frei wéhlbar, ob die konvexen quadratischen Teilprobleme (ﬁiJPK ), die in jeder
[teration des Algorithmus auftreten (siche Pseudoalgorithmus 4.7), mit der Methode
der aktiven Menge oder Mehrotras ,,Predictor-Corrector“-Verfahren gelost werden.

e Der Algorithmus ist in der Lage, fiir die Matrix L der Teilprobleme (WK ) immer
dann die Hesse-Matrix V2 f(2%) zu verwenden, falls diese positiv definit ist. Ansonsten
wird auf jene Matrix zuriickgegriffen, welche durch die modifizierte BFGS-Formel
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Formel, sieche Abschnitt 4.2.4) gegeben ist. Die
(symmetrische, positiv definite) Startmatrix fiir die BFGS-Formel ist defaultméfig die
n-dimensionale Einheitsmatrix, kann jedoch auch frei gewéhlt werden. Der Algorithmus
liefert unter anderem auch die in der letzten Iteration berechnete BFGS-Matrix als
Output, womit diese gegebenenfalls weiterverwendet werden kann.

Aufgrund der letzten Bemerkung bzw. der Tatsache, dass (NLPX) den Gradienten v f ()
beinhaltet, interessieren wir uns dafiir, wie die Gradienten und Hesse-Matrizen der fiir
unsere Anwendungen relevanten Funktionen effizient berechnet werden kénnen. Dies sind
die Zielfunktionen der Optimierungsprobleme (LS5), (KQ1) und (KQ2), welche in Kapitel 3
theoretisch behandelt werden und dazu dienen, ,,Risk-Budgeting“-Portfolios zu berechnen:

(KQ1) ufjfel]in}L fi(w)
st. Aw >«

(KQ2) irel]% fa(w, c)
ceR

sit. Aw >«

(LS;)  min  fis(w)

weR™
s.t. eiUH EjO, 1 ::1,...,n
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Die entsprechenden Zielfunktionen lauten wie folgt:

. 1 -
fq : R" =5 R, W —w! Yw—¢ b; In 0,w;
LS 2
i=1
n : Z ; 2
fi:R" =5 R, w»—>2b@-<w<b—w)—wTZw)
i=1 i

n

2
fo i R" xR — R, (w,c)HZbi<M—c)

b
i=1 ¢

Dabei sind 6 € {—1,1}", ¢ >0, A € RP*" o € R?, B € R™*" [ € R? und X € R™" ist
eine (symmetrische, positiv semidefinite) Kovarianzmatrix. Dariiber hinaus kann es auch
niitzlich sein, in fo(w, ¢), die Variable ¢ mit ¢ = ¢ > 0 zu fixieren (vgl. die diesbeziiglichen
Bemerkungen in Abschnitt 3.3.2). Die resultierende Funktion nennen wir f$(w):

- w;(Xw) 2
¢.R” B BtV
fs ' R" = R, wHZb@< b, c)

=1
Wir versuchen nun, die benétigten Gradienten und Hesse-Matrizen von f{g, fi, f» und
f¢ hiindisch zu ermitteln. Um unserem iterativen SQP-Algorithmus besonders kompakte
Ausdriicke zur Verfiigung stellen zu kénnen und keine expliziten Aufsummierungen imple-
mentieren zu miissen, ist es unser Ziel, Darstellungen ohne die Verwendung von Summen
anzugeben. Hierfiir werden neben den Notationen, die wir zu Beginn von Abschnitt 3.3.1
definiert haben, noch die nachstehenden Schreibweisen niitzlich sein:

D, = diag(wy, ..., wy,)

Dy, := diag(by, ..., b,)
Dy, := diag((Zw)y, ..., (Xw),)
My, = (Xw, ..., Yw)

My, bezeichnet also diejenige R™*"-Matrix, fiir die jede Spalte gleich Yw ist.

Zuerst geben wir die Resultate fiir das Programm (LS§) mit logarithmischer Schranke an:

Satz 5.1.1. Fir den Gradienten und die Hesse-Matriz der Funktion f&q(w) mit symmetri-
scher, positiv semidefiniter Matriz X € R"™", b € R’ |, 0 € {—1,1}" und einem konstanten
Skalar ¢ > 0 gelten fiir alle w € R} folgende Darstellungen:

Vo fig(w) = XYw—¢é-Dj'b
Vaw fis(w) = ¥+ ¢ DD,

Fiir die Kleinste-Quadrate-Programme kénnen wir folgenden Satz formulieren:
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Satz 5.1.2. Fir die Gradienten bzw. Hesse-Matrizen der drei Funktionen fi(w), fa(w,c)
und f§(w) mit symmetrischer, positiv semidefiniter Matriz X € R™", b € R | und einem
konstanten Skalar ¢ > 0 gelten fiir alle w € R™ und ¢ € R folgende Darstellungen:

a) Vo fi(w) =2 XDyDxy,Dy 'w+2- D%, Dy 'w — 4w Sw - Sw
v, filw) =2-XD2D; 'Y +4-YD,Dy,D;’
+4-DyDyyDy* X +2- D3 Dyt — 4w Yw - X — 8- My, Dy,
b) Vo fow,¢) =2-YDy,Ds,Dy w4+ 2- D%, Dy'w — 4c - Sw
ocfo(w,c) = —2-w' Xw+ 2
V2, folw,c) =2- XD Dy 'Y 4+ 4 - DyDyy Dy
+4-DyDs,Dy' Y +2- D3, Dyt —4dc- X
Vo (Pfocfa(w,c)) = —4- Xw
/a2 fo(w,c) = 2
c) Vo fo(w) =2+ XDyDyyDy 'w+2- D%, Dy 'w — 4é - Sw
V2, fS(w) =2-2D2D;'Y +4- £D,DyyD;
+4-D,Dyx,Dy' Y +2- D3, Dyt —de- X

Beweise dieser beiden Sitze sind in der Projektarbeit nachzulesen. Dort wurde auch anhand
numerischer Tests gezeigt, dass die direkte Berechnung von Gradienten und Hesse-Matrizen
mithilfe der Ausdriicke in Satz 5.1.1 bzw. 5.1.2 deutlich schneller moglich ist als die
Verwendung entsprechender numerischer Verfahren, die vom Octave-Forge-Paket optim zur
Verfiigung gestellt werden.

Damit ist es uns nun moglich, bei Verwendung des globalen SQP-Algorithmus in jeder
Iteration sehr effizient die Hesse-Matrix im aktuellen Iterationspunkt zu erzeugen. Wenn
diese nicht positiv definit ist und daher die Matrix aus der BFGS-Formel zur Anwen-
dung kommt, war die Berechnung zwar umsonst, der zusétzliche Zeitaufwand ist jedoch
vernachléssigbar.

5.2. Numerische Ergebnisse

Wir mochten nun in einem ersten Schritt anhand realer Daten versuchen, mithilfe der
implementierten Algorithmen und der nichtlinearen Optimierungsprobleme, welche im
vorhergehenden Abschnitt angefiihrt sind, ,,Risk-Parity“-Portfolios zu berechnen. Ziel ist es,
zu iiberpriifen, ob die genannten Programme in der Praxis handhabbar und mit unserem
globalen SQP-Algorithmus losbar sind. Vor allem die Tatsache, dass die Zielfunktionen fi,
f> und f$ nicht konvex sind, sollte dabei nicht auer Acht gelassen werden.

In einem zweiten Schritt werden wir unser ,,Risk-Parity“-Modell mit dem grundlegenden
Markowitz’schen Modell, welches im 2. Kapitel vorgestellt wird, vergleichen.
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Wie bereits implizit angedeutet, beschrianken wir uns bei unseren Untersuchungen auf
den , Risk-Parity“-Spezialfall unseres ,, Risk-Budgeting“-Modells. Wir setzten also bei
der Definition des Vektors b € R"”, fiir den im allgemeinen , Risk-Budgeting“-Problem
bi>0,Vi=1,...,nund ) b =1 erfiillt sein muss, stets b; = 1/n. Gleich hohe Risiko-
anteile fiir alle Aktien erscheinen uns namlich zur Veranschaulichung der risikobasierten
Portfoliooptimierung am geeignetsten.

Wir werden einen amerikanischen Aktienindex, ndmlich den Down Jones Composite
Average (DJCA), verwenden. Dieser beinhaltet die Aktien von 65 der bedeutendsten
US-amerikanischen Unternehmen und fasst die folgenden drei Indizes zusammen:

e Down Jones Industrial Average (DJIA),

Aktien von 30 der bedeutendsten US-amerikanischen Unternehmen
e Down Jones Transportation Average (DJTA),

Aktien von 20 US-amerikanischen Transportunternehmen
e Down Jones Utility Average (DJUA),

Aktien von 15 US-amerikanischen Versorgungsunternehmen

Dabei ist zu beachten, dass der DJIA nicht nur Aktien von Industrieunternehmen beinhaltet.
Die Bezeichnung ,, Industrial“ ist historisch bedingt.

Sowohl der DJCA als auch seine drei Subindizes sind preisgewichtet. Der Wert eines solchen
Index ergibt sich aus der Summe der Kurse aller enthaltenen Aktien, dividiert durch
einen Divisor. Dieser Divisor, welchen man fiir den DJIA auch ,,Dow Divisor” nennt, wird
beispielsweise bei Aktiensplits, nicht jedoch bei Dividendenzahlungen, angepasst. Dies
geschieht um sicherzustellen, dass der Kurs des Aktienindex konsistent bleibt.

Die  entsprechenden  Aktienkurse  entnehmen  wir  aus Yahoo  Finance
(sieche http://finance.yahoo.com/). Dort sind ndmlich (im Gegensatz zu Google Fi-
nance) sogenannte , Adjusted Close“-Preise vorhanden, die eine um Dividendenzahlun-
gen und Aktiensplits bereinigte Version der téglichen Aktien-Schlusskurse angeben (vgl.
https://help.yahoo.com/kb/finance/historical-prices-sln2311.html). Wir ver-
wenden die Zusammensetzung des DJCA aus dem Jahr 2013, welche in der nachstehenden
Tabelle ersichtlich ist.

# | Index | Yahoo-Symbol | Unternehmen Daten verfiigbar ab
1 DJIA AA Alcoa Inc. 02.01.1962
2 DJIA AXP American Express Company 01.06.1972
3 DJIA BA The Boeing Company 02.01.1962
4 DJIA BAC Bank of America Corporation 29.05.1986
5 DJIA CAT Caterpillar Inc. 02.01.1962
6 DJIA CSCO Cisco Systems Inc. 26.03.1990
7 DJIA CVX Chevron Corporation 02.01.1970
8 DJIA DD E. I. du Pont de Nemours and Company 02.01.1962
9 DJIA DIS The Walt Disney Company 02.01.1962
10 DJIA GE General Electric Company 02.01.1962
11 DJIA HD The Home Depot Inc. 22.09.1981
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12 DJIA HPQ Hewlett-Packard Company 02.01.1962
13 DJIA IBM International Business Machines Corporation 02.01.1962
14 DJIA INTC Intel Corporation 17.03.1980
15 | DJIA | JNJ Johnson & Johnson 02.01.1970
16 DJIA JPM JPMorgan Chase & Co. 30.12.1983
17 DJIA KO The Coca-Cola Company 02.01.1962
18 DJIA MCD McDonald’s Corp. 02.01.1970
19 DJIA MMM 3M Company 02.01.1970
20 DJIA MRK Merck & Co. Inc. 02.01.1970
21 DJIA MSFT Microsoft Corporation 13.03.1986
22 DJIA PFE Pfizer Inc. 01.06.1972
23 DJIA PG The Procter & Gamble Company 02.01.1970
24 DJIA T AT&T Inc. 19.07.1984
25 DJIA TRV The Travelers Companies Inc. 09.07.1986
26 DJIA UNH UnitedHealth Group Incorporated 26.03.1990
27 | DJIA UTX United Technologies Corporation 02.01.1970
28 DJIA vz Verizon Communications Inc. 21.11.1983
29 DJIA WMT Wal-Mart Stores Inc. 25.08.1972
30 DJIA XOM Exxon Mobil Corporation 02.01.1970
31 | DJTA | ALK Alaska Air Group Inc. 03.01.1983
32 | DJTA | CHRW CH Robinson Worldwide Inc. 16.10.1997
33 | DJTA | CNW Con-way Inc. 02.01.1980
34 | DJTA | CSX CSX Corp. 03.11.1980
- DJTA | DAL Delta Air Lines Inc. 03.05.2007
35 | DJTA | EXPD Expeditors International of Washington Inc. 26.03.1990
36 | DJTA | FDX FedEx Corporation 12.04.1978
37 | DJTA | GMT GATX Corp. 05.11.1987
38 | DJTA | JBHT JB Hunt Transport Services Inc. 26.03.1990
39 | DJTA | JBLU JetBlue Airways Corporation 12.04.2002
40 | DJTA | KEX Kirby Corporation 21.08.1991
41 | DJTA | KSU Kansas City Southern 05.11.1987
42 | DJTA | LSTR Landstar System Inc. 05.03.1993
43 | DJTA | LUV Southwest Airlines Co. 02.01.1980
44 | DJTA | MATX Matson Inc. 03.05.1973
45 | DJTA | NSC Norfolk Southern Corporation 02.06.1982
46 | DJTA | R Ryder System Inc. 02.01.1980
- DJTA | UAL United Continental Holdings Inc. 06.02.2006
47 | DJTA | UNP Union Pacific Corporation 02.01.1980
48 | DJTA | UPS United Parcel Service Inc. 10.11.1999
49 | DJUA | AEP American Electric Power Co. Inc. 02.01.1970
50 | DJUA | AES The AES Corporation 26.06.1991
51 | DJUA | CNP CenterPoint Energy Inc. 02.01.1970
52 | DJUA | D Dominion Resources Inc. 03.10.1984
53 | DJUA | DUK Duke Energy Corporation 06.04.1983
54 | DJUA | ED Consolidated Edison Inc. 02.01.1970
55 | DJUA | EIX Edison International 02.01.1980
56 | DJUA | EXC Exelon Corporation 02.01.1980
57 | DJUA | FE FirstEnergy Corp. 10.11.1997
58 | DJUA | NEE NextEra Energy Inc. 10.06.1983
59 | DJUA | NI NiSource Inc. 19.10.1984
60 | DJUA | PCG PG&E Corporation 01.06.1972
61 | DJUA | PEG Public Service Enterprise Group Inc. 02.01.1980
62 | DJUA | SO Southern Company 31.12.1981
63 | DJUA | WMB Williams Companies Inc. 31.12.1981
Tab. 5.1.: Aktien des DJCA sowie seiner Teilindizes DJIA, DJTA und DJUA
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Mit Ausnahme der beiden gelb markierten Unternehmen sind sémtliche Aktienkurse min-
destens seit 12. April 2002 verfiigbar. Wir werden fiir die weiteren Betrachtungen diese zwei
Aktien ignorieren und mit den restlichen 63 (statt 65) Aktien des DJCA bzw. 18 (statt 20)
Aktien des DJTA weiterarbeiten. Damit wird es uns moglich sein, verschiedene Zeitraume
vor und withrend der im Sommer 2007 beginnenden Finanzkrise zu vergleichen.?”

Wir mochten nun die téglichen ,, Adjusted Close“-Preise dieser 63 Aktien aus Yahoo Finance
fiir verschiedene Zeitraume einlesen und daraus die téaglichen Returns ermitteln. Dafiir wurde
auf die im Octave-Forge-Paket financial enthaltene Funktion fetch zuriickgegriffen, mit
der die Aktienkurse direkt aus Yahoo Finance gezogen werden kénnen.

Bei der Ermittlung der Returns halten wir uns an die Definition, welche wir im Zusam-
menhang mit dem grundlegenden Markowitz’schen Modell in Kapitel 2 verwendet haben:
Der Return der i-ten Aktie in einem Zeitraum [Tp, T}] ist demnach eine Zufallsvariable und
wird durch

ph — pfo

ZP#

(2

Ri:

beschrieben, wobei P® dem (bekannten) Preis des i-ten Assets zum Zeitpunkt Ty und P
dem (unbekannten, zufilligen) Preis des i-ten Assets zum Zeitpunkt 77 entspricht.

Fiir die Berechnung der realisierten Returns ziehen wir (wie bereits erwéhnt) die ,, Adjusted
Close“-Preise heran. Diese multiplizieren wir jedoch anschliefend noch mit 100, um die
prozentualen Werte, also die Realisierungen der Zufallsvariablen R; := R; - 100, zu erhalten.
Dies hat in erster Linie numerische Griinde, da die téglichen Returns und damit auch deren
Erwartungswerte und Varianzen naturgeméf sehr klein sind.

Fiir die Untersuchungen der folgenden beiden Unterkapitel benétigen wir nun Schétzungen X
der Kovarianzmatrix X der zufilligen Returns (0; ; = Cov(R;, R;)) und fiir die vergleichende
Analyse von ,,Risk-Parity* und ,, Mean-Variance* auch Schatzungen [i der entsprechenden
Erwartungswerte g (mit u; = E (R;)). Diese Werte werden stets durch die Verwendung
der in GNU Octave vorhandenen Funktionen cov bzw. mean berechnet. Weitreichendere
Schitzmethoden werden im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt.

5.2.1. Berechnung von ,,Risk-Parity*“-Portfolios

Wir beginnen nun damit, zu {iberpriifen, ob es moglich ist, mithilfe der vier Funktionen f,
fa, f€ sowie f{q die gesuchten ,Risk-Parity“-Portfolios zu ermitteln. In diesem Abschnitt
werden wir den Dow Jones Composite Average mit den angegebenen n = 63 Aktien
verwenden. Die Schétzung Y der Kovarianzmatrix X ermitteln wir aus den taglichen
Returns von 1. Januar 2013 bis 31. Dezember 2014. Diese Zeitspanne entspricht ca. 500

2TEs ist zu beriicksichtigen, dass der DJCA in seiner Zusammensetzung im Jahr 2014 noch zwei weitere
Aktien beinhaltet, deren Kurse in Yahoo Finance erst seit dem Jahr 2008 zur Verfiigung gestellt werden.
Daher verwenden wir auch die Indexkomponenten von 2013.
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Datenpunkten. Die Wahl des Zeitraumes ist hier jedoch nebenséchlich, da es uns vorerst
nur um die prinzipielle Losbarkeit des ,, Risk-Parity“-Problems mithilfe der erwéhnten
Optimierungsprobleme geht.

Wir wissen aus den theoretischen Uberlegungen in Abschnitt 3.3.1, dass es héchstens ein
, Risk-Parity“-Portfolio gibt, falls wir fiir jedes Asset das Vorzeichen des entsprechenden
Assetgewichts vorgeben und die Summe aller Assetgewichte auf 1 normieren (siehe Ko-
rollar 3.3.6). Folgende vier Optimierungsprobleme werden im Folgenden geldst, wobei die
Zielfunktionen wieder jenen aus Kapitel 5.1 (mit b; = 1/n, Vi = 1,...,n und X = Z:’)
entsprechen:

(KQ1) min fi(w) (KQ2) min fo(w,c)
wERS3 weRS3
ceR
s.t. QZU)ZZO, 221,763 s.t. 07,21)120, 2217,63

63 63
i=1 i=1

(KQ3)  min f5(w) (LSj)  min  fis(w)
s.t. szZZO, Z:1,,63 s.t. 07,21)7,20, 2217,63

Es ist zu beachten, dass in den Optimierungsproblemen (@) und (@) nicht nur die
Vorzeichen der Assetgewichte als Ungleichungen fixiert sind, sondern auch unmittelbar die
Summe der Gewichte in Form einer Gleichheitsrestriktion gleich 1 gesetzt werden kann. Fiir
(LS5) und (@C) wissen wir aus Abschnitt 3.3.1 bzw. 3.3.2, dass dies nicht moglich ist.
In diesen beiden Programmen wird stattdessen der konstante Wert ¢ > 0 beliebig gewéhlt
und nach Losung der Optimierungsprobleme eine Gewichtsnormierung vorgenommen. Wir
verwenden hier sowohl fiir (LS$) als auch fiir (KQ3°) stets ¢ = 1.

(@) und (@) sind auch die einzigen beiden Formulierungen, die noch sinnvoll um
weitere Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen (wie obere und untere Schranken fiir
die Gewichte oder Bedingungen an den Return) erweitert werden kénnen. Unser Hauptau-
genmerk liegt also auf diesen beiden praxisrelevanten Programmen.

Wir fithren nun séimtliche Berechnungen fiir zwei verschiedene Vektoren § € {—1,1}% (also
fiir verschiedene Gewichtsvorzeichen) durch:

o 1. Test: 0, =1,i€{1,...,63}
Zuerst interessieren wir uns also fiir den ,, Long-Only“-Fall.

e 2. Test: ;= —1,i€{1,31,49} und 6, = 1,7 € {1,...,63}\ {1,31,49}
Zum Vergleich versuchen wir, ein , Risk-Parity“-Portfolio zu ermitteln, in dem auch
,ohort Selling” erlaubt ist. Hierfiir setzen wir jeweils fiir eine Aktie der drei Teilindizes
des DJCA, némlich fiir ,,Alcoa Inc.“ aus dem Dow Jones Industrial Average (i = 1),
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»Alaska Air Group Inc.” aus dem Dow Jones Transportation Average (i = 31) und
»American Electric Power Co. Inc“ aus dem Dow Jones Utility Average (i = 49), das
Vorzeichen auf —1. Die Wahl dieser drei Aktien ist willkiirlich und entspricht fiir
jeden Subindex jeweils der alphabetisch ersten Komponente. In den iibrigen 60 Aktien
streben wir wieder ,,Long Positions“ an.

Wir wenden unsere Implementierung des globalen SQP-Algorithmus auf unsere vier Optimie-
rungsprobleme an, wobei wir zur Ermittlung des jeweiligen Gradienten und der Hesse-Matrix
in jeder Iteration auf die Resultate der Sétze 5.1. 1 und 5.1.2 zuriickgreifen. Als zuléssigen
Startpunkt wihlen wir den Vektor w® mit w? = 263 = und in fy zusitzlich ® = (w O)TEUJO

als Startwert fiir die Variable c. Dies entspricht im ,, Long-Only“-Fall w; = 1/63 (,, Weight-
Budgeting®, siehe Abschnitt 3.3.1.1). Im zweiten Test gilt w; = ¢i/s7. Fiir die Losung
der konvexen, quadratischen Teilprobleme, die in jeder Iteration des SQP-Algorithmus
auftreten, verwenden wir pro Optimierungsproblem einmal unsere Implementierung der
Methode der aktiven Menge und einmal unser unzuléssiges Innere-Punkte-Verfahren nach
Mehrotra, um auch einen Vergleich zwischen diesen beiden Varianten ziehen zu koénnen.
Wir interessieren uns fiir die Laufzeit der Algorithmen, die Anzahl der Iterationen (wobei
wir auch beriicksichtigen, wie oft die Matrix aus der BFGS-Formel bzw. die Hesse-Matrix
der Zielfunktion im aktuellen Iterationspunkt verwendet wird), die groBten und kleinsten
totalen Risikobeitrige in den ermittelten Portfolios (woraus direkt ersichtlich ist, ob es sich
um eine ,, Risk-Parity“-Losung handelt), und die Portfolio-Varianzen. Die Ergebnisse sind
in den nachstehenden beiden Tabellen aufgelistet:

Test 1: ,Long-Only“, 6, =1,i € {1,...,63}
Probl. | Methode | Laufzeit | BFGS | Hesse | min. ¢7 | max. ¢} | PF-Var.
(KQ1) | Akt. Men. | 19.757 Sek. 97 0 0.00647 | 0.00647 0.407
(KQ1) | Inn. Pkt. | 101.010 Sek. 97 0.00647 | 0.00647 0.407
)
)

(KQ2) | Akt. Men. 1.473 Sek. 0.00647 | 0.00647 0.407
0.00647 | 0.00647 0.407
0.00647 | 0.00647 0.407

0.00647 | 0.00647 0.407
0.00647 | 0.00647 0.407
0.00647 | 0.00647 0.407

4
(KQ2) | Inn. Pkt. 7.874 Sek. 4
(KQ3%) | Akt. Men. | 0.002 Sek. | 0

0
0
0

(KQ3%) | Inn. Pkt. | 5.057 Sek.
(LSE) | Akt. Men. | 0.050 Sek.
(LS5) | Inn. Pkt. 4.216 Sek.

oo |ols|ls|lo

Tab. 5.2.: Berechnung eines , Risk-Parity“-Portfolios im ,,Long-Only“-Fall fiir den DJCA
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Test 2: 0, = —1,7€ {1,31,49} und 0, = 1,7 € {1,...,63} \ {1, 31,49}
Probl. | Methode | Laufzeit | BFGS | Hesse | min. ¢7 | max. ¢} | PF-Var.
) | Akt. Men. | 24.407 Sek. 99 0 ~ 0 0.00698 0.398
) | Inn. Pkt. | 117.527 Sek. 99 ~ 0 0.00698 0.398
(KQ2) | Akt. Men. 4.491 Sek. 90 ~ 0 0.00698 0.398
)

Inn. Pkt. | 102.237 Sek. 90 ~ 0 0.00698 0.398
(KQ3¢) | Akt. Men. 0.129 Sek. ~ 0 0.00668 0.401

(KQ3%) | Inn. Pkt. | 4.197 Sek. ~0 | 0.00668 | 0.401
(LS5) | Akt. Men. | 0.081 Sek. 0.01226 | 0.01226 | 0.772
(LS5) | Inn. Pkt. | 6.673 Sek. 8 | 0.01225 | 0.01226 | 0.772

o] [T [V YU VIS O

OO |

Tab. 5.3.: Berechnung eines ,, Risk-Parity“-Portfolios mit ,Long* und ,,Short Positions* fiir den DJCA

Wir vergleichen nun die einzelnen Ergebnisse und machen folgende Beobachtungen:

e Sowohl die Implementierung der Methode der aktiven Menge als auch des ,,Predictor-
Corrector“-Verfahrens nach Mehrotra sind in der Lage, die iterativ auftretenden
quadratischen Teilprobleme zu losen. Allerdings sind die Laufzeiten bei Verwen-
dung des ersteren Losungsverfahrens um ein vielfaches geringer. Es ist jedoch stark
anzunehmen, dass dies durch den Einsatz von effizienteren (gegebenenfalls numeri-
schen) Methoden fiir die Losung der Gleichungssysteme (4.21) und (4.23), die im
,Predictor-Corrector“-Verfahren auftreten, gedndert werden kann. Dariiber hinaus ist
zu berticksichtigen, dass wir fiir die Innere-Punkte-Methode als Input quadratische
Programme der Form (QP) benotigen (siehe Kapitel 4.1.3). Die entsprechende Trans-

A

formation von (QP) auf (QP), die in Kapitel 1.3 erlautert wird, fithrt jedoch zu einer
deutlichen Erhchung der Dimension (von n auf n = 2n + p mit p fiir die Anzahl der
Ungleichheitsrestriktionen).

e Die berechneten lokalen Optima des konvexen Optimierungsproblems (LS5) mit loga-
rithmischer Schranke sind klarerweise auch globale Optima und damit die gesuchten
»Risk-Parity“-Losungen. Dies erkennen wir auch am Vergleich von gréffitem und
kleinstem Risikobeitrag, welche in beiden Tests iibereinstimmen. Die Varianz des
,, Long-Only“-Portfolios im ,,Risk-Parity“-Zustand ist mit 0.407 deutlich kleiner als fiir
den zweiten Fall, in dem auch drei ,,Short Positions* vorkommen (0.772). Wie zu er-
warten, wurde aufgrund der Konvexitiit von ffq stets die positiv definite Hesse-Matrix
anstatt der BFGS-Matrix genommen.

o Fiir (K/\Ql) war es hingegen nie moglich, auf die Hesse-Matrix zuriickzugreifen. Bei
(@) treten sowohl Iterationen mit der Hesse- als auch mit der BEFGS-Matrix auf.

In (K/\Q?)C) iberwiegen sogar die Iterationen mit Hesse-Matrizen deutlich.

e Im ,Long-Only“-Fall sind alle berechneten Losungen globale Losungen. Samtliche
Zielfunktionswerte fiir f;, fo und f< sind kleiner als 1078, die kleinsten und gréften
Risikobeitriage stimmen iiberein und die Losungen sind damit ,, Risk-Parity“-Portfolios.
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Es hat also keine Probleme bereitet, dass diese drei Funktionen nicht konvex sind.
Auffallend ist, dass die Losung von f5 deutlich schneller erfolgt als von f;. Es erscheint
also tatséchlich auch fiir praktische Anwendungen (und nicht nur fiir unsere theoreti-
schen Betrachtungen in Kapitel 3.3.2) sinnvoll, den quadratischen Term w' Xw in f,
durch die zusétzliche Variable ¢ zu ersetzen.

Der zweite Test zeigt ein etwas anderes Bild: Mit dem gewihlten Startpunkt sind
wir bei allen drei nicht-konvexen Funktionen in lokalen Optima gelandet, die nicht
global optimal sind. Dies erkennen wir daran, dass die kleinsten Risikobeitrige gleich
0 sind und nicht mit den grofiten Risikobeitrégen iibereinstimmen. Eine genauere
Betrachtung der berechneten Punkte zeigt sogar, dass die Gewichte aller drei Aktien,
fiir die wir negative Gewichtsvorzeichen definiert haben, stets gleich 0 sind (und damit
am Rand der Zuléssigkeitsmenge liegen). Des Weiteren sehen wir, dass die Anzahl
der Iterationen zur Losung von (@) im Gegensatz zum ersten Test beinahe auf
dem Niveau von (@) liegt. Trotzdem bietet (@) vor allem bei Verwendung der
Methode der aktiven Menge noch einen deutlichen Laufzeitvorteil gegeniiber (K/\Ql)
Die Algorithmen terminieren fiir die Zielfunktion f¢ mit festem ¢ teils deutlich
schneller als fiir fo mit der Variable c. Doch wie bereits erwdhnt, kénnen wir dies nur
fiir bestimmte Spezialfiille (keine Restriktionen aufler Vorzeichenbedingungen) nutzen.

Um als Abschluss dieser ersten praktischen Analysen noch einen empirischen Vergleich ziehen
zu konnen, in welchem Verhéltnis die benotigten Iterationen unserer beiden Algorithmen
zur Losung konvexer quadratischer Probleme stehen, betrachten wir noch kurz folgendes
»Minimum-Variance“-Programm, wobei wir wieder den Dow Jones Composite Average
zugrunde legen:

__ 1
(MV) min EwTZw

welR63
st. w; >0, +1=1,...,63

30 48 63

E w; > /5, E w; > 15, E w; > 15
i=1 =31 1=49

63

=1

Wir nehmen also eine Gewichtsnormierung vor und verlangen, dass die Gewichtssumme
der Aktien der drei Subindizes DJIA (i = 1,...,30), DJTA (i = 31,...,48) und DJUA
(1 =49, ...,63) jeweils mindestens 20% betriagt. Wir erhalten folgende Resultate:

Test 3: ,,Minimum-Variance*
Methode Laufzeit | Iterationen | min. ¢? | max. ¢’ | PF-Varianz
Aktive Menge | 0.790 Sek. 46 ~ 0 0.0480 0.283
Innere Punkte | 1.285 Sek. 9 ~ 0 0.0480 0.283

Tab. 5.4.: Berechnung eines ,, Minimum-Variance*“-Portfolios fiir den DJCA
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Wir sehen, dass das unzuléssige Innere-Punkte-Verfahren deutlich weniger Iterationen
benotigt als die Methode der aktiven Menge. Effizientere Losungsmethoden fiir die (ver-
gleichsweise) aufwendigen Gleichungssysteme (4.21) und (4.23) in Mehrotras ,,Predictor-
Corrector“-Verfahren lassen also tatsédchlich Laufzeitverbesserungen erhoffen, was nicht
mehr im Rahmen dieser Arbeit liegt. Wir haben in unserer Umsetzung dieser Methode
nur beriicksichtigt, dass (4.21) und (4.23) iiber die gleiche Koeffizientenmatrix verfiigen,
und daher eine LR-Zerlegung verwendet, um die Matrixfaktorisierung nur ein Mal pro
Iteration durchfithren zu miissen und damit Laufzeit zu sparen. Die Funktionalitit der
implementierten Algorithmen wurde hiermit jedoch gezeigt.

5.2.2. Eine vergleichende Analyse von ,,Risk-Parity* und
»Mean-Variance*

In diesem Kapitel mochten wir nun sowohl fiir den Dow Jones Composite Average als
auch fiir jeden der drei kleineren Teilindizes Dow Jones Industrial Average, Dow Jones
Transportation Average sowie Dow Jones Utility Average das ,Risk-Parity“-Modell und
das Markowitz’sche ,,Mean-Variance“-Modell vergleichen. Dies ist moglich, da uns mit
den besprochenen Kleinste-Quadrate-Optimierungsproblemen Formulierungen des ,,Risk-
Parity“-Modells zur Verfiigung stehen, in denen wir die selbe Zuléssigkeitsmenge wie fiir die
»Mean-Variance“-Probleme zugrunde legen kénnen. Konkret verwenden wir nachstehende
zwei Programme:

—_ 1 —_
MW1 in -—w'Y KQ2 i
( ) min jw Yw (KQ2) min  fo(w,c)
ceR
s.t. uTwZT s.t. uTwzr
w; >0, 2=1,...,n w; >0, 71=1,...,n

i=1 =1

b;
,Risk-Parity“-Ansatz nicht rein risikobasiert ist, da auch der erwartete Return eine Rolle
spielt.

2
Dabei ist wieder fo(w,c) => 1 | b, (M - c) mit b; = 1/n. Man beachte, dass hier der

(m) basiert auf der Formulierung (MW1) des Markowitz’schen Modells aus dem 2.
Kapitel. Ebendort sind noch zwei dquivalente Problemformulierungen angegeben. Die
Entscheidung fiir die Verwendung der Zielfunktion fs(w, ¢) im , Risk-Parity“-Modell anstatt

von fi(w) =>"1" b, (@ — wTZ]w) treffen wir aufgrund der numerischen Resultate
des vorhergehenden Abschnittes 5.2.1.
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Wenn wir in weiterer Folge von ,Mean-Variance“-Portfolios sprechen, so meinen wir

Losungen von (m) Die berechneten Minima von (KQ2), von denen wir im Allge-
meinen nicht wissen, ob sie nur lokale oder auch globale Optima sind, werden wir (in
Ubereinstimmung mit Kapitel 3.3.2) als approzimative ,Risk-Parity“-Portfolios bezeichnen,
da ja fiir ausreichend grofie r selbst das globale Optimum von (I?QE) nicht im ,,Risk-Parity*-
Zustand ist.

Ziel wird es sein, Schétzungen von p und Y aus den téglichen Returns eines gewissen
Zeitraumes zu berechnen, diese als Input fiir unsere beiden Modelle zu verwenden und
anschlieBend die Performance der ermittelten Portfolios in einem anderen Zeitraum zu
vergleichen. Wie bereits erwahnt, stehen die Daten aller 63 Aktien in Yahoo Finance ab 12.
April 2002 vollstéandig zur Verfiigung. Daher berechnen wir zu Beginn fiir jedes einzelne
Jahr von 2003 bis 2014 (also mit jeweils ca. 250 Datenpunkten) eine Schitzung Y der
Kovarianzmatrix, auf deren Diagonale die geschitzten Varianzen 62 der einzelnen Assets
stehen, um einen Uberblick iiber die Daten zu erhalten und geeignete Zeitperioden fiir unsere
Vergleiche auswéhlen zu kénnen. In der folgenden Tabelle sind die ermittelten Werte

2

Orin '= ;minn {67} und 62 =  max {67}

max
=1,..., n

fiir die Indizes DJCA, DJIA, DJTA und DJUA aufgelistet.

Jahr DJCA DJIA DJTA DJUA
o2 o2 o2 o2 o2 o2 o2 o2

min max min max min max min max

2003 | 0.715 | 18.384 | 0.715 | 6.181 | 0.715 | 7.868 | 0.998 | 18.384
2004 | 0.537 | 7.750 | 0.713 | 4.879 | 0.585 | 7.750 | 0.537 | 4.513
2005 | 0.569 | 5.736 | 0.569 | 2.966 | 1.494 | 5.736 | 0.675 | 4.257
2006 | 0.455 | 9.155 | 0.455 | 3.202 | 1.483 | 9.155 | 0.535 | 2.824
2007 | 0.518 | 7.008 | 0.518 | 4.527 | 0.958 | 7.008 | 0.996 | 3.430
2008 | 3.517 | 39.852 | 3.517 | 39.852 | 6.157 | 36.832 | 3.535 | 23.118
2009 | 1.239 | 60.766 | 1.239 | 60.766 | 4.324 | 21.836 | 1.309 | 14.749
2010 | 0.655 | 6.845 | 0.655 | 5.516 | 1.785 | 6.845 | 0.679 | 5.295
2011 | 0.684 | 13.155 | 0.896 | 13.155 | 1.881 | 10.520 | 0.684 | 5.945
2012 | 0.370 | 6.404 | 0.370 | 6.067 | 0.808 | 6.404 | 0.451 | 2.095
2013 | 0.552 | 5.741 | 0.552 | 5.741 | 0.737 | 4.159 | 0.625 | 1.974
2014 | 0.544 | 5.715| 0.544 | 3.628 | 0.725 | 5.715 | 0.700 | 3.581

Tab. 5.5.: Varianzen der Aktien des DJCA und seiner Teilindizes fiir die einzelnen Jahre von 2003 bis 2014

Wir beobachten, dass vor allem in den zwei Jahren unmittelbar nach dem Beginn der
Finanzkrise, 2008 und 2009, sehr hohe Varianzen auftreten. Dagegen sind in den Jahren
2004 und 2005 die Werte fiir 62, und 62,  empfindlich kleiner. In den Jahren 2013 und

2014 erreichen diese Kennzahlen wieder das Niveau von 2004/2005. Basierend auf diesen
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Erkenntnissen arbeiten wir mit den drei verschiedenen Zeitrdumen von 1. Januar 2004
bis 31. Dezember 2005 (also vor der Finanzkrise), von 1. Januar 2008 bis 31. Dezember
2009 (also wihrend der Mitte 2007 einsetzenden Finanzkrise) sowie von 1. Januar 2013 bis
31. Dezember 2014. Wir fassen also jeweils zwei vollstdndige, aufeinanderfolgende Jahre
zusammen und verwenden somit in etwa 500 Datenpunkte pro Periode.

Wir lesen nun die téglichen Returns (in Prozent) fiir diese drei Perioden ein. Anschlieend
schétzen wir g und X' basierend auf dem Zeitraum 2004/2005, verwenden diese Schitzungen

als Input fur (MW1) sowie (E(\Q/Z) und l6sen diese beiden Programme mit verschiedenen
unteren Return-Schranken r, wobei wir 300 dquidistante Werte im Intervall [rupin, 7max]
verwenden.?® Fiir die resultierenden Portfolios des zusammengesetzten DJCA vergleichen
wir noch die realisierten Returns und Varianzen im Zeitraum der Schétzung (2004,/2005) und
dariiber hinaus auch im zweiten Zeitraum von 1. Januar 2008 bis 31. Dezember 2009. Damit
konnen wir feststellen, ob die approximativen ,,Risk-Parity“-Portfolios, die wir anhand der
Return-Daten aus der Zeit vor der Finanzkrise berechnet haben, wéahrend der Finanzkrise
bessere Resultate liefern als die traditionellen ,, Mean-Variance“-Portfolios.

Weiters werden wir noch eine zweite Schitzung aus den Daten des Zeitraumes 2008/2009
erstellen und nach dem gleichen, soeben beschriebenen Schema vorgehen. Als Vergleichs-
zeitraum wird uns hier die Periode von 1. Januar 2013 bis 31. Dezember 2014 dienen. Wir
vermuten ndmlich, dass sich sich das ,,Mean-Variance“-Modell bei Schiatzung von X aus
den sehr volatilen Returns der Jahre 2008,/2009 stark auf die wenigen Aktien konzentriert,
welche vergleichsweise kleine Varianzen aufweisen, und aufgrund der resultierenden geringen
Diversifikation wiederum ,,nach der Krise* schlechter abschneidet.

Bei der Losung von (W) und (@/2) gehen wir wie folgt vor:

,»Mean-Variance“-Problem (hm)

e Wir losen die 300 konvexen quadratischen Probleme mit den verschiedenen Return-
Schranken stets mit der Methode der aktiven Menge.

e Zuerst erfolgt die Losung von (m) mit r = ryac. Anschlieend verringern wir
iterativ die Return-Schranke bis r = ry;, und verwenden als Startpunkt jeweils
das zuvor berechnete Portfolio, welches klarerweise (wegen pu'w > r) zulissig fiir
das nachfolgende Problem mit kleinerem r ist und hoffentlich einen guten Startwert
darstellt.

»Risk-Parity*“-Problem (I?(\Qa)

e Es kommt die Implementierung unseres globalen SQP-Algorithmus zur Anwendung,
wobei wir fiir die Losung der auftretenden quadratischen Teilprobleme die Methode
der aktiven Menge wéhlen.

e Die Berechnung des Gradienten und der Hesse-Matrix fiir die Zielfunktion von (I?(\Q/Q)
erfolgt in jeder Iteration mittels Satz 5.1.2.

28 min 1= Min,epn {,uTw | Iyw > 0,e"w = 1}, Tmax = MaXycRn {;[rw | [yw > 0,e"w= 1}.
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e Wir berechnen zu Beginn mithilfe des konvexen Optimierungsproblems (LS§) das
sechte“ | Risk-Parity“-Portfolio w® mit positiven Gewichten und Gewichtssumme 1,
da wir in Abschnitt 5.2.1 gesehen haben, dass in der Praxis bei direkter Verwendung
der Zielfunktion f5 durchaus lokale Optima auftreten kénnen, die nicht global optimal
sind.

e Nun starten wir bei rgp := p' wR?F und erhohen zuerst iterativ die Return-Schranke
bis 7max, anschliefend verringern wir diese (wieder ausgehend von rgp) bis 7y, sodass

wir insgesamt auch fiir (I/(Qé) 300 Portfolios berechnen. Als Startpunkt wihlen wir zu
Beginn (w’, ¢®) mit w® = wRf und & = (W) T Dwl? | fiir die weiteren Berechnungen
wieder den jeweils zuletzt berechneten Punkt. Mit dieser Vorgangsweise kénnen
wir davon ausgehen, stets einen ,guten® (also in der Néhe des zu berechnenden
approximativen , Risk-Parity“-Portfolios liegenden) Startpunkt zu verwenden, da
die Return-Schranke pro Berechnung nur geringfiigig um =e2zmmin geindert wird.
Dieser Startpunkt ist zwar bei der iterativen Erhohung der Return-Schranke nicht
zuléissig, dies stellt jedoch fiir unseren SQP-Algorithmus kein Problem dar (vgl. die
diesbeziigliche Bemerkung in Abschnitt 5.1). Die zuletzt verwendete BFGS-Matrix
eines Problems verwenden wir wiederum als Startmatrix fiir die BFGS-Formel im
darauffolgenden Problem mit geringfiigig hoherer bzw. niedrigerer Return-Schranke.
Verschiedene Versuche haben gezeigt, dass dies eine sinnvolle Vorgangsweise ist und bei
Verwendung der n-dimensionalen Einheitsmatrix als BFGS-Startmatrix (Defaultwert
in unserer Implementierung) oftmals mehr Iterationen benétigt werden.

DJIA DJIA DJTA DJUA
I A A 0 MMM [ JALK I A\EP
I A XP I MRK [ 1CHRW I \ES
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Fiir samtliche folgende Grafiken kommt die in Abbildung 5.1 angegebene Legende zur
Anwendung. Damit kénnen wir anhand der farblichen Zuordnung auch fiir den zusammen-
gesetzten Dow Jones Composite Average auf einen Blick erkennen, aus welchen Subindizes
die einzelnen Aktien stammen.

5.2.2.1. Vergleich der Zeitrdume 2004 /2005 und 2008/2009

Wir beginnen mit dem 63 Aktien beinhaltenden Dow Jones Composite Average. Wie bereits
erwahnt, haben wir die Schétzungen fiir © und X' fiir die folgenden Untersuchungen aus
den téglichen Returns von 1. Januar 2004 bis 31. Dezember 2005 ermittelt.

In Abbildung 5.2 sehen wir die Zusammensetzung der berechneten ,,Mean-Variance“-
Portfolios. Dort ist auch das ,, Minimum-Variance“-Portfolio eingezeichnet, welches im
betrachteten Zeitraum 2004/2005 einen erwarteten téglichen Return von 0.0265% aufweist.
Abbildung 5.3 zeigt uns dagegen die Zusammensetzung der approximativen , Risk-Parity*-
Portfolios. Der erwartete tagliche Return des ,,echten® |, Risk-Parity“-Portfolios liegt bei
0.0526% und damit etwa doppelt so hoch wie fiir ,, Minimum-Variance®, dessen Returnwert
zum Vergleich ebenfalls in der Grafik aufscheint.

Uns fallt sofort auf, dass die Gewichte im ,,Risk-Parity“-Portfolio recht gleichméafig iiber
alle Aktien verteilt sind. Jede Aktie ist positiv gewichtet. Wie wir aus den theoretischen
Untersuchungen in Kapitel 3.3.1 bereits wissen, muss dies auch so sein (Lemma 3.3.1). Fiir
unsere approximativen Losungen mit hoheren Return-Schranken werden zwar auch Aktien
mit 0 gewichtet, trotzdem erhalten wir im Verhéltnis zu ,,Mean-Variance“ grofteils eine viel
starkere Diversifikation. Das ,,Minimum-Variance“-Portfolio setzt sich beispielsweise aus
nur 19 Aktien (davon nur eine aus dem DJTA) zusammen. Vor allem ist es auch gelungen,
die Return-Restriktion p"w > r vom ,,Mean-Variance“- auf das , Risk-Parity“-Modell zu
iibertragen, womit einem Investor ermdglicht wird, Anforderungen an den Mindest-Return
zu stellen und trotzdem die Idee des ,,Risk-Parity“ zu nutzen. Fiir die verwendete Testinstanz

scheint somit das Optimierungsproblem (@) seinen Zweck zu erfiillen.

In den nachfolgenden Grafiken sind die analogen Ergebnisse fiir die Teilindizes DJIA
(Abbildungen 5.4 und 5.5), DJTA (Abbildungen 5.6 und 5.7) sowie DJUA (Abbildungen 5.8
und 5.9) angegeben. Wir konnen dort wieder die starke Diversifikation bei ,, Risk-Parity“ bzw.
eine Konzentration auf wenige Aktien bei ,,Mean-Variance* erkennen. Wie beim DJCA
liegt der Return des ,,echten® , Risk-Parity“-Portfolios jeweils iiber jenem der ,Minimum-
Variance“-Losung. Auch fiir héhere Return-Schranken scheint es, als wiirden wir sinnvolle
Portfolios basierend auf einer Approximation des , Risk-Parity“-Zustandes erhalten.

Abbildung 5.10 beinhaltet nun die interessante Gegeniiberstellung der durchschnittlichen rea-
lisierten tdaglichen Portfolio-Returns und der entsprechenden realisierten Portfolio-Varianzen
der ,Mean-Variance“- und der approximativen ,Risk-Parity“-Portfolios, welche wir fiir
den zusammengesetzten DJCA-Index ermittelt haben. Wir vergleichen diese Werte sowohl
fir die Schétzperiode 2004/2005 als auch fiir den Zeitraum 2008/2009 (also wéhrend der
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Finanzkrise). In den oberen beiden Plots (Schétzperiode 2004/2005) ist auf der a-Achse
die untere Schranke fiir den Portfolio-Return angegeben, die wir bei der Berechnung der
Portfolios verwendet haben. Wie bereits erlautert, wurden 300 Portfolios mit dquidistanten
Werten im Intervall [y, rmax] fiir die untere Return-Schranke berechnet. Auf den unteren
beiden Plots (Vergleichszeitraum 2008/2009) gibt die z-Achse hingegen den korrespon-
dierenden Index dieser 300 Portfolios an. Der Index 0 entspricht dabei jenem Portfolio,
welches zuvor unter Verwendung der unteren Schranke r,;, ermittelt wurde, wiahrend der
Index 300 jenes Portfolio angibt, dessen Konstruktion mithilfe der unteren Schranke 7.,
erfolgte. Man beachte, dass die Grafik rechts oben die effiziente Front beinhaltet (vgl.
Kapitel 2). Diese entspricht genau der blauen Linie fiir alle Return-Schranken , rechts“ der
»Minimum-Variance“-Losung (blauer Punkt). Des Weiteren beobachten wir wie folgt:

e Zeitraum 01.01.2004 bis 31.12.2005:
Die Varianzen der approximativen , Risk-Parity“-Losungen liegen nur minimal {iber
jenen der ,Mean-Variance“-Portfolios. Dies ist dahingehend bemerkenswert, dass bei

(I/(\Q/Q) nur versucht wird, den ,,Risk-Parity“-Zustand zu erreichen, wihrend in (M\7v/1)
eine Varianzminimierung stattfindet. Ein potentieller Nachteil des , Risk-Parity“-
Modells gegeniiber dem Markowitz’schen Modell (ndmlich hohere Volatilitdten) scheint
hier kein allzu grofles Problem darzustellen.
e Zeitraum 01.01.2008 bis 31.12.2009:

Wir machen in der Grafik links unten (Abb. 5.10) im Wesentlichen folgende interessante
Beobachtung: Je hoher wir zuvor fiir 2004/2005 die untere Schranke fiir den erwarteten
taglichen Portfolio-Return gewéhlt haben, desto niedriger féllt schlussendlich der
realisierte tigliche Return im Zeitraum 2008/2009 aus. Uber weite Bereiche liefern
jedoch alle 300 berechneten approximativen ,, Risk-Parity“-Portfolios héhere Returns
als die korrespondierenden ,, Mean-Variance“-Loésungen und scheinen damit krisenfester
zu sein. Fiir die Portfolio-Indizes 160 bis 225 (Return-Schranken zwischen 0.074% und
0.130% Prozent bei der Berechnung der Portfolios anhand der Daten von 1. Januar
2004 bis 31. Dezember 2005) erhalten wir beispielsweise bei ,, Risk-Parity* noch positive
Returns, bei ,Mean-Variance* dagegen negative. Zudem liegen fiir die Portfolios mit
den Indizes von 150 bis 300 (was zuvor einer unteren Return-Schranke zwischen
0.065% und 7.y &~ 0.194% entsprochen hat) die realisierten Varianzen auf nahezu
identischem Niveau. Wir wiirden daher a posteriori wohl die approximativen ,,Risk-
Parity“-Portfolios bevorzugen.
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Dow Jones Composite Average: Mean-Variance-Portfolios
Schitzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005

Aktiengewichte
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Abb. 5.2.: DJCA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2004/2005
Dow Jones Composite Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.3.: DJCA: approximative , Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2004 /2005
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Dow Jones Industrial Average: Mean-Variance-Portfolios

Schitzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.4.: DJIA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2004/2005

Dow Jones Industrial Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.5.: DJIA: approximative ,, Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2004/2005
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Dow Jones Transportation Average: Mean-Variance-Portfolios
Schitzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.6.: DJTA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2004 /2005

Dow Jones Transportation Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.7.: DJTA: approximative , Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2004 /2005
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Dow Jones Utility Average: Mean-Variance-Portfolios
Schitzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.8.: DJUA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2004 /200

Dow Jones Utility Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.9.: DJUA: approximative ,Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2004 /2005
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Dow Jones Composite Average
Schétzung von p und X aus téglichen Returns von 01.01.2004 bis 31.12.2005

Vergleich der real. Portfolio-Returns Vergleich der real. Portfolio-Varianzen
im Zeitraum von 01.01.2004 bis 31.12.2005 im Zeitraum von 01.01.2004 bis 31.12.2005
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Abb. 5.10.: DJCA: ,Mean-Variance“- und approx. ,, Risk-Parity“-Portfolios von 2004/2005 im Vergleich
blauer Punkt: ,, Minimum-Variance“-Portfolio
roter Punkt: ,Risk-Parity“-Portfolio
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5.2.2.2. Vergleich der Zeitrdume 2008/2009 und 2013/2014

Verwenden wir nun die Zeitspanne von 1. Januar 2008 bis 31. Dezember 2009 fiir die
Schitzung von X und p, so erkennen wir in den Abbildungen 5.11 bis 5.18 bei den ,,Mean-
Variance“-Portfolios vor allem fiir die Indizes DJCA, DJIA und DJUA eine noch extremere
Konzentration auf wenige Aktien. Wahrend im vorhergehenden Kapitel (Schétzung aus dem
Zeitraum 2004/2005) das , Minimum-Variance“-Portfolio fiir den DJCA noch 19 positiv
gewichtete Aktien beinhaltet hat, sind es hier nur noch 7 (von 63) Aktien (siehe Abb.
5.11). Die , Minimum-Variance“-Losung bei Verwendung des DJUA, welcher aus 15 Aktien
besteht, beinhaltet gar nur 2 Aktien (vgl. Abb. 5.17). Eine starke Risikokonzentration ist
die Folge. Dagegen weisen die ,,Risk-Parity“-Losungen der beiden betrachteten Zeitraume
optisch keine so grofien Unterschiede auf (vgl. Abb. 5.3 und 5.12). Dies lédsst vermuten,
dass das ,Mean-Variance“-Modell heftiger auf Anderungen der Inputwerte reagiert als
unser , Risk-Parity“-Modell. Eine prinzipiell hohe Sensitivitdt des Markowitz’schen Ansatzes
beziiglich der Input-Parameter wurde unter anderem auch von Merton (1980) sowie Best
und Grauer (1991) beobachtet. Interessanterweise liegt der erwartete Return des ,,Risk-
Parity“-Portfolios fiir den DJCA sowie die zwei Teilindizes DJIA und DJUA unter jenem
von ,,Minimum-Variance“. Nur fiir den DJTA ist dies umgekehrt, so wie wir es im ersten
Zeitraum 2004,/2005 fiir alle vier Indizes beobachtet haben.

Wir interpretieren nun abschliefend noch Abbildung 5.19 mit der Gegeniiberstellung von
»Mean-Variance“ und , Risk-Parity“ fiir den Dow Jones Composite Average, welche analog
zu Abbildung 5.10 aufgebaut ist: Die beiden Grafiken in der ersten Zeile behandeln wieder
den Zeitraum der Schétzung (hier also 2008/2009), die unteren beiden Grafiken zeigen
dagegen die durchschnittlichen realisierten téglichen Returns und die realisierten Varianzen
der von uns berechneten Portfolios fiinf Jahre spéter (2013/2014):

e Zeitraum 01.01.2008 bis 31.12.2009:
In der ersten Grafik sehen wir nochmals, dass der Return der , Risk-Parity“-Losung
unter jenem des ,,Mean-Variance“-Portfolios liegt. In der zweiten Grafik liegt die rote
Linie mit den Varianzen der approximativen ,,Risk-Parity“-Portfolios etwas héher iiber
der effizienten Front (blau) als dies in Abbildung 5.10 des vorhergehenden Abschnittes
der Fall war. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dass sich im hier betrachteten
Zeitraum wahrend der Krise die Volatilitdten der Returns fiir die einzelnen Aktien
starker voneinander unterscheiden (vgl. die Tabelle am Beginn von Kapitel 5.2.2).
Trotzdem liegen die beiden Linien nicht extrem weit auseinander.

e Zeitraum 01.01.2013 bis 31.12.2014:
Die approximativen ., Risk-Parity“-Portfolios liefern aus der Sicht eines Investors wohl
deutlich bessere Ergebnisse. Diese weisen in der Periode 2013/2104 teilweise deutlich
hohere realisierte Returns auf und fiir die Portfolio-Indizes 176 bis 300 (was bei
der Portfolioberechnung einer Return-Schranke von r zwischen 0.078% und 0.203%
entsprach) sogar auch etwas kleinere Varianzen als die ,,Mean-Variance“-Aquivalente.
Beim Vergleich der Skalen der beiden Grafiken mit den Portfolio-Varianzen erkennen
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wir jedoch auch, dass diese vom Zeitraum 2008/2009 auf den Zeitraum 2013/2014
generell wieder auf ein viel niedrigeres Niveau sinken.

Dow Jones Composite Average: Mean-Variance-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.11.: DJCA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2008/2009
Dow Jones Composite Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.12.: DJCA: approximative , Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2008,/2009
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Dow Jones Industrial Average: Mean-Variance-Portfolios
Schétzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.13.: DJIA:  Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2008/2009
Dow Jones Industrial Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
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Abb. 5.14.: DJIA: approximative ,Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2008/2009
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Dow Jones Transportation Average: Mean-Variance-Portfolios
Schétzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.15.: DJTA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2008/2009
Dow Jones Composite Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
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Abb. 5.16.: DJTA: approximative , Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2008,/2009
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Dow Jones Utility Average: Mean-Variance-Portfolios
Schétzung von p und X aus tédglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.17.: DJUA: ,Mean-Variance“-Portfolios des Zeitraumes 2008/2009

Dow Jones Utility Average: Approx. Risk-Parity-Portfolios
Schétzung von p und X' aus téglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Abb. 5.18.: DJUA: approximative , Risk-Parity“-Portfolios des Zeitraumes 2008,/2009
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Vergleich der real. Portfolio-Returns
im Zeitraum von 01.01.2008 bis 31.12.2009

Dow Jones Composite Average
Schétzung von p und X aus téglichen Returns von 01.01.2008 bis 31.12.2009
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Vergleich der real. Portfolio-Returns
im Zeitraum von 01.01.2013 bis 31.12.2014
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Abb. 5.19.: DJCA: ,Mean-Variance“- und approx. , Risk-Parity“-Portfolios von 2008/2009 im Vergleich
blauer Punkt: ,, Minimum-Variance“-Portfolio
roter Punkt: ,Risk-Parity“-Portfolio
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6. Conclusio und Ausblick

Im theoretischen Teil dieser Arbeit wurde das grundlegende Markowitz’sche Modell definiert
und ausgehend vom ,,Minimum-Variance“-Modell die risikobasierte Portfoliooptimierung
eingefiihrt. Fiir das ,,Risk-Budgeting“-Modell war es uns moglich, anhand eines konvexen
Optimierungsproblems mit logarithmischer Schranke interessante Aspekte dieses Ansatzes
zu analysieren und Kleinste-Quadrate-Formulierungen anzugeben, deren globale Optima
unter gewissen Voraussetzungen ,,Risk-Budgeting“-Portfolios sind. AnschlieBend haben
wir verschiedene Methoden zur Losung nichtlinearer Programme kennengelernt, wobei bei
der Auswahl der vorgestellten Verfahren die Struktur der erwdhnten Kleinste-Quadrate-
Optimierungsprobleme ausschlaggebend war.

Im praktischen Teil haben wir diese Optimierungsalgorithmen implementiert und festgestellt,
dass damit die betrachteten Optimierungsprobleme im Zusammenhang mit dem ,, Mean-
Variance“- und dem , Risk-Budgeting“-Modell prinzipiell behandelbar sind. Wir konnten
jedoch auch erkennen, dass die Nicht-Konvexitéit der Kleinste-Quadrate-Formulierungen des
,Risk-Budgeting“-Ansatzes unter Umstdnden Probleme bereiten kann. Daher war auch die
betrachtete Formulierung als konvexes Programm mit logarithmischer Schranke niitzlich.

Ein Vergleich des Markowitz’schen und des , Risk-Parity“-Ansatzes (als Spezialfall von
,Risk-Budgeting®“) anhand realer Finanzdaten hat vielversprechende Ergebnisse geliefert.
Die approximativen , Risk-Parity“-Portfolios waren auf der betrachteten Aktienmenge stark
diversifiziert und kénnen damit generell als robuster gegeniiber unerwartet niedrigen Returns
oder hohen Varianzen einzelner Aktien angesehen werden. Eine vergleichende Analyse von
durchschnittlichen realisierten téglichen Returns und realisierten Varianzen der berechneten
Portfolios fiir verschiedene Zeitraume im Umfeld der Finanzkrise, die Mitte 2007 begann,
hat eine gute Performance von , Risk-Parity“ gezeigt. So resultieren beispielsweise fiir die
approximativen , Risk-Parity“-Portfolios, die wir fiir den Dow Jones Composite Average
Aktienindex anhand der Aktienkurse aus den Jahren 2004 und 2005 berechnet haben,
vier Jahre spiter (also wéhrend der Finanzkrise) teils deutlich hohere Returns wie fiir die
korrespondierenden ,, Mean-Variance“-Portfolios, wahrend die realisierten Varianzen auf
nahezu identischem Niveau liegen.

Weiterfithrende Untersuchungen im Bereich des , Risk-Budgeting* sind beispielsweise im
Bereich der Verwendung anderer Risikomafle anstatt der Varianz denkbar. Auch die An-
wendung anderer Methoden fiir die Losung der besprochenen Kleinste-Quadrate-Probleme
bietet noch weitreichende Forschungsmoglichkeiten. Bai, Scheinberg und Tiitiincit (2013)
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6. Conclusio und Ausblick

haben diesbeziiglich beispielsweise eine ,, Alternating Linearization“-Methode (ALM) be-
trachtet und gute Resultate erzielt. Ebenso wéren noch Recherchen dahingehend denkbar,
das ,,Risk-Budgeting“-Problem in Form eines génzlich anderen Optimierungsproblems zu
behandeln. Dabei kénnte von besonderem Interesse sein, den Vorteil der Konvexitét unseres
Programms mit logarithmischer Schranke und die Méglichkeit der nicht-konvexen Kleinste-

Quadrate-Probleme, beliebige Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen einzubauen, zu
kombinieren.
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Anhang A.
Appendix

A.1. Pareto-Optimalitit

(Siehe Brito und Vicente, 2012.)

Betrachte folgendes nichtlineare, multikriterielle Optimierungsproblem:

min - F(x) = (fi(2),. -, fm())"
st. reQCR"
mit m Zielfunktionen f; : R" - R, Vi=1,...,m.

Das Konzept der Pareto-Optimalitét liefert eine Moglichkeit, zwei verschiedene Punkte x € (2
beziiglich ihrer Optimalitét fiir multikriterielle Probleme miteinander zu vergleichen:

Definition. Seien z,y € €2 zwei zulédssige Punkte fiir obiges multikriterielle Optimierungs-
problem. Dann sagen wir ,,o dominiert y“, genau dann wenn

F(y) — F(z) € RT\ {0}.

Diese Definition ist dquivalent zur Forderung, dass f;(x) < fi(y),¥Y i = 1,...,m und
El] € {L s >m} mit f](l') < f](y)

Definition. Ein zulissiger Punkt z* € (2 heifit Pareto-optimal (oder Pareto-effizient) fiir
F auf ), wenn kein y € () existiert, sodass y den Punkt z* dominiert.
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A.2. Positiv homogene Funktionen

(Siehe Bai, Scheinberg und Tiitiincii, 2013.)

Definition. Eine Funktion f : R" — R heiflit positiv homogen vom Grad k&, falls fiir
eine beliebige Konstante ¢ € R* und einen beliebigen Punkt 2 € R™

fle-z)=c" f(x)
gilt.

Satz A.2.1. (Satz von Euler fiir positiv homogene Funktionen)
Sei f:R™ — R eine positiv homogene Funktion vom Grad k. Dann gilt:

b f@) =Y - 2D

i1 85El

Beweis. Es gelten die folgenden beiden Gleichungen:

df(c-x) _8(ck-f(ac)) _ k—1

de oc =k flo)
Of(c-z)  ~=0f(c-x) Ox; e xi) of(x) 1 i Of ()
T_Z dr;  O(c-m;)  Oc =2 e T '

i=1

Damit folgt sofort die zu beweisende Identitét. ]

A.3. Eigenschaften der konstanten
Korrelationsmatrix

(Siehe Maillard, Roncalli und Teiletche (2010) sowie Roncalli (2013).)
Sei

o -+ o 1
eine positiv definite n X n-Korrelationsmatrix mit konstanten Korrelationen. Wir mochten
mithilfe der komplementiaren Matrix die Inverse von P herleiten. Weiters werden wir zeigen,
dass P genau dann positiv semidefinit und damit eine zulédssige Korrelationsmatrix ist, falls
0 im abgeschlossenen Intervall [—ﬁ, 1} liegt, und genau dann positiv definit ist, falls o
einen Wert aus dem entsprechenden offenen Intervall annimmt.
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Wir beginnen mit der Berechnung der Determinante, wofiir wir folgende Zeilenumformungen
durchfiihren:

1 Q Q PR o e Q 1 Q Q « .. o« s . Q
0 1—-0 0—1 0 -+ 0 0 1—p0 o—1 0 0
0 5 0 . . . .
\Pl=1" = .

: " 0 1l—p 0—-1 0 : " 0 1—p0 o0o—1 0
0 .- 0 1-—p o—1 0o .- 0 l—0o o-1
o o - 0 1 0 0—¢° 0o—0 1-¢?

1 Q Q .. e Q

0 1—-0 0o—1 0 - 0

N . : . .

: : 0 1—-0 po-—1 0

0 .- 0 1-—0p o—1

o 0 - 0 0 (1-0*)+(n-2)(e—0"

Damit folgt
Pl=(1-0"2 [1-0)+n—-2(0—0)]=01-0"2 [1+(n—2)0— (n—1)0]

Sei P = (pi;), <ij<n die komplementére Matrix von P. Dann gilt unter Beachtung der

Tatsache, dass sowohl P als auch P symmetrisch sind,
iy = (1) [P,

wobei P jene Matrix ist, welche aus P durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht. Fiir die Diagonale erhalten wir offensichtlich p;; = |P,—1(0)|. Diese Determinante,
welche wir bereits oben berechnet haben, ldsst sich folgendermaflen umschreiben:

[Poci(0)] = (1= 0)" - [(1 = 0%) + (n = 3)(0 — ¢*)]
_(1— g2 |1zt + (=3l = o)

l—-vo
=(1—0)"*[1+(n—2)d

Fiir 7 < j sind alle Eintréige der i-ten Spalte und (j — 1)-ten Zeile von P% gleich g. Daher
lisst sich P% durch ¢ — 1 Spalten- und (n — 1) — (j — 1) = n — j Zeilenvertauschungen in
die (n — 1) x (n — 1) Matrix

Q 1 Q DY Q
0

... 1

Q o e Q

128



Anhang A. Appendix

umformen mit einfach zu berechnender Determinante o(gp — 1)"~2, womit wir

pij = (=)™ (=) e(o = 1)"* = (=1)"Tole — 1)" 7 = —o(1 — 0)"*
erhalten. Insgesamt gilt

pl_ i]s: (I—o)"?- [(1+(n—2)@+9)1’n—9'eeT} _ (1+(n—-1)9o),—o0-ee’
1P| (I—0)"2-1+(n—2)o— (n—1)¢ l+(n—=2)0—(n—1)¢*

Aus den obigen Berechnungen koénnen wir des Weiteren Schranken fiir o ableiten:

Die Matrix P ist singuldr, wenn (1 — 0?) + (n — 2)(0 — ¢*) = 0. Dies ist fiir o = 1 der Fall.
Falls o < 1, so gilt:

1

1=+ (n-2(e- ) =061+ +(n-20=06p=——

Wir erhalten also eine zuléssige (d.h. positiv semidefinite) Korrelationsmatrix, falls o €
[—ﬁ, 1}, wobei die Matrix fiir o € (—ﬁ, 1) sogar positiv definit ist. Falls o < —ﬁ,
folgt beispielsweise fiir e = (1,...,1)" € R", dass

e'Pe=n+n(n—1)p <0,

womit P keine Korrelationsmatrix mehr darstellt.

A.4. Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Satz A.4.1. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fir R™ und das Standard-Skalarprodukt)
Seien x,y € R™. Dann gilt

(&) <(5) (59)

Die Ungleichung ist fir x,y € R™\ {0} genau dann mit Gleichheit erfillt, wenn x und y
linear abhdngig sind.

Beweis. Siehe Werner (2011). O
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A.5. Abstiegsverfahren

(Siehe Geiger und Kanzow, 1999.)

Mochte man ein (lokales) Minimum einer (stetig differenzierbaren) Funktion f : R™ —
R; z +— f(z) ohne weitere Restriktionen aufspiiren, so bietet sich die Idee allgemeiner
Abstiegsverfahren an. Diese basieren darauf, mithilfe von Abstiegsrichtungen eine iterative
Verkleinerung des Funktionswertes zu erzielen:

Definition. (Abstiegsrichtung)
Es seien eine Abbildung f : R® — R sowie ein Punkt x* € R"” gegeben. Dann heifit d € R”
Abstiegsrichtung von f in 2*, wenn ein ¢t > 0 existiert, sodass
flz* +td) < f(z¥)
fiir alle t € (0,1] gilt.

Lemma A.5.1. Es seien eine stetig differenzierbare Abbildung f : R — R sowie ein
Punkt x* € R™ gegeben. Falls Vf(z*)"d < 0 fiir einen Vektor d € R™ gilt, so ist d eine
Abstiegsrichtung von f in z*.

Beweis. (Vgl. Geiger und Kanzow, 1999.)

Es gilt
oo Tt 1) — ()

_ *\ T
Jim ; =vVf(z*)'d<0

fiir die Richtungsableitung von f in z entlang d. Daher ist fiir hinreichend kleine Werte

t>0
[z +td) — f(2")
t

< 0.

Algorithmus A.1 FEin allgemeines Abstiegsverfahren zur Bestimmung lokaler Minima

Input:
e Eine Funktion f: R"™ — R.
e Ein Punkt 2° € R™.
e ¢ mit € > 0.

Output:
e Ein Punkt 2 € R" mit vV f(z) = 0.

. Setze k := 0.
if ||Vf(a:’“)||2 < ¢ then
return z*

end if

L
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Berechne eine Abstiegsrichtung d* von f in z*.

Berechne eine Schrittweite t* > 0, sodass f(x* + t*d*) < f(z*) gilt.
Setze z*t1 .= z* 4 tFd*,

Setze k:=Fk + 1.

goto Zeile 2.

Dieses Verfahren erweckt zwar den Eindruck, nur darauf abzuzielen, einen stationéren
Punkt von f aufzuspiiren, doch es ist zu beachten, dass durch die Verwendung von Abstiegs-
richtungen verhindert wird, in einem (lokalen) Maximum zu landen. Es ist allerdings nicht
ausgeschlossen, dass die resultierende Losung ein Sattelpunkt von f ist. Eine Konvergenz-
analyse zu Algorithmus A.1 unter bestimmten Voraussetzungen an die Abstiegsrichtungen
und die Schrittweiten ist in Geiger und Kanzow (1999) zu finden.

Wir betrachten nun noch folgende Schrittweitenregelung, welche erstmals von Armijo (1966)
vorgestellt wurde und daher auch Armijo-Regel genannt wird:

Es seien fiir Algorithmus A.1 zwei feste Werte § € (0,1) und 7 € (0,1) gegeben. Dann wird
die Schrittweite t* in der (k+1)-ten Iteration des Algorithmus als ¢* := max{r' |1 =0,1,...}
mit

fla® 4+ t5d%) < f(aF) + 5thv f(a*) T d*
bestimmt. Dass diese Schrittweitenbestimmung wohldefiniert ist, zeigt folgender Satz:

Satz A.5.2. FEs seien f : R™ — R stetig differenzierbar, 6 € (0,1), 7 € (0,1), z € R",
d € R" und Vf(x)"d < 0. Dann existiert ein endlicher Wert | € {0,1,...}, sodass

flz+ Tld) < flx)+ 5TlVf(x)Td.

Beweis. (Nach Geiger und Kanzow, 1999.)
Falls fur alle [ € {0,1,...}

fla+7'd) — f(x)

7!

flx+7d) > f(x) + 57"V f(2)"d > 6V f(z)'d

gilt, so folgt mit [ — oo aus der Definition der Richtungsableitung sowie vV f(x)"d < 0
Vix)'d>6vf(z)'d = §>1.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu 6 € (0,1). O

131



Anhang A. Appendix

A.6. Newton-Methode

(Siehe Cornuéjols und Tiitiincii, 2007.)

Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion £’ : R™ — R™ mit

F(l’) = (f1<l’), i 7fn(x))—r

wobei f; : R" - R,V i=1,...,n. Es ist nun unser Ziel, einen Punkt 2* € R" zu finden,

sodass
F(z*)=0

erfiillt ist. Die (mehrdimensionale) Newton-Methode versucht, diese Gleichung folgenderma-
Ben iterativ zu losen:

Das Verfahren startet in einem vorgegebenen Punkt z° und fiihrt in der (k+1)-ten Iteration
eine Taylorapproximation 1. Ordnung der Funktion F' um den aktuellen Punkt 2* durch:

F (xk + Amk) ~F (a:k) + Ir (xk) AzF

Ir (a:k) bezeichnet dabei die Jacobi-Matrix der Funktion F im Punkt z*. AnschlieBend
wird eine Nullstelle der linearen Approximation von F' ermittelt. Es ist also notwendig, das
lineare Gleichungssystem

S (a¥) A2t = —F (2!
zu 16sen. Fiir den Fall, dass #p (a:k) reguldr ist, resultiert klarerweise die eindeutige
Losung

Azh = — 7 (xk)_l F (z%) (A.1)

und wir erhalten den neuen Iterationspunkt

=2k 4 Ak = aF — Ir (xk)_l F (xk) .

Damit lésst sich das Newton-Verfahren folgendermafien beschreiben:

Algorithmus A.2 Das (lokale) Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen

Input:
e Fine Funktion F': R" — R".
e Ein Punkt 20 € R".

e c mit e > 0.

Output:
e Eine approximative Losung & € R™ des (nichtlinearen) Gleichungssystems F'(z) = 0.

1: Setze k := 0.
2: if ||F(2%)|]2 < € then
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return z*

3
4: end if

5: Berechne Az* als Losung des (linearen) Gleichungssystems f#r(z%)Az* = —F(2").
6: Setze x* ! = 2% + Azt

7: Setze k =k + 1.

8: goto Zeile 2.

Geiger und Kanzow (2002) formulieren nachstehenden Satz, welcher Aussagen iiber die
lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens trifft:

Satz A.6.1. Es sei eine stetig differenzierbare Funktion F' : R™ — R™ gegeben. z* € R"
erfille F(x*) =0 und die Jacobi-Matriv _#p(x*) sei requldr. Dann existiert ein Wert ¢ > 0,
sodass fiir jeden Startpunkt z° € By« () := {z | ||z — 2*|2 < €} folgende Aussagen gelten:

i) Zr(x) ist fir alle x € By«(e) reguldr.
i1) Die von Algorithmus A.2 erzeugte Folge {a:k}kzo | 1st wohldefiniert und konvergiert

gegen x* mit superlinearer Konvergenzrate.?®
i) Falls _#p(x) lokal Lipschitz-stetig ist, so ist die Konvergenzrate von Algorithmus A.2
quadratisch.’

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (2002). O

A.7. Quasi-Newton-Methode

(Siehe Geiger und Kanzow (1999), Sun und Yuan (2006) sowie Nocedal und Wright (2006).)

Wir sind wieder (wie in Abschnitt A.5) daran interessiert, ein Minimum z* einer (nun
zweimal stetig differenzierbaren) Funktion f : R" — R; z +— f(z) zu berechnen. Nehmen wir
an, dass V2f(x) auf ganz R" positiv definit (und damit auch invertierbar) ist, so ist f nach
Satz 1.2.2 strikt konvex und die notwendige Bedingung V f(2*) = 0 an den Gradienten von
f ist hinreichend. Wir kénnen also das Newton-Verfahren des vorhergehenden Abschnittes
mit F'(x) := V f(z) anwenden. Gleichung (A.1) nimmt die Form

Azt = 92 f (2" IV f(2F) (A.2)

29Superlineare Konvergenzrate: Es existiert eine Nullfolge {Ek}k:o,l (ex > 0, Vk € Ny), sodass

yeen

||9c’€+1 —z¥|2 < EkHLL'k —z"|2, VE € {0,1,...}.

30Quadratische Konvergenzrate: Es existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

2"+ — 2z < efla® — 2|3, Yk € {0,1,...}.
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an, wobei auch v2f(z)~! auf ganz R" positiv definit ist. Solange V f(2*) # 0 gilt und damit
noch keine Losung vorliegt, ist

Vf(ah) Azt = —v f(a*) TP f(2F) TV f(a*) <0

und Az* wegen Lemma A.5.1 eine Abstiegsrichtung von f in 2¥. Wiirden wir in Algorithmus
A.2 (statt der dort implizit verwendeten Schrittweite t* = 1) noch eine Schrittweitenregelung
(wie beispielsweise die Armijo-Regel) einbauen, so entspriache der Newton-Algorithmus
einem allgemeinen Abstiegsverfahren (vgl. Algorithmus A.1).

Wenden wir diese Vorgangsweise hingegen fiir nicht-konvexe Funktionen f an, so ist der
in (A.2) definierte Vektor Az* unter der Annahme, dass V2 f(z*) iiberhaupt regulir ist,
im Allgemeinen keine Abstiegsrichtung mehr. Quasi-Newton-Methoden haben nun zum
Ziel, V2f(2*) in jeder Iteration ,passend“ durch eine symmetrische Matrix Ly = 0 zu
approximieren, womit Az* = —L. 'V f(z*) wieder eine Abstiegsrichtung ist und im Falle
einer Konvergenz gegen x* mit V f(z*) = 0 zumindest verhindert werden kann, dass z* ein
(lokales) Maximum von f ist.

Eine Moglichkeit, diese Approximationen der Hesse-Matrizen zu bestimmen, besteht laut
Nocedal und Wright (2006) darin, nach Bestimmung des Iterationspunktes z**! eine
Taylorapproximation 1. Ordnung von V f(z) um z**! durchzufiihren:

V@)~ V() + v f ) (@ - M

k—i—l)

Wir ersetzen nun V2 f(z durch die approximative Matrix L;,; und fordern, dass

V(@) = V(@) + Lz — 2*4) (A.3)

fiir die letzten beiden Iterationspunkte z* und 2! erfiillt ist. Da (A.3) in z = 2" ohnehin
gilt, reduziert sich dies mit v* := 2**! — 2% und w" := v f(x*1) — v f(2*) auf die folgende
Vorschrift, welche wir Quasi-Newton-Gleichung nennen (vgl. Geiger und Kanzow, 1999):

Lk+1vk = wk (A4)

Durch Multiplikation von (A.4) mit (v*)" von links ist unmittelbar ersichtlich, dass eine
Matrix Ly, die (A.4) geniigt, nur dann positiv definit sein kann, wenn (v¥)Tw" > 0 ist.
Diese Bedingung ist fiir die Existenz einer solchen Matrix jedoch nicht nur notwendig,
sondern sogar hinreichend:

Lemma A.7.1. Fiir zwei Vektoren v* € R™\ {0} und w* € R" existiert genau dann eine
symmetrische Matriz Ly, € R™"™ mit Ly, = 0 und Ly 0% = w*, wenn (vF)Tw* > 0 gilt.

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (1999). O

Bevor wir eine konkrete Approximation der Hesse-Matrix angeben konnen, benétigen wir
noch folgende Aussage:
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Lemma A.7.2. Fir jede symmetrische Matriz L € R™"™ mit L = 0 existiert eine eindeutige
Matriz L'? € R™" die ebenfalls symmetrisch und positiv semidefinit ist und dariber hinaus
der Bedingung L'*L'* = L geniigt. Fiir L = 0 ist auch L'? = 0. L'/* heifit Quadratwurzel
von L.

Beweis. (Vgl. Kanzow, 2005.)

Die reelle, symmetrische und positiv semidefinite Matrix L ist normal (d.h. LT L = LLT)
und deswegen nach Kanzow (2005) unitir diagonalisierbar mit U' LU = D. U € R™"
ist reguldr und orthogonal und D = diag()\,...,\,) eine Diagonalmatrix mit den Ei-
genwerten 0 < A\ < Ay < ... < A\, von L auf der Diagonalen. Definieren wir nun
D'? = diag(v/A1,...,v/A,) und LY? := UD?UT, so ist L'/? offenbar symmetrisch, positiv
semidefinit und L72L"? = L. Fiir eine positiv definite Matrix L sind alle Eigenwerte strikt
positiv, weshalb auch die Quadratwurzel L'? positiv definit ist. Die Eindeutigkeit von L"?
ist in Kanzow (2005) nachzulesen. O

Ziel der Quasi-Newton-Verfahren ist nun, mit einer positiv definiten und symmetrischen
Matrix Ly zu starten und diese in jedem Schritt iterativ , fortzuschreiben®. Zwei populére
Methoden, welche auf (A.4) basieren, sind die PSB-Formel (Powell-Symmetric-Broyden-
Formel) sowie die DFP-Formel (Davidon-Fletcher-Powell-Formel). Eine andere Variante,
die nach Broyden (1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970) und Shanno (1970) benannte
BFGS-Formel, leitet sich hingegen von der inversen Quasi-Newton-Gleichung ab:

Liw* =" (A.5)

Der nachstehende Satz, welcher aus Geiger und Kanzow (1999) stammt, gibt nun die
Aufdatierung einer vorliegende Matrix L, ' mithilfe der BFGS-Formel an, wobei die dort

auftretende Frobenius-Norm fir eine Matrix M = (M; ;)1<i<m € R™*" wie folgt definiert
1<j<n
ist:

Satz A.7.3. (BFGS-Formel)

Es seien zwei Vektoren vk, wh € R™ mit (v*)Tw* > 0 sowie eine symmetrische Matriz
Li € R™™ mat Ly > 0 gegeben. Wi € R™" sei eine beliebige symmetrische Matriz mat
Wis1 = 0 sowie Wi 0% = wk und Wklfl sei die Quadratwurzel von Wy1. Dann gelten
folgende Aussagen:

a) Das Optimierungsproblem

2

. 1/2 — — 1/2
min HW,/+1 (L' = LYy Wy,
L—leRnxn F

sit. L7tk ="

(1) =1
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besitzt die eindeutig bestimmte Optimalldosung

_ _ T 1 T
Il (v — L 'wk) (0F) T + o (0F — L 'wk) B (v — L wk) 11)"32},6(@,{:)T
k+1 = i (wk)T,Uk ((wk)Tvk>2 ’

b) Die Inverse der Matriz Ly}, aus a) ist

wE ()T Lyt (R T L,

Ly =1L .
k+1 kT (vF) Twk (V)T Lyok

(A.6)

Beweis. Siehe Geiger und Kanzow (1999) fiir Teil a). Dabei liefern die Lemmata A.7.1 und

A.7.2 die Existenz von Wy, bzw. W,;fl entsprechend den Anforderungen des Satzes. Der
Beweis von Teil b) ist mithilfe der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel méglich (vgl. Sun
und Yuan, 2006). O
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