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Kurzfassung

Diese Masterarbeit befasst sich mit der Konstruktion und Regelung des Labormodells ,,Wa-
gen auf drehbarem Balken®. Es handelt sich dabei um einen drehbaren Balken, dessen Winkel
mit einem Gleichstrommotor von der horizontalen Lage aus veréndert werden kann. Das
Moment des Gleichstrommotors wird (iber ein Getriebe auf die Balkenachse Ubersetzt. Auf
dem Balken ist ein in Langsrichtung des Balkens frei beweglicher Wagen montiert. Dessen
Position kann nur durch die Neigung des Balkens verandert werden. Der Wagen selbst hat
keinen Antrieb. Eine besondere Anforderung an das Labormodell ist die berihrungslose Mes-
sung der Wagenposition. Dabei kommt ein Sensor der nach dem magnetostriktiven Messprin-
zip arbeitet zum Einsatz. Die regelungstechnische Aufgabe besteht nun darin, die Position des
Wagens nur mit Hilfe der Balkenneigung zu regeln. Der Balkenwinkel unterliegt einer
konstruktionsbedingten Begrenzung von +20 [°]. Die Motorspannung ist auf £12 [V] be-
grenzt. Die Ermittlung des mathematischen Modells erfolgt mit dem Lagrange- Formalismus.
Es handelt sich dabei um ein Modell, welches nichtlinear in den ZustandsgroRen x und linear
in der EingangsgroRe u ist. So ein Modell wird als eingangsaffin bezeichnet. An diesem nicht-
linearen, eingangsaffinen System werden verschiedene lineare und nichtlineare Regelungs-
konzepte erprobt. Bei den nichtlinearen Konzepten wird die Strecke mit Hilfe der Eingangs-/
Zustands- oder Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung linearisiert. Zu dieser linearisierten
Strecke wird anschlieend mit linearen Methoden ein Regler entworfen (z.B. Zustandsregler).
Beim linearen Regelungskonzept kommt die Kaskadenregelung, in Verbindung mit dem Ent-
wurfsverfahren der analytischen Synthese zum Einsatz. Hier wird eine StellgroRenbegrenzung
mit Anti- Windup- Malinahme und die Begrenzung einer Zustandsgrofle umgesetzt. Neben
der theoretischen Untersuchung dieser Regelungskonzepte, werden diese auch am realen La-
bormodell getestet. Dazu wurde im Rahmen dieser Masterarbeit das Labormodell ,,Wagen auf
drehbarem Balken* konstruiert und aufgebaut.

Abstract

This master thesis deals with the construction and control of the laboratory model “car on
rotatable beam”. It consists of a rotatable beam, whose angle can be changed from the hori-
zontal position by a DC motor drive. The torque of the DC motor drive is transmitted by a
gear toward the beam axis. The car is assembled in lengthwise direction of the beam and is
free in motion. His position can be changed just by the beam angle. The car is not actuated by
a motor drive. A special requirement is the contactless measurement of the car position. For
this a magneto-strictive sensor is used. The control task depends on positioning the car just by
the beam angle. The beam angle has a design related limitation of +20 [°]. The DC motor
drive voltage is also limited to £12 [V]. The mathematical model is determined by the La-
grangian formalism. It is nonlinear in the state variables x and linear in control input u. Such a
model is denoted as affine input. In order to control this laboratory model some linear and
nonlinear control techniques are applied. The exact input-/ state- and input-/ output- lineariza-
tion are parts of the nonlinear control concepts. They are used to linearize the nonlinear plant
behaviour. After that, a linear control law can be used to control the linearized plant (e.g. a
state space controller). The linear control concept consists of a cascade control and control-
lers which are designed by the analytical synthesis method. Because of the integrating control
law and the limited control input, an anti- windup design is introduced. Furthermore the limi-
tation of a state variable is included. Beside the theoretical investigation of the concepts, they
are also tested on a real laboratory model. For this purpose, the laboratory model “car on ro-
tatable beam” was designed and built within this master thesis.
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2. Modellbildung

Vektor einer duReren Kraft

Reibkraft

Erdbeschleunigung

Ankerstrom des Gleichstrommotors
Wert des Funktionals
Balkentragheitsmoment mit Wagen
Tragheitsmoment des grofRen Zahnrades
Tréagheitsmoment des kleinen Zahnrades
Trégheitsmoment der Welle
Trégheitsmoment des Gleichstrommotors
Gesamttragheitsmoment bezogen auf die Balkenachse mit Wagen

Gesamttragheitsmoment bezogen auf die Balkenachse ohne Wagen

Anzahl der Zwangsbedingungen
Lénge

Ankerinduktivitat

Wagenmasse

Masse des groRRen Zahnrades
Masse des kleinen Zahnrades

Masse der Welle

Auf den Balken wirkendes Drehmoment
Motordrehmoment

Reibmoment

Anzahl der bendtigten generalisierten Koordinaten
Anzahl der Massenpunkte im System

Parameter, der die Rollreibung des Wagens beschreibt
Parameter, der die Drehreibung des Balkens beschreibt
Generator- Spannungskonstante
Drehmomentkonstante

Dissipationsfunktion

Generalisierte Koordinate

Vektor mit allen generalisierten Koordinaten

Nach der Zeit abgeleiteter Vektor mit allen generalisierten Koordinaten

Generalisierte dullere Kraft

Radius, Wagenposition
Wagengeschwindigkeit

2. zeitliche Ableitung der Wagenposition
Ortsvektor

Nach der Zeit abgeleiteter Ortsvektor
Radius des grof3en Zahnrades

Einheit
N
N

m/s?

A

2

kgm
kgm
kgm
kgm
kgm

2

2

2



a(z)
b(z)

Radius des kleinen Zahnrades

Radius der Welle

Ankerwiderstand

Zeit

Gesamte kinetische Energie des Systems

EingangsgroRe, Ankerspannung des Gleichstrommotors
Induzierte Spannung in der Ankerwicklung der Gleichstrommaschine
Gesamtlbersetzungsverhéltnis von Motorachse zu Balkenachse
Ubersetzungsverhéltnis des Getriebes

Ubersetzungsverhéltnis der Zahnrader

Wagengeschwindigkeit

Potentialfunktion

Balkenwinkel

Winkelgeschwindigkeit des Balkens

Winkelbeschleunigung es Balkens

Dichte der Linienmasse

Winkelgeschwindigkeit des Balkens

Winkelgeschwindigkeit des Gleichstrommotors

4. Regelung

Nennerpolynom der Reglerubertragungsfunktionen R(z) und V(z2)
Z&hlerpolynom der Reglertibertragungsfunktion R(z)

Zahlerpolynom der Reglerubertragungsfunktion V(z)

Vektor mit den Eigenwerten im s- Bereich

Vektor mit den Eigenwerten im z- Bereich

Ubertragungsfunktion von Motorspannung zu Balkenwinkel u — ¢
Diskretisierte Ubertragungsfunktion G(s)
Zustandsrickfuhrungsvektor der Zustandsregelung
Verstarkungsfaktor des Integrators beim integrierenden Zustandsregler
Faktor im Anti- Windup Rickfiihrungszweig

Streckenordnung
Ubertragungsfunktion von Balkenwinkel zu Wagenposition ¢ — r

Diskretisierte Ubertragungsfunktion P(s)
Fuhrungsgrolie des Regelkreises

Laplace- transformierte Flihrungsgrole
Wagenposition in der Ruhelage des Systems
Diskrete Reglertbertragungsfunktion
Regleribertragungsfunktion ohne Integrierer
Laplace- Variable

Kontinuierliche Fihrungsibertragungsfunktion
Abtastzeit

Ubertragungsfunktion von FiihrungsgroRe zu StellgroRe r — u
Stellgroéfienbegrenzung

< <uwwb9H 3 3

m/s

rad
rad/s

rad/s’

kg/m
rad/s
rad/s

Einheit



@(X)

1(2)
3(2)
1 (2)
%(2)
A(S)

F(s)
F(2)

@y
Agp

EingangsgroRe der E-/Z- linearisierten Strecke
Wagengeschwindigkeit in der Ruhelage des Systems
Verstarkungsfaktor

Diskrete Reglertbertragungsfunktion
ZustandsgroRe der internen Dynamik
Erweiterungspolynom bei der analytischen Synthese
Zustandsvektor

Laplace- transformierte Ausgangsgrofie
Ausgangsgrofie

Erste zeitliche Ableitung der Ausgangsgrofe

n-te zeitliche Ableitung der Ausgangsgrofie

Transformierter Zustandsvektor

Erste zeitliche Ableitung des transformierten Zustandsvektors
Variable der z-Transformation

Balkenwinkelgeschwindigkeit in der Ruhelage des Systems

Balkenwinkel in der Ruhelage des Systems
Winkelbegrenzung

Zustandstransformationsvektor

ZustandsgroRe des Integrierers

Reglerordnung

Zahlerpolynom der diskreten Streckentibertragungsfunktion
Nennerpolynom der diskreten Streckeniibertragungsfunktion
Zahlerpolynom der Fuhrungstiibertragungsfunktion
Nennerpolynom der Fuhrungsiibertragungsfunktion
Charakteristisches Polynom

5. Funktionsbeschreibung des Labormodells

Verstarkung des Universal Power Moduls UPM-1503

Grenzfrequenz des Filters

Kontinuierliche Filterlibertragungsfunktion

Diskretisierte Filteriibertragungsfunktion

Inkremente je Umdrehung

Benotigte Stellgrofe in der Ruhelage des Systems

Anfangswinkel des Balkens am Beginn der Regelung

Anderung des Balkenwinkels durch Inkremente des Inkrementalgebers

Einheit

Hz



Anhang B

I-ter Eigenwert

Laplace- transformierte StellgroRe
Anfangswert des Zustandsvektors
Zeitkontinuierlicher Einheitssprung
Dampfung des i-ten Eigenwertes
Kreisfrequenz des i-ten Eigenwertes
Transitionsmatrix

Einheit
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Einleitung und
Konstruktion des Labormodells



1.1 Vorwort

1 Einleitung

1.1 Vorwort

Diese Masterarbeit befasst sich mit der Konstruktion und Regelung des Labormodells ,,Wa-
gen auf drehbarem Balken®. An diesem werden neue regelungstechnische Entwurfsverfahren
erprobt. Es handelt sich dabei um einen drehbaren Balken, dessen Winkel mit einem Gleich-
strommotor von der horizontalen Lage aus verandert werden kann. Das Moment des Gleich-
strommotors wird Uber ein Getriebe auf die Balkenachse tbersetzt. Auf dem Balken ist ein in
Langsrichtung des Balkens frei beweglicher Wagen montiert. Dessen Position kann nur durch
die Neigung des Balkens verandert werden. Der Wagen selbst hat keinen Antrieb. Eine be-
sondere Anforderung an das Labormodell ist die beriihrungslose Messung der Wagenposition.
Dabei kommt ein Sensor, der nach dem magnetostriktiven Messprinzip arbeitet zum Einsatz.
Die regelungstechnische Aufgabe besteht nun darin, die Position des Wagens nur mit Hilfe
der Balkenneigung zu regeln. Der Balkenwinkel unterliegt einer konstruktionsbedingten Be-
grenzung von =20 [°]. Die Motorspannung ist auf £12 [V] begrenzt.

Bild 1.1-1: Labormodell ""Wagen auf drehbarem Balken"

Die Ermittlung des mathematischen Modells erfolgt mit dem Lagrange- Formalismus. Es
handelt sich dabei um ein Modell, welches nichtlinear in den ZustandsgréfRen x und linear in
der EingangsgroflRe u ist. So ein Modell wird als eingangsaffin bezeichnet. An diesem nichtli-
nearen, eingangsaffinen System werden verschiedene lineare und nichtlineare Regelungskon-
zepte, wie sie in Bild 1.1-2 dargestellt sind, angewendet. Nachdem das mathematische Modell
ermittelt wurde, werden die Reibparameter experimentell bestimmt. Sind diese bestimmt,
kann die statische nichtlineare Zustandsruckfuhrung, die fur die Eingangs-/ Zustands- bzw.
Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung benétigt wird, berechnet werden.
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x= f(x,u)

y = c(x)

[ 1
Nichtlinear
. . Eingangs-/Zustands- Linearisierung Linearisierung
Linearisierung . . - .
Eingangs-/Ausgangs- Linearisierung um die Ruhelage

Zustandsregler
Reglerentwurf Integrierender Zustandsregler

Nichtlineare Strecke

Regelungskonzept

Kaskadenregelung

Analytische
Synthese

Bild 1.1-2: Reglerentwurf fUr die nichtlineare Strecke

Die Eingangs-/ Zustands- Linearisierung ist ein Verfahren, mit dessen Hilfe eine nichtlineare
Strecke ohne Approximationsfehler exakt linearisiert werden kann. Die Linearisierung erfolgt
mit einer Zustandstransformation und einer statischen nichtlinearen Zustandsriickfuhrung. Die
Linearisierung bezieht sich dabei nicht auf die Zustandsgrof3en der Strecke, sondern auf die
neuen transformierten Zustande.

Ein weiteres Verfahren zur exakten Linearisierung ist die Eingangs-/ Ausgangs- Linearisie-
rung. Dabei wird die Nichtlinearitdt des Eingangs- Ausgangs- Verhaltens der nichtlinearen
Strecke kompensiert. Dies resultiert in einem linearen Verhalten zwischen Eingang und Aus-
gang des nichtlinearen Systems. Ein Spezialfall der Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung ist
die Eingangs-/ Zustands- Linearisierung. Wie diese beiden Verfahren miteinander verkniipft
sind, wird in dieser Arbeit behandelt. Zur E-/Z- oder E-/A- linearisierten Strecke kann dann
mit linearen Methoden ein Regler entworfen werden (z.B. Zustandsregler).

Beim linearen Regelungskonzept kommt die Kaskadenregelung, in Verbindung mit dem
Entwurfsverfahren der analytischen Synthese zum Einsatz. Die analytische Synthese verwen-
det die Koeffizienten der Streckeniibertragungsfunktion zur Berechnung des Reglers. Dabei
wird ein linearer Regler fur die um ihre Ruhelage linearisierte nichtlineare Strecke entworfen.
Die Kaskadenregelung besteht aus einem inneren und einem dufl3eren Regelkreis. Mit dem
inneren Winkelregelkreis wird die Begrenzung des Balkenwinkels realisiert. Der duf3ere Posi-
tionsregelkreis dient zur Regelung der Wagenposition. Jeder reale Aktuator besitzt eine Stell-
grolRenbegrenzung. Bei einer integrierenden Regelung, kann dabei der Windup- Effekt auftre-
ten. Aus diesem Grund wird bei der Kaskadenregelung eine StellgroRenbeschrankung mit
Anti- Windup- Malinahme umgesetzt.

Neben der theoretischen Untersuchung dieser Konzepte, werden diese auch an einem realen
Labormodell getestet. Dazu wurde im Rahmen dieser Masterarbeit das Labormodell ,,Wagen
auf drehbarem Balken konstruiert und aufgebaut. Die Regelungskonzepte werden digital an
einem Personal Computer implementiert. Das bedeutet, der Reglerentwurf erfolgt zeitdiskret.
Die zur Regelung bendtigten Messgroflen werden mit dem ,,MultiQ-PCI*“ Datenerfassungs-
system der Firma Quanser erfasst. Dieses Datenerfassungssystem wird mit ,,WinCon ver.
5.0.31.0 in ,,Matlab/Simulink ver. 7.0.4, RTX 6.1 eingebunden. Dadurch kann die Entwick-
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lung der Echtzeitregelung direkt in Matlab/Simulink erfolgen. Abschlielend werden die Re-
gelungskonzepte miteinander verglichen und deren Vor- und Nachteile erdrtert.

1.2 Anforderungen an das Labormodell

Eine besondere Anforderung wird an die Messung der Position des Wagens gestellt. Diese
soll berthrungslos erfolgen. Zudem darf keine Energiezufuhr zum Wagen mittels Dréhten
oder einer Schiene fur die Positionsmessung erforderlich sein. Die Positionsmessung muss
also passiv erfolgen. Der Wagen selbst besitzt keinen Antrieb, das bedeutet, die Position des
Wagens ist nur durch die Balkenneigung verénderbar. Die Rollreibung des Wagens soll so
gering wie moglich sein, damit eine Positionierung vereinfacht wird.

1.2.1 Positionsmessung

Bei der Messung der Position des Wagens kommt der Sensor ,,Posichron PCFP25* der Firma
AMS-Sensors zum Einsatz. Es handelt sich dabei um einen Sensor, welcher eine absolute und
bertihrungslose Positionsmessung ermoglicht. Der Positionsgeber ist ein Dauermagnet, wel-
cher am Wagen befestigt wird. Somit ist keine Energiezufuhr zum Wagen notwendig. Der
Sensor hat einen analogen Spannungsausgang von 0-10 [V], welcher mit dem ,,MultiQ-PCI*
Datenerfassungssystem eingelesen wird. Der Sensor arbeitet nach dem magnetostriktiven
Messprinzip. Dabei wird die Laufzeit einer Ultraschallwelle, welche durch einen Wellenleiter
geflihrt wird, gemessen.

1.2.1.1 Magnetostriktives Messprinzip

Unter Magnetostriktion versteht man die Deformation eines ferromagnetischen Stoffes unter
Einwirkung eines magnetischen Feldes. Wirkt kein Magnetfeld auf das ferromagnetische Ma-
terial ein, sind die Weil3schen Bezirke zuféllig im Raum verteilt. Durch ein Magnetfeld wer-
den die Weischen Bezirke im ferromagnetischen Material ausgerichtet. Durch die Drehung
der Dipole kommt es zu einer Langenanderung des Materials.

In Bild 1.2-2 ist der Effekt einer positiven Magnetostriktion ersichtlich, bei der es zu einer
Ausdehnung des Materials kommt. Hingegen bei einer negativen Magnetostriktion zieht sich
das Material zusammen ( B < 0 ). Die Magnetostriktion ist auch als Joule Effekt bekannt.

B=0
ﬁ B > O
Bild 1.2-1: Ferromagnetisches Material Bild 1.2-2: Langenanderung durch Magnetostriktion

Fir die Funktion des Sensors sind neben dem Joule Effekt auch zwei weitere physikalische
Effekte mafgeblich. Zum einen der Wiedemann Effekt und zum anderen der Villari Effekt.
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1.2.1.2 Wiedemann Effekt

Der Wiedemann Effekt beschreibt die mechanische Torsion eines ferromagnetischen Stabes,
welcher von einem Strom durchflossen wird und sich gleichzeitig in einem longitudinalen
Magnetfeld befindet.

Der Strom, welcher durch den ferromagnetischen Stab fliel3t, erzeugt ein zirkulares Magnet-
feld um den Stab. Dieses wird durch einen Stromimpuls erzeugt. Trifft dieses zirkulare Mag-
netfeld auf das longitudinale Magnetfeld, welches partiell im Stab durch den Positionsmagne-
ten des Sensors erzeugt wird, kommt es zu einer mechanischen Torsion.

1.2.1.3 Villari Effekt

Durch die longitudinale Langendnderung eines ferromagnetischen Stabes kommt es zu einer
Anderung der Permeabilitat des Stabes. Dies wird als magnetoelastischer Effekt bezeichnet.
Befindet sich der ferromagnetische Stab in einem konstanten Magnetfeld, kann die Permeabi-
litdtsanderung mit Hilfe des Induktionsgesetzes in ein elektrisches Messsignal umgeformt
werden.

1.2.1.4 Funktion des Sensors

Das Messprinzip des Sensors ist in Bild 1.2-3 ersichtlich. Kernstiick des Sensors bildet der
ferromagnetische Stab, welcher im folgendem als Wellenleiter (1) bezeichnet wird. Der Posi-
tionsmagnet, welcher ein Dauermagnet ist, ist am Wagen befestigt und erzeugt ein o6rtlich
partielles La&ngsmagnetfeld im Wellenleiter (2). Am vorderen Ende des Wellenleiters wird ein
Stromimpuls eingespeist. Dadurch entsteht ein zweites mit dem Impuls laufendes Magnetfeld,
zirkular um den Wellenleiter. Der Impuls breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit in Richtung
des Positionsmagneten aus (3).

Beim Zusammentreffen der beiden Magnetfelder kommt es durch den Wiedemann Effekt zur
Torsion des Wellenleiters (4). Dieser Torsionsimpuls breitet sich im Wellenleiter mit konstan-
ter Ultraschallgeschwindigkeit in Richtung des Torsionsimpuls- Wandlersystems (5) aus. Die-
ses Wandlersystem besteht aus einem quer zum Wellenleiter starr verbundenem ferromagneti-
schen Metallstreifen, einer Detektorspule und einem ortsfesten Permanentmagneten (5).

Der Torsionsimpuls der durch den Wiedemann Effekt erzeugt wurde, bewirkt durch die Ver-
drehung des Wellenleiters eine Langenanderung des ferromagnetischen Metallstreifens der
starr mit dem Wellenleiter verbunden ist. In diesem Metallstreifen kommt es dann durch den
Villari Effekt zu einer Anderung der Permeabilitat. Dies bewirkt zusammen mit dem konstan-
ten Magnetfeld des Dauermagneten im Wandlersystem eine induzierte Spannung in der
Messspule (5), welche detektiert werden kann.
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(4) Mechanischer
Torsionsimpuls (2) Magnetfeld Permanentmagnet

(1) Magnetostriktives
Messelement
(Wellenleiter)

ﬁ

(3) Stromimpuls

(3) Magnetfeld
Stromimpuls
| 5)
(2) Beweglicher Torsionsimpuls
Positionsmagnet Wandlersystem

Bild 1.2-3: Funktion des Positionssensors (Quelle: SENSOR MAGAZIN 1/2006 S33)

Die genaue Position des Dauermagneten, welcher am Wagen befestigt ist, ergibt sich durch
eine Laufzeitmessung vom Absenden des Stromimpulses (3) bis zur Detektion der Torsions-
welle (4) im Wandlersystem (5) durch eine induzierte Spannung in der Messspule (5). Aus
der Laufzeit kann mit Hilfe der konstanten Ultraschallgeschwindigkeit der Torsionswelle im
Wellenleiter die Position berechnet werden. ([1] Biedersee 1/2006).

1.3 Konstruktion

Bei der Konstruktion des Labormodells kommen Aluminiumprofile der Firma Haberkorn
Ulmer aus dem Item Sortiment zum Einsatz. Diese Profile bieten eine hohe Stabilitat bei ge-
ringem Gewicht. Die Befestigung der Profile untereinander erfolgt mit Befestigungswinkeln.
Durch die Verwendung der Befestigungswinkel ist keine mechanische Bearbeitung der Alu-
miniumprofile notwendig.

Die Wagenfuhrung besteht aus einer Linearfiihrung die auch aus dem Item Sortiment stammt.
Die Fihrung besteht aus einem Wellenklemmprofil, welches direkt in die Nut des Alumini-
umprofils geklemmt wird. In dieses Wellenklemmprofil wird dann die Welle eingedruckt, auf
welcher der Wagen rollt. Das fertige Labormodell ist in Bild 1.3-1 zu sehen. Der Wagen
selbst ist aus vier Lagereinheiten und einem Trégerprofil aufgebaut. In der Mitte der unteren
zwei Lagereinheiten, ist der Positionsmagnet des Sensors mit Hilfe eines Aluminiumbleches
an den Wagen montiert (Bild 1.3-2).
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Bild 1.3-2: Detailansicht des Labormodells

Der Balken ist auf einer Welle fixiert, welche drehbar in zwei Lagern verankert ist. Der Sen-
sor ist liegend auf dem Bodenprofil des Balkens befestigt (Bild 1.3-2). Der Gleichstrommaotor
(GM) mit dem Getriebe ist an einem Aluminiumblech befestigt, welches wiederum an den
Profilen des Modells befestigt ist (Bild 1.3-3). Es handelt sich dabei um einen GM der Firma
Faulhaber mit der Bezeichnung 3557K012CS. Seine maximale Versorgungsspannung ist
+12V. Das maximale Dauerdrehmoment ist mit 50mNm angegeben. Das Getriebe bildet ein
Ubersetzungsverhaltnis von 43:1. Es handelt sich um ein 4,5Nm Faulhaber Planetengetriebe
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der Serie 30/1. Ein zusétzliches Ubersetzungsverhaltnis wird mit zwei Zahnradern erzeugt.
Dieses Betragt 7,5:1. Das Gesamtubersetzungsverhaltnis ist das Produkt beider Uberset-
zungsverhaltnisse und betragt 322,5:1.

Der Sensor bendtigt eine Spannungsversorgung zwischen 18V-27VDC. Verwendet wird ein
Steckernetzteil mit 24VDC Ausgangsspannung.

Gleichstrommotor: Faulhaber 3557K012CS

Getriebe: Faulhaber Planetengetriebe 4,5Nm, Serie 30/1, Ubersetzungsv. 43:1
Zahnrad grol3: Stirnzahnrad aus Stahl, Modul 1,5, Zahnbreite 15mm, 120 Z&hne
Zahnrad Klein: Stirnzahnrad aus Stahl, Modul 1,5, Zahnbreite 15mm, 16 Z&hne
Inkrementalgeber:  Faulhaber HEDS 5500A

Positionssensor: Posichron PCFP25

Lager: PASE20-N

: 41[/“““[:‘

—

]

b WSy 2

Inkrementalgeber GM Getriebe li1=43:1 Zahnrader li2= 7,5:1
Bild 1.3-3: Antrieb des Balkens

Der Winkel des Rotors bzw. des Balkens wird mit einem Inkrementalgeber vom Typ HEDS-
5500A ermittelt. Dieser ist am hinteren Ende des Motors angebracht.
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2.1 Gesamttragheitsmoment bezogen auf die Balkenachse

2 Modellbildung

2.1 Gesamttragheitsmoment bezogen auf die Balkenachse

In Bild 2.1-1 ist der schematische Aufbau des Antriebes zu sehen. Der Rotor des Gleich-
strommotors hat das Tragheitsmoment Jy. Der Motor erzeugt das Drehmoment My, welches
mit dem Getriebe auf die Achse des kleinen Zahnrades hin ubersetzt wird. Das Getriebe ist
direkt am Motor befestigt und hat ein Ubersetzungsverhaltnis von (i; = 43:1. Von dort aus
erfolgt eine weitere Ubersetzung mit den beiden Zahnrédern. Diese haben das Ubersetzungs-
verhéltnis 0,=7,5:1. Die beiden Zahnrader haben das Tragheitsmoment J, und Jg. Das Trag-
heitsmoment des Getriebes wird vernachlassigt. Auf der Balkenachse ist das Trégheitsmo-
ment der Welle Jy, des Balkens Jg und des groRen Zahnrades. Méchte man nun das Gesamt-
tragheitsmoment Jges bezogen auf die Balkenachse berechnen, missen Jy und J auf die Bal-
kenachse hin tUbersetzt werden.

Balken ohne

Welle J,,

Zahnrad klein
ahnrad grof3

I

Zahnrader
u,=7,5:1

Getriebe
U, =43:1

Bild 2.1-1: Schematischer Aufbau des Antriebes

Die Berechnung der Tragheitsmomente Jg, Ji, Jg, und Jw erfolgt in Anhang A.
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2.2 Modellierung der Gleichstrommaschine

3, =0,441[kgm? |+ m- (r? +0,07%) [kgm?]
J, =36-10° [kgm?]

3, =57-10" [kgm?]
3, =2,6-10"° [kgm?]
3, =52-10"° [kgm?]

i, =43:1

i,=75:1

Das Gesamtiibersetzungsverhaltnis G von Motorachse zu Balkenachse ergibt sich aus der
Multiplikation der Einzelubersetzungen.

u=u,0, (2.1-1)

Das Gesamttragheitsmoment Jqes berechnet sich zu:

Jges =Jdg +J +Jy 10,2, +0%3, =
=0,441+m-(r*+0,07*)+5,7-10° +2,6-10° +7,5*-3,6-10° +
+(7,5-43)7 -5,2-10°° = 0,989 [kgm? |+ mr?

Jges=J +mr?
Das Gesamttragheitsmoment ohne Wagen, bezogen auf die Balkenachse, ergibt sich zu:

3 =0989 [kgm?]

2.2 Modellierung der Gleichstrommaschine

Der Antrieb des Balkens wird mit einer Gleichstrommaschine der Firma Faulhaber realisiert.
Das elektrische Ersatzschaltbild der Gleichstrommaschine ist in Bild 2.2-1 zu sehen.

P |s-ve

Bild 2.2-1: Elektrisches Ersatzschaltbild der Gleichstrommaschine

i, L R

-l_l

u
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2.2 Modellierung der Gleichstrommaschine

Daten der Gleichstrommaschine:  Faulhaber Typ: 3557K012CS

k, =20,9-10° {M}
A

ke = 219™ _519- ™ __50913.10° [V—S}
rpm  rad rad
30 s
R =134[Q]
L =220[uH]

Im mathematischen Modell des Gleichstrommotors soll die Balkenwinkelgeschwindigkeit ®
und nicht die Motorwinkelgeschwindigkeit @y vorkommen. Die Umrechnung von Motorwin-
kelgeschwindigkeit auf Balkenwinkelgeschwindigkeit erfolgt mit der Formel

w,, =0,0,0=0w . (22-1)

Die Differenzialgleichung fur den Ankerstrom i, ist mit

i'a:i(u—iaR—kEa)M):i(u—iaR—kEUa)) (222)
L L

gegeben. Die Dynamik des Ankerstromes ist sehr viel hoher als die des restlichen mechani-

schen Aufbaus. Daher kann die Dynamik des Ankerstromes vernachldssigt werden. Dies ge-

schieht indem man die zeitliche Ableitung des Ankerstromes Null setzt. So bekommt man aus

der Differentialgleichung des Ankerstromes eine algebraische Gleichung fur den Ankerstrom.

i =0=u—iR—keiiw

[ :%(u—kEUa)) (22-3)

a

Das Motordrehmoment ergibt sich damit zu:

.k .
M, =Kyi, :FM(u—kEua)) (22-4)

2.2.1 Drehmoment bezogen auf die Balkenachse

Das Motordrenmoment My muss auf die Balkenachse hin tbersetzt werden. In der Wir-
kungskette ( Bild 2.1-1) liegt das Getriebe mit dem Ubersetzungsverhaltnis G; und die beiden
Zahnrader mit dem Ubersetzungsverhiltnis {,. Das Motordrehmoment muss mit dem Ge-
samtubersetzungsverhaltnis G multipliziert werden, um das Balkendrehnmoment zu erhalten.
Durch die Zahnrader kommt es zu einer Richtungsumkehr der Balkendrehbewegung. Dies
wird mit einem negativen Vorzeichen des Balkendrehmoments beruicksichtigt.

uk,,

M =—ii,-M, =—0-M,, =——"(u—k.lo) (22:5)

12
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2.3 Lagrange Formalismus - Lagrange- Gleichungen 2. Art

Mit den Lagrange- Gleichungen 2. Art bekommt man die minimale Anzahl an Gleichungen
fur die Beschreibung der Bewegung eines Systems von Massenpunkten. Bei der Bewegungs-
beschreibung mit Hilfe der Lagrange- Gleichungen 2. Art werden generalisierte Koordinaten
q; verwendet. Die generalisierten Koordinaten werden eingefuhrt, um die Anzahl der benétig-
ten Gleichungen zu minimieren. Es handelt sich dabei um n gewodhnliche Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung fur die Zeitverlaufe g;(t). Wobei n die Anzahl an bendtigten genera-
lisierten Koordinaten ist. Die Herleitung der Lagrange- Gleichungen

dfoL) o __ o 1 n .
dt\edq; ) oq; ag, =% |

kann in ([2] FlieBbach 2009) und ([3] Hofer 2008) nachgeschlagen werden.

L... Lagrange- Funktion
Qj... Generalisierte du3ere Kréfte
P... Dissipationsfunktion

Die Bedeutung dieser GroRen wird im Folgenden erlautert.

2.3.1 Generalisierte Koordinaten

Die Anzahl an benétigten generalisierten Koordinaten n hdangt von der Anzahl an Massen-
punkten N und holonomen Zwangsbedingungen k ab. Als holonome Zwangsbedingung wird
eine Einschrankung der Bewegungsfreiheit eines Massenpunktes bezeichnet, die in Glei-
chungsform

01 (1, (G Gp)ros Py (o0, 1) = 0

angeschrieben werden kann. Dabei sind mit r; die Ortsvektoren der Massenpunkte bezeichnet.
Dadurch nimmt die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ab.

N... Anzahl der Massenpunkte
k... Anzahl der Zwangsbedingungen
n... Anzahl der benétigten generalisierten Koordinaten

Soll die Bewegung des Systems von Massenpunkten im 3- dimensionalen Raum erfolgen,
wird die Anzahl der benétigten generalisierten Koordinaten mit ( 2.3-2 ) berechnet, im 2-
dimensionalen Raum mit ( 2.3-3).

n=3N -k (2.3-2)
n=2N -k (23-3)

Die Ortskoordinaten der Massenpunkte missen eindeutig durch die generalisierten Koordina-
ten beschrieben werden kdnnen.

r,=r,(q,...,q,,t) i=1..N

13
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Die holonomen Zwangsbedingungen missen fur beliebige Werte der generalisierten Koordi-
naten erfullt werden. Das heil3t, die q; unterliegen keinen Beschrankungen mehr. Ist das er-

fullt gilt die Identitat:
0 (1, (G 0y )roo o Py (G0, 1) =0 (234)

Durch die Einfihrung solcher Koordinaten, welche die holonomen Zwangsbedingungen im-
mer erfullen, kann die Anzahl der benétigten Gleichungen auf ein Minimum reduziert wer-
den. In diesen Gleichungen durfen nur die Ortskoordinaten der Massenpunkte und gegebenen-
falls die Zeit als Variablen vorkommen.

2.3.2 Lagrange- Funktion

Die Lagrange- Funktion ist eine skalare GroRe, welche keine direkte physikalische Bedeutung
hat. Sie ist als die Differenz der kinetischen Energie T und dem Potential V des Systems defi-
niert. Die Lagrange- Funktion ist eine Funktion der generalisierten Koordinaten ¢; und deren

zeitlichen Ableitungen g; .

L=T-V (2.3-5)

Das betrachtete System bewegt sich zwischen den Zeitpunkten t; und t, entlang der Trajekto-
rien g;j so, dass die Wirkung | minimal wird. Aus der Minimierung dieses Funktionals resultie-
ren die Lagrange- Gleichungen.

t
I =IL(q,q,t)dt — min (2.36)

o]

2.3.2.1 Kinetische Energie

Die kinetische Energie ist die Bewegungsenergie, welche ein bewegter Massenpunkt besitzt.
In der Lagrange- Funktion ist die Energie T, die kinetische Energie des Gesamtsystems von N
Massenpunkten.

N
—ZEmri (23-7)
1

i=
2.3.2.2 Auflere Kriifte mit Potentialfunktion
Wirken duBere konservative Krafte auf das System von Massenpunkten, kénnen diese durch

eine Potentialfunktion V bericksichtigt werden. Die Potentialfunktion V gibt dann die poten-
tielle Energie des Systems, verursacht durch die konservativen Krafte, an. Konservative Kréf-

te besitzen keine Wirbel. Somit gilt fiir die konservativen Kréfte F, :

14



2.3 Lagrange Formalismus — Lagrange- Gleichungen 2. Art

rot(Fi*): 0 (238)

Ein Beispiel fur ein konservatives Kraftfeld ist die Schwerkraft. Die duReren Krafte lassen
sich durch den negativen Gradienten der Potentialfunktion darstellen.

F =—grad, (V) (239)

2.3.3 Allgemeine generalisierte dufdere Krifte

AuRere Krafte, welche nicht konservativ sind, kénnen nicht mit der Potentialfunktion V be-
ricksichtigt werden. Diese Krafte werden durch die generalisierten dufleren Krafte Q; be-

schrieben.

N, Or
Q. =>F — (2.3-10)
‘ Zl oq;

2.3.4 Dissipationsfunktion - Beriicksichtigung von Reibung

Die Reibung in einem System kann in den Lagrange- Gleichungen 2. Art mit einer Dissipati-
onsfunktion bertcksichtigt werden. Dabei wird derselbe Ansatz wie bei der Potentialfunktion
V verwendet. Die Reibkréfte lassen sich durch den negativen Gradienten der Dissipations-
funktion P berechnen. Der allgemeine Ansatz fir die Dissipationsfunktion lautet:

1 N o+l
P—— Ykv (23-11)
o+143
F =—grad, (P) (23-12)

Im Falle eines Massenpunktes mit viskosen Reibung, in Richtung der generalisierten Koordi-
nate q;, lautet der Ansatz fir die Dissipationsfunktion mit 6 = 1:

1, . oP .
P:Ekchz - F :_a:_kql

1
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2.4 Modellbildung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

2.4 Modellbildung des Labormodells ,Wagen auf drehbarem Balken“

In Bild 2.4-1 ist der schematische Aufbau des Labormodells ersichtlich. Er besteht aus dem
drehbaren Balken mit dem Tragheitsmoment J und dem Wagen mit der Masse m. Auf den
Balken wirkt das Drehmoment M. Der Wagen wird als Punktmasse betrachtet auf den die
Schwerkraft Fs = mg wirkt.

Y

—s!

mg

Bild 2.4-1: Schematischer Aufbau des Labormodells

2.4.1 Generalisierte Koordinaten

Der Bewegungsablauf des Balkens und des Wagens erfolgt im 2-dimensionalen Raum. Die
Anzahl der bendtigten generalisierten Koordinaten lasst sich mit ( 2.3-3) berechnen. Es ist ein
Massenpunkt, ndmlich der Wagen, vorhanden. Die Zwangsbedingungen geben an in welcher
Weise die Bewegung von Massenpunkten miteinander verknupft ist. Da nur ein Massenpunkt
vorhanden ist, gibt es keine Zwangsbedingungen.

N=1 Anzahl der Massenpunkte
k=0 Anzahl der Zwangsbedingungen (N = 1)
n=2N-k=2 Anzahl der bendtigten generalisierten Koordinaten

Der Ortsvektor zum Wagen muss eindeutig durch die generalisierten Koordinaten beschrieben
werden konnen. Als generalisierte Koordinaten wird der Balkenwinkel ¢ und der Abstand des
Wagens zur Balkenmitte r gewéhlt. Befindet sich der Wagen auf der rechten Seite des Bal-
kens ist r positiv, anderenfalls ist r negativ.

r,o gewahlte generalisierte Koordinaten
r cos(¢)
r= . Ortsvektor zum Wagen
rsin(e)
d 6!_ _aL :_8!3 +Q, j=12
dt\oq; ) oq; aq;
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2.4 Modellbildung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

L=T-V Lagrange- Funktion

2.4.2 Kinetische Energie

Die gesamte kinetische Energie der Anordnung setzt sich aus der Bewegungsenergie des Wa-
gens und der Rotationsenergie des Balkens zusammen.

T :%mr2 +%J¢2 kinetische Energie

2.4.3 Potentialfunktion

Auf den Wagen wirkt die Schwerkraft. Die Schwerkraft ist ein konservatives Kraftfeld, wel-
ches als Gradient einer Potentialfunktion dargestellt werden kann.

V =mgy = mgrsin(e) Potentialfunktion
) ' or \-mg

2.4.4 Allgemeine generalisierte aufdere Krafte

Eine duBere Kraft, welche sich nicht als Potentialfunktion darstellen l&sst, ist zum Beispiel
das auf den Balken wirkende Drehmoment. Das Drehmoment ist eine zirkulare Kraft, welche
in Richtung der generalisierten Koordinate ¢ wirkt. Daher handelt es sich beim Drehmoment
M schon um eine generalisierte duBere Kraft. In Richtung der generalisierten Koordinate r
wirkt keine Kraft.

Generalisierte dul3ere Kraft in Richtung der generalisierten Koordinate r:
Ql =0
Generalisierte dul3ere Kraft in Richtung der generalisierten Koordinate o:

QzZM

2.4.5 Dissipationsfunktion - Beriicksichtigung von Reibung

Im mathematischen Modell werden die Rollreibung des Wagens und die Drehreibung des
Balkens bertlicksichtigt. Beide Reibungen werden als viskos angesetzt. Der Balkenreibungspa-
rameter kg beinhaltet auch die Reibung des Motors und des Getriebes.

Wagenreibung:

1

F>1=Ekr'2 —F, = P _

L
or
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2.4 Modellbildung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

Balkenreibung:
1 . :
P, ==kgp® > M, =—— =K
2 @
Dissipationsfunktion:

P=P +P, =%k|‘2 +%k5¢2

2.4.6 Lagrange- Gleichungen 2. Art

Nun konnen die Differentialgleichungen, welche den Bewegungsablauf des Labormodells

beschreiben, ermittelt werden.
)l L__P.q j-12
dt{aq; ) oq; aq

i

_ | Fcos(p) —rsin(p)e
= L‘sin((p) +r COS((p)(p}

i* = (~rsin(p)g + f cos(p))’ +(r cos(p)g + Fsin(p))*
=r?sin®(p)p* — 2ri sin(¢p) cos(p)¢ + % cos® (¢) +
+r%cos®(p)p® + 2r1 sin(e) cos(p)g + ¥ sin’ ()
=122 + 17

L=T-V= %m(rng2 + r'2)+%ng2 —mgrsin(e)

. oL
a_ mrg® —mgsin(e) — =—mgrcos(e)
or op
%zmr a—L,:mrng+\]gb
or op

Es ergeben sich zwei gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung:
j=1: mi —mrg? + mgsin(e) = —kr

j=2: (J +mr®)¢+2mrég+mgrcos(p) =M —k ¢

18



2.4 Modellbildung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

2.4.7 Zustandsraummodell

Um eine Regelung fur das Labormodell zu entwickeln, ist es hilfreich, das mathematische
Modell in Form eines Zustandsraummodells vorliegen zu haben. Es wird folgender Zustands-
vektor eingeflhrt:

e 8 < =

@
¢

Da in keiner der beiden Differentialgleichungen beide zweiten zeitlichen Ableitungen i und
¢ vorkommen, kann das Zustandsraummodell direkt angeschrieben werden.

X, =X,

. i k
Xy = X1X42 —gsin(x;) ——X,
m
5= x, (2.4-1)
. 1
X, = —— (= 2mx,X,X, — mgx, cos(x;) —kgX, + M)
J +mx,

Das auf die Balkenachse hin Ubersetzte Motordrehmoment wird in das Zustandsraummodell
eingesetzt.

ik,

M= A (u—k o)

Es handelt sich dabei um ein nichtlineares, eingangsaffines System 4. Ordnung.

. X, i 0 ]

Xy p . k

. X X, —gsm(x3)—ax2 0

.2 = X + 0 u

Xq 4 i (2.4-2)
2 uk

X ! — 2mMX, X, X, —Mmgx, cos(X,) —ky X +UKMkEx ~

4 _J+mx12 172724 g% 3 B4 4_ _R(J+mxl )_

y=X

2.4.8 Parameter des Labormodells

g= 9,81[22} m = 0,4 [kg] k, =209-107 [N—;}
S
kg 2 -3 VS
k =045 2 J = 0,989 [kgm?] ke =20,913-10° | —
S rad
kgm? N
kg =73 S 0=3225 R =134[Q]
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Kapitel 111

Experimentelle Ermittlung der
Reibparameter



3.1 Identifikation der Wagenreibung

3 Identifikation

Die Reibparameter des mathematischen Modells kénnen mit Hilfe von Messungen am La-
bormodell ermittelt werden. Dabei werden Messungen gemacht, welche anschlieRend mit der
Simulation in Matlab/Simulink verglichen werden. Die Reibparameter werden in der Simula-
tion so angepasst, dass Messung und Simulation Ubereinstimmen. Im mathematischen Modell
wird die Reibung nur durch eine viskose Reibung modelliert.

3.1 Identifikation der Wagenreibung

Der Wagenreibungsparameter k wird so bestimmt, indem der Balken in der waagrechten Posi-
tion befestigt wird. Der Motor ist spannungslos.

o= 0} Balken in waagrechter Position fixiert
w =
u=0 Motor ist spannungslos

Somit ergibt sich aus ( 2.4-2 ) folgendes mathematische Modell:

X, X

X k X

2 A
= m

X3 0

X, | 0 |

Beim Experiment am Labormodell wurde der Wagen am rechten Ende des Balkens platziert
und mit einem Impuls beaufschlagt. Dadurch rollt der Wagen in Richtung Mitte des Balkens.
Dieses Experiment wurde mit drei verschiedenen Impulsen durchgefihrt. Einem schwachen
(Wagen rollt nur eine kurze Distanz), einem mittleren (Wagen rollt bis zur Balkenmitte) und
einem hohen (Wagen rollt bis zum anderen Ende des Balkens). Grund fir diese drei Experi-
mente war die Erkenntnis, dass der Reibparameter k davon abhangt wie weit der Wagen rollt,
beziehungsweise wie schnell sich die Rader des Wagens drehen. Drehen sich die Réder
schnell, ist die Reibung gering. Rollt der Wagen jedoch langsam, ist die Reibung hoch. Zu-
sétzlich besitzt der Wagen auch eine Haftreibung, welche die Identifikation erschwert. Die
Haftreibung wird im mathematischen Modell nicht berticksichtigt. Da wahrend der Regelung
der Wagenposition der Wagen sowohl schnell als auch langsam rollen kann, muss ein Mittel-
wert fir den Reibparameter k ermittelt werden. Der Vergleich zwischen Messung und Simu-
lation ist in Bild 3.1-1 bis Bild 3.1-3 zu sehen. Dabei wird bei jedem Experiment die Wagen-
position r(t) und die Wagengeschwindigkeit v(t) verglichen. Der Reibparameter k ist in der
Simulation so angepasst, dass die Endposition des Wagens, in Messung und Simulation Gber-
einstimmt. Durch die Mittelwertbildung wird die Haftreibung naherungsweise mitberticksich-
tigt.

k

_k+ k32 +k; _0,24+037+0,71 _ 0’45[@}
S
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3.1 Identifikation der Wagenreibung

rinm, vinm/s

rinm, vinm/s

rinm, vinm/s

0.5
\\.-
0.4
0.3
0.2
0.1
0 = 4
,4/ Messung r(t)
01 A/ Messung vt) ||
----- Simulation r(t)
------ Simulation u(t)
-0.2 T
0 2 4 6 8 10 12
t/s
Bild 3.1-1: Wagenreibung Experiment 1 - kleiner Impuls k; = 0,71
0.5

0.4 \

\

. \

o

[
et
»”

S~

oy
-

I}
1}

0.3 'll/ Messung r(t) |

)/ Messung \t)
04 77" Simulation r(t)
------ Simulation V)
-0.5 r r
2 4 6 8 10 12 14 16

t/s

Bild 3.1-2: Wagenreibung Experiment 2 - mittlerer Impuls k, = 0,37

0.4 \

0.2 \‘

o

o
N

Messung r(t)

Messung \t)

----- Simulation r(t) | |

------ Simulation ut)
T

0 2 4 6
t/s

8 10

12

Bild 3.1-3: Wagenreibung Experiment 3 - hoher Impuls k; = 0,24
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3.2 ldentifikation der Balkenreibung

3.2 Identifikation der Balkenreibung

Bei der Ermittlung des Balkenreibungsparameters kg wird der Wagen in der Mitte des Bal-
kens fixiert. AnschlieRend wird der Motor mit einer Rechteckspannung verschiedener Ampli-
tude beaufschlagt. Die Bewegung des Balkens wird dabei aufgezeichnet. Am Beginn des Ex-
periments liegt der Balken auf dem linken Anschlagsbolzen auf.

r=0
v=0

Dadurch ergibt sich aus ( 2.4-2 ) folgendes mathematische Modell:

Wagen in der Mitte des Balkens fixiert

) 0 M 7
X, 0 0

% | 0

" = X4 + 0 u
3 1 U2k, k — Uk

X, 3[_kBX4+ e I RJM_

Der Vergleich zwischen Messung und Simulation ist in Bild 3.2-1 bis Bild 3.2-3 zu sehen.
Dabei wird bei jedem Experiment der Balkenwinkel ¢(t) und die Winkelgeschwindigkeit w(t)
verglichen. Der Reibparameter kg wird in der Simulation so angepasst, dass der Endwinkel
des Balkens in Messung und Simulation Gbereinstimmt.

0.5 T T T
» \ Messung @
5
® \ Messung ®
c 0 N e—— . .
3 0 N~ — S!mulatfon ¢ |
5 \ ff Simulation o
o
£
e- -~k
o .
-0.5 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t/s
10
} u
>
£ 5
=]
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Bild 3.2-1: Balkenreibung Experiment 1 - Motorspannung 2V fur 2s kg = 70



3.2 ldentifikation der Balkenreibung

0.5
»n \
5
E O Ny,
c
5 \.'I Messung ¢
] 05 ; r — Messung » ||
e \ , """ Simulation @
\
& s | |7 Simulation ®
_1 r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t/s
10
\ ul
>
£ 5
=}
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

t/s

Bild 3.2-2: Balkenreibung Experiment 2 - Motorspannung 6V fir 0,8s kg = 69,5

0.5
(2]
B o
= N
3 -0.5 f.! Messung ¢
] j
© h Messung ®
c L D . .
= -1 t Simulation @ |-
S \
g—-—. """ Simulation ®
-1.5 . :
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t/s
10
| uj
>
£ 5
=}
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
t/s

Bild 3.2-3: Balkenreibung Experiment 3 - Motorspannung 9V fur 0,5s kg = 69

Die Identifikation wurde zusatzlich auch noch mit einer dreieckférmigen Motorspannung
durchgefuhrt. Das Ergebnis ist in Bild 3.2-4 ersichtlich.
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3.2 ldentifikation der Balkenreibung

@ inrad, win rad/s

uinVv

Wabhl:

26

1 T T T
A /\ Messung @
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Bild 3.2-4: Balkenreibung Experiment 4 - Dreieckspannung kg=73
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

4 Regelung

Bei der Entwicklung einer Regelung fiir das Labormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken‘
werden verschiedene lineare und nichtlineare Regelungskonzepte untersucht. Zu den nichtli-
nearen Konzepten gehdren die Eingangs-/ Zustands- und die Eingangs-/ Ausgangs- Lineari-
sierung. Dabei wird die nichtlineare Strecke durch eine statische nichtlineare Zustandsrick-
fihrung linearisiert. Zur linearisierten Strecke wird anschlief3end eine Zustandsregelung ent-
worfen.

Beim linearen Regelungskonzept kommt die Kaskadenregelung zum Einsatz. Hier wird durch
den unterlagerten Regelkreis eine Begrenzung des Balkenwinkels realisiert. Der &ul3ere Re-
gelkreis dient zur Regelung der Wagenposition. Als Reglerentwurfsmethode wird die analyti-
sche Synthese fur zeitdiskrete Systeme angewendet.

Die Regelung wird mit Hilfe des Softwarepakets Matlab/Simulink und der Echtzeitumgebung
,»WinCon* auf einem Personal Computer implementiert. Die ZustandsgroRen der kontinuierli-
chen Strecke werden dabei Uber das ,,MultiQ-PCI*“ Datenerfassungssystem gemessen. Die
Regelung in Matlab/Simulink erfolgt zeitdiskret. Die regelungstechnische Aufgabe besteht
darin, die Position des Wagens nur mit Hilfe des Balkenwinkels zu regeln. Der Antrieb erfolgt
uber einen Gleichstrommotor.

4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

Ziel bei der Eingangs-/ Zustands- Linearisierung ist es, aus dem nichtlinearen mathemati-
schen Modell der Strecke
X =a(x)+b(X)u (4.1-1)

mit Hilfe einer statischen nichtlinearen Zustandsrickfiihrung
u=a(x)+ pX)Vv (4.1-2)

ein lineares Gesamtsystem zu erzeugen. Das Strukturbild der nichtlinearen Strecke ist in Bild
4.1-1 dargestellt. Betrachtet werden nichtlineare, eingangsaffine Systeme, welche in der Form
(4.1-1) angeschrieben werden konnen. Fir den interessierten Leser sei auf die vertiefende
Literatur ([4] Slotine und Li 1991), ([5] Hofer 2009) und ([6] Adamy 2009) hingewiesen.

M)
ax) |e
) —

u J- X
I b(x) |«

—
Bild 4.1-1: Strukturbild der nichtlinearen Strecke

Handelt es sich wie im Fall des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken* um eine nicht-
lineare Strecke 4. Ordnung, ergibt sich als linearisiertes Gesamtsystem eine Integratorkette
mit vier Integratoren.
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

(D0

Bild 4.1-2: Integratorkette

Die Linearisierung bezieht sich nicht auf die Zustandsgroen x der nichtlinearen Strecke,
sondern auf die Zustande z der resultierenden Integratorkette. Die Umrechnung, beziehungs-
weise Transformation von den Zustdnden der nichtlinearen Strecke x zu den Zustanden der
Integratorkette z erfolgt mit Hilfe einer nichtlinearen Zustandstransformation ¢(x). Das Ge-
samtstrukturbild mit nichtlinearer Strecke, Zustandsruckfiihrung und Zustandstransformation
ist in Bild 4.1-3 ersichtlich.

\ 4

x Strecke o(X) >

a(X) |e

A

B(X)

Bild 4.1-3: Nichtlineare Strecke, Zustandsruckfiihrung und Zustandstransformation

Der Zustandsvektor z enthalt dabei die Ausgangsgrofie z; der Integratorkette und deren zeitli-
che Ableitungen.

1

1

z= = (4.1-3)

iy

z
Z
5
7

Von der neuen Eingangsgrofie v zu den ZustandsgroRen z entsteht somit ein lineares System
4. Ordnung. Das resultierende mathematische Modell der Integratorkette ist mit

\ (4.1-4)

N

Il
o O O o
o O O B+
o O +» O
o »r O O
= O O O

gegeben. Bei der Eingangs-/ Zustands- Linearisierung ist der Ausgang y des nichtlinearen
Systems nicht relevant. Ziel der E-/Z- Linearisierung ist eine Stabilisierung des nichtlinearen
Systems, mit Hilfe der transformierten Zustandsgrofien z. Dabei wird ein lineares Regelgesetz
(z.B. Zustandsregelung) fir das System ( 4.1-4 ) entworfen.
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

4.1.1 Mathematische Vorbetrachtung

Um eine systematische Berechnung der zur E-/Z- Linearisierung bendtigten statischen nicht-
linearen Zustandsrickfuhrung ( 4.1-2 ) zu ermdglichen, sind einige mathematische Vorbe-
trachtungen notwendig. Dazu gehort die Einflihrung des Begriffs der Lie- Ableitung und der
sogenannten Lie- Klammer. Die Lie- Klammer wird auch als Adjungierte bezeichnet.

4.1.1.1 Lie- Ableitung

Die Lie- Ableitung ist als Richtungsableitung der skalaren Funktion f entlang des Vektorfel-
des g definiert.

of (x)
Lf=—"= 4.1-5
g ox g ( )
Mehrfachanwendung der Lie- Ableitung:
ig. i-1
Lf=L,(Lf) (4.1-6)

4.1.1.2 Lie- Klammer

Bei der Lie- Klammer beziehungsweise Adjungierten zweier Vektorfelder f und g, handelt es
sich um die Differenz zweier vektorieller Lie- Ableitungen.

og, of
f,gl=ad,g=—f-—g=Lg-Lf 4.1-7
[f.g]:=adg o oxdhIh (4.1-7)
Mehrfachanwendung der Lie- Klammer:
ad;g :=[f,ad{g] (41-8)

4.1.2 Nichtlineare Zustandstransformation

Die nichtlineare Zustandstransformation ¢(x) transformiert die ZustandsgroRen x der nichtli-
nearen Strecke in die ZustandsgroRen z der Integratorkette.

@, (X)

_| P2 ) _
@3 (X)
?4(X)

@(X) (4.1-9)

Man unterscheidet dabei zwischen einem globalen und einem lokalen Diffeomorphismus. Ein
globaler Diffeomorphismus liegt vor, wenn die Zustandstransformation im gesamten Zu-
standsraum reguldr d.h. umkehrbar ist. Zudem missen die Vektorfelder z =¢(x) und

X = ¢ '(z) glatte Vektorfelder sein, d.h. sie missen beliebig oft stetig differenzierbar sein. Ist
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

dies der Fall, existiert die Umkehrtransformation X =¢'(z) im gesamten Zustandsraum.

Somit kann jedem beliebigem Punkt im Zustandsraum der Zustandsgréfen z; ein Punkt im
Zustandsraum der ZustandsgroRen x; und umgekehrt zugeordnet werden. Ein lokaler Diffeo-

morphismus liegt vor, wenn die Umkehrtransformation X =¢"(z) nicht im gesamten Zu-

standsraum existiert, sondern nur flr eine gewisse Umgebung um den Arbeitspunkt x,. Dabei
muss die Jacobi- Matrix der Zustandstransformation im Arbeitspunkt X, regulér sein.

Globaler Diffeomorphismus
«  Umkehrtransformation x = ¢ (z) existiert global
» Beide Vektorfelder sind stetig differenzierbar

Lokaler Diffeomorphismus

» Jacobi- Matrix8—¢ regular
OX

Dieser globale oder lokale Diffeomorphismus transformiert das nichtlineare System

X =a(x)+b(xX)u (4.1-10)

eindeutig in die nichtlineare Regelungsnormalform

Z 01 00 0
Z, 0 010 01, 3

= Z+ L X)+ L. L X)-u). 4.1-11
2-3 0 0 0 1 0 ( a¢1( ) b a¢1( ) ) ( )
z, 0 00O 1

Bei dieser Darstellung des nichtlinearen Modells ist die gesamte Nichtlinearitat des Systems
in die Eingangsgrofie transformiert worden.

4.1.3 Neue Systemdarstellung
Wir gelangen zu einer neuen Systemdarstellung des nichtlinearen Systems (4.1-1) durch

* Verwendung der Lie- Ableitung und einer
* nichtlinearen Zustandstransformation.

Leitet man die Zustandstransformation z = ¢(x) zeitlich ab und setzt das urspriingliche nicht-

lineare System fur x ein, gelangt man zur Darstellung ( 4.1-12 ). Dieses transformierte Sys-
tem soll einer Integratorkette gleichen.

0100 0
. 0p(X) . Op(X) 10 0 10 0
z(x) = X = a(x)+b(x)-u)= Z+| v 1-
0)=—> o @0 +b0)-u)= | (41-12)
transformiertes System 0000 1
Integratorkette
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem ( 4.1-13 ) fur die Zustandsgrofien z.

90 o) = Lo, (%)= 2,
OX
2% 5 = Ly (0=
. (4.1-13)
92509 (%) = L2, (x) = 2,
OX

8(04 (x) a(x) + 6(04 (X) b(x)-u = I—i(/)l(x) + Lb Li(Pl(X) ‘u ;V
OX OX

Aus dieser Forderung ergibt sich die Berechnungsvorschrift fiir die nichtlineare Zustands-
transformation ¢@(x).

2% @, (X)
0, |_| L)
oy | | Lagy(X)
9. |Lig(X)

p(X) = (4.1-14)

Bei erneutem Anschreiben der Gleichungen aus ( 4.1-13 ) wird ersichtlich, dass die gesamte
Nichtlinearitéat des Systems in die EingangsgroRe transformiert wird.

Z 01 00 0
Z, 0 010 0, 3

= Z+ L X)+ L. L X)-u 4.1-15
2-3 0 0 0 1 0 ( a¢1( ) b a¢1( ) ) ( )
z, 0 00O 1

Wahlt man nun die Eingangsgrofie

Lo 1

= : 5 -V (4.1-16)
L Lo (X)Ll (X)
a(x) B(X)
ergibt sich die gew(inschte Integratorkette
0100 0
0010 0
z= Z+| v (4.1-17)
0 001 0
0 00O 1

als Gesamtsystem. Das zweite Gleichungssystem aus ( 4.1-12 ) ergibt sich aus der Betrach-
tung des Eingangsvektors der EingangsgroRe v. Die resultierenden Bedingungen sind in den
Gleichungen ( 4.1-18) ersichtlich.
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

900 iy Ly (%) = 0
OX

o0p, (X o, (X
220 ) = L, L0 = 22 ad b =0

20, (%) oo (%) (4.1-18)
P53 (X 2 P (X) 12
——b(X) =L, Lip,(x) =———"ad’b =0
aX ( ) b aq)l( ) 6X a
09, (X) 3 oo (X) _ 3
———b(X)=L,Lip,(x)=———ad b =0
pw (x) = Ly Lo (X) o e
Daraus ergeben sich folgende Forderungen:
a(ﬂl (X) b(X) — O
OX
99 a4 b =0
oX (4.1-19)

6(p1_(><)ad2bzo

9219 ag%p » 0

Es handelt sich hierbei um ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
fur die gesuchte Funktion ¢, (x). Es ergeben sich somit zwei Bedingungen, die erfullt sein

missen, damit das nichtlineare System Eingangs-/ Zustand- linearisierbar ist. Hier sind die
Bedingungen fiir ein System 4. Ordnung angegeben.

1. Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems

Das nichtlineare System muss steuerbar sein. Diese Forderung l&sst sich mathematisch so
beschreiben, dass die Spaltenvektoren der Matrix

[b ad.b ad’b ad’b] (4.1-20)
linear unabhéngig sein muissen.
2. Involutivitatsbedingung

Mit dieser Bedingung wird tberpruft, ob Gberhaupt eine AusgangsgroBe y = ¢, (x) der Integ-
ratorkette existiert, fur die das nichtlineare System Eingangs-/ Zustands- linearisierbar ist.
Beziehungsweise, ob das System von partiellen Differentialgleichungen eine Losung ¢, (x)

besitzt. Mathematisch lasst sich diese Forderung so formulieren, indem die Menge der Vekto-
ren

{b ad,b ad’b} (a1-21)

involutiv sein muss.
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4.1 Eingangs-/ Zustands- Linearisierung

Die Involutivitat einer Menge aus Vektoren ist so definiert, dass die Lie- Klammer zweier
beliebiger Vektoren aus der Menge als Linearkombination der Vektoren in der Menge dar-
stellbar ist. Siehe z.B. ([4] Slotine und Li 1991).

4.1.4 Zusammenfassung

Die allgemeinen Bedingungen fur die Existenz einer Eingangs-/ Zustands- Linearisierung fur
ein System mit der Systemordnung n kénnen wie folgt angegeben werden.

1. Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems

Die nichtlineare Steuerbarkeitsmatrix

F=[b ad,b ad’b ... ad)™'b] (4.1-22)
muss regulér sein.
2. Involutivitatsbedingung
Die Menge der Vektoren ~ {b ad,b ad’0 ... ad’?b} (4.1-23)

muss involutiv sein.

Damit kann eine nichtlineare Zustandstransformation in der Form

| [ () ]
Z2 La(”l(x)
p(X)=|z, |=| g, (X) (4.1-24)

z,| [ e(X)]
berechnet werden.

Die nichtlineare Zustandsrickfuhrung

— Lo, (X
= n‘iol( ) + nf} v (4.1-25)
Lb La ¢1(X) Lb La (pl(x)
a(x) A(x)

ergibt schlieBlich das exakt linearisierte Modell in der Form einer Integratorkette.
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4.2 E-/Z- Linearisierung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

4.2 E-/Z-Linearisierung des Labormodells ,Wagen auf drehbarem Balken*

Bei der Untersuchung der Existenz einer Eingangs-/ Zustands- Linearisierung fiir das Labor-
modell ,,Wagen auf drehbarem Balken®, st6f3t man auf das Problem, dass die Involutivitéatsbe-
dingung ( 4.1-23 ) nicht erflllt ist. Die dazu notwendigen Berechnungen wurden mit der
»Symbolic Toolbox* von Matlab durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in der beiliegenden CD
unter {1} zu finden. Somit besitzt das System von partiellen Differentialgleichungen

(4.1-19 ) keine LOsung ¢, (x). Die Steuerbarkeitsbedingung ( 4.1-22 ) hingegen ist erfillt. Da
eine Eingangs-/ Zustands- Linearisierung nicht maoglich ist, wird die Mdoglichkeit einer Ein-
gangs-/ Ausgangs- Linearisierung untersucht.

4.3 Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung

Bei der E-/Z- Linearisierung wird das nichtlineare System durch eine statische nichtlineare
Zustandsrickfihrung in ein lineares System mit dem neuen Eingang v und den transformier-
ten Zustdnden z Ubergefiihrt. Dies erfolgt unabhéngig vom Ausgang y des urspringlichen
Systems. Die Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung verfolgt ein anderes Ziel. Hier wird durch
eine geeignete statische nichtlineare Zustandsriickflhrung das nichtlineare Verhalten zwi-
schen dem neuen Eingang v und der Ausgangsgrofie y des urspringlichen nichtlinearen Sys-
tems kompensiert. Es entsteht dabei wieder eine Integratorkette, jedoch ist hier der Ausgang
der Integratorkette der reale Ausgang des nichtlinearen Systems. Die Ordnung der Integrator-
kette ist gleich dem relativen Grad der AusgangsgroRe y = c¢(x) des nichtlinearen Systems.

4.3.1 Relativer Grad

Bei der E-/A- Linearisierung hat der Begriff ,relativer Grad“ eine groBe Bedeutung. Die
mehrfache zeitliche Ableitung der Ausgangsgrofie des Systems

X =a(x) +b(x)u
y=c(x) B
ergibt:
y =c(x)
y =L,c(x)+L,c(x)u

¥ = L2c(x) + L,L,c(x)u

yU ™ =L e(x) + L, L *c(x)u
y" =Lice(x)+ L, L e(x)u

Wirkt nun die Eingangsgroe u erst auf die r-te zeitliche Ableitung der Ausgangsgrofe, so
gilt:
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4.3 Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung

L,c(x)=0
L,L,c(x)=0

L L %c(x) =0
L, L c(x) =0
So gelangt man direkt zur Definition des relativen Grades r:

L Lc(x)=0 i=0,..,r-2
L, L le(x) =0

(43-2)

Die Ableitungen der AusgangsgrofRe ergeben sich dann zu:

y =c¢(x)
y=L.c(x)
y = Lic(x)

y ™ =L "e(x)
y" = Lic(x)+ L, L e(x)u

Durch die statische nichtlineare Zustandsrickfiihrung

~ —Lie(x) N 1
L,Lie(x)  L,L."c(x)
a(X) B(x)

(4.3-3)

entsteht eine Integratorkette mit der Ordnung r.

y = c(x)
= L,c(x)

y = Lic(x)

y P =1"e(x)

yo =y

00

r r—!

(

Bild 4.3-1: Resultierendes Eingangs- Ausgangs- Verhalten

Das Eingangs- Ausgangs- Verhalten vom neuen Eingang v zum Ausgang des nichtlinearen
Systems entspricht der Ubertragungsfunktion
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4.3 Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung

G(s) = ir (4.3-4)
S

Der Ausgang der Integratorkette entspricht dem realen Ausgang des urspringlichen nichtli-
nearen Modells. Dies bedeutet wiederum, dass die Ausgange der Integratoren in der Integra-
torkette den zeitlichen Ableitungen der AusgangsgroRe des nichtlinearen Modells entspre-
chen.

4.3.2 Nichtlineare Zustandstransformation
Es ist nun eine Zustandstransformation gesucht, welche das System

x =a(x) +b(x)u
y =c(X)

in die Byrnes-Isidori Normalform ([4] Slotine und Li 1991)

2,=1,

22 - % Externe Dynamik:
: Integratorkette

2, = Lic(z,w) + L, L, "c(z, w)u

W =h(z,w) { Interne Dynamik

transformiert. Dies gelingt mit folgender Transformationsvorschrift.

2 y ][ e ]
Z, y L.c(X)
. : . r
z=|z, |=p(X)=| ¥y |[=]|L"c(x) (435)
z r+1 §0r+1 (X) ¢r+l (X)
: : : n-r
L Zy | Lo (X) ] [ en(¥) ]

Die nichtlineare Zustandstransformation ¢(x) muss wie bei der E-/Z- Linearisierung einen

Diffeomorphismus darstellen. Die ersten r Komponenten der Zustandstransformation entspre-
chen den Ausgédngen der Integratorkette. Die restlichen n — r Komponenten werden so ge-

waéhlt, dass ¢(x) ein Diffeomorphismus ist und ¢, , (X),..., ¢, (X) nicht von u abhangen.

Durch die Eingangstransformation u = a(x) + #(x)-v ist die externe Dynamik von den Zu-
standsgrofRen w der internen Dynamik unabhangig.
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4.3 Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung

2, =1,
1,=1,
Z, =V
W =h(z,w)

Damit die interne Dynamik von der StellgroRe unabhangig ist, muss gelten:

Lo(X)=0 i=r+1..,n
Die interne Dynamik ist nicht beobachtbar, sie wird aber durch die ZustandsgréRRen z des li-
nearen Systems angeregt. Damit das E-/A- linearisierte Gesamtsystem stabil ist, muss die in-

terne Dynamik stabil sein. Die Voraussetzung, damit eine E-/A- Linearisierung eines nichtli-
nearen Systems maglich ist, ist also die Stabilitat der internen Dynamik.

4.3.3 Stabilitit der internen Dynamik
Die Stabilitat der internen Dynamik
W = h(z,w)
wird mit Hilfe ihrer Nulldynamik bestimmt. Dabei stellt man sich die Frage, wie der An-
fangszustand xo und die Stellgrée u gewahlt werden missen, damit der Ausgang y(t) und

seine zeitlichen Ableitungen fur alle Zeiten identisch Null sind. Dazu wird das System in
Byrnes-Isidori Normalform betrachtet.

2, = Lic(x)+ L, L e(x)u

W =h(z,w)
Aus y =z, =0folgt:
y=2,=0
y=12,=0
y'=z=0

Damit auch z, =0 qilt, muss fir die Eingangsgréie gelten:

_ —Le®)

Uy=——"7"--—- 4.3-6
° L, LT e(x) L)

Mit dieser Wahl fur xo und uo erhélt man die so genannte Nulldynamik
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4.4 E-/A- Linearisierung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

W =h(0,w).

Die asymptotische Stabilitat der Ruhelage der Nulldynamik, kann nun mit den bekannten Me-
thoden von Ljapunov untersucht werden. Siehe ([4] Slotine und Li 1991).

4.3.4 Vergleich zur E-/Z- Linearisierung

Besitzt nun die AusgangsgroRRe y = c(x) den relativen Grad r = n, dann ist ¢, (x) = c(x) auch
Losung des Systems von partiellen Differentialgleichungen ( 4.1-19 ). Somit entspricht die
E-/A- Linearisierung mit relativem Grad r = n einer E-/Z- Linearisierung. Es entsteht dabei
eine Integratorkette mit der Ordnung n. Der Ausgang der Integratorkette entspricht dem Aus-
gang des nichtlinearen Systems y = ¢(x) und es ist keine interne Dynamik vorhanden.

y® y =c(x)

{0

1

Bild 4.3-2: Integratorkette - relativer Gradr=n=14

y =c(X) ,

y =L.c(X) L
=z

y=L%c(x) bzw. 22 23
(3 _ 3 3= &4
y™ =Lc(x) 2, =V

4.4 E-/A-Linearisierung des Labormodells ,Wagen auf drehbarem Balken“

Das mathematische Modell des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken* ist gegeben
mit:

o X2 1T 0
1 xxz—gsin(x)—hx 0 |
)-(2 174 3 m 2
« = X4 + O u
3 1 %k, k Ok
X, | | ——| —2mx,X,X, —mgx, cos(X,) —KgX, + —=—E X, R(J 2
_J +mx12 ]t ( +mx, )J
y=X

Leitet man die Ausgangsfunktion des mathematischen Modells zeitlich ab, kommt die Ein-
gangsgrole u wie in
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4.4 E-/A- Linearisierung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

y=X
y:X2

y= Xlxj - gSin(Xa) _hxz
m

2 2X, X,

o 0%k, ke uk,,
Y= X% J +mx?
1

(—2mx1x2x4—mgxlcos(xs)—ka4+ A X, ujf+...

gezeigt, schon in der dritten Ableitung vor. Das bedeutet der relative Grad betragt r = 3. Das
Eingangs- Ausgangs- Verhalten des mathematischen Modells kann also in eine Integratorkette
mit drei Integratoren linearisiert werden.

UL

Bild 4.4-1: Resultierendes Eingangs- Ausgangs- Verhalten mit r =3

Es ist nun eine nichtlineare Zustandstransformation gesucht, welche das mathematische Mo-
dell in die Byrnes-Isidori Normalform

2, =1,
Z,=12
2 (44-1)
2, = Lc(x) + L, Lic(x)u
W =h(z,w)

transformiert. Dies ist mit folgender nichtlinearer Zustandstransformation maéglich:

y c(x) %
|| e -
P(x) = y N LiC(X) B X1X42 —gsin(x;) - h Xz
m
@, (X) ?,4(X) i ?4(X)

Damit die interne Dynamik von u unabhdngig ist muss gelten:

Lo, (X)=0
_ 0 .
0 .
8(04 6(94 6(04 8§04 0 50
0%, OX, OXy; OX, ik
e '
| R(I+mx?) |
09, uk,, !

- . =0
X, R(J +mx")
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4.4 E-/A- Linearisierung des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken*

Eine Losung der partiellen Differentialgleichung ist:
P4 (X) =X,

Als nichtlineare Zustandstransformation ergibt sich somit:

Xl
X2
X) =
=] e~ gsingx) - K x,
m
L X3 i
Durch die Eingangstransformation
—L3c(x) 1
R T2 v
LLie(x) LyLic(x)
a(x) B(x)

entsteht aus der zustandstransformierten Strecke ( 4.4-1) eine Integratorkette mit drei Integra-
toren. Die Ergebnisse sind auf der beiliegenden CD unter {2} zu finden.

21 = 22
Z,=1
2 =2 Integratorkette (44-2)
Z, =V

W=¢,(z,W) }  Interne Dynamik

Die vierte Grolle w=¢,(z,w) der Zustandstransformation ist nicht beobachtbar. Damit ein
lokaler Diffeomorphismus vorhanden ist, muss die Zustandstransformation im Bereich der
Ruhelage xr regulér sein. Das heilt, die Determinante der Jacobimatrix muss in der Ruhelage
Xgr ungleich Null sein.

1 0 0 0
o 0 1 0 0
—_r = ) k
oxX | X, T gcos(X;) 2%,X,
0 0 1 0
0
det(a—ij =—2X;X,

Die Ruhelagen des Systems sind uberall dort, wo der Wagen steht und der Balken in waag-
rechter Position ist.

I Iy

Vv 0
X R = R =

Pr 0

Mg 0

Das Problem ist nun, dass die Zustandstransformation in den Punkten der Ruhelagen des Sys-
tems nicht regulér ist.
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4.5 Modifikation des mathematischen Modells

det(a—(pj =0

OX ‘.

Dies ware auch direkt aus der dritten zeitlichen Ableitung der Ausgangsgrofie ersichtlich ge-
wesen. Dort wird namlich die Eingangsgrolie genau mit diesem Term 2x3x4 der Determinante
multipliziert. Ist nun x; oder x4 Null, wird die EingangsgroRe mit Null multipliziert und der
relative Grad ist nicht mehr definiert.

Das heil3t, ist der Balken in waagrechter Position ( x4 = 0 ), was nach jedem Anfahren einer
Position der Fall ist, oder befindet sich der Wagen in der Mitte des Balkens ( x; = 0), ist die
Zustandstransformation nicht umkehrbar. Somit liegt kein lokaler Diffeomorphismus vor und

eine Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung ist nicht moglich. Wird ¢, (x) als Kombination der
ZustandsgroRen x; und x, gewahlt ist die Zustandstransformation ebenfalls nicht regulér.

Da nun eine E-/Z- und auch eine E-/A- Linearisierung nicht maglich sind, stellt sich die Fra-
ge, ob durch eine Modifikation des mathematischen Modells der Strecke, eine E-/Z- Lineari-
sierung oder E-/A- Linearisierung ermdéglicht werden kann.

4.5 Modifikation des mathematischen Modells

Im Fall des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken* ist die Nichtinvolutivitat eine ma-
thematische Restriktion, die umgangen werden kann. Denn durch die Vernachlassigung einer
nicht dominanten Systemeigenschaft, der Zentrifugalkraft auf den Wagen, kann die Involuti-

vitdt hergestellt werden. Die Zentrifugalkraft wird mit der Formel F, = mro® = mx,x? be-

schrieben. Die Zentrifugalkraft kommt in der Differentialgleichung des mathematischen Mo-
dells fir x, vor. In ( 4.5-1) ist das modifizierte mathematische Modell des Labormodells
ersichtlich.

X, r .

% —gsin(x)—hx 8

% _ com” + u

N X, 0 (451)
2 -k

X ! — 2mMX, X, X, —Mmgx, cos(X,) —ky X +UkMkEx ~

4 _m 1274 gx 3 B4 4 | _R(J + mx; )_

y=X

Durch die Vernachléssigung der Zentrifugalkraft wird nicht nur die Involutivitat hergestellt,
sondern zusatzlich der relative Grad der Ausgangsgrofie y = x; von r = 3 auf r = 4 erhéht. Das
bedeutet, es ist nicht nur eine E-/Z- Linearisierung moglich, sondern auch eine E-/A- Lineari-
sierung mit dem relativen Grad r = n. Die E-/A- Linearisierung mit relativen Grad r = n ent-
spricht einer E-/Z- Linearisierung, bei der die Losung der partiellen Differenzialgleichung

(4.1-19 ) mit ¢,(x) =y =c(x) gegeben ist. Dass nach der Modifikation des mathematischen

Modells der relative Grad r der Systemordnung n = 4 entspricht, ist mit
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4.6 E-/A- Linearisierung des Labormodells mit relativem Grad r = n

y=X
y:X2

N . k
y=-90 Sln(X3) _EXZ

Y =~gcas0 )t~ X 5, = -goostix, —%[— gsingx,) —%xzj

g cos(X,)

J+mx;

[—melx2x4—mgxlcos(xg)—ka4+u g E X, Py

y(4) = gSin(Xs)X4 -

gezeigt. Fur das Labormodell ist eine Fihrungsregelung fir die Wagenposition x; gesucht.
Darum wird im Folgendem eine E-/A- Linearisierung fiir den Ausgang y = x; realisiert.

4.6 E-/A-Linearisierung des Labormodells mit relativem Gradr =n

Durch die Vernachlassigung der Zentrifugalkraft auf den Wagen hat sich der relative Grad der
AusgangsgroRe y = x; auf r = 4 erhéht. Das modifizierte mathematische Modell des Labor-
modells ist gegeben mit:

_ X, _ )

% —gsin(x)—hx 8

% _ Com” + u

%, = X, 0 (4.6-1)
2 — Uk

X - —2mXx; X, X, —Mgx, CoS(X;) —kgX +mx -

4 _J+mx12 178224 1 3 B4 R 4 | _R(J+le )_

y=X

Entspricht der relative Grad der Systemordnung n, entsteht bei der E-/A- Linearisierung eine
Integratorkette mit n Integratoren. Der Ausgang der Integratorkette ist der Ausgang des nicht-

linearen Systems.
@ y y y y
s 0 e O O e O
v z, Z, z, Z,

Bild 4.6-1: Integratorkette - relativer Grad r = 4

Die Eingangsgrofe v greift erst auf die n-te zeitliche Ableitung des Ausgangs durch. Durch
die nichtlineare Zustandstransformation

z, c(x)
Z, L,c(x)
X) = = 4.6-2
»(X) 2 7| ey (4.6-2)
Z, Lic(x)
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4.6 E-/A- Linearisierung des Labormodells mit relativem Grad r = n

und die Zustandsrickfiihrung

- Lic(x) 1
=—=2 +—— -V (4.6-3)

L,L.e(x) L,Lc(x)

a(x) BX)
resultiert aus ( 4.6-1 ) das mathematische Modell

,=1,
Z,=1
2z (46-4)
2,=1,
Z,=V

mit den neuen Zustandsgréien z.

4.6.1 Zustandstransformation

Die Zustandstransformation, welche das modifizierte mathematische Modell ( 4.6-1) in die
Byrnes-Isidori Normalform transformiert, ist gegeben mit:

] . _
4 c(x) X,
(x) = 2 || LSO i K 4.6-5
p(X) = 2, = Lc(x) = —gsm(xs)—ax2 (46-5)
z,| [Lac(x) %[g sin(x,) + % xz) — g cos(x,)X,

Es handelt sich dabei um einen lokalen Diffeomorphismus, da die Umkehrtransformation
nicht global existiert. Die Jacobimatrix der Zustandstransformation ist mit

1 0 0 0
1 0 0
g_f =0 - %2 — g Cos(X,) 0 (4.66)
0 (%} %gcos(xg)Jr gsin(x;)x, —gcos(x;)

gegeben. Die Jacobimatrix muss reguldr sein. Das heil3t, die Determinante der Jacobimatrix
muss flr einen Bereich der Zustandsgrofien, in dem sich das Labormodell bewegt, ungleich
Null sein.

op 2 2 .. Vi Vi
det| —— |=g-cos(x,)° =0 fir — <X, <= 4.6-7
(axj g ( 3) 5 3% ( )

Der Balkenwinkel darf sich also zwischen £90° bewegen, damit die Zustandstransformation
reguldar bleibt.
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4.7 Zustandsreglerentwurf fur das E-/A- linearisierte Modell

4.6.2 Nichtlineare Zustandsriickfithrung

Die nichtlineare Zustandsrickfihrung u = a(x) + S(x)v lasst sich mit

— Lic(x) 1
=—2 +— v (4.6-8)
L,L.c(x) L,L,c(x)
a(x) B

berechnen. Aufgrund des sehr umfangreichen Ergebnisses, wird dazu auf die zur Masterarbeit
gehérenden Matlab m-Files verwiesen. Die Modifikation des mathematischen Modells der
Strecke ermdglicht somit eine E-/A- Linearisierung mit relativem Grad r = n. In den néchsten
Kapiteln wird flr die E-/A- linearisierte Strecke ein Zustandsreglerentwurf durchgefihrt. Die
Ergebnisse der E-/A- Linearisierung mit r = n = 4 sind auf der beiliegenden CD unter {3} zu
finden.

4.7 Zustandsreglerentwurf fiir das E-/A- linearisierte Modell

Bei einer Zustandsregelung werden die Zustandsgrofien der Strecke verwendet, um eine Re-
gelung zu realisieren. Dabei werden die gewichteten Zustandsgrofen auf den Eingang des
Systems zurlickgefiihrt. Mit Hilfe der Gewichtungsfaktoren kann die Dynamik des geregelten
Gesamtsystems beeinflusst werden. Um eine Zustandsregelung zu realisieren, mussen alle
ZustandsgroRen messtechnisch erfasst werden. Im Falle des Labormodells, kénnen die Zu-
standsgroBen v und o durch softwaretechnisches Differenzieren der gemessenen Grofen r und
¢ ermittelt werden. Dies birgt jedoch immer das Risiko, dass Storungen bei der Messung
durch das Differenzieren verstarkt werden. Der Zustandsreglerentwurf wird fur lineare Stre-
cken durchgefiihrt. Im Fall des Labormodells ,,Wagen auf drehbarem Balken* wird der Regle-
rentwurf auf die E-/A- linearisierte Strecke angewendet. Der Entwurf erfolgt also fir die In-
tegratorkette.

4.7.1 Kontinuierlicher Zustandsregler

Um dem linearisierten System (Integratorkette) eine gewilinschte Dynamik zu geben, wird ein
linearer Zustandsregler verwendet. Die auf den Eingang zuruickgefiihrten gewichteten Zu-
standsgroRen sind dabei der Ausgang y der Integratorkette und dessen zeitliche Ableitungen.
Damit der stationdre Ausgangswert mit dem Wert der sprungférmig verénderlichen Fiih-
rungsgrofle Ubereinstimmt, ist ein zusatzlicher Verstarkungsfaktor VV notwendig. Das Struk-
turbild der Zustandsregelung fur die Integratorkette ist in Bild 4.7-1 ersichtlich. Wobei die
AusgangsgroRe x; mit y bezeichnet ist und die Fiihrungsgréfie mit r.
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~ ol J]—T»[J}f[f}f[f —

Bild 4.7-1: Integratorkette mit Zustandsregelung
Die Zustandsregelung hat das Regelgesetz
v=—K'z+Vr . (4.7-1)

Das Zustandsraummodell des geregelten Gesamtsystems welches in Bild 4.7-1 ersichtlich ist,
ist mit

(4.7-2)

A-bKT
y=[1 0 0 0]

-

CT

gegeben. Es handelt sich dabei um ein System in Regelungsnormalform. Die daraus resultie-
rende Fuhrungsubertragungsfunktion ist gegeben mit

T(s)=c"[SE—-(A—bk™)['bV . (47-3)

\Y

T(s)=
) s* +Kk,s% +Kks8? +Kkys+K,

(4.7-4)

Die Konstanten k; des Zustandsreglers sind die negativen Koeffizienten des gew(inschten cha-
rakteristischen Polynoms

A(s) =s* +k,s° +k;s® +k,s+k; (4.7-5)

des geschlossenen Regelkreises. Durch die VVorgabe der gewtinschten Eigenwerte s; des ge-
schlossenen Regelkreises werden die Koeffizienten k; der Zustandsregelung vorgegeben.

A(S) = (5—5,)(5—5,)(S—S,)(5 —S,) =5" +K,5° + K52 +K,5+Kk, (4.7-6)
Der Verstarkungsfaktor V l&sst sich tiber den stationdren Wert der AusgangsgroRe berechnen.
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y(s) =T(s)-r(s) =c" [sE— (A—bk™)| bV %

y(t — ) = Iiry(s . y(s)) =—' [A —bk’ ]7le ;1

-1

V =
c"[A-bk™]'b

(4.7-7)

Liegt die Strecke nicht in der Regelungsnormalform ( 4.7-2 ) vor, kann in Matlab/Simulink
der Zustandsriickfilhrungsvektor k™ mit dem Befehl k'™ = acker (A,b,p) berechnen werden.

Wobei A und b die kontinuierliche Strecke und p der Vektor mit den gewiinschten Eigenwer-
ten des Gesamtsystems im Laplace-Bereich (s-Bereich) ist.

4.7.1.1 Wahl der Eigenwerte der Zustandsregelung

Die Wahl der Eigenwerte erfolgt im Allgemeinen derart, dass eine gewtinschte Stellgrofien-
und ZustandsgroRenbeschrankung eingehalten wird. Je negativer der Realteil der Eigenwerte
im s-Bereich ist, desto hoher ist die Dynamik des Gesamtsystems und der Betrag der Stell-
grolRe. Das bringt aber auch eine hthere mechanische Belastung des zu regelnden Systems mit
sich. Daher kann es auch sein, dass zur mechanischen Schonung des Systems, die Eigenwerte
nicht so weit ,,links* gewahlt werden, wie es von der StellgroRenbeschrankung her mdglich
ware. Die genaue Bestimmung der Eigenwerte erfolgt mit Hilfe einer Simulation des geregel-
ten Gesamtsystems im Softwarepaket Matlab/Simulink.

4.7.2 Zeitdiskreter Zustandsregler

Da die Regelung des Labormodells zeitdiskret an einem Personal Computer durchgefihrt
wird, muss der Zustandsreglerentwurf zeitdiskret erfolgen. In Bild 4.7-2 ist die E-/A- lineari-
sierte Strecke mit der Zustandsregelung abgebildet.

r v, . )
H » Strecke X
]
A
a(xk) N
B(X,) |«
Z
< 1 ox) |

Bild 4.7-2: E-/A- linearisierte Strecke mit Zustandsregelung

Der Zustandsvektor x wird mit der Abtastzeit T4 abgetastet. Die Stellgréfie u wird jeweils fir
die Abtastzeit Ty Uber das Halteglied konstant gehalten. Die statische nichtlineare Zustands-
rickfihrung u = a(x) + B(X)-v zur Linearisierung der Strecke, wurde fur die zeitkontinuier-
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4.7 Zustandsreglerentwurf fur das E-/A- linearisierte Modell

liche Strecke berechnet. Realisiert wird sie jedoch bei der Echtzeitregelung zeitdiskret. Die
diskrete Verwendung der kontinuierlichen Zustandsrickfiihrung setzt eine gentigend kleine
Abtastzeit voraus.

Der Entwurf des zeitdiskreten Zustandsreglers wird so durchgefiihrt, indem die zeitkontinu-
ierliche Integratorkette

010 0] [0

oo 10| |o

Z= Z+ V

000 1 0
000 0 1 (47-8)

X N

y=[1 0 0 0fz+0-v

d

diskretisiert wird. Die Diskretisierung wird mit den Formeln ( 4.7-9 ) welche in Anhang B
hergeleitet werden durchgefuhrt.

Ad :eATd
Ty
_ At
bd_le dzb )
cy=c'
d, =d

Wird das diskretisierte System in die Regelungsnormalform gebracht, kann der Zustandsreg-
lerentwurf dquivalent zum Entwurf des kontinuierlichen Zustandsreglers wie in Abschnitt
4.7.1 beschrieben durchgefiihrt werden. Allerdings missen die kontinuierlichen Eigenwerte s;
in diskrete Eigenwerte z; umgerechnet werden. Dies geschieht mit der Formel

z, =e"l, (4.7-10)

In  Matlab/Simulink  wird der diskrete Zustandsreglerentwurf mit dem Befehl
k' =acker(A,,b,,p,) durchgefiihrt. Wobei Aq und by die diskretisierte Integratorkette und
pq der Vektor mit den gewiinschten Eigenwerten des Gesamtsystems im z-Bereich ist.

Der Verstarkungsfaktor V wird beim zeitdiskreten Zustandsregler mit

1
V= . . (4.7-11)
cIE-(A, —b,k")]'b,
berechnet.
Diskrete Strecke:
Zya :Adzk +dek
; (4.7-12)
Y =C4Zy
Regelgesetz: v, =K'z, +Vr, (4.7-13)
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Gesamtsystem:
Zyy = [Ad ~b,k’ ]Zk +byVr,

T (4.7-14)
Ye =C4 Zy

Das Gesamtsystem ( 4.7-14 ) besitzt die gewinschten Eigenwerte pyg. Die Abtastzeit Ty zur
Regelung des Labormodells, wird in Abschnitt 4.10.3 bestimmt.

T4 =10ms

4.7.3 Zeitdiskreter integrierender Zustandsregler

Durch Parameterschwankungen und dadurch, dass das mathematische Modell der Strecke die
reale Strecke nicht ideal abbildet, kommt es zu einer bleibenden Regelabweichung. Beim La-
bormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken* bedeutet dies, dass der Wagen nicht exakt seine
Sollposition erreicht. Dies ist auch auf die vorhandene Haftreibung des Wagens zuriickzufiih-
ren, welche im mathematischen Modell der Strecke nicht berucksichtigt wird. Durch einen
integrierenden Regler, welcher der Zustandsregelung tberlagert ist, kann die bleibende Re-
gelabweichung bei konstanter FihrungsgroRe verkleinert werden. Die E-/A- linearisierte Stre-
cke, mit Zustandsregler und Uberlagertem integrierendem Regler, ist in Bild 4.7-3 ersichtlich.

y

Strecke | x

w |~
A 4
A
X
\+
A 4

a(X)

A

£(X)

A

A

@L o(x)

Bild 4.7-3: Kontinuierliche integrierende Zustandsregelung

Zunéchst wird das System kontinuierlich betrachtet. Das Regelgesetz des integrierenden Zu-
standsreglers ist mit

v=-k'z+K, -1 (4.7-15)

gegeben. Der Verstarkungsfaktor V, wie er beim nicht integrierenden Zustandsregler verwen-
det wird, ist durch den I-Anteil des Reglers nicht mehr notwendig. Mit
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MR HER A,

—_— -
A b (4.7-16)

b o]

sind die Zustandsgleichungen des Gesamtsystems ohne die Zustandsrickfihrung gegeben.
Durch den I-Anteil hat sich die Ordnung des Systems um eins erhoht. Es ist die neue Zu-
standsgroBe A hinzugekommen. Die GréRen A, b und ¢’ sind vom Zustandsraummodell der
kontinuierlichen Integratorkette. Das System (4.7-16 ) muss nun diskretisiert werden.

Ad _ AT

~ L ~

b, = !eA’drb s
o=t

d, =d

Fur dieses diskretisierte System erfolgt der Zustandsreglerentwurf. Der Entwurf des Zustands-
reglers in Matlab/Simulink erfolgt mit dem Befehl [kT -K, ]:acker(Ad,bd,ﬁd) . Wobei der
Riickfuihrungsvektor k' und der Verstarkungsfaktor des Integrators K, gleichzeitig berechnet

werden. Der Vektor p, beinhaltet die mit der Formel ( 4.7-10 ) diskretisierten Eigenwerte.
Die diskrete Realisierung der integrierenden Zustandsregelung ist in Bild 4.7-4 zu sehen.

I Ta A, ! >
=0 —| Strecke _lx
A
a(X,) |e
LX) [+
{IL Z T oix) |
A |«
Bild 4.7-4: Diskrete integrierende Zustandsregelung
Im Zeitdiskreten wird der Integrator durch einen Summierer ersetzt.
Aeq = A+ (6 =Y, ) = A +1, —CiZ, (4.7-18)
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Diskrete linearisierte Strecke:
2, =A4zZ, +byv,

: (4.7-19)
Y =CqZy
Regelgesetz: v, =K'z, +K, -4, (4.7-20)
Diskretes Gesamtsystem mit Zustandsregelung und I-Anteil:
Zea | | Ay —bsk™ Kby [z . 0 !
At —c,' 1 A [1]"
(4.7-21)

Dieses System besitzt die gewtinschten Eigenwerte p, . ([7] Berger 2001).

4.7.3.1 Wahl der Eigenwerte des integrierenden Zustandsreglers

Neben der Einhaltung der StellgroRen- und ZustandsgroRenbeschrankungen stellt sich die
Frage, wie der zusétzliche Eigenwert, der durch den integrierenden Regler im Gesamtsystem
erzeugt wird, gewdahlt wird. Eine Moglichkeit besteht darin, zuerst einen nicht integrierenden
Zustandsregler zu entwerfen, um einen Anhaltspunkt fir die Eigenwerte zu bekommen. An-
schlieend kann durch Simulation des integrierenden Zustandsreglers eine Abstimmung der
Eigenwerte erfolgen.

4.8 Zustandsreglerentwurf fiir das E-/A- linearisierte Labormodell

4.8.1 Nichtintegrierender Zustandsregler

Die Eigenwerte des geschlossenen Gesamtsystems wurden so gewéhlt, dass bei einem Posi-
tionswechsel des Wagens vom einen Ende des Balkens zum anderen, die StellgroRenbe-
schrankung und die Winkelbeschrankung eingehalten werden. Die StellgroRenbeschrankung
ist mit |u| < umax gegeben, wobei die maximale Motorspannung Umax= 12 [V] betrégt. Der ma-
ximale Balkenwinkel betragt gmax = £ 20 [°], somit gilt die Winkelbegrenzung |¢| < @max.

u[<12[V]
|¢)| <20 [O]
Die Eigenwerte wurden mit Hilfe der Simulation des Gesamtsystems in Matlab/Simulink er-

mittelt. Ein guter Kompromiss zwischen hoher Dynamik und Einhaltung der Beschrdnkungen
ergibt die Wahl

p=[-2 -2 -10 -10]
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4.8 Zustandsreglerentwurf fur das E-/A- linearisierte Labormodell

der Eigenwerte. Wobei die Einstellung der Eigenwerte des geschlossenen Gesamtsystems im
s-Bereich erfolgt, da dort die Platzierung der Eigenwerte anschaulicher als im z-Bereich ist.
Die Reihenfolge der Eigenwerte im Vektor gibt die Zugehorigkeit zur jeweiligen Zustands-
grofle im Zustandsvektor

x=[r v ¢ of

an. Das bedeutet die Zustandsgrofien ¢ und @ sind mit einer hoheren Dynamik versehen, als

die ZustandsgroRen r und v. Wird nun die kontinuierliche Integratorkette diskretisiert nach
(4.7-9 ) und die Eigenwerte mittels ( 4.7-10 ) in den z-Bereich umgerechnet, kann in Mat-
lab/Simulink mit dem Befehl

k" =acker(A,,b,,p,)
der Ruckfiihrungsvektor k' berechnet werden.
k" =[355,08 427,94 16555 2216]
Der Verstarkungsfaktor V ist gegeben mit

1

V =
clE-(A, —b,kT)] Db,

= 355,08.

In Bild 4.8-1 sind die Simulationsergebnisse der diskreten Zustandsregelung ersichtlich. Wie
gefordert, werden StellgroRenbeschrankung und Winkelbeschrankung eingehalten.

0.5 [E— -
£ - '
T 05
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t/s
40 :
. —_— 0
o 20 | =
N
20
-40
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t/s
10 -
> \ L u
= o0
35
-10
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t/s

Bild 4.8-1: Simulationsergebnisse der Zustandsregelung
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4.8.2 Integrierender Zustandsregler

Beim integrierenden Zustandsregler ist dieselbe StellgroRen- und Winkelbeschrankung einzu-
halten wie beim nicht integrierenden Zustandsregler.

u[<12[V]
g < 20[°]

Als Anhaltspunkt fur die Eigenwerte im s-Bereich wurden die Eigenwerte vom nicht integrie-
renden Zustandsregler verwendet. Mit Hilfe der Simulation in Matlab/Simulink und gleichzei-
tiger Optimierung der Eigenwerte am realen Labormodell, wurden folgende Eigenwerte im s-
Bereich ermittelt.

p=[-2 -3 -10 -15 -1

Die Reihenfolge der Eigenwerte im Vektor gibt die Zugehorigkeit zur jeweiligen Zustands-
grofe im Zustandsvektor

x A =[r v ¢ o A

an. Der Entwurf erfolgt nun so, dass das kontinuierliche System (4.7-16 ) mit den Formeln
( 4.7-17 ) diskretisiert wird. Die Eigenwerte werden mit ( 4.7-10 ) in den z-Bereich umge-

rechnet. Der Riickfihrungsvektor k' und der Verstarkungsfaktor K, des Integrators konnen
in Matlab/Simulink mit dem Befehl

k™ —K,|=acker(A,,b,.B,)

berechnet werden.

k' —K,]:[1547,78 1020,98 272,06 28,00 —77],86]

0.5
£ 0 /
c
T 05 / ri
F
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t/s
40 E -
OC 20 ‘_ ¢ |
£ 0
-20
-40
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t/s
10 :
> \ u
c 0 s
S (Vg
-10

t/s

Bild 4.8-2: Simulationsergebnisse der integrierenden Zustandsregelung K, = 771,86
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Durch diese Wahl der Eigenwerte kommt es bei der Simulation in Bild 4.8-2 zu nahezu kei-
nem Uberschwingen der Wagenposition. Die Stellgrofie u gelangt am Beginn der Regelung
kurzzeitig in ihre Begrenzung.

Der Verstarkungsfaktor K, des Integrators wurde durch den Betrieb des Reglers am Labor-
modell angepasst. Mit K, =1300 konnte ein gutes Fuhrungs- und Storverhalten des Regel-

kreises erreicht werden. In der Simulation hat die Wagenposition ein deutliches Uberschwin-
gen.

0.5 /- e ————
e /
c
T 05 / —rH
;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t/s
40 -
° ]
-20 N\
-40
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t/s
10 i
> \ u
c 0 —
=] \/
-10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 4.8-3: Simulationsergebnis mit angepasstem Verstarkungsfaktor des Integrators K, = 1300

Am realen Labormodell kommt jedoch durch die Haftreibung des Wagens kein Uberschwin-
gen der Wagenposition zustande. Dies ist bei den experimentellen Resultaten in Abschnitt
4.9.2 ersichtlich.
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4.9 Experimentelle Resultate der Zustandsregelung

4.9.1 Nichtintegrierender Zustandsregler

Beim Vergleich zwischen Messung und Simulation, ist der Einfluss der Haftreibung deutlich
ersichtlich. Durch die Haftreibung und Parameterschwankungen erreicht der Wagen nicht
seine Sollposition. In der Simulation erreicht der Wagen exakt seine Sollposition. Im mathe-
matischen Modell, welches fir die Simulation verwendet wird, ist die Haftreibung nicht ent-

halten. Die Simulation ist in der beiliegenden CD unter {4} zu finden.
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Bild 4.9-1: Vergleich zwischen Messung und Simulation
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4.9.2 Integrierender Zustandsregler

Bei der integrierenden Zustandsregelung ( siehe CD unter {5} ) wurden die Parameter

K" —K,]1=[1547,78 102098 272,06 28,00 —1300]

verwendet. Durch die Haftreibung des Wagens, ist das Uberschwingen der Wagenposition
beim realen Labormodell sehr gering bzw. nicht vorhanden. Die genaue Sollposition wird
jedoch wegen der Haftreibung nicht auf Anhieb erreicht. Ab dem Zeitpunkt t, =12,4s sieht
man, wie der Regelfehler aufintegriert wird und der Balkenwinkel ¢ langsam ansteigt. Ab
dem Zeitpunkt t, =18s wird die Haftreibung des Wagens uberwunden und der Wagen rollt
los. Durch die Haftreibung bleibt der Wagen jedoch wieder nicht exakt bei der Sollposition
stehen. Erst ab dem Zeitpunkt t, = 22s hat der Wagen annéhernd seine Sollposition erreicht.

rinm

vinm/s

@in°

o in rad/s
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Bild 4.9-2: Vergleich zwischen Messung und Simulation
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4.10 Kaskadenregelung

4.10 Kaskadenregelung

Das lineare Regelungskonzept, welches auf das Labormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken*
angewendet werden soll, ist die Kaskadenregelung. Mit Hilfe der Kaskadenregelung kann
eine Begrenzung einer ZustandsgroRe durch einen unterlagerten Regelkreis bewerkstelligt
werden. Im konkreten Fall des Labormodells ist das eine Begrenzung des Balkenwinkels ¢
(ZustandsgroRe x3). Ein Vorteil gegenlber der Zustandsregelung ist, dass nicht alle Zustands-
grolen fur die Regelung bendtigt werden. Bei der Kaskadenregelung wird sich zeigen, dass
nur zwei der vier ZustandsgrofRen zur Regelung bendétigt werden. Namlich die Wagenposition
r und der Balkenwinkel ¢. Dies ist ein groer Vorteil, da kein Differenzieren der Messgrofen
erforderlich ist. Zudem wird das komplizierte mathematische Modell des Labormodells in
einfachere Teilstrecken zerlegt, was den Reglerentwurf vereinfacht.

Uberblick der Vorteile:

* Begrenzung des max. Balkenwinkels mdglich

* Nicht alle Zustandsgrofien zur Regelung benétigt

+ Komplizierte Strecke wird in einfachere Teilstrecken aufgeteilt
» Einfacherer Reglerentwurf

4.10.1 Anforderungen

Eine Anforderung an die Kaskadenregelung ist, dass die bleibende Regelabweichung bei kon-
stanter FhrungsgréfRe Null ist. Dies wird mit einem integrierenden Regler erreicht. Die Wa-
genposition darf wihrend des Anfahrens einer Position, kein Uberschwingen besitzen. Diese
Forderung wird mit der erweiterten Regelkreisstruktur erreicht, bei der nicht nur die Pole der
Fuhrungsubertragungsfunktion vorgegeben werden konnen. Zusétzlich soll eine Begrenzung
des Balkenwinkels auf maximal +20° eingehalten werden. Dies gelingt mit einem unterlager-
ten Winkelregelkreis, welcher den begrenzten Balkenwinkel als Fuhrungsgrofe hat. Da die
maximale Eingangsspannung des Gleichstrommotors +12V betragt, muss auch eine Stellgro-
Renbeschréankung mit Anti- Windup Mal3nahme vorhanden sein.

Uberblick der Anforderungen:
* Integrierende Regler
+  Kein Uberschwingen der Wagenposition

« Begrenzung des max. Balkenwinkels
« StellgroRenbeschrankung mit Anti- Windup- Malinahme

4.10.2 Mathematisches Modell

Bei der Kaskadenregelung wird das Drehmoment M im mathematischen Modell ( 2.4-1) po-
sitiv eingesetzt. Wird das resultierende Modell in der Form

x =T(x,u)

(4.10-1)
y =0g(x)

angeschrieben, ergibt sich das Zustandsraummodell
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_ " ;
Xy 2 . k
. XX, —gsin(x,) — —Xx
Xz ~ 174 g ( 3) m 2
X, X4 , . (4.10-2)
, 1 uk,, k uk
Xy | | ——| —2mxX,X, —mgx, cos(X,) —KgX, ——2—E5X, +—"-U
J +mx, R R
y=X

Damit eine positive Motorspannung eine Bewegung des Balkens in negativer ¢ - Richtung
bewirkt, wird spater das VVorzeichen der Stellgréfie umgedreht.

Dieses nichtlineare Modell wird um die Ruhelage xr linearisiert. Bei dieser Ruhelage befindet
sich der Wagen in der Balkenmitte und der Balken selbst in waagrechter Position. Die Linea-
risierung um die Ruhelage erfolgt mit den Formeln (4.10-4).

Iy 0
0
Xq = Ve |2 U, =0 (4.10-3)
Pr 0
Wy 0
[0 lk 0 0 ]
A OF(xW) 0 n e 0
R~ =l o 0 o 1
Xg U .2
ROR _mg _k_B_u Ky Ke
N J R |
0
of (x, u) 0
b : _ (4.10-4)
ou 0
e | UKy,
. RJ
=B g o o]
OX Iy, u,
d:ag(x) 0
ou _—

Dadurch gelangt man zum linearen Modell, aus dem die fir die Kaskadenregelung bendétigten
Ubertragungsfunktionen mit

G(s)=c"[sE-A]'b+d (4.10-5)

generiert werden konnen. Benotigt werden die Ubertragungsfunktionen von u — ¢ fiir die
Realisierung der Winkelbegrenzung und u — r zur Regelung der Wagenposition. Beim La-
bormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken* ergibt sich jedoch das Problem, dass die Ubertra-
gungsfunktion u — ¢ differenzierendes Verhalten aufweist. Es befindet sich in der kontinuier-
lichen Ubertragungsfunktion eine Nullstelle bei s = 0. Physikalisch betrachtet kann dies je-
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doch nicht sein, denn liegt eine konstante Spannung am Motor an, steigt der Balkenwinkel ¢
stetig an. Also muss die Strecke integrierendes Verhalten aufweisen, was mit einer Polstelle
bei s = 0 beschrieben wird.

u—o: ¢"=[0 0 1 0] G,(s) = 5,08(s] (s +21,125)
(s+110,1) (s-0,47) (s> +1,59s +0,75)
u—r: ¢"=fL 0 0 0 G,(s) = -49,8

(s+110,1) (s-0,47) (s* +1,59s + 0,75)
Losung des Problems:

Durch das Streichen eines Terms in der Systemmatrix A, kann dieses Problem umgangen
werden. Es wird dabei die Drehung des Balkens durch das Eigengewicht des Wagens ver-
nachléssigt.

1 0 0

_k -9 0
m

1

_U

0
0
0 0 o0 2
_X 0 o _Keo_ Ukuke
i J R

Das resultierende lineare Modell

. 0 1 0 0
X1 _h ~ 0 8

X2 | _ m ’ X + u

|10 0 0 1 0 (4.10-6)
o o ky 0%k, ke Uk

| "J R | LRI

kann nun in zwei Teilsysteme aufgespalten werden.

Teilsystem 1: Teilsystem 2:
X, =X, X3 =X,
. k . kg 0%k, ke ik,
=——X, — X, =|——— X, + u
XZ m XZ gX3 4 ( J RJ 4 RJ
-9.81 5,08

. P S)= — : G S) = I

0P =105 U= G0 =0

Aus diesen zwei Teilsystemen lasst sich das Strukturbild der Kaskadenregelung durch Hinter-
einanderschaltung der beiden Ubertragungsfunktionen G(s) und P(s) erstellen. Dies ist in Bild
4.10-1 zu sehen. Wobei die Ausgangsgroflie x; mit y bezeichnet ist und die Flihrungsgrofie mit
r. Durch diese Struktur kann eine StellgroRen- und Winkelbegrenzung realisiert werden. Die
Regelung soll an einem Digitalrechner erfolgen, daher sind die Regler R1(z) und R2(z) diskret.
Die Teilstrecken G(s) und P(s) bilden in Wirklichkeit ein System (das Labormodell) ab. Die
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4.10 Kaskadenregelung

ZustandsgroBe ¢ verbindet die beiden Teilstrecken in Realitat zeitkontinuierlich. Durch das
Einfilhren von Abtast- und Halteglied bei der ZustandsgroBe ¢ konnen die beiden Ubertra-

gungsfunktionen getrennt voneinander diskretisiert werden. Bei geniigend kleiner Abtastzeit
kann dies zur mathematischen Vereinfachung gemacht werden. Da die Ubertragungsfunktio-
nen G(s) und P(s) mit dem positiven Drehnmoment im mathematischen Modell ( 4.10-2 ) be-
rechnet wurden, ist in Bild 4.10-1 kein VVorzeichenwechsel der StellgroRe notwendig. Erst bei
der Simulation mit dem korrekten nichtlinearen Modell, bei dem das Drehmoment negativ
eingesetzt wurde, ist der Vorzeichenwechsel notwendig (siehe Abschnitt 4.10.7).

/0 +u

— R,(2) T:v R(2) » H G(s) Pl A T H P(s) Pl A

Bild 4.10-1: Struktur der Kaskadenregelung

v
2

Die Diskretisierung der Ubertragungsfunktionen erfolgt mit der Formel

P(z) = (1— 21)2{?} (4.10-7)

welche in Anhang B hergeleitet wird. In Matlab/Simulink erfolgt die Diskretisierung nach der
Zero Order Hold Methode mit dem Befehl P(z) =c2d(P(s),T,). Die Pole der Ubertragungs-

funktionen G(s) und P(s) liegen um den Faktor 100 auseinander, daher konnen die Regelkrei-
se beim Reglerentwurf getrennt voneinander betrachtet werden. Die diskretisierten Ubertra-
gungsfunktionen ergeben sich zu:

~0.00018188 (z +0,6951) p(z) - ~0.00048867 (2 + 0,9963)

G(2)
(z-1) (z-0,3324) (z-1) (z-0,9888)

4.10.3 Abschitzung der benotigten Abtastzeit Tq

Handelt es sich um ein zeitkontinuierliches lineares System, kann die maximale Abtastzeit Ty
mit Hilfe der Eigenwerte der Systemmatrix A abgeschatzt werden ([8] Bauer 2009). Liegt ein
nichtlineares mathematisches Modell der Strecke vor, kann dieses um die Ruhelage lineari-
siert werden. Dann erfolgt die Absch&tzung gleich wie im linearen Fall.

Liegt das lineare bzw. das um die Ruhelage linearisierte System in der Form

X = AX +bu

(4.10-8)
y=c'x+du

vor, missen die Eigenwerte der Systemmatrix bestimmt werden.
Im Allgemeinen sind die Eigenwerte komplex. Die Anzahl der Eigenwerte ist gleich der Sys-
temordnung n.

S, =0, + jo, i=1..n (4.10-9)
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Es wird nun die betragsméaRig grote Dampfung o, bzw. Kreisfrequenz @, gesucht.

= max {, | i=1..n (4.10-10)

O = maxﬂai|} i=1..n (4.10-11)
Die gewahlte Abtastzeit Ty muss die Bedingungen

1
(o}

T, <t T < (410-12)
a)max

max

erfillen. Beim Labormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken* sind die Eigenwerte des lineari-
sierten mathematischen Modells ( 4.10-6 ) gegeben mit:

$,=0
s, =-1125
s, =—110,14

Die Abschdtzung der maximalen Abtastzeit ergibt:

1 1

T,<—=—" =
o, 11014

max

Da es sich hierbei nur um eine Abschatzung handelt wurde fiir die Regelung mit dem Echt-
zeitsystem folgende Abtastzeit gewahlt:

T, =10ms

4.10.4 Reglerentwurf mit analytischer Synthese

Bei der analytischen Synthese wird die Fuhrungsibertragungsfunktion T(z) des Regelkreises
vorgegeben. Durch die bekannte Streckenubertragungsfunktion P(z) kann dann der Regler
R(z) berechnet werden. Die analytische Synthese kann bei kontinuierlichen und diskreten
Systemen angewendet werden. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Koeffizienten der Uber-
tragungsfunktionen. Im Folgenden wird die analytische Synthese flr zeitdiskrete Systeme
behandelt. Es gibt zwei grundsatzliche Regelkreisstrukturen. Den Standardregelkreis und die
erweiterte Regelkreisstruktur. Je nach Struktur, kdnnen unterschiedliche Ziele bezuglich der
gewunschten Fuhrungstibertragungsfunktion erreicht werden. Bei der erweiterten Regelkreis-
struktur kann die gesamte Flhrungsibertragungsfunktion vorgegeben werden, jedoch muss
die Fuhrungsubertragungsfunktion die auBerhalb des Einheitskreises liegenden Nullstellen der
Strecke beinhalten. Beim Standardregelkreis kénnen nur die Pole der Fiihrungsiibertragungs-
funktion vorgegeben werden. Die Berechnung und Realisierung des Reglers ist bei der erwei-
terten Regelkreisstruktur anspruchsvoller, da die beiden Regler V(z) und R(z) in einem ge-
meinsamen Zustandsraummodell realisiert werden mussen ( Bild 4.10-2 ). ([9] Horn und
Dourdoumas 2004).
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L»<T>:» R@) | P@) 5 T v T P(z) |42
R(2) T

Bild 4.10-2: Standardregelkreis (links) und erweiterte Regelkreisstruktur (rechts)

4.10.5 Analytische Synthese - Polvorgabe fiir den Standardregelkreis

4.10.5.1Standardregelkreis - Erreichbare Ziele

Bei der Polvorgabe fir den Standardregelkreis kann nur das Nennerpolynom bzw. die Pole
der Fuhrungstbertragungsfunktion vorgegeben werden. Das Zé&hlerpolynom bzw. die Null-
stellen von T(z) ergeben sich durch die Polvorgabe. Da das Uberschwingen einer Sprungant-
wort auch von den Nullstellen der Fuhrungsubertragungsfunktion abhéangt, hat man dadurch
keinen guten Einfluss auf das Uberschwingen. Wird also bei der Sprungantwort der Fiih-
rungsubertragungsfunktion kein Uberschwingen geduldet, muss zu einer anderen Struktur —
der erweiterten Regelkreisstruktur Gibergegangen werden. Zusétzlich muss das Zahlerpolynom
von T(z) auch die ,,instabilen* (auBBerhalb des Einheitskreises liegenden) Nullstellen der Stre-
cke enthalten. Dies ergibt sich jedoch automatisch bei der Polvorgabe. ([9] Horn und
Dourdoumas 2004)

Zusammenfassung:

» Vorgabe des Nennerpolynoms / Pole von T(z)

« Fihrungsibertragungsfunktion enthalt nach der Polvorgabe die instabilen (aulRerhalb
des Einheitskreises liegenden) Nullstellen der Strecke

» Auf Zahlerpolynom / Nulistellen von T(z) hat man keinen Einfluss — ergibt sich durch
die Polvorgabe

+ Kein Einfluss auf Uberschwingen

4.10.5.2Implementierbarkeit

Damit die Polvorgabe einen intern stabilen und realisierbaren Regelkreis liefert, muss die
Flhrungsubertragungsfunktion T(z) implementierbar sein. Die Fihrungsubertragungsfunktion
T(z) ist implementierbar, wenn gilt:

1. Alle Teilsysteme im Regelkreis sind realisierbar
2. Der Regelkreis ist nicht entartet
3. Der Regelkreis ist intern stabil

4.10.5.2.1Realisierbarkeit

Eine Ubertragungsfunktion wird realisierbar genannt, wenn der Grad des Zahlerpolynoms

kleiner oder gleich dem Grad des Nennerpolynoms ist.
u(z) .
P(z) === mit Grad(u)<Grad(Z
(2) 3D (w) ©)
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4.10.5.2.2 Entartung

Ein Regelkreis ist ,,nicht entartet, wenn alle mdglichen Ubertragungsfunktionen des Regel-
kreises realisierbar sind.

4.10.5.2.3 Interne Stabilitat

Bei einem intern stabilen Regelkreis besitzen alle moglichen Ubertragungsfunktionen des
geschlossenen Regelkreises die BIBO- Eigenschaft. Das bedeutet bei einem diskreten System,
dass alle Pole der moglichen Ubertragungsfunktionen des Regelkreises innerhalb des Ein-
heitskreises liegen.

4.10.5.2.4Implementierbarkeit - Standardregelkreis

Damit eine gewahlte Flihrungstuibertragungsfunktion T(z) implementierbar ist, missen folgen-
de Bedingungen erftllt sein.

. _H@)
u—y: P(z) = 5(2)
r—y: T(z)=§:((:))
r—u: Tu(z):%

1. T(z2) besitzt die BIBO- Eigenschaft

Bedingung: & (z) ist ein Einheitskreispolynom

2. T,(z) besitzt die BIBO- Eigenschaft (interne Stabilitat )

Bedingung:  Alle instabilen (auRerhalb des Einheitskreises liegenden) Nullstellen der
Strecke mussen auch Nullstellen von T(z) sein.

3. Realisierbarkeit von T(z)

Bedingung: Poliiberschuss von T(z) > Poliiberschuss von P(z)
Grad(4, ) —Grad(z4 ) = Grad(9) —Grad(w)

4. Nicht Entartung des Regelkreises

Bedingung:  Die Strecke P(z) darf nicht sprungfahig sein
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4.10.5.3Aufstellen der Resultante

Alle Ubertragungsfunktionen werden in Zahler- und Nennerpolynom aufgespalten. Die Stre-
cke P(z) und die Fihrungsibertragungsfunktion T(z) werden aus Grinden der
Implementierbarkeit als nicht sprungfahig angenommen. Der Regler R(z) hingegen wird als
sprungféhig angesetzt. Die Streckenubertragungsfunktion P(z) wird als Quotient zweier teiler-
fremder Polynome x(z) und 9(z) dargestellt.

_ 4 (2) _H2) _b@)
05w 97 "=

Grad(u) <Grad($) =n
Grad(b) =Grad(a) =0

r

—~<T>:» R@) | P@) 4

Bild 4.10-3: Standardregelkreis

T3 é?fiif?z) } a(z);()g)fégu(z) - 5 8 B
Damit erhélt man die Polynomgleichungen:

b(2) 1(2) = 117 (2) (4.10-14)
a(2)9(z) +b(2)1(2) = &, () ... Diophantische Gleichung (410-15)

Das Polynom 4, (z) muss demnach den Grad n+¢ besitzen. Bei der Fihrungsubertragungs-
funktion kann nur das Nennerpolynom (die Pole) vorgegeben werden:

_ M (2) _ nicht vorgegeben
T(2)= = n+o n+o-1
G(z) f 2"+ "1 5.2 +...+ fz+ 1

n+6-1

n+o

Es sind also n+ ¢ +1 Koeffizientenvergleiche mittels der diophantischen Gleichung

n+o

(@,2° +...4+8,) (38" +...+ ) +(0,2° +...4+0)) (g, 8" +...+ py) = f, ;2" +.. .+ 1,

n+o

mdoglich. Somit kénnen n+ o6 +1 Gleichungen aufgestellt werden. Der Regler

b(z) byz’ +by 2"+, +bz+by

R(z) =
a(z) a,z°+a,,z2°t+...+az+a,

hat 26 + 2 Unbekannte.
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Das heil3t, es muss gelten:

25 +2=n+5+1 (4.10-16)

Daraus ergibt sich die Reglerordnung fur die eindeutige Lésung der diophantischen Glei-
chung zu:
o=n-1 (4.10-17)

Dieses Gleichungssystem zur Loésung der diophantischen Gleichung l&sst sich in Matrix-
schreibweise anschreiben.

o ) Ta,] - -
0 0 0
a
% &% - O e Ho~_ O ;l f;
PG \\\\\\ S M \\\\\\ Hy a f2
4 S S T o b5 =| (410-18)
NN l91 O zun—l - : bo :
N . T~~~ 1
O \\\ . O 0 Moy :
9 0 f .
L n __b(s_ L 'n+s |

Die Matrix F wird Resultante der Polynome 9(z) und x(z) genannt. Sie ist genau dann regu-
lar, wenn 9(z) und x(z) teilerfremd sind.

Zusatzliche Forderung: Regler soll integrierend sein

Durch den Zusatzwunsch, dass der Regler integrierend sein soll, muss die Reglerordnung um

eins erhoht werden.
o=n

b(z) byz°+b, 2’ +...+bz+by bz’ +b, 2’ +. bz 4D,

R(z) = = =
(@) a(z) (z-D-(.) a,2° +a,,2° " +...+a,z+a,

Das bedeutet, das Polynom a(z) muss an der Stelle z = 1 eine Nullstelle besitzen. Dies liefert
eine zusdtzliche Gleichung zum Gleichungssystem:

a(z)|,, =0 (4.10-19)
bzw. a;+a; +...+a,+a,=0

In der diophantischen Gleichung muss in diesem Fall $, (z) den Grad n+0 =2n besitzen.
Die Berechnung des Reglers erfolgt nun durch Lésen des erweiterten Gleichungssystems
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% O Ho O 0 f,
% % - o Ho < 1 f;
191 N \\\ ,ul ~-—_ = fuo f2
g 1 N 8 : T a :
n N Hna /“.ll o] (41020)
'9n N l91 O :un—l - : bO :
\\\\ : 0 T Mo || by
O A l9n O 0 fn+5
| 1 1 11 1|0 0O 00 O __b(;_ i 0 )

Die gesuchte Ubertragungsfunktion des Reglers ergibt sich schlieBlich zu:

b(z) _ b,z° +b;,2°" +...+ bz + b,
a(z) ayz°+a, ;2% +...+az+a,

R(z) = (4.10-21)

4.10.5.4Entwurf des inneren Winkelregelkreises

Damit der innere Winkelregelkreis dem begrenzten Soll- Balkenwinkel des auReren Positions-
regelkreises schnell genug folgen kann, muss der innere Regelkreis eine viel hohere Dynamik
aufweisen als der duRere. So gelingt eine ausreichende Begrenzung des Balkenwinkels. Zu-
dem kann dadurch beim Entwurf des &ulReren Positionsregelkreises der innere Regelkreis ver-
nachlassigt werden. Durch die hohere Dynamik kann ein geringes Uberschwingen des inneren
Winkelregelkreises toleriert werden. Aufgrund dessen, kann die Polvorgabe fiir den Standard-
kreis verwendet werden. Ware ein Uberschwingen nicht zulassig, misste die analytische Syn-
these flr die erweiterte Regelkreisstruktur verwendet werden.

(Dsoll u

_’?f' Rl(z)

Bild 4.10-4: Struktur des inneren Winkelregelkreises

G(z2) ¢=

y

_0.00018188 (z +0,695)
(z-1)(z-0,332)

Uu—e: G(2) ... Streckeniibertragungsfunktion

Die gewdhlten Pole von T(z) sind:
p, =[099 099 07 04]

Die Pole wurden simulationstechnisch mit Matlab/Simulink ermittelt. Der mit der Polvorgabe
fir den Standardregelkreis berechnete integrierende Regler ergibt sich zu:

146,7758 (z - 0,995) (z - 0,924)
(z-1)(z-0,774)

Rl(z) =
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Die resultierende Fiihrungstbertragungsfunktion ist gegeben mit:

T(2) = 0,0267 - (z + 0,695)(z —0,924)(z — 0,995)
(z-0,99)(z-0,99)(z-0,7)(z-0,4)

In Abschnitt 4.10.7 erfolgt die Abspaltung des Integrators vom Regler um eine Anti- Windup-
MafRnahme zu realisieren. Die Berechnung des Winkelreglers mit abgespaltenem Integrator ist
auf der CD unter {6} zu finden. Durch die Begrenzung der Stellgréle kommt es in der
Sprungantwort des Regelkreises in Bild 4.10-5 zu keinem Uberschwingen des Balkenwinkels.

- —
0.5 /

@inrad

t/s
15

10

uinVv
(6]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s

Bild 4.10-5: Sprungantwort des inneren Winkelregelkreises
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4.10.6 Analytische Synthese - Erweiterte Regelkreisstruktur

4.10.6.1 Erweiterte Regelkreisstruktur - Erreichbare Ziele

Bei der erweiterten Regelkreisstruktur kann jede implementierbare Flhrungsibertragungs-
funktion T(z) vorgegeben werden. Es muss jedoch darauf geachtet werden, dass die instabilen
(auerhalb des Einheitskreises liegenden) Nullstellen der Strecke auch Nullstellen von T(z)
sind. Sonst ist die interne Stabilitat des Regelkreises nicht gewahrleistet. Dadurch kann eine
Fuhrungstibertragungsfunktion realisiert werden, deren Sprungantwort kein Uberschwingen
besitzt. ([9] Horn und Dourdoumas 2004).

Zusammenfassung:
+ Gesamte Flhrungsibertragungsfunktion vorgebbar

* Instabile Nullstellen der Strecke mussen auch im vorgegebenem T(z) enthalten sein
« Kein Uberschwingen

4.10.6.2Implementierbarkeit

Bei der Implementierbarkeit einer Fiihrungstbertragungsfunktion T(z) muss auf die gleichen
Punkte (4.10.5.2.1 bis 4.10.5.2.3) geachtet werden wie beim Standardregelkreis.

4,10.6.2.1Implementierbarkeit — Erweiterte Regelkreisstruktur

Damit eine Fuhrungsubertragungsfunktion T(z) implementierbar ist, mussen folgende Bedin-
gungen erfillt sein:

. _ u(2)

u—y: P(z) = 5(2)
Ly T YOPQ @)
1+R(2)P(z) 9 (2)

. _T1@

r—u: T,(2)= P2)

1. T(z) besitzt die BIBO- Eigenschaft

Bedingung: & (z) ist ein Einheitskreispolynom

2. Ty(z) besitzt die BIBO- Eigenschaft ((interne Stabilitat )

Bedingung:  Alle instabilen (aulRerhalb des Einheitskreises liegenden) Nullstellen der
Strecke mussen auch Nullstellen von T(z) sein.

3. Realisierbarkeit von T(z)

Bedingung:  Poliiberschuss von T(z) > Poliiberschuss von P(z)
Grad(4, ) —Grad(z4 ) = Grad($) —Grad(w)
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4. Nicht Entartung des Regelkreises

Bedingung:  Die Strecke P(z) darf nicht sprungfahig sein

4.10.6.3Aufstellen der Resultante

Die Streckentbertragungsfunktion P(z) wird als Quotient zweier teilerfremder Polynome
1(z) und 9(z) dargestellt. Die Reglertibertragungsfunktionen V(z) und R(z) werden sprung-
fahig angesetzt.

_ i (2) _u(2) _b@ _(2)
T@O=%w "% "O=20 Y@=
Grad(u) < Grad(9)

Grad(b) = Grad(c) = Grad(a)

r y SLEN
V(2) —T: P(2) ]— Tregler )
R(z)

Bild 4.10-6: Erweiterte Regelkreisstruktur

V<

A 4

A

Die Ubertragungsfunktionen R(z) und V(z) haben das gleiche Nennerpolynom. Daher kénnen
sie in einem gemeinsamen Zustandsraummodell realisiert werden.

r - YOP@ @@ ()
L+R(2)P(2)  a(2)9(2) +b(2)u(2) 5 (2)

Daraus ergeben sich zwei Bedingungen:

c(2)u(z) = 1 (2) ...keine Polynomgleichung da Grad(c- «) > Grad(z; ) im
Allg. — Bestimmung von c¢(z) nicht mdglich

a(2)9(2) +b(2) u(z) = % (2)

Modifikation der Entwurfsaufgabe:

SO - /7 B )
a@)A2)+b@yz) %)

| 1 u(2)

@ w@ 0 _TQ_7,
a9 +b@uE) % @Du2) @) )
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In 'F(z) werden auch ,,instabile” Kiirzungen durchgefiihrt. Nach diesem Schritt ergeben sich
neue Polynomgleichungen fir den Entwurf:

c(2) = 1 (2) (410-22)
a(2)%(2) +b(2) () = 3 (2) ... Diophantische Gleichung (4.10-23)

Eindeutige Losung der diophantischen Gleichung:

a(2)%(2) +b(2) u(2) = 4 (2) Grad(u) < Grad(9) =n
Grad(b) =Grad(a) =0

In diesem Fall muss das Polynom §T (z) den Grad n+¢6 besitzen.

b(z) byz° +by 27"+, +bz+by

R(z) =
a(z) a;z°+a,, 2 +...+az+4,

Regler: 26 + 2 Unbekannte

T(2)= 1@ _ (@) _ _ %@ -
wz)  S(z) f 2" +f 2"+ iz,

Somit sind n+ ¢ +1 Koeffizientenvergleiche mdglich.

25 +2=n+6+1 (4.10-24)

Daraus ergibt sich die Reglerordnung fiur die eindeutige Losung der diophantischen Glei-
chung.

o=n-1 (4.10-25)

Fur die Berechnung der Reglerkoeffizienten ist wieder ein lineares Gleichungssystem analog
zu (4.10-18) zu lésen.

Sollte Grad(§T) <n+dJ sein, muss mit einem Einheitskreispolynom w(z) entsprechenden
Grades erweitert werden, damit der Polynomgrad wieder n+¢ ist.

T(2) = 1@ _ (@) _m@WE) _ _ (@W(@) -
wz)  %(z) S@w(z) f 2" +f 2"+ iz,

n+o

70



4.10 Kaskadenregelung

Zusatzliche Forderung: Regler soll integrierend sein

Durch den Zusatzwunsch, dass der Regler integrierend sein soll, muss die Reglerordnung um
eins erhoht werden, d.h. es gilt wieder

o=n
und damit fiir den Grad des Polynoms §T (2)

Grad(.§T) =n+0=2n. (4.10-26)

Der Ansatz flr die Reglertbertragungsfunktionen lautet in diesem Fall:

b(z) byz°+b, 2’ +...+bz+by bz’ +b, 2’ +.. bz 4D,

R(z) = = =
a(z) (z-D-(.) a,2° +a,,2° " +...+a,z+a,
V(2) = c(z) €5z’ +Co 2’ +. 4G Z+C, €20 +Cy 20 .4+ CZHC
a(z) (z-D-(.) a,z° +a,,2° " +...+a,z+a,

Zur Bestimmung der Koeffizienten a,,...,a5 und b,,...,b, ist ebenfalls ein Gleichungssys-
tem der Form (4.10-20 ) zu l@sen.

Die beiden gesuchten Ubertragungsfunktionen ergeben sich schlieRlich zu:

b(z) byz’ +by 2" +...+bz+by

R(z) =
a(z) a,z°+a,,z2°" +...+az+a,

(4.10-27)

V(Z) :@ — IET(Z)
a(z) a2

(4.10-28)
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4.10.6.4Kombination von R(z) und V(z) in einem Zustandsraummodell

Die beiden Ubertragungsfunktionen V(z) und R(z) bilden den Regler. Diese konnen instabil
sein, daher mussen sie in einem gemeinsamen Zustandsraummodell realisiert werden. Dies ist
mdoglich, da beide Regler dasselbe Nennerpolynom besitzen. Das resultierende Zustands-
raummodell hat die beiden Eingénge r und y.

r | vo P(z) |2 LA

V<

A 4

P(2)

Regler

\ 4

R(2)

Bild 4.10-7: Gemeinsames Zustandsraummodell bei der erweiterten Regelkreisstruktur

Das Minus des Summationspunktes wird in das Zustandsraummodell Gbernommen. Ziel ist
es, V(z) und R(z) in ein diskretes Zustandsraummodell der Form

rk
Xy =AX, +B y
k

.
u, =C'x, +dT{yﬂ

b(z) byz’ +by 2"+, +bz+by

o 6-1
a(z) azz°+a; z2° +...+az+a,

(4.10-29)

zu kombinieren.

R(2) =

c(z) _ C52° +Cs 2° " +...+CZ+Cy

a(z) a,z°+a, ;2% +...+az+a,

V(z) =

Gilt a; =1 konnen die beiden Ubertragungsfunktionen mit Hilfe der Beobachter-Normalform
in das Zustandsraummodell

X1,k+l 0 0 0 —4a, Xl,k Co —Q,Cs - (bo - aoba‘) |
X2,k+l 1 0 0 - Xz,k G — a1C6 - (bl - a‘lbé) r r
©o|=]0 1 0 -a, Do+ : : yk
X&—l,k+1 X&—l,k 0572 _a(sfzcé _(b(sfz _a,sfzb(s) -
L Xs kel 1 L o - -1 _a5—l__ X5k N | Cs1—854C5s  — (b5—1 - aé‘—lbb‘)_
_ _ (4.10-30)
Xy
X, ;
=00 01 : |+, —bg]{yk}
X5 ‘
R
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4.10 Kaskadenregelung

umgewandelt werden. In Bild 4.10-8 ist die Struktur der Kaskadenregelung mit kombiniertem
Positionsregler im Zustandsraum zu sehen.

r * Orax T U 7
—_—

|_»Regler > T:v R (2) I~ » H G(s) Pl A T H

Bild 4.10-8: Kaskadenregelung mit kombiniertem Positionsregler im Zustandsraum

y

v

P(s) Pl A

4.10.6.5 Entwurf des duferen Positionsregelkreises

Bei der ersten Inbetriebnahme des Labormodells liegt der Balken auf dem linken oder rechten
Anschlagbolzen auf. Der Wagen befindet sich dementsprechend am linken oder rechten Ende
des Balkens. Zur mechanischen Schonung des Labormodells wird ein langsamer ,,Start- Up-
Regler* verwendet. Dieser bewegt den Balken langsam vom Anschlag am Bolzen in die
waagrechte Position, bis der Wagen in die Mitte des Balkens gerollt ist. In diesem Augenblick
wird auf den schnellen ,,Betriebsregler umgeschaltet.

4.10.6.5.1Betriebsregler

Beim Entwurf des Positionsreglers wurde die erweiterte Regelkreisstruktur verwendet, da ein
Uberschwingen der Wagenposition nicht erwinscht ist.

~-0,00048867 (z +0,9963)
(z-1) (z-0,9888)

P>y P(2)

—1 V(2) P(2)

R(2)

Bild 4.10-9: Positionsregelkreis

Die gewiinschten Pole der Flhrungsiibertragungsfunktion wurden im s-Bereich vorgebeben.
Diese werden in den z-Bereich umgerechnet.

p=[-2 -2 -10]
SiTa

Z, =€

p, =[0,9802 09802 0,9048]
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4.10 Kaskadenregelung

Der Verstarkungsfaktor von T(z) wird so gewahlt, dass die stationdre Verstarkung eins ist.
Die Strecke beinhaltet keine ,,instabilen Nullstellen.

3,5508e - 006

T(z2)=
(z-0.9802)? (z - 0.9048)

Es handelt sich dabei um eine implementierbare Fhrungsibertragungsfunktion. Die Nullstel-
le z = -0,9963 der Strecke liegt jedoch nahe bei z = -1. Ein Pol bei z = -1 entspricht einer al-
ternierenden Folge. Das bedeutet die Ubertragungsfunktion Ty(z) von der FihrungsgréRe r
(Sollposition) zum Balkenwinkel ¢ hat einen leicht abklingenden alternierenden Verlauf. Dies

ist in Bild 4.10-10 ersichtlich. Die Nullstelle bei z = -0,9963 der Strecke wird zu einer Polstel-
le in Ty(2).

T ()= T(z) -0.076355(z-1) (z- 0.9888)
! P(z) (z+0.9963)(z- 0.9802)2 (z-0.9048)
1 r
% ]
£
£ 05 /
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10

Psoll

@sol in °
o
1

-10 v

-20

t/s
Bild 4.10-10: Alternierender Verlauf des Balkensollwinkels
Um dies zu umgehen, wird die Nullstelle bei z = -0,9963 in die Fiihrungsiibertragungsfunkti-

on T(z) tbernommen. Dann kommt es in T,(z) zu einer Kirzung dieser Nullstelle. Damit die

Polynomgrade fur die analytische Synthese wieder Ubereinstimmen, muss ein zusatzlicher Pol
von T(z) vorgegeben werden.

p=[-2 -2 -10 -10]

p, =[0,9802 0,9802 0,9048 0,9048]
Die resultierende Fihrungstbertragungsfunktion lautet:

_1.7787e - 006 (z + 0,9963)

T(z)=
(z-0,9802)° (z - 0,9048)>
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4.10 Kaskadenregelung

T ()= T(2) _ -0.0036398 (2 +0,9963) (z-1) (2-0,0888) _ -0.0036398 (2-1)(-0,9888)
u P(z)  (z+0,9963) (z-0,9802)° (z - 0,9048)° (z-0,9802)2 (z - 0,9048)?

Der Pol bei z =-0,9963 von T,(z) ist nicht mehr vorhanden. Somit kommt es in Bild 4.10-12

zu keinem alternierenden Verlauf des Balkensollwinkels mehr. Der mit der analytischen Syn-
these berechnete integrierende Regler ergibt sich zu:

V(2)= -0,0036398
(z-1) (z-0,7885)

R(z) = -14,7615 (z* -1,97z + 0,9703)
(z-1) (z-0,7885)

Das dazugehdrige Zustandsraummodell des Reglers ist gegeben mit:

. _[0 -o78ss]  [-000364 26847,
RIET11 1,788 | 7 0 -2,68] vy,

u =0 1xg, +[0 14,76{“‘}
' Yk
r

— y
| Regler ¢ P(2)

>

A 4

v

Bild 4.10-11: Regler als Zustandsraummaodell

/ y
1S

c 05

>

Psoll
~ H

(Psoll In
(8]
™~

wl/

-15

8 9 10

Bild 4.10-12: Sprungantwort des auReren Positionsregelkreises mit dem Betriebsregler

Die Berechnung des Betriebsreglers ist auf der beiliegenden CD unter {7} zu finden.
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4.10 Kaskadenregelung

4.10.6.5.2 Start- Up- Regler

Zum Anfahren des Balkens in die waagrechte Position, wird der ,,Start- Up- Regler* verwen-

det. Dieser Regler hat eine geringere Dynamik als der Betriebsregler. Die Pole der Fuhrungs-
ubertragungsfunktion im s-Bereich sind:

p=[-1 -1 -1 -1
p, =[099 099 099 099
4,91e —9(z +0,9963)

(z-0,99)*

Es wurde ebenso die Nullstelle bei z = -0,9963 der Strecke in die Fiihrungsibertragungsfunk-
tion ubernommen. Mit der analytischen Synthese ergibt sich folgender Start- Up- Regler:

T(2) =

-le-5

V(z) =
(z-1)(z-0,9715)

R(z) = ~%:28(2-0,9968)(z - 0,9888)
(z-1) (z-0,9715)

Das dazugehorige Zustandsraummaodell lautet:

. _[0 -0972]  [-le-5 000395 T,
R0 1,972 [ R 0  —0,00394] vy,

U =[0 L, +[0 0,28{“}

k

— =
/

1S
£ 05 /
> /
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s
0 P -
Psoll
o -0.5 / —
=\
3 1
© L\
s N4
-2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t/s

Bild 4.10-13: Sprungantwort des duBeren Positionsregelkreises mit dem Start- Up- Regler
Die Berechnung des Start- Up- Reglers ist auf der beiliegenden CD unter {7} zu finden.
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4.10 Kaskadenregelung

4.10.7 Anti- Windup- Mafdnahme

Fur den inneren Winkelregelkreis wird eine Anti- Windup- Malinahme vorgesehen. Grund
dafiir ist, dass wéhrend der Regelung die Motorspannung in die Stellgréfienbegrenzung von
+12V gelangen kann. So wird das Aufintegrieren des Regelfehlers, wahrend sich die Stellgro-
Re in der Beschrankung befindet, verhindert. Kommen in der Reglertbertragungsfunktion nur
einfache Pole p; vor, kann R(z) mit Hilfe folgender Partialbruchzerlegung dargestellt werden.

b(z) b.z°+b..z°" +...+bz+b r r r
(): o o-1 1 0 _ 1 + 2 4.+ o

R(z) = =
@ a(z) a,z’+a, 2" +...+az+a, z-p, Z-p, Z-p,

+k

Fur den Fall mehrfacher Polstellen in R(z) muss die Partialbruchzerlegung entsprechend an-
gepasst werden. Da es sich um einen integrierenden Regler handelt, liegt ein Pol bei z = 1.
Dessen Zéhler in der Partialbruchentwicklung ist der Verstarkungsfaktor K; des Integrators im
Anti- Windup- Zweig.

b(z) _ K, T T
a(z) z-1 z-p, Z—P;

Ry (2)

R(z) = +k (4.10-31)

Der restliche nicht integrierende Anteil des Reglers wird mit Ry(z) bezeichnet. Die Parallel-
schaltung von Rp(z) und dem abgespaltenen Integrierer ergibt den urspriinglichen Regler R(z).

R(z) = zK_—Il +R,(2)

+

— ) ) x=a(x)+b(x)u

Regler R, (2) y=c0d

l s

Bild 4.10-14: Kaskadenregelung mit Anti- Windup- MaRnahme

Der mit der Polvorgabe fir den Standardregelkreis berechnete Regler R1(z) ergibt sich zu:

146,7758 (z-0,9948) (z-0,9239) ' K,

R(z)= (z-1) (2-0,7743) 7-1

+R,(2)

K, =0,258
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4.11 Experimentelle Resultate der Kaskadenregelung

Der Parameter m im Rickfihrungszweig wurde mit Hilfe der Simulation in Matlab/Simulink

ermittelt.

146,7758 (z - 0,9204)

)= o)

m=0,15

4.11 Experimentelle Resultate der Kaskadenregelung

Bei der Wagenposition r(t) stimmen Messung und Simulation sehr gut berein. Beim Bal-
kenwinkel ¢(t) hingegen treten Abweichungen auf. Dies konnte an der Vereinfachung des
mathematischen Modells oder an verdnderten Modellparametern liegen. Die Simulationsdaten

sind auf der beiliegenden CD unter {8} zu finden.

0.5 . :
|
E |
c 0 ] e rsoll L
----- Mot Simulation
...... \ — st Messung
05 r r r r F F F 3
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s
20 r r r
=== ¢ Simulation
10 —— ¢ Messung
\ . _
o )_A‘\~ T
g_ 0 bf\m‘ﬁ:;__r__ ,,/:},/_-L_‘,_ J..—_'—'
»
I’,
-10 !
4
-20 : : : - - -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s
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Bild 4.11-1: Vergleich von Messung und Simulation
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5.1 Anbindung des Labormodells an das digitale Regelungssystem

5 Funktionsbeschreibung des Labor-
modells

5.1 Anbindung des Labormodells an das digitale Regelungssystem

Das Labormodell ist Gber die ,,MultiQ-PCI* Datenerfassungskarte an den Personal Computer
angeschlossen. Die Messwerte des Labormodells werden im Matlab/Simulink mittels der
Quanser Toolbox und WinCon 5.0.31.0 eingelesen. Die Regelung des Labormodells ist in
Matlab/Simulink 7.0.4, RTX 6.1 implementiert. Die Messung des Balkenwinkels erfolgt mit
einem Inkrementalgeber, der an der Motorwelle befestigt ist. Die beriihrungslose Positions-
messung erfolgt mit dem Positionssensor PCFP25 von ASM- Sensors. Die von der Regelung
ausgegebene StellgroRe wird mit dem Quanser Verstarker UPM-1503 verstarkt.

5.1.1 Positionsmessung

Die Messung der Position des Wagens erfolgt mit dem Sensor Posichron PCFP25 der Firma
ASM- Sensors. In Bild 5.1-1 ist der Sensor mit seinem Messbereich abgebildet. Die Messlan-
ge betragt 1000mm, wobei die Messlange nicht symmetrisch zur Sensormitte ist. Der Sensor
hat einen analogen 0-10V Spannungsausgang. Die Spannungsausgabe erfolgt wie in Bild
5.1-1 abgebildet.

- 88mm Messldnge = 1000mm _ /4mm

<« g [

| Positionssensor PCFP25 I

/S ;

(\YA
-0,5m 0,5m

Bild 5.1-1: Messbereich und Spannungsausgabe des Positionssensors

> I

Die Wagenposition r lasst sich durch die Ausgangsspannung Umess des Sensors berechnen:

m] (5.1-1)

Constant

Bild 5.1-2: Ermittlung der Wagenposition aus der Sensorspannung in Matlab/Simulink
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5.1 Anbindung des Labormodells an das digitale Regelungssystem

5.1.2 Winkelmessung

An der Welle des Gleichstrommotors ist ein Inkrementalgeber angebracht. Dieser gibt je Um-
drehung N Impulse aus. Der Ausgang des Inkrementalgebers wird mit der ,,MultiQ-PCI** Da-
tenerfassungskarte eingelesen. Bei Inbetriebnahme des Labormodells liegt der Balken auf
dem linken oder rechten Anschlagbolzen auf. Abhangig davon, muss der richtige Anfangs-

winkel ¢, zum Winkel A¢ des Inkrementalgebers addiert werden. Die Erkennung, wo die

Anfangsposition des Balkens ist, geschieht mit dem Simulink Block ,,Startpositions- Erken-
nung™. Dieser ist in Bild 5.1-3 abgebildet.

Balken liegt am linken Anschlagbolzen auf: @, = 24,83°]
Balken liegt am rechten Anschlagbolzen auf: @, = —24,83[°]
Balken in waagrechter Position: @, =0[°]

Mit dem Inkrementalgeber wird der Winkel des Rotors der Gleichstrommaschine gemessen.
Gesucht ist jedoch der Balkenwinkel. Daher muss der Winkel des Inkrementalgebers mit dem
Kehrwert des Gesamtlibersetzungsverhaltnisses multipliziert werden.

A§0=2Wﬁ~%~k [rad] (51-2)

p=Ap+ g, (5.1-3)

(i =00, =43-75=3225

k Anzahl der ausgegebenen Inkremente des Inkrementalgebers
N =2000 Inkremente pro Umdrehung
Unit Delay
1
z
[selectin select_out
fcn
>lr phio
Startpositions -
Erkennung Do
A
Bad Link H-K- ¢ )2
Gain

Encoder Input

Bild 5.1-3: Ermittlung des aktuellen Balkenwinkels

5.1.3 Startpositionserkennung

Der Startpositions- Erkennungs- Block ermittelt den Balkenanfangswinkel abhangig von der
Wagenposition r beim Starten der Regelung. Ist der Wagen beim Starten der Regelung am
linken Ende des Balkens ist ¢, = 24,83[°]. Ist der Wagen am rechten Ende ist ¢, =—24,83]°].
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Unit Delay
1

4

Startpositions -
Erkennung

Bild 5.1-4: Startpositions- Erkennung

Bei diesem Block handelt es sich um eine ,,Embedded Matlab Function®. Der dahinter liegen-
de Matlab- Code ist in Bild 5.1-5 ersichtlich.

function [select out, phi0O] = fcn(select in,r)
if (select in == 0 && r < -0.3 || select in == 1)
phi0 = 24.83*pi/180;
select out = 1;
elseif (select in == 0 && r > 0.3 || select in == 2)
phi0 = -24.83*pi/180;
select out = 2;
else
phi0 = 0;
select out = 3;
end

Bild 5.1-5: Matlab- Code der Startpositions- Erkennung

Mit dem Verzdgerungsblock wird ein Speicher realisiert. Die Balkenpositionserkennung wird
nur einmal, am Beginn der Regelung, abhdngig von der Wagenposition durchgefuhrt. Flr die
restliche Zeit der Regelung wird der Anfangswinkel ¢, nicht mehr verandert. Der Anfangs-

wert des diskreten Verzdgerungsblocks ist Null. Befindet sich beim Starten der Regelung der
Wagen bei einer Position r < 0,3[m] ist der Anfangswinkel ¢, = 24,83[°]. Bei r > 0,3[m] ist
der Anfangswinkel ¢, =—24,83[°]. Befindet sich der Wagen bei —0,3[m]<r <0,3[m] am
Beginn[d]er Regelung ist der Balken in waagrechter Position und der Anfangswinkel ist
», =0[°].

5.1.4 Diskretes Differenzieren der Messgrofden

Bei der Zustandsregelung wird der gesamte Zustandsvektor x fir die Regelung bendtigt. Beim
Labormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken* werden aber nur die Wagenposition r und der
Balkenwinkel ¢ gemessen. Die Wagengeschwindigkeit v und die Balkenwinkelgeschwindig-
keit o, werden softwaretechnisch in Matlab/Simulink durch Differenzieren der MessgroRen
ermittelt.

x=[r v ¢ of

l?as Differenzieren erfolgt mit dem ,Discrete Derivative” Block in Simulink. Die z-
Ubertragungsfunktion dieses Blockes ist mit ( 5.1-4 ) gegeben.
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Y(z) _k(z-D

(5.1-4)
U(z) T,z

Y(z) - T,z=k(z-)U(2)
Y(2) T, =k(@-z")U(2)
_k@-z1U(2)
Y(2) T

Die Differenzengleichung ergibt sich zu:

_ k(ui _ui—l)

: 5.1-5
Yi T, (5.1-5)

k=1

Um eine Differenzenbildung ohne Verstarkung zu erhalten wird der Faktor k auf eins gesetzt.
Da eine MessgroRe immer mit Rauschen behaftet ist, wird nach der Differenzierung eine Fil-
terung durchgefuhrt. Dies ist in Bild 5.1-6 zu sehen.

r > KT(z-l) IF-num{l}(Z) v
Sz F.den {1}(z)

Discrete Derivative Discrete
Transfer Fcn

Bild 5.1-6: Diskretes Differenzieren und Filtern der MessgroRRe

Die Filterung erfolgt mit einem Tiefpass 2. Ordnung. Die kontinuierliche Ubertragungsfunk-
tion des Filters ist gegeben mit:

1

1+ > 1+ >
2 f 2z 1y,
f, =10[Hz]
f,, =20[Hz]

Dieses kontinuierliche Filter wird diskretisiert, was zu folgender z- Ubertragungsfunktion

fuhrt;
0,217(z +0,534)

F(z)=
(z—-0,534)(z +0,152)

(5.1-7)

In Bild 5.1-7 (oben) ist eine Messung der Wagenposition r(t) ersichtlich. Bild 5.1-7 (unten)
zeigt die Uber das Differenzieren und Filtern (Bild 5.1-6) von r(t) erhaltene Wagengeschwin-
digkeit v(t). Zusétzlich wurde v(t) durch das softwaretechnische Differenzieren von r(t) mit
dem Matlab- Befehl diff(r(t)) ermittelt. Es ist ersichtlich, dass das durch das Differenzieren
und Filtern erhaltene Ergebnis weniger verrauscht ist.
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04 T T T
{\ Messung r(t)
0.2 /A\ '"V
-0.2 \
\/ \
-0.4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s
1.5 r r T r T T T
— \(t) Uber "Discrete Derivative und Filterung"
1 — \(t) Uber Matlab Befehl diff(r(t)) .
0.5 ﬂ
£ /\ J
1S 0 p
c
-0.5
\ VoV
-1.5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t/s

Bild 5.1-7: Wagengeschwindigkeit v(t) Uber Differenzierung der Wagenposition r(t)

0.3 T T T
AT
0.1
g J AETVA
£ 0 4
: VARV
SRS
0.2 Y
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/s
0.8 r T T T T T T
o(t) Uber "Discrete Derivative und Filterung"
0.6 — o(t) iiber Matlab Befehl diff(¢(t) "
0.4 q
?ﬁ 0.2
N
i ERYAIRVAIRILV
-0.2 ¢
0.6 :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t/s

Bild 5.1-8: Balkenwinkelgeschwindigkeit m(t) iiber Differenzierung des Balkenwinkels ¢(t)
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5.1 Anbindung des Labormodells an das digitale Regelungssystem

Die Grenzfrequenzen des Filters sind so angepasst, dass das gefilterte Signal dem Original-
signal ( v(t) Gber Matlab- Befehl diff(r(t)) ) noch gut folgen kann. Wére die Grenzfrequenz
des Filters zu nieder, kénnte das gefilterte Signal dem Verlauf des Originalsignals nicht mehr
folgen. Bei zu hoher Grenzfrequenz ware die Filterwirkung geringer. Mit der Differenzierung
und Filterung nach Bild 5.1-6 wurde somit eine Differenzierung des Messsignals und eine
Dampfung des Messrauschens realisiert. Dieselben Uberlegungen sind in Bild 5.1-8 fir die
Balkenwinkelgeschwindigkeit gultig. Hier wurde dasselbe Filter verwendet.

5.1.5 Ausgabe der Stellgréfde iiber das Quanser Universal Power Module

Die von der digitalen Regelung ausgegebene StellgroRe wird mit dem Verstarker UPM-1503
von Quanser verstarkt. Die Spannungsverstarkung kann wie bei einem Operationsverstarker
mit externen Widerstanden eingestellt werden. Beim D/A-Eingang (Digital/Analog- Eingang)
wird das zu verstarkende Signal eingespeist. Beim Ausgang (To Motor) wird der Gleich-
strommotor angeschlossen. Im Anschlussstecker des Motors befindet sich der Spannungsteiler
um die Spannungsverstarkung einzustellen. Der UPM-1503 ist in Bild 5.1-9 abgebildet.

Sensor bias _ From

and » sensors

measurement p— to analog

‘ inputs

(A/D)
To
Motor

From

analog

output

(DIA)

Bild 5.1-9: Quanser Universal Power Module UPM-1503 (Quelle: Quanser UPM-1503 Bedienungsanleitung)

Es wird eine Spannungsverstarkung von A = 3 gewahlt. Der UPM-1503 wird wie ein nichtin-
vertierender Operationsverstarker betrieben. Die Widerstande Rt und R; dienen zur Einstel-
lung der Verstarkung. Die Pinbelegungen zur Einstellung der Verstarkung ist in Bild 5.1-11
ersichtlich. Da die StellgroRe vom Verstarker um den Faktor 3 verstarkt wird, muss sie in
Matlab/Simulink um diesen Faktor verkleinert werden. Dies ist in Bild 5.1-10 zu sehen.

R, =10k [Q], R, =5k [Q]

R
A=1y 1 _q, 10000 4
R, 5000
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=

Saturation

Bild 5.1-10: Das begrenzte Stellsignal muss um den Faktor 3 verkleinert werden

Gain

bis b

Bad Link

Analog Output

fram
DA

from
Plug in DA

UPM-XX-YY
Linear Amp L]

lo Load

© Resulting circuit

when cable
is plugged in

From D/A Cable

Signal

I

——————
Plug In

Al R1

Gain built into cable

Brown = 1 (Rl = Shorl, A1 = Opan)
Orange = 3 (Rf = 10K, R1 = 5K)

To Load cable

%

Plug In

Motor
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Bild 5.1-11: Ausgangsverkabelung des Verstéarkers (Quelle: Quanser UPM-1503 Bedienungsanleitung)




5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

5.1.6 Quanser MultiQ-PCI Datenerfassungskarte

Das Einlesen des Inkrementalgebers und des Positionssensors erfolgt mit der Quanser Mul-
tiQ-PCI Messkarte. Diese hat sechs Encoder- Eingdnge und acht analoge Eingénge. Zusatz-
lich besitzt die Messkarte vier analoge Ausgange. Mit einem davon wird die von der digitalen
Regelung berechnete StellgréRe ausgegeben. Die externe MultiQ-PCI Steckerkarte ist mit der
internen im Personal Computer verbauten MultiQ-PCI Datenerfassungskarte verbunden.

Ausgabe der Stellgrolie:
Analog Ausgang Kanal 0

(zum Verstarker) \

Positionssensor:
Analog Eingang Kanal 0

Inkrementalgeber:
Encoder Eingang Kanal 1

Bild 5.1-12: Externe Quanser MultiQ-PCI Steckerkarte

Anschlussbelegung:

Inkrementalgeber der Balkenwinkelmessung: Encoder Eingang Kanal 1
Spannungseingang des Positionssensors: Analog Eingang Kanal 0
Ausgabe der Stellgroie: Analog Ausgang Kanal 0

5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

5.2.1 Ablauf der Regelung

Bevor die Regelung gestartet werden kann, muss die Initialisierung erfolgen. Die Initialisie-
rung wird mit dem Matlab-Skript ,,main.m* durchgefiihrt. Hier werden alle Parameter der
Strecke ( des Labormodells ), die jeweils implementierten Regler und das Filter zur Differen-
zierung definiert.

Nach der Ausfithrung der Initialisierung muss der Simulink Koppelplan ,,simulation.mdl*
geoffnet werden. Hier ist die Struktur der Regelung ersichtlich. Um die Regelung ausfiihren
zu kdnnen muss sie zuerst kompiliert werden. Dies geschieht im Meni unter ,,WinCon —
Build“. Hier wird der C-Code zur Regelung erzeugt. Nach Beenden des Kompiliervorgangs
offnet sich automatisch ein Fenster am Bildschirm. Nach driicken von ,,Start auf diesem
Fenster beginnt die Regelung.
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5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

5.2.2 Zustandsregelung

In Bild 5.2-1 ist das Labormodell mit Eingangs-/ Zustands- Linearisierung ( E-/A- Linearisie-
rung mit r = n ') und Zustandsregelung in Simulink abgebildet. Das Labormodell ist Giber Ab-
tast- und Halteglieder an die digitale Regelung angeschlossen.

05 9 0 J_LL —Pu X J_LL ]
— P %
Constant Slider Gain 2 Zero -Order Zero -Order
Gain Product Hold 1 Labormodell Hold 2
X
alpha (x)
beta (x) out alpha in|«d

out beta in

phi (x)

%4 z phi ing

Gain 1

Bild 5.2-1: Simulink Koppelplan der Zustandsregelung

In Bild 5.2-2 ist der Block ,,Labormodell* zu sehen. Hier erfolgt die StellgroBenbeschrankung
und die Positions- und Winkelmessung. Zudem erfolgt hier das Differenzieren und Filtern der
MessgroRen, um die Wagengeschwindigkeit und Balkenwinkelgeschwindigkeit zu erhalten.
Am Beginn der Regelung muss der Anfangswinkel des Balkens ermittelt werden. Dies erfolgt
im ,,Startpositions- Erkennungs- Block®. Die Fiihrungsgrofle wird mit einem ,,Slider Gain*
Block eingestellt. Die nichtlineare Zustandsruckfiihrung u = a(x) + S(x)v, die Zustandstrans-

formation ¢(x) und die ,,Startpositions- Erkennung® werden mit ,,Embedded Matlab Functi-
ons“ realisiert.

Bad Link —In10utl

Unit Delay

u->r 1

Analog Input —
Y4
K (z-1 F.num {1}(z)
p ED
select_in select_out Tsz F.den {1}(z)

@—%P@—b Bad Link fon Discrete Derivative 1 Discrete
u Transfer Fcn

Saturation ~ Gain 2 r phio

Analog Output Startpositions -

Erkennung ’_’
. -
Bad Link 4>|> phiinrad P+
Gain1l
a K1) Y F.num {1}(z) o
Encoder Input Ts z F.den{1}2)
Discrete Derivative Discrete

Transfer Fcn 1

Bild 5.2-2: Subsystem - Labormodell
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5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

5.2.3 Integrierende Zustandsregelung

In Bild 5.2-3 ist das Eingangs-/ Zustands- linearisierte ( E-/A- Linearisierung mitr = n) La-
bormodell mit integrierender Zustandsregelung abgebildet. Aus dem Labormodell ist zur bes-
seren Ubersicht zusatzlich zum Zustandsvektor die Wagenposition herausgefiihrt. Diese wird
flr die duBerste integrierende Regelschleife benotigt. Das Labormodell ist ansonsten ident zu
Bild 5.2-2.

r
KTs ! i JLL
0.5 + —_— u
= X r
- 4 Lzt : x| J_LL
Constant1  Slider Discrete-Time  Gain 2 Product Zero -Order
Gain Integrator roduc Hold 1 Labormodell Zero -Order
Hold 2 X
alpha (x)
beta (x) out alpha in |«
r
out beta in
phi (x)

%‘72 phi in

Gain 1

Bild 5.2-3: Simulink Koppelplan der integrierenden Zustandsregelung

5.2.4 Kaskadenregelung

In Bild 5.2-4 ist die Kaskadenregelung abgebildet. Zur Regelung werden nur die zwei direkt
gemessenen Groflen r und @ bzw. x1 und Xz benétigt. Der innere Winkelregelkreis ist ein
Standardregelkreis mit Anti- Windup- MalRnahme und Begrenzung der Stellgroe. Die Struk-
tur des duReren Positionsregelkreises ist die erweiterte Regelkreisstruktur. Hier sind V(z) und
R(z) zu einem gemeinsamen Zustandsraummodell vereint. Im Block ,,Regler befindet sich
der Start- Up- und Betriebsregler. Am Anfang der Regelung bewegt der Start- Up- Regler
den Balken langsam in die waagrechte Position. Dabei rollt der Wagen in Richtung Mitte des
Balkens. Hat der Wagen die Mitte des Balkens erreicht, wird auf den schnellen Betriebsregler
umgeschaltet.

n
L% phi
r Slider

i ghi _max
Gain Regler

r
x x

Zero -Order
u Hold 4

Zero -Order
Hold

Discrete
Transfer Fen 1

Zero -Order
Hold 6

Labormodell

Gain 3 Discrete-Time
Integrator
Gain 4

Bild 5.2-4: Simulink Koppelplan der Kaskadenregelung

Im Block ,,Labormodell*“ werden die Wagenposition und der Balkenwinkel gemessen. Der
Anfangswinkel des Balkens wird mit dem Block ,,Startpositions- Erkennung® ermittelt.
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5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

Bad Link P In10utl » 1)

u->r | ald phio
fcn
select_in select_out

Analog Input

Startpositions -
Erkennung

1 )P Bad Link

Saturation Gain 2 Unit Delay

Analog Output

Bad Link %K- e ("
phi

Gain 1

Encoder Input

Bild 5.2-5: Subsystem - Labormodell

Die Erkennung, wann die Reglerumschaltung erfolgen muss, geschieht in der Embedded Mat-
lab Function ,,Regler- Auswahl, welche in Bild 5.2-6 ersichtlich ist. Der Verzdgerungs-

Unit Delay
1
- .
z
select_out —p—
4 select_in
y(n)=Cx(n)+Du(n) 5
i 1 1
cn ry Ll X(+1)=Ax(n)+Bu(n) Lt
phi
StartUp Regler
L Y b YO=Cx(nDu() >
y(n)=Cx(n)+Du(n
ry2 —0
Y y x(n+1)=Ax(n)+Bu(n)
Betriebs - Regler
Regler - Index
Auswahl Vector

Bild 5.2-6: Subsystem - Regler

block wird als Speicher verwendet. Sein Anfangswert ist Null. Der Eingang der ,,Embedded
Matlab Function® ist die Flhrungsgrofe r und die AusgangsgrélRe y, welche zu einem Vektor
zusammengefasst sind. Sobald der Wagen weniger als 5cm von der Mitte des Balkens entfernt
ist, wird auf den Betriebsregler umgeschaltet und die Variable select_out auf eins gesetzt. Ist
die Variable select_out auf eins, bleibt sie auch fur die restliche Zeit der Regelung auf eins.

function [select out, ryl, ry2] = fcn(select in,ry)
r = ry(l);
y = ry(2);
if((select in == 0 && abs(r-y) < 0.05) || select in == 1)
select out = 1;
ryl = [0;0];
ry2 = ry;
else
select out = 0;
ryl = ry;
ry2 = [0;0];
end

Bild 5.2-7: Matlab- Code der Reglerauswahl
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5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

5.2.5 Kaskadenregelung mit iiberlagerter Stellgrofde

Bei der Kaskadenregelung mit tberlagerter StellgroRe wird der StellgréfRe eine Rechteck-
spannung mit einer Amplitude von 0,5 [V] und einer Frequenz von 10 [Hz] Gberlagert. Beli
der Positionierung des Wagens tritt ein Grenzzyklus auf. Dabei schwingt der Wagen um seine
Sollposition. Grund dafiir ist der I-Anteil des Reglers in Kombination mit der Haftreibung des
Wagens. Mit der berlagerten StellgrofRe wird die Haftreibung des Wagens leichter tiberwun-
den und dadurch wird eine Positionierung vereinfacht. Der Grenzzyklus tritt dadurch nicht
mehr auf.

\—>Lr_ist '

r_soll Zero -Order
func u u Hold 4

u_original

1 Zero -Order
{Lpis i J_LL
Hold phi 3 3l

Uberlagerte
StellgréRe

0.5
v phi

r Slider -
Gain ghi _max
Regler

Discrete
Transfer Fcn 1

Zero -Order
Hold 6

Labormodell

>t
i u_max

oooo
00

Gain 3Discrete -Time
Gain 4 Integrator 1

/-m‘4
~

Signal
Generator

Bild 5.2-8: Simulink Koppelplan der Kaskadenregelung mit Uberlagerter Stellgrofie

Hinzugekommen zur Kaskadenregelung ist der Block ,,Uberlagerte StellgroBe®, welcher in
Bild 5.2-8 und Bild 5.2-9 zu sehen ist. Die Blocke ,,Labormodell* und ,,Regler sind diesel-
ben wie bei der Kaskadenregelung.

>lr_ist

>lr_soll

func u
>|u_original

>lu_plus

Uberlagerte
StellgroRe

Bild 5.2-9: Embedded Matlab Function - Uberlagerte StellgroRe

Die ,,Embedded Matlab Function“ hat als Eingange die Ist- und Sollposition des Wagens, die
originale StellgroRe und die Gberlagerte Rechteckspannung. Der Ausgang ist die neue Stell-
groRe. Sobald der Wagen weniger als 10 [cm] von seiner Sollposition entfernt ist, wird die
Rechteckspannung zur Stellgrofie addiert. Ist der Wagen weniger als 3 [mm] von seiner Soll-
position entfernt, wird eine konstante Stellgré3e zur Vermeidung einer unerwiinschten Dauer-
schwingung ausgegeben. Sonst wiirde der Regler auch eine Regelabweichung, die kleiner als
3 [mm] ist aufintegrieren. Diese konstante Stellgrofie fiir die Ruhelage (Sollposition des Wa-
gens) wird aus dem mathematischen Modell der Strecke berechnet. Dabei muss im mathema-
tischen Modell der Strecke das Drehmoment M negativ ( physikalisch korrekt ) eingesetzt
sein, wie es bei der E-/Z- Linearisierung der Fall war.
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5.2 Implementierung der Regelung in Matlab/Simulink

function u = func(r_ ist,r soll,u original,u plus,m,qg,R,ue, kM)

c
—_ 1~

s
u_original+u plus;
if (abs(r_ist-r soll)) < 0.003;
u = -1.5*m*g*R*r soll/ (ue*kM) ;
end
else
u = u_original;
end

Bild 5.2-10: Matlab- Code zur Uberlagerung der Rechteckspannung

Mathematisches Modell der Strecke:

_ " _
%, _ k
X, ~ X1X42 —gSIH(Xg)—EXZ
o8 1 \ ik ke o UK
Xy | | ——| —2mxX,X, —mgx cos(X;) —KgX, + —2—=X, ——"-U
| J+mx R R )]
y=X
. T
Ruhelagen: x =0 x=[r v ¢ o]
r=0 — vV, =0
V= —  0=—gsin(py) — @, =0,+m,+2r.. [rad]
) Uk -
=0 - 0:—mngOS(¢)R)—u U, — (pRzo:uRz__m—gRrR
R uk,,
—-mgR
Ug = g Iy (5.2-1)

ik,

In Bild 5.2-10 wird die StellgroRe in der Ruhelage mit dem Faktor 1,5 multipliziert. Dieser
Wert wurde experimentell ermittelt, da die aus dem mathematischen Modell ermittelte Stell-
groRe in der Ruhelage zu gering war, um den Balken in waagrechter Position zu halten.
Grund dafir kdnnte sein, dass das mathematische Modell das Labormodell nicht ideal abbil-
det.
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Erkenntnisse



6.1 Wahl der Abtastzeit

6 Erkenntnisse

6.1 Wahl der Abtastzeit

Die durch die Eigenwerte der Systemmatrix A ermittelte maximale Abtastzeit ist nur eine
Abschatzung. Die diskrete Regelung kann genauso mit einer langeren Abtastzeit funktionie-
ren. Die Abschatzung durch die Eigenwerte des linearisierten Systems liefert eine maximale
Abtastzeit von Ty = 9,1 [ms]. Fur die Regelung wurde jedoch eine Abtastzeit von T4 = 10
[ms] verwendet. Die Regelung des Labormodells funktioniert auch mit der htheren Abtastzeit
einwandfrei.

6.2 Eingangs-/ Ausgangs- Linearisierung

Die E-/A- Linearisierung mit relativem Grad r = n wurde durch eine Modifikation des ma-
thematischen Modells ermdglicht. Dabei wurde eine nicht dominante Systemeigenschaft, die
auf den Wagen wirkende Zentrifugalkraft vernachlassigt. Die daraus berechnete statische
nichtlineare Zustandsruckfihrung linearisiert die nichtlineare Strecke trotzdem zufriedenstel-
lend. Es kann also sein, dass aus rein mathematischer Sicht eine E-/Z- bzw. E-/A- Linearisie-
rung nicht moglich ist. Durch eine geeignete Modifikation mit Hilfe physikalischer Uberle-
gungen kann dies jedoch ermdoglicht werden. Die statische nichtlineare Zustandsriickfiihrung
wird fur das zeitkontinuierliche Modell berechnet. Bei der Echtzeitregelung wird dieses Re-
gelgesetz aber nur zu diskreten Zeit- Stutzstellen ausgewertet. In dieser Arbeit wurde gezeigt,
dass bei geniigend kleiner Abtastzeit die Linearisierung auch dann gelingt, wenn das kontinu-
ierliche Regelgesetz als zeitdiskretes Regelgesetz verwendet wird.

6.3 Zustandsregelung der E-/A- linearisierten Strecke

Fur die E-/A- linearisierte Strecke wurden ein nicht integrierender und ein integrierender Zu-
standsregler entworfen. Trotz der Tatsache, dass die auf den Wagen wirkende Zentrifugalkraft
bei der Linearisierung vernachlassigt wurde, funktionieren die beiden Zustandsregler sehr gut.
Die Begrenzung der StellgroRRe oder einer ZustandsgrofRe kann durch die Wahl der Eigenwerte
des geschlossenen Regelkreises berlicksichtigt werden. Beim integrierenden Zustandsregler
kommt es durch den I-Anteil zu einem Grenzzyklus, bei dem der Wagen immer um seine
Sollposition schwingt. Grund dafur ist die Haftreibung des Wagens. Der Wagen rollt erst los,
wenn seine Haftreibung Gberwunden ist. Durch seinen Schwung schiel3t der Wagen dann aber
etwas Uber seine Sollposition hinaus.

6.4 Kaskadenregelung

Bei der Kaskadenregelung wird die komplizierte Strecke in einfachere Teilstrecken aufgeteilt.
Dadurch wird der Reglerentwurf vereinfacht. Durch den inneren Winkelregelkreis kann eine
Begrenzung des Balkenwinkels realisiert werden. Die FiihrungsgroRe des inneren Regelkrei-
ses ist der begrenzte Soll- Balkenwinkel, somit kann der wahre Balkenwinkel gut innerhalb
der Begrenzungen gehalten werden. Vergleicht man die Kaskadenregelung mit der Zustands-
regelung, erkennt man, dass die Qualitat der Kaskadenregelung besser ist. Mit der Kaskaden-
regelung ist eine héhere Dynamik, eine Begrenzung des Balkenwinkels und eine Anti- Win-
dup- MalRnahme moglich. Der Effekt, dass der Wagen in einem Grenzzyklus um seine Soll-

94



6.5 Analytische Synthese

position verharrt, tritt auch bei der Kaskadenregelung auf. Dies kann mit Hilfe einer der Stell-
grole Uberlagerten Rechteckspannung umgangen werden. Mit deren Hilfe (berwindet der
Wagen schneller seine Haftreibung und es kommt nicht mehr zu einem Grenzzyklus um die
Sollposition.

6.5 Analytische Synthese

Nach Ansicht des Autors ist die analytische Synthese ein hervorragendes Werkzeug, um zeit-
kontinuierliche oder zeitdiskrete Regler zu entwerfen. Im Vergleich zur Reglerentwurfsme-
thode basierend auf der linearen Programmierung ist die Reglerordnung gering. Das macht
eine Ordnungsreduktion tberflissig. Mit der analytischen Synthese kdnnen auch zusétzliche
Forderungen an die Reglerlbertragungsfunktion gestellt werden, z.B. kann ein integrierender
Regler erzwungen werden. Bei der analytischen Synthese fur den Standardregelkreis konnen
nur die Pole der Fihrungsiibertragungsfunktion vorgegeben werden. Bei der erweiterten Re-
gelkreisstruktur kann mit Ausnahme der ,,instabilen” Nullstellen der Strecke, die gesamte
Fuhrungstibertragungsfunktion vorgegeben werden. Dies ist vorteilhaft, falls kein Uber-
schwingen in der Sprungantwort des Regelkreises geduldet wird.
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Tragheitsmoment des Balkens

Anhang A

Tragheitsmoment des Balkens

A.1 Tragheitsmoment des Balkens bezogen auf die Balkenachse

Der Balken, auf dem der Wagen gefuhrt wird, ist in Bild A.1-1 abgebildet. Das Tragheitsmo-
ment des Balkens wird in Bezug auf die Balkenachse berechnet. Zur Vereinfachung werden
die Profile als Linienmassen betrachtet.

Bild A.1-1: Profile als Linienmassen betrachtet

Vereinfachung: Profile als Linienmassen betrachtet
Wagenfuhrungsprofil

m,| dm

Bild A.1-2: Berechnung des Tragheitsmomentes

Die Berechnung des Tragheitsmomentes einer allgemeinen Anordnung erfolgt mit der Formel

J =Ir2dm. (A1-1)

Die Umrechnung eines Profils, oder mehrerer hintereinanderliegender Profile in eine Linien-
masse mit der Dichte p erfolgt mit der Formel A.1-2. Es wird die Gesamtmasse des jeweili-

gen Profils durch seine Lange dividiert.

(A1-2)

m
'D:T

Somit I&sst sich das Integral zur Berechnung des Tragheitsmomentes in das Linienintegral
J =Ir2dm=_[r2pdl (A1-3)
m |

umschreiben.
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Trégheitsmoment des Balkens

Bsp: Wagenfuhrungsprofil

Zur Veranschaulichung soll das Tréagheitsmoment des Wagenfuhrungsprofils bezogen auf die

Balkenachse berechnet werden.

r=4& +h? ... Abstand von der Balkenachse

1/2

J=[rtpdl=p [(£*+h*)ds

-1/2

Berechnung des gesamten Balkentragheitsmomentes:

I, P,
| | | 15, 05
(:3\\ I, P,
/ L =15, 1, ps
Bild A.1-3: Linienmassen des Balkens

Einzeldichten der Bauelemente laut Hersteller:
Profil 5 20x20: p =048 {@}

m
Profil 5 80x20: p =167 {@}

m

. . kg
Wellenklemmprofil 5 D6: p=01|—
m

Welle D6: p =022 {@}

m
Berechnung der Dichten der Linienmassen:
Balken Bodenplatte : 1 x Profil 5 80x20 o =167 {@}

m

Seitenprofil Teil 1: 2 x Profil 5 20x20 p, =2-048=096 {k—nﬂ
Seitenprofil Teil 2: 1 x Profil 5 20x20 Ps = % =192 [kﬁg}
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Tragheitsmoment des Balkens

Wagenfuhrung: 1 x Profil 5 20x20 + 2 x Wellenklemmprofil + 2 x Welle
0, =048+2-01+2.022=112 {@}
m
Sensor: 1x Ps = 032 =0,276 kg
116 m

Wagenmasse: m =04 [kg]
Dimensionen:

l, =0,58[m]

I, =0,04][m]

|, = 0,02[m]

l, =0,56[m]

l, =0,58[m]

Balkentragheitsmoment mit Wagen:

Jg = jrzdm =
nll I I3

= 2,olj(|2 +0,012)dl Jrz,ozj(o,572 +(0,02+1)2)dl +2p3j(o,572 +(0,06 +1)2)dl +
0 0 0

I I
+2p,[ (17 +007%)dl +2p, [ (17 +0,0247)dl +m - (r? + 0,07) =
0 0

=0,217+0,025+ 0,025+ 0,137 + 0,036 + m- (r*> + 0,07%) =
= 0,441[kgm2J+ m-(r*+0,07%) [kngJ

nurBalken Wagen

Vergleich mit diinnem Stab, der um eine Achse rotiert:

Das Balkentragheitsmoment kann auch mit der vereinfachten Formel

J:éml2 (A1-4)

berechnet werden. Dabei wird der Balken als diinner Stab, der um seine in der Mitte des Sta-
bes liegende Querachse rotiert, betrachtet. Dabei ist m die Masse des Stabes und | seine Lan-

ge.

Masse des bewegten Balkens ohne Wagen: Meaer = 3835 [kg]

Lange des Balkens: | =116[m]
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Trégheitsmoment des Balkens

Jg :imBalkenl2 +m-(r?+0,07%) =
12
1

= 538351167 +m (r* +007%) =037 [kgm? |+ m- (r? +0,07%) [kgm?

nurBalken Wagen
Es ist zu erkennen, dass beim Labormodell ,,Wagen auf drehbarem Balken* das Trigheits-
moment des Balkens nicht mit der vereinfachten Formel berechnet werden darf. Der Unter-
schied des berechneten Tragheitsmomentes betragt 15%.

A.2 Tragheitsmoment der Zahnriader und der Welle

Von einem Vollzylinder, der um seine Symmetrieachse rotiert, kann das Tragheitsmoment
mit der Formel A.1-5 berechnet werden. Mit dieser Formel l&sst sich das Tragheitsmoment
der beiden Zahnrader und der Welle berechnen. Dabei ist m die Masse und r der Radius des

Vollzylinders.

Bild A.1-4: Vollzylinder
1
J :Emrz (A.1-5)

Der Wagen wird als Punktmasse betrachtet. Das Tragheitsmoment einer Punktmasse, welche
um eine Achse rotiert, kann mit der Formel A.1-6 berechnet werden. Dabei ist m die Masse
und r der Abstand der Punktmasse zur Rotationsachse.

m

Bild A.1-5: Punktmasse rotiert um eine Achse

J =mr? (A1-6)
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Diskretisieren kont. Systeme

Tragheitsmomente der Zahnrader:

GroBes Zahnrad: r, =90 [mm], m, =1,4[kg]

1 1 ]
Jy=5myr," =714:009° =57-10° [kgm? ]

g
Kleines Zahnrad: r, =135[mm], m, = 0,04 [kg]

Jy =%mkrk2 :%0,04-0,01352 =36-10"° [kgmz]

Tragheitsmoment der Welle:

Iy =%mw r’ =§0,52-o,012 =2,6:10° [kgm?]

Anhang B

Diskretisieren kont. Systeme

Um eine diskrete Regelung fur eine kontinuierliche Strecke zu entwerfen, ist es notwendig
das mathematische Modell der kontinuierlichen Strecke zu diskretisieren. Die von einer dis-
kreten Regelung ausgegebene Stellgréfe ux wird Uber ein Zero-Order-Hold Glied (ZOH) fiir
die Abtastzeit T4 konstant gehalten. Das Ausgangssignal y(t) der Strecke wird mit der Ab-

tastzeit T4 abgetastet. Die digitale Regelung sieht das diskrete Aquivalent der kontinuierlichen

Strecke.
U, u(t) y(t) Yk
d

Bild B-1: Anbindung einer kontinuierlichen Strecke an eine digitale Regelung

Das mathematische Modell der kontinuierlichen Strecke kann als Ubertragungsfunktion oder
als Zustandsraummodell vorliegen. Liegt das kontinuierliche System als Zustandsraummodell
vor, berechnet das Softwarepaket Matlab/Simulink das diskrete Aquivalent mit dem Befehl
c2d(A,b,c",d, T,,"Methode’). Mit dem Befehl G(z)=c2d(P(s),T,,'Methode’) wird eine
kontinuierliche Ubertragungsfunktion diskretisiert. Wird keine explizite Methode zur Diskre-
tisierung angegeben, wird die Zero Order Hold Methode angewendet. Bei der ZOH Methode
wird die Eingangsgrofie des kontinuierlichen Systems jeweils flr die Abtastzeit T4 konstant
gehalten. Wie das diskrete Aquivalent analytisch berechnet werden kann, wird in den folgen-
den Ausfuhrungen erléutert.
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B.1 Disktretisieren einer kontinuierlichen Ubertragungsfunktion

Betrachtet wird ein zeitkontinuierliches System, auf dessen Eingang ein zeitdiskreter Ein-
heitsimpuls geschaltet wird. Durch das ZOH- Glied wird der zeitdiskrete Einheitsimpuls flr
die Dauer der Abtastzeit T4 konstant gehalten. Das kontinuierliche System sieht einen Puls
mit der Hohe eins und der Dauer Ty. Dies ist in Bild B.1-1 dargestellt. Der zeitkontinuierliche
Einheitssprung wird mit o (t) bezeichnet.

pu®) =ot) - ot-T,)

*—o—0—0o—t
0 Tq 2Tq 3Ty 4Ty 5Ty

Bild B.1-1: Zeitdiskreter Einheitsimpuls nach dem ZOH- Glied

u®) =o®-o(t-T,)

1_ e—STd
S

u(s) =

Y(S) = P(S) . U(S) — (1—e_STd )?

Die Multiplikation im s-Bereich mit dem Term e~ entspricht einer zeitlichen Verschiebung
nach rechts um eine Abtastperiode. Im z-Bereich entspricht dies einer Multiplikation mit z*.

z=¢%

Y(z) = (1— 2‘1)2{@}

S

Liegt das mathematische Modell der Strecke als Ubertragungsfunktion P(s) vor, kann diese
mit

P(2) = (1— zﬁZ{?} (B.1-1)

in ihr diskretes Aquivalent umgewandelt werden.

101



Diskretisieren kont. Systeme

B.2 Diskretisieren eines kontinuierlichen Zustandsraummodells
Liegt das lineare mathematische Modell der kontinuierlichen Strecke in der Form

X = AX +bu

(B.2-1)
y=c'x+du

vor, kann dieses durch Lésen der Systemgleichungen diskretisiert werden. Dabei wird ein
Ubergang von der kontinuierlichen Zeit t zu den diskreten Zeit- Stitzstellen durchgefihrt.
([10] Levine 1996).

Gesucht ist ein diskretes mathematisches Modell der Form B.2-2.

Xig = AdXi +bdui
Ty ad (B.2-2)
Yi =CgX; + 03U

Losung des mathematischen Modells B.2-1 mit ®(t) =™ :
t
X(t) = @(t)- X, + [ @(t - 7)bu(z)dr
0

y(t) =c" - ®(t) - X, +CTj-<I)(t—z')bu(z')dz'+d u

Zero Order Hold Methode:
t

X(t) = @(t) - X, + [ @(t—)bu(z)dz
0

Ubergang: t — kT, +T,

KTy +Ty

X(KTy +Ty) =®(KT, +T,) - X, + jq)(de +T, —7)bu(r)dr =
0

KTq4 KTy +Ty4
= ®(KT,)-®(T,) - X, + [®(KT, +T, —r)bu(zr)dr + [®(KT, +T, —7)bu(r)dr =
0 KTy
KTq KTy +Ty4
= (T,) ®(KT,)- X, + [@(KT, ~)bu(r)dz |+ [@(KT, +T, —7)bu(r)dr =
0 KTq
KTy +Ty4
=o(T,) - x(kT)+ [ ®KT,+T,~7)b u(r) dr=
KTy S&Mnst
KTy +Tq4
=®(T,) - x(kTy)+ [@®(KT, +T, —r)bdz-u(kT,)

KTq
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KTy +Ty

X(KTy +Ty) = @(T,) - X(KTy) + jcp(de +T, —7)bd7-u(kT,)

KTy

y(kT,) =c"x(kT,) +d -u(kT,)

(B.2-3)

Der Vergleich des Modells B.2-3 mit dem diskreten Zustandsraummodell B.2-2 ergibt:

A, =d(T,)=e"" (B.2-4)
2 2 [
Wobei gilt: e " :E+ﬂ+ATd + --+A_Td 4
il 2! i!
KTy +Ty
b, = [@®(KT, +T, —7)bdr = A=KT, +T, -
KTq
Ty
= j ®(A)bdA =
0
Ty
= [e*dib =
0
Ty 292 i qi
=J E+M+A A + .._|_A\__ﬂ_|_... dib =
0 u 2! i!
2 2T 3 i i+l
= ETd+ATd +ATd +A_Td +--b
2! 3 @i+1)!
2 2 3 j41y i+l
Es gilt: Ab, = ATd+ATd AT, + +A_ LR b:[eATd—E})
2! 3 (i+1)!
Ist die Systemmatrix A regular gilt:
b, =A"'[e" —~E]b (B.2-5)
Ist die Systemmatrix A nicht regulér, muss folgendes Integral gelost werden:
Ty
b, = IeAfdrb (B.2-6)
0
¢l =c' (B.2-7)
dy =d (B.2-8)

103



Inhalt der CD-ROM

Anhang C

Positionssensor

POSICHRON® e
PCFP25 ASM

Profilbauform mit analogem Ausgang

Ultraflacher POSICHRON®- Positionssensor

* Nur 8 mm hoch und 28 mm breit

* Schutzart IP64

* MeRRbereich 0 ... 100 bis 0 ... 5500 mm

* Absolute Positionsmessung

* Keine Energiezufuhr fur den Positionsmagneten
* Absolut verschleif- und wartungsfrei

* Vielseitig montierbar

* Analoge Ausgange

T
V4| Vs

Bild C-1: Positionssensor der Firma ASM-Sensors (Quelle: ASM Datenblatt Posichron PCFP25)
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Die auf der CD befindlichen Matlab/Simulink Daten wurden mit Matlab 2007b erstellt. Fir
die Ausfithrung von {1} bis {3} ist die ,,Symbolic Toolbox* von Matlab notwendig.

{1} E-/Z- Linearisierung — Involutivitat

{2} E-/A- Linearisierung mitr=3

{3} E-/A- Linearisierung mitr =4

{4} E-/A- Lin. + Zustandsregelung — Messung vs. Simulation

{5} E-/A- Lin. + Integrierende Zustandsregelung — Messung vs. Simulation

{6} Kaskadenregelung — Entwurf des Winkelreglers mit analytischer Synthese
{7} Kaskadenregelung — Entwurf des Positionsreglers mit analytischer Synthese
{8} Kaskadenregelung — Messung vs. Simulation

{9} Echtzeitregelung — Matlab/Simulink Daten
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