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und inhaltlich entnommenen Stellen als solche kenntlich gemacht habe.

Graz, am . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(Unterschrift)





Vorwort

Die vorliegende Masterarbeit zum Thema ”Direkte numerische Simulation turbulenter Strö-
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auf deren Unterstützung ich während meiner gesamten Studienzeit zählen konnte.

5





Abstract

Ziel dieser Arbeit ist die direkte Berechnung von turbulenten Strömungen inkompressibler
Fluide mit der Methode der Finiten Elemente. Nach einer Einführung in die Herleitung
der Navier-Stokes-Gleichungen werden kurz diverse Funktionenräume sowie die zugehöri-
gen Normen und einige Eigenschaften wiederholt. Danach wird die eindeutige Lösbarkeit
des Variationsproblems der stationären sowie der instationären Navier-Stokes-Gleichungen
diskutiert. Im Anschluss werden Strategien zur Diskretisierung und Linearisierung des Vari-
ationsproblems behandelt. Schlussendlich werden noch Beispiele von Rechnungen in zwei
und drei Raumdimensionen angegeben.

The aim of this work is to compute the turbulent flow of incompressible fluids by using
finite element methods. After an introduction to the derivation of the Navier-Stokes equa-
tions, some function spaces, their norms and some properties are recalled. After that, the
unique solvability of the variational problem belonging to the stationary and to the non-
stationary Navier-Stokes equations is discussed. In the next section, some discretization
and linearization strategies are given. Finally, some numerical examples in two and three
space dimensions are presented.
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1.3.1 Wärmeleitende ideale Gase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.2 Inkompressible viskose Fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Analysis 25
2.1 Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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2.5 Instationäre Navier–Stokes–Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.5.1 Variationsformulierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.5.2 Lösbarkeit und Eindeutigkeit des Variationsproblems . . . . . . . . 52

3 Diskretisierung 59
3.1 Zeitdiskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2 Linearisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2.1 Allgemeines Newton–Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2.2 Newton–Verfahren für die Navier–Stokes–Gleichungen . . . . . . . . 62

3.3 Finite–Elemente–Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.4 Assemblierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4.1 Das Skalarprodukt
(
·, ·
)
0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

9



Inhaltsverzeichnis

3.4.2 Die Bilinearform a(·, ·) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Einleitung

In dieser Arbeit werden turbulente Strömungen von inkompressiblen Fluiden betrachtet.
Als Grundlage dafür dienen die Navier–Stokes–Gleichungen. Die Berechnung von turbu-
lenten Strömungen ist jedoch sehr aufwendig, da für die Erfassung aller Turbulenzen eine
sehr feine Diskretisierung des Rechengebietes gewählt werden muss.

Um diese sehr feine Diskretisierung zu umgehen, behilft man sich mit sogenannten Turbu-
lenzmodellen. Beispiele für solche Turbulenzmodelle sind das k−ε–Modell, das k−ω–Modell
oder zum Beispiel das k − ζ − f–Modell. Dies ist jedoch nur eine Auswahl von Modellen.
Mehr über Turbulenzmodelle findet man zum Beispiel in [31].

Die Standardverfahren zur Lösung der Navier–Stokes–Gleichungen für turbulente Strö-
mungen basieren auf der Finite–Volumen–Methode. Ziel dieser Arbeit ist es, die Navier–
Stokes–Gleichungen direkt zu rechnen. Das heißt es wird kein zusätzliches Modell zur
Behandlung der Turbulenzen betrachtet. Weiters wird in dieser Ausarbeitung nicht die
Finite–Volumen–Methode zur Berechnung einer Lösung verwendet, sondern die Finite–
Elemente–Methode.

Die Arbeit ist in fünf Kapitel unterteilt, deren Inhalt kurz beschrieben wird.

Kapitel 1) Im ersten Kapitel werden die Navier–Stokes–Gleichungen aus physikalischen
Gesetzen hergeleitet. Als Grundlage hierfür dienen die Erhaltungsgleichungen, wie
die Erhaltung der Masse, die Erhaltung des Impulses und die Erhaltung der Energie.
Da aber das System unterbestimmt ist, werden spezielle Fluide betrachtet, aus deren
Eigenschaften zusätzliche Gleichungen gewonnen werden können. Dazu werden ide-
ale wärmeleitende Gase betrachtet, sowie inkompressible Fluide unter Vernachlässi-
gung der Energieerhaltung. Dieser zweite Spezialfall dient als Grundlage der weiteren
Ausarbeitung.

Kapitel 2) Ziel des zweiten Kapitels ist zu zeigen, dass das zu den Navier–Stokes–Gleichun-
gen gehörige Variationsproblem für inkompressible Fluide mit homogenen Dirichlet–
Randbedingungen und homogenen Neumann–Randbedingungen eine eindeutige Lö-
sung besitzt. Dafür werden zuerst diverse Funktionenräume mit den zugehörigen
Normen eingeführt. Im nächsten Abschnitt wird ein allgemeines gemischtes Varia-
tionsproblem auf Lösbarkeit untersucht. Diese Lösbarkeitsbedingungen werden dann
auf die Navier–Stokes–Gleichungen übertragen. Dazu werden zunächst die stationären
und anschließend die instationären Navier–Stokes–Gleichungen betrachtet.
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Inhaltsverzeichnis

Kapitel 3) In Kapitel drei werden diverse Strategien zur Diskretisierung der Navier–Stokes–
Gleichungen betrachtet. Zunächst wird eine Methode zur Zeitdiskretisierung vorgestellt.
Da die Navier–Stokes–Gleichungen eine Nichtlinearität beinhalten, wird ein Verfahren
zur Linearisierung betrachtet. Anschließend wird die Finite–Elemente–Methode auf
das zeitdiskretisierte und linearisierte Variationsproblem angewandt. Zuletzt wird
noch ein Algorithmus angegeben, der das Lösungsverfahren in dieser Arbeit beschreibt.

Kapitel 4) Für manche Anwendungen ist neben der Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes
auch die Kenntnis der Bahnkurven von Partikeln notwendig. Die Bahnkurven sind
als Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung gegeben. In Kapitel vier wird
ein Algorithmus angegeben, mit dem sich Partikel in einem Strömungsfeld verfolgen
lassen, und so die Bahnkurve ermittelt werden kann.

Kapitel 5) Im fünften Kapitel werden Beispiele präsentiert, die mit Hilfe der in Kapi-
tel drei beschriebenen Diskretisierungsstrategien berechnet wurden. Zuerst werden
zwei Beispiele im Zweidimensionalen betrachtet, wobei für das zweite Beispiel die
Bahnkurven einiger Partikel berechnet wurden. Anschließend wird auch noch ein
Beispiel mit einer dreidimensionalen Geometrie angegeben.
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1 Modellierung

In diesem Kapitel werden die Navier–Stokes–Gleichungen aus fundamentalen physikalis-
chen Gesetzen hergeleitet, als Grundlage hierfür dienen die Erhaltungsgleichungen. Als
Referenz für dieses Kapitel sei auf [11, 13] verwiesen.

1.1 Grundlagen

Im Folgenden sei Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, ein beschränktes und zusammenhängendes Gebiet, die
sogenannte Referenzkonfiguration. Jedes X ∈ Ω repräsentiert einen Massenpunkt, diese
Massenpunkte können auf Grund äusserer Einwirkungen zeitlich in ihrer Position variieren.
Es sei nun

t 7→ x(t,X)

die Abbildung, die den zeitlichen Verlauf des Massenpunktes X ∈ Ω beschreibt (siehe
Abbildung 1.1). Mit Hilfe dieser Abbildung kann die Menge der Massenpunkte zu jedem
Zeitpunkt t ≥ 0 beschrieben werden als

Ω(t) =
{
x(t,X)

∣∣ X ∈ Ω
}
.

Weiters sind für die Abbildung x(t,X) folgende Annahmen sinnvoll:

(A1) Für alle X ∈ Ω gilt x(0,X) = X.

(A2) Die Abbildung (t,X) 7→ x(t,X) ist stetig differenzierbar.

(A3) Für alle t ≥ 0 ist Ω 3 X 7→ x(t,X) ∈ Ω(t) invertierbar.

(A4) Die Jacobi–Determinante J(t,X) = det (∇x(t,X)) ist für alle t ≥ 0 positiv.

Auf Grund der Invertierbarkeit von x(t,X) für alle t ≥ 0 können den Massenpunkten zuge-
ordnete physikalische Größen auf zwei verschiedene Arten geschrieben werden. Einerseits
können diese Größen als ϕ(t,x) in Abhängigkeit von x geschrieben werden, auf der anderen
Seite als Φ(t,X) in Abhängigkeit von X. Insbesondere gilt die Beziehung

ϕ (t,x(t,X)) = Φ(t,X).

Hinter diesen Schreibweisen verbergen sich zwei verschiedene Typen von Koordinaten.

� Bei den materiellen oder Lagrangeschen Koordinaten X wird ein bestimmer Massen-
punkt betrachtet und dessen Bewegung verfolgt.
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1 Modellierung

X

Ω

x(t,X)
Ω(t)

x(·,X)

Abbildung 1.1: Verlauf eines Massenpunktes X.

� Bei den Eulerschen Koordinaten x wird ein fester Raumpunkt betrachtet, an diesem
Raumpunkt befinden sich zu verschiedenen Zeitpunkten in der Regel verschiedene
Massenpunkte.

Um ein Fluid beschreiben zu können, benötigt man diverse physikalische Größen, die
den Massenpunkten zugeschrieben werden. Diese Größen sind der Geschwindigkeitsvektor
v(t,x), die Dichte %(t,x), der Druck p(t,x) und die Temperatur θ(t,x). Der Geschwindig-
keitsvektor v(t,x) ist gegeben durch

v(t,x) = v (t,x(t,X)) = V(t,X) =
∂x

∂t
(t,X).

Für die Herleitung der Navier–Stokes–Gleichungen benötigt man noch Hilfsmittel. Ein
wichtiges Hilfsmittel sind Integralsätze, mit denen sich Volumenintegrale in Oberflächen-
integrale umschreiben lassen.

Satz 1.1 (Integralsatz von Green, [27]). Sei Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, ein beschränktes
Lipschitz–Gebiet und u(x), v(x) zwei Funktionen, stetig differenzierbar in Ω und stetig in
Ω. Dann gilt∫

Ω

∂u

∂xi
(x)v(x) dx =

∫
∂Ω

u(x)v(x)ni dsx −
∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x) dx, i = 1, . . . , d

mit der i-ten Komponente des nach außen gerichteten Normalenvektors n.

Satz 1.2 (Integralsatz von Gauss). Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Lipschitz–Gebiet und
f(x) ein Vektorfeld mit stetig differenzierbaren Komponenten in Ω und stetig in Ω. Dann
gilt ∫

Ω

∇ · f(x) dx =

∫
∂Ω

f(x) · n dsx

mit dem nach außen gerichteten Normalenvektor n.
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1.2 Erhaltungssätze

Beweis. Der Integralsatz von Gauss kann mit Hilfe des Integralsatzes von Green gezeigt
werden. Schreibt man das Volumenintegral um auf∫

Ω

∇ · f(x) dx =

∫
Ω

d∑
i=1

∂fi
∂xi

(x) dx,

so kann auf Grund der Linearität des Integrals auf jeden Term der rechten Seite der Satz
von Green (Satz 1.1) mit v(x) = 1 angewandt werden. Nun lässt sich das Volumenintegral
schreiben als ∫

Ω

d∑
i=1

∂fi
∂xi

(x) dx =

∫
∂Ω

d∑
i=1

fi(x)ni dsx =

∫
∂Ω

f(x) · n dsx,

und somit folgt die Aussage des Satzes von Gauss.

Ein nächstes Hilfsmittel ist das Transporttheorem von Reynolds.

Satz 1.3 (Reynoldssches Transporttheorem). Sei x(t,X) eine Abbildung, die die Be-
dingungen (A1)− (A4) erfüllt und weiters sei v(t,x) stetig differenzierbar. Für eine stetig
differenzierbare Funktion φ(t,x) gilt dann

d

dt

∫
ω(t)

φ(t,x) dx =

∫
ω(t)

(
∂φ

∂t
(t,x) +∇ ·

(
φ(t,x)v(t,x)

))
dx,

mit ω(t) ⊂ Ω(t).

Für den Beweis des Reynoldsschen Transporttheorems sei auf [11] verwiesen.

1.2 Erhaltungssätze

1.2.1 Massenerhaltung

Die Massenerhaltung besagt, dass weder Masse erzeugt noch vernichtet werden kann. In
anderenWorten heißt das, dass die zeitliche Änderung der Masse gleich Null ist, beziehungs-
weise

dm

dt
(t) = 0.

In der Kontinuumsmechanik ist die Masse eines Volumens gegeben durch

m(t) =

∫
ω(t)

%(t,x) dx

mit der Dichtefunktion %(t,x).
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1 Modellierung

Daraus folgt
dm

dt
(t) =

d

dt

∫
ω(t)

%(t,x) dx = 0,

und mit Satz 1.3 gilt ∫
ω(t)

(
∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

))
dx = 0.

Da diese Beziehung für jedes geeignete Volumen Ω(t) gültig ist, und somit auch für jedes
Teilvolumen ω(t), folgt für einen stetigen Integranden die Differentialgleichung

∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

)
= 0, (1.2.1)

die sogenannte Kontinuitätsgleichung.

1.2.2 Impulserhaltung

Die Impulserhaltung besagt, dass die auf die Masse wirkende Kraft gleich der zeitlichen
Änderung des Impulses ist. In der klassischen Mechanik ist der Impuls gegeben als das
Produkt der Masse und der Geschwindigkeit. In der Kontinuumsmechanik lässt sich der
Impuls darstellen als

p(t) =

∫
ω(t)

%(t,x)v(t,x) dx.

Die Kraft, die auf die Masse wirkt, kann unterteilt werden in eine Volumenkraft und eine
Oberflächenkraft, somit lässt sich die Impulserhaltung schreiben als

d

dt

∫
ω(t)

%(t,x)v(t,x) dx =

∫
ω(t)

%(t,x)f(t,x) dx+

∫
∂ω(t)

b(t,x,n) dsx.

Der Term der linken Seite entspricht der zeitlichen Änderung des Impulses. Der erste Term
der rechten Seite beschreibt die auf ω(t) wirkende Volumenkraft und der zweite Term die
auf ∂ω(t) wirkende Oberflächenkraft. Mit Hilfe des Satzes von Cauchy kann die Ober-
flächenkraft b(t,x,n) geschrieben werden als

b(t,x,n) = σ(t,x)n,

mit dem symmetrischen Spannungstensor σ(t,x) und dem nach außen gerichteten Nor-
malenvektor n. Für nähere Informationen über den Satz von Cauchy sei auf [11] verwiesen.
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1.2 Erhaltungssätze

Das Oberflächenintegral kann mit Satz 1.2 geschrieben werden als∫
∂ω(t)

b(t,x,n) dsx =

∫
∂ω(t)

σ(t,x)n dsx =

∫
ω(t)

∇ · σ(t,x) dx.

Für die Impulserhaltung gilt also

d

dt

∫
ω(t)

%(t,x)v(t,x) dx =

∫
ω(t)

%(t,x)f(t,x) dx+

∫
ω(t)

∇ · σ(t,x) dx

und mit Satz 1.3 folgt die Darstellung∫
ω(t)

(
∂

∂t

(
%(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)⊗ v(t,x)

))
dx =

∫
ω(t)

%(t,x)f(t,x) dx

+

∫
ω(t)

∇ · σ(t,x) dx.

Da diese Beziehung wieder für alle geeigneten Volumen Ω(t) und für jedes Teilvolumen
ω(t) gelten soll, folgt für einen stetigen Integranden die Differentialgleichung

∂

∂t

(
%(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)⊗ v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x) +∇ · σ(t,x).

Der Term der linken Seite kann mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung (1.2.1) vereinfacht
werden. Differenziert man die Terme der linken Seite partiell, so erhält man

∂

∂t

(
%(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)⊗ v(t,x)

)
= %(t,x)

∂v

∂t
(t,x) + v(t,x)

∂%

∂t
(t,x)

+ v(t,x)∇ ·
(
%(t,x)v(t,x)

)
+ %(t,x)

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x).

Fasst man die Terme der rechten Seite der obigen Gleichung geeignet zusammen, so lässt
sich diese schreiben als

%(t,x)

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
+ v(t,x)

(
∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

))
.

Mit der Kontinuitätsgleichung (1.2.1) verschwindet der zweite Term und die Impulserhal-
tung lässt sich schreiben als

%(t,x)

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x) +∇ · σ(t,x). (1.2.2)
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1 Modellierung

Um den noch unbekannten Spannungstensor σ(t,x) zu beschreiben, benötigt man rheolo-
gische Gleichungen. Das sind Gleichungen, die das Fließverhalten von Fluiden beschreiben.
Die einfachste Beziehung ist

σ(t,x) = −p(t,x)I,
welche bei nichtviskosen Fluiden zum Einsatz kommt. Bei viskosen Fluiden gilt für den
Spannungstensor die Darstellung

σ(t,x) = τ(t,x)− p(t,x)I (1.2.3)

mit
τ(t,x) = λ∇ · v(t,x)I+ 2µD(v)(t,x)

und dem Deformationstensor

D(v)(t,x) =
1

2

(
∇v(t,x) +∇v(t,x)>

)
.

Näheres über den Spannungstensor σ(t,x) findet man in [11, 13]. Die Größen λ und µ
beschreiben die Volumenviskosität beziehungsweise die Scherviskosität. Setzt man den
Spannungstensor (1.2.3) in die allgemeine Impulserhaltungsgleichung (1.2.2) ein, so erhält
man die differentielle Darstellung der Impulserhaltung für viskose Fluide

%(t,x)

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x)

+∇ · τ(t,x)−∇p(t,x).

1.2.3 Energieerhaltung

Die Energieerhaltung beschreibt die zeitliche Änderung der gesamten Energie

E(t,x) = Ekin(t,x) + Eint(t,x) =
1

2
|v(t,x)|2 + Eint(t,x),

die als Summe der kinetischen Energie und der inneren Energie dargestellt werden kann.
Sie besagt, dass die zeitliche Änderung der Energie gleich der am System geleisteten Arbeit
plus der durch Wärmefluss verlorenen Wärmeenergie und der Zufuhr von Wärmeenergie
durch äußere Quellen entspricht. Die Gleichung lautet

d

dt

∫
ω(t)

%(t,x)E(t,x) dx =

∫
ω(t)

%(t,x)f(t,x) · v(t,x) dx+
∫

∂ω(t)

σ(t,x)n · v(t,x) dsx

−
∫

∂ω(t)

q(t,x) · n dsx +

∫
ω(t)

%(t,x)g(t,x) dx.
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1.2 Erhaltungssätze

Der Term der linken Seite beschreibt die zeitliche Änderung der totalen Energie. Die ersten
beiden Terme der rechten Seite beschreiben die am System geleistete Arbeit durch die Vo-
lumenkräfte und durch die Oberflächenkräfte. Der dritte Term der rechten Seite beschreibt
den Verlust von Wärmeenergie durch den Wärmefluss über die Oberfläche. Der letzte Term
der rechten Seite entspricht der zugeführten Wärmeenergie durch äußere Wärmequellen.

Der Wärmefluss q(t,x) über die Oberfläche kann mit dem Fourierschen Gesetz der Wärme-
leitung und der Wärmeleitfähigkeit k(t,x) als

q(t,x) = −k(t,x)∇θ(t,x)

geschrieben werden. Für zusätzliche Informationen über das Fouriersche Gesetz sei auf
[11, 13] verwiesen.

Mit Satz 1.2 lassen sich die Oberflächenintegrale auf Volumenintegrale umschreiben und
mit Satz 1.3 folgt die Darstellung∫
ω(t)

(
∂

∂t

(
%(t,x)E(t,x)

)
+∇ ·

(
%(t,x)E(t,x)v(t,x)

))
dx =

∫
ω(t)

%(t,x)f(t,x) · v(t,x) dx

+

∫
ω(t)

∇ ·
(
σ(t,x)v(t,x)

)
dx+

∫
ω(t)

∇ ·
(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
dx+

∫
ω(t)

%(t,x)g(t,x) dx.

Da auch diese Gleichung für alle geeigneten Ω(t) und auch für jedes Teilvolumen gelten
soll, folgt die differentielle Form der Energieerhaltung

∂

∂t

(
%(t,x)E(t,x)

)
+∇ ·

(
%(t,x)E(t,x)v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x) · v(t,x)

+∇ ·
(
σ(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
+ %(t,x)g(t,x).

Der Term auf der linken Seite kann mit partieller Differentiation und der Kontinuitäts-
gleichung (1.2.1) vereinfacht werden auf

∂

∂t

(
%(t,x)E(t,x)

)
+∇·

(
%(t,x)E(t,x)v(t,x)

)
= %(t,x)

(
∂E

∂t
(t,x) +∇ ·

(
E(t,x)v(t,x)

))
.
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1 Modellierung

Die allgemeine Darstellung der Energieerhaltungsgleichung hat somit die Form

%(t,x)

(
∂E

∂t
(t,x) +∇ ·

(
E(t,x)v(t,x)

))
= %(t,x)f(t,x) · v(t,x)

+∇ ·
(
σ(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
+ %(t,x)g(t,x).

Wie bei der Impulserhaltung kommt auch bei der Energieerhaltung der unbekannte Span-
nungstensor σ(t,x) vor. Bei viskosen Fluiden gilt für den Spannungstensor die Darstellung
(1.2.3). Dadurch lässt sich die Energieerhaltungsgleichung für viskose Fluide schreiben als

%(t,x)

(
∂E

∂t
(t,x) +∇ ·

(
E(t,x)v(t,x)

))
= %(t,x)f(t,x) · v(t,x)

+∇ ·
(
τ(t,x)v(t,x)

)
−∇ ·

(
p(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
+ %(t,x)g(t,x).

(1.2.4)

1.3 Navier–Stokes–Gleichungen

Zur Beschreibung eines viskosen Fluides erhält man nun folgendes System.

Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(t,x), der Druck p(t,x), die Dichte %(t,x) und die
Temperatur θ(t,x) als Lösung des folgenden Systems.
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1.3 Navier–Stokes–Gleichungen

∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

)
= 0

%(t,x)

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x)

+∇ · τ(t,x)−∇p(t,x)

%(t,x)

(
∂E

∂t
(t,x) +∇ ·

(
E(t,x)v(t,x)

))
= %(t,x)f(t,x) · v(t,x)

+∇ ·
(
τ(t,x)v(t,x)

)
−∇ ·

(
p(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
+ %(t,x)g(t,x)

(1.3.1)

Dieses System ist jedoch unterbestimmt, das heißt man benötigt noch zusätzliche Gle-
ichungen, um das System zu vervollständigen. In den nächsten beiden Abschnitten werden
zwei spezielle Fluide betrachtet, um auf zusätzliche Gleichungen zu kommen. Der erste
Spezialfall betrachtet wärmeleitende ideale Gase und der zweite Spezialfall beschränkt sich
auf inkompressible Fluide unter Vernachlässigung der Energieerhaltungsgleichung.

1.3.1 Wärmeleitende ideale Gase

Beschränkt man sich auf wärmeleitende ideale Gase, erhält man zusätzliche Gleichungen,
um das System (1.3.1) zu vervollständigen. Für nähere Informationen über ideale Gase sei
auf [13] verwiesen.

Für ideale Gase gilt die Zustandsgleichung

p(t,x) = %(t,x)θ(t,x)R

mit der Gaskonstanten R = cp − cv. Die beiden Konstanten cp und cv beschreiben die
spezifische Temperatur bei konstantem Druck beziehungsweise bei konstantem Volumen.

Zusätzlich besitzt die innere Energie bei idealen Gasen die Darstellung

Eint(t,x) = cvθ(t,x).
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1 Modellierung

Zur Beschreibung eines wärmeleitenden idealen Gases erhält man nun folgendes System.
Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(t,x), der Druck p(t,x), die Dichte %(t,x) und die
Temperatur θ(t,x), sodass

∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

)
= 0

%(t,x)

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
= %(t,x)f(t,x)

+∇ · τ(t,x)−∇p(t,x)

%(t,x)

(
∂E

∂t
(t,x) +∇ ·

(
E(t,x)v(t,x)

))
= %(t,x)f(t,x) · v(t,x)

+∇ ·
(
τ(t,x)v(t,x)

)
−∇ ·

(
p(t,x)v(t,x)

)
+∇ ·

(
k(t,x)∇θ(t,x)

)
+ %(t,x)g(t,x)

p(t,x) = %(t,x)θ(t,x)R

E(t,x) =
1

2
|v(t,x)|2 + cvθ(t,x)

erfüllt ist.

1.3.2 Inkompressible viskose Fluide

Beschränkt man sich auf inkompressible Fluide, so ist die Dichte %(t,x) eine konstante
Stoffeigenschaft. Dadurch vereinfacht sich die Kontinuitätsgleichung (1.2.1) auf

∂%

∂t
(t,x) +∇ ·

(
%(t,x)v(t,x)

)
= % ∇ · v(t,x) = 0.

Kürzt man % aus der obigen Gleichung, so lässt sich die Kontinuitätsgleichung schreiben
als

∇ · v(t,x) = 0.

Der Term ∇ · τ(t,x) aus der Impulserhaltungsgleichung (1.2.4) kann vereinfacht werden
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1.3 Navier–Stokes–Gleichungen

auf

∇ · τ(t,x) = ∇ ·
(
λ∇ · v(t,x)︸ ︷︷ ︸

=0

I
)
+∇ ·

(
2µD(v)(t,x)

)
= ∇ ·

(
2µ

1

2

(
∇v(t,x) +∇v(t,x)>

))

= µ

∆v(t,x) +∇
(
∇ · v(t,x)︸ ︷︷ ︸

=0

)
= µ∆v(t,x).

Zusätzlich wird die Energieerhaltungsgleichung vernachlässigt. Das resultierende System
zur Beschreibung eines viskosen und inkompressiblen Fluids lautet wie folgt.

Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(t,x) und der Druck p(t,x), sodass

%

(
∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x)

)
= %f(t,x) + µ∆v(t,x)−∇p(t,x)

∇ · v(t,x) = 0

erfüllt ist. Dividiert man durch die konstante Dichte, so erhält man das folgende System.

∂v

∂t
(t,x) +

(
v(t,x) · ∇

)
v(t,x) = f(t,x) + ν∆v(t,x)−∇p̃(t,x)

∇ · v(t,x) = 0
(1.3.2)

Die in der Impulserhaltungsgleichung vorkommenden Größe ν ist die kinematische Viskosität
und ist gegeben als

ν =
µ

%
.

Wobei µ die dynamischen Viskosität bezeichnet. Die Funktion p̃(t,x) ist gegeben als

p̃ =
1

%
p.

Im nachfolgenden Kapitel wird das Problem (1.3.2) auf Lösbarkeit untersucht. Dazu wird
das Problem im Raum–Zeit–Zylinder (0, T ) × Ω betrachtet. Weiters muss das gesuchte
Geschwindigkeitfeld eine Anfangsbedingung v(0,x) = v̊(x) sowie gewisse Randbedingun-
gen erfüllen. Dabei wird zuerst das stationäre Problem betrachtet und anschließend das
instationäre Problem.
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2 Analysis

In diesem Kapitel werden zunächst grundlegende Aussagen über Banachräume behan-
delt. Im nächsten Abschnitt werden Funktionenräume eingeführt, welche die Grundlage für
die Lösungstheorie bilden. Dazu gehören die Räume der differenziebaren Funktionen, die
Lebesgue–Räume sowie die Sobolev–Räume. Im darauffolgenden Abschnitt wird gezeigt,
welche Voraussetzungen erfüllt sein müssen, damit ein gemischtes Variationsproblem gelöst
werden kann. In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird dann die Lösbarkeit
der stationären und der instationären Navier–Stokes–Gleichungen diskutiert.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Produkträume von Banachräumen, sowie die Bochner-Räume
eingeführt.

Lemma 2.1. Sei n ∈ N und Xi ein Banachraum mit Norm ‖ · ‖Xi
für alle i = 1, 2, . . . , n.

Der Produktraum ist definiert als X :=
n∏

i=1

Xi mit Elementen x = (x1, . . . , xn), xi ∈ Xi.

Für 1 ≤ p <∞ ist durch

‖x‖(X,p) :=

{
n∑

i=1

‖xi‖pXi

} 1
p

beziehungsweise für p = ∞
‖x‖(X,∞) := max

i=1,...,n
‖xi‖Xi

eine Norm auf X gegeben. Mit diesen Normen wird der Produktraum X wieder zu einem
Banachraum. Der Dualraum von X ist das Produkt der Dualräume von Xi, dass heißt

X′ =
n∏

i=1

X ′
i.

Für weitere Eigenschaften von Produkträumen und für den Beweis von Lemma 2.1 sei auf
[1, 32] verwiesen.

Notation 2.2. Für p = 2 gelte die folgende Notation.

‖x‖X := ‖x‖(X,2)
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2 Analysis

Lemma 2.3. Sei X ein Banachraum, T ∈ R mit 0 < T . Für 1 ≤ p < ∞ und eine
Abbildung v : (0, T ) → X sei

‖v‖Lp(0,T ;X) :=


T∫

0

‖v(t)‖pX dt


1
p

beziehungsweise für p = ∞

‖v‖L∞(0,T ;X) := ess sup
t∈(0,T )

‖v(t)‖X .

Dann ist durch

Lp(0, T ;X) :=
{
v : (0, T ) → X

∣∣ ‖v‖Lp(0,T ;X) <∞
}

ein Banachraum definiert. Für 1 < p <∞ ist der Dualraum gegeben als

Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X
′)

mit 1
p
+ 1

q
= 1.

Für den Beweis sei auf [33, 34] verwiesen.

2.2 Funktionen–Räume und Normen

In diesem Abschnitt werden wichtige Definitionen und Eigenschaften diverser Funktio-
nenräume wiederholt. Zuerst werden die stetigen und differenzierbaren Funktionen betra-
chtet sowie die zugehörigen Funktionenräume. Danach werden die interierbaren Funktionen
und die Lebesgue–Räume eingeführt. Zuletzt werden die Sobolev–Räume betrachtet, sowie
einige Eigenschaften und Aussagen der Sobolev–Räume wiederholt.

2.2.1 Ck–Räume

Für die folgende Definitionen und Bemerkungen sei auf [27] verwiesen.

Definition 2.4 (Multiindex). Für d ∈ N bezeichnet das d–Tupel α = (α1, . . . , αd) einen
Multiindex mit αi ∈ N0. Der Betrag eines Multiindex α ist definiert als

|α| := α1 + . . .+ αd.

Weiters lässt sich die Faktorielle α! eines Multiindex definieren als

α! := α1! . . . αd!.
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2.2 Funktionen–Räume und Normen

Mit Hilfe eines Multiindex und einer genügend glatten Funktion u(x), x ∈ Rd, lässt sich
die partielle Differentiation schreiben als

Dαu(x) :=

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xd

)αd

u(x) =
∂|α|

∂xα
u(x)

mit xα = xα1
1 · · ·xαd

d .

Definition 2.5 (Ck–Räume). Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet. Für k ∈ N0 bezeichnet
Ck(Ω) den Raum der beschränkten und k–mal stetig differenzierbaren Funktionen in Ω.

Definition 2.6 (Ck–Norm). Für ein offenes Gebiet Ω ⊂ Rd und u ∈ Ck(Ω), k ∈ N0,
wird durch das Funktional

‖u‖Ck(Ω) :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω

|Dαu(x)|

eine Norm auf Ck(Ω) definiert.

Definition 2.7 (C∞–Raum). Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet. Dann bezeichnet C∞(Ω)
den Raum der beschränkten und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen in Ω.

Mit der punktweisen Addition beziehungsweise Multiplikation werden die Ck–Räume zu
Vektorräumen und mit der Ck–Norm zu Banachräumen. Für den Beweis der Vollständigkeit
sei auf [2] verwiesen.

Definition 2.8 (Träger einer Funktion). Für eine Funktion u : Ω → R ist der Träger
definiert als

suppu :=
{
x ∈ Ω

∣∣ u(x) 6= 0
}
.

Der Träger ist somit der Abschluss jener Punkte in Ω, für die u nicht verschwindet.

Definition 2.9 (Ck
0–Räume). Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet, dann bezeichnet die Menge

Ck
0 (Ω) :=

{
u ∈ Ck(Ω)

∣∣ suppu ⊂⊂ Ω
}
, k ∈ N0

den Raum aller Ck–Funktionen in Ω mit kompaktem Träger.

Definition 2.10 (Ck(Ω)–Räume). Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt. Dann beschreibt
Ck(Ω) den Raum der beschränkten und k–mal stetig differenzierbaren Funktionen in Ω,
deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung k stetig auf den Rand ∂Ω fortgesetzt werden
können:

Ck(Ω) :=
{
u ∈ Ck(Ω)

∣∣ Dαu stetig fortsetzbar auf ∂Ω ∀ |α| ≤ k
}
.

Definition 2.11 (C∞
0 –Raum). Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet, dann bezeichnet die Menge

C∞
0 (Ω) den Raum der beschränkten und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen

in Ω mit kompaktem Träger.
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2 Analysis

Die Räume der stetigen und differenzierbaren Funktionen stellen jedoch eine zu starke Ein-
schränkung für die Lösungstheorie von partiellen Differentialgleichungen dar. Als Beispiel
betrachte man das Poisson-Problem

−∆u(x) = f(x) für x ∈ Ω = (0, 1)d.

Für dieses Problem kann für unstetige rechte Seiten f keine Lösung u ∈ C2(Ω) gefunden
werden. Da aber Unstetigkeiten in physikalischen Modellen häufig auftreten, ist es sinnvoll,
schwächere Regularitätsanforderungen an die Lösung u zu stellen. Als Grundlage hierfür
dienen die integrierbaren Funktionen.

2.2.2 Lebesgue–Räume

Um die Lebesgue–Räume einzuführen, benötigt man den Begriff der Äquivalenz zweier
messbarer Funktionen. Für Ω ⊂ Rd sei

L(Ω) :=
{
u : Ω → R

∣∣ u messbar
}

die Menge aller in Ω erklärten Funktionen. Somit lässt sich die Äquivalenz zweier Funktio-
nen u, v ∈ L(Ω) definieren als

u ∼ v :⇔
{
x ∈ Ω

∣∣ u(x) 6= v(x)
}
⊂ Ω ist eine Menge vom Maß Null.

Definition 2.12 (Lp–Räume). Sei Ω ⊂ Rd ein offenes Gebiet. Für 1 ≤ p < ∞ sind
die Lebesgue–Räume Lp(Ω) definiert als die Menge der Äquivalenzklassen von messbaren
Funktionen, deren Betrag zur p–ten Potenz integrierbar ist. Für p = ∞ ist der Lebesgue–
Raum L∞(Ω) definiert als die Menge der in Ω fast überall beschränkten und messbaren
Funktionen.

Definition 2.13 (Lp–Norm). Sei 1 ≤ p <∞. Für u ∈ Lp(Ω) wird durch das Funktional

‖u‖Lp(Ω) :=


∫
Ω

|u(x)|p dx


1
p

eine Norm auf Lp(Ω) definiert. Für p = ∞ definiert

‖u‖L∞(Ω) := ess sup
x∈Ω

|u(x)| = inf
K⊂Ω

µ(K)=0

sup
x∈Ω\K

|u(x)|

eine Norm auf L∞(Ω).

Lemma 2.14 (Höldersche–Ungleichung). Sei 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1
p
+ 1

q
= 1. Für zwei

Funktionen u ∈ Lp(Ω) und v ∈ Lq(Ω) ist dann uv ∈ L1(Ω) und und es gilt∫
Ω

|u(x)v(x)| dx = ‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω). (2.2.1)
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Lemma 2.15 (Minkowski–Ungleichung). Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und u, v ∈ Lp(Ω), dann gilt

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω).

Für den Beweis der Hölder–Ungleichung beziehungsweise der Minkowski–Ungleichung sei
auf [2] verwiesen.

Lemma 2.16 (Lyapunov–Ungleichung, [30]). Sei 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞ und 0 ≤ θ ≤ 1. Dann
gilt mit 1

p
= 1−θ

p0
+ θ

p1
und für alle f ∈ Lp0(Ω) ∩ Lp1(Ω) die Abschätzung

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖1−θ
Lp0 (Ω)‖f‖

θ
Lp1(Ω). (2.2.2)

Weiters ist Lp0(Ω) ∩ Lp1(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Beweis. Sei 0 ≤ θ ≤ 1 und 1
p
= 1−θ

p0
+ θ

p1
. Definiert man p̃ und q̃ als

p̃ :=
p0

(1− θ)p
und q̃ :=

p1
θp
,

dann gilt
1

p̃
+

1

q̃
=

(1− θ)p

p0
+
θp

p1
=

(
1− θ

p0
+

θ

p1

)
p =

p

p
= 1.

Mit f ∈ Lp0(Ω) ∩ Lp1(Ω) und der Hölder–Ungleichung (2.2.1) gilt

‖f‖pLp(Ω) = ‖fp‖L1(Ω) = ‖f (1−θ)pf θp‖L1(Ω) ≤ ‖f (1−θ)p‖Lp̃(Ω)︸ ︷︷ ︸
=:(A1)

‖f θp‖Lq̃(Ω)︸ ︷︷ ︸
=:(A2)

.

Der Ausdruck (A1) kann umgeschrieben werden in

‖f (1−θ)p‖Lp̃(Ω) =

∫
Ω

|f |(1−θ)pp̃ dx

 1
p̃

=

∫
Ω

|f |p0 dx


(1−θ)p

p0

= ‖f‖(1−θ)p
Lp0 (Ω)

und der Ausdruck (A2) in

‖f θp‖Lq̃(Ω) =

∫
Ω

|f |θpq̃ dx

 1
q̃

=

∫
Ω

|f |p1 dx


θp
p1

= ‖f‖θpLp1 (Ω).

Somit gilt die Abschätzung

‖f‖pLp(Ω) ≤ ‖f‖(1−θ)p
Lp0 (Ω)‖f‖

θp
Lp1(Ω),

aus welcher direkt die Ungleichung (2.2.2) folgt.
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Die Lp–Räume sind mit den zugehörigen Normen vollständig und somit Banachräume,
dazu sei auf [1, 2] verwiesen.

Mit dem Dualitäts–Produkt

〈u, v〉Ω :=

∫
Ω

u(x)v(x) dx

folgt

‖u‖Lp(Ω) = sup
06=v∈Lq(Ω)

|〈u, v〉Ω|
‖v‖Lq(Ω)

für 1 ≤ p <∞ und 1
p
+ 1

q
= 1.

Bemerkung 2.17. Der Banachraum Lp(Ω) ist der Dualraum von Lq(Ω) wobei die Bezie-
hung 1

p
+ 1

q
= 1 gilt. Weiters ist für L∞(Ω) der Dualraum durch L1(Ω) gegeben, die

Umkehrung gilt jedoch nicht. Für den Beweis der Dualität sei auf [30] verwiesen.

Bemerkung 2.18. Für p = 2 ist durch

(
u, v
)
L2(Ω)

:=

∫
Ω

u(x)v(x) dx

ein Skalarprodukt auf L2(Ω) definiert und es gilt(
u, u
)
L2(Ω)

= ‖u‖2L2(Ω)

für alle u ∈ L2(Ω). Somit ist der L2(Ω) nicht nur ein Banachraum, sondern auch ein
Hilbertraum.

Da aber bei den Lebesgue–Räumen keine Information über die Ableitung einer Funktion
bekannt sind, sind diese Räume noch nicht ausreichend für eine Lösungstheorie von par-
tiellen Differentialgleichungen. Sie dienen jedoch als Basis für die Herleitung solcher Räume,
den sogenannten Sobolev–Räumen.

2.2.3 Sobolev–Räume

Zur Herleitung der Sobolev–Räume ist der Begriff der verallgemeinerten Ableitung aus-
schlaggebend. Um diesen Begriff sinnvoll einzuführen, benötigt man den Raum der lokal
integrierbaren Funktionen. Dieser ist definiert als

Lloc
1 (Ω) :=

{
v
∣∣ v ∈ L1(K) ∀ K ⊂ Ω kompakt

}
.

Damit kann die verallgemeinerten Ableitung wie folgt definiert werden.
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2.2 Funktionen–Räume und Normen

Abbildung 2.1: Beispiele für Nicht–Lipschitzgebiete.

Definition 2.19 (Verallgemeinerte partielle Ableitung). Sei u ∈ Lloc
1 (Ω), dann heißt

v ∈ Lloc
1 (Ω) verallgemeinerte Ableitung der Ordnung α von u, falls∫

Ω

v(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

u(x)Dαϕ(x) dx

für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω) erfüllt ist. Man schreibt v = Dαu.

Existiert die klassische AbleitungDαu einer Funktion u, so stimmen die klassische Ableitung
und die verallgemeinerte Ableitung überein.

Definition 2.20 (Lipschitzhypograph, [16]). Sei Ω ⊂ Rd mit d ≥ 2. Die Menge Ω heißt
Lipschitzhypograph, falls eine Lipschitz-stetige Funktion f : Rd−1 → R existiert, sodass

Ω =
{
x ∈ Rd

∣∣ xd ≤ f(x1, . . . , xd−1)
}
.

Definition 2.21 (Lipschitzgebiet, [27]). Sei d ≥ 2 und Ω ⊂ Rd offen mit kompaktem
Rand Γ = ∂Ω. Die Menge Ω heißt Lipschitzgebiet, wenn endliche Familien {Γi}ni=1 und
{Ωi}ni=1 existieren, sodass die folgenden Eigenschaften erfüllt werden.

(L1) Die Familie {Γi} ist eine offene Überdeckung des Randes Γ, dass heißt Γi ⊂ Rd ist

offen und Γ ⊂
n⋃

i=1

Γi.

(L2) Jedes Ωj kann durch Translation und Rotation in einen Lipschitz–Hypographen trans-
formiert werden.

(L3) Für alle i = 1, . . . , n gilt Γi ∩ Ω = Γi ∩ Ωi.

In Abbildung 2.1 sind Beispiele für Gebiete angegeben, die keine Lipschitzgebiete sind.

In den nachfolgenden Definitionen und Kapiteln sei Ω ⊂ Rd, d ≥ 2, ein beschränktes Lip-
schitzgebiet.
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Definition 2.22 (W k
p –Norm). Sei k ∈ N0, dann wird für 1 ≤ p <∞ durch

‖u‖Wk
p (Ω) :=

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)


1
p

,

beziehungsweise für p = ∞ durch

‖u‖Wk
∞(Ω) := max

|α|≤k
‖Dαu‖L∞(Ω)

eine Norm definiert.

Definition 2.23 (Sobolev Räume mit natürlicher Ordnung). Für k ∈ N0 ist der
Sobolev–RaumW k

p (Ω) definiert als die Vervollständigung des C
∞(Ω) bezüglich derW k

p –Norm,
dass heißt

W k
p (Ω) := C∞(Ω)

‖·‖
Wk

p (Ω) .

Analog kann der Sobolev–Raum W̊ k
p (Ω) als Abschluss des C

∞
0 (Ω) definiert werden,

W̊ k
p (Ω) := C∞

0 (Ω)
‖·‖

Wk
p (Ω) .

Bemerkung 2.24. Für k ∈ N ist der Sobolev–Raum W−k
p (Ω), 1 < p < ∞, definiert als

der Dualraum von W̊ k
q (Ω) mit 1

p
+ 1

q
= 1. Die zugehörige Norm ist gegeben durch

‖u‖W−k
p (Ω) := sup

06=v∈W̊k
q (Ω)

|〈u, v〉Ω|
‖v‖Wk

q (Ω)

.

Umgekehrt ist der W̊−k
p (Ω) der Dualraum von W k

q (Ω).

Die W k
p (Ω)–Räume sind für 1 ≤ p ≤ ∞ und den zugehörigen Normen vollständig und

somit Banachräume, dazu sei auf [1] verwiesen.

Bemerkung 2.25. Für p = 2 ist durch(
u, v
)
Wk

2 (Ω)
:=
∑
|α|≤k

(
Dαu,Dαv

)
L2(Ω)

ein Skalarprodukt auf W k
2 (Ω) definiert. Weiters gilt(

u, u
)
Wk

2 (Ω)
= ‖u‖2Wk

2 (Ω)

für alle u ∈ W k
2 (Ω). Somit ist W k

2 (Ω) auch ein Hilbertraum.
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2.2 Funktionen–Räume und Normen

Definition 2.26 (Sobolev Räume mit reeller Ordnung). Sei s ∈ R mit s > 0 und es
gelte s = k + κ mit k ∈ N0 und κ ∈ (0, 1). Dann definiert

‖v‖W s
p (Ω) :=

{
‖v‖p

Wk
p (Ω)

+ |v|pW s
p (Ω)

} 1
p

die Sobolev–Slobodeckii–Norm, mit der zugehörigen Halbnorm

|v|pW s
p (Ω) :=

∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|p

|x− y|d+pκ
dx dy.

Die zugehörigen Sobolev–Räume sind wieder als Abschluss des C∞(Ω) beziehungsweise als
Abschluss des C∞

0 (Ω) definiert.

Bemerkung 2.27. Für p = 2 ist durch

(
u, v
)
W s

2 (Ω)
:=
(
u, v
)
Wk

2 (Ω)
+
∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

(
Dαu(x)−Dαu(y)

)(
Dαv(x)−Dαv(y)

)
|x− y|d+2κ

dx dy

ein Skalarprodukt auf W s
2 (Ω) definiert. Somit ist W s

2 (Ω) ein Hilbertraum.

Bemerkung 2.28. Sei s ∈ R mit s > 0 und es gelte s = k + κ mit k ∈ N0 und κ ∈ (0, 1).
Der Sobolev–Raum W−s

p (Ω), 1 < p < ∞, ist definiert als der Dualraum von W̊ s
q (Ω) mit

1
p
+ 1

q
= 1. Die zugehörige Norm ist gegeben durch

‖u‖W−s
p (Ω) := sup

06=v∈W̊ s
q (Ω)

|〈u, v〉Ω|
‖v‖W s

q (Ω)

.

Umgekehrt ist der W̊−s
p (Ω) der Dualraum von W s

q (Ω).

Die Sobolev–Räume können auch über Fourier–Transformationen und Distributionen einge-
führt werden. Diese Räume werden mitHs(Rd) bezeichnet. Mehr über die Einführung dieser
Räume findet man zum Beispiel in [27, 34]. Es gibt jedoch einen starken Zusammenhang
zwischen den Sobolev–Räumen Hs und W s

2 . Dieser Zusammenhang wird in den folgenden
Sätzen angegeben.

Satz 2.29. Für s ∈ R und d ∈ N gilt

Hs(Rd) = W s
2 (Rd).

Für ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ Rd ist der Sobolev–Raum Hs(Ω) definiert als

Hs(Ω) :=
{
v|Ω

∣∣ v ∈ Hs(Rd)
}

mit der Norm
‖v‖Hs(Ω) := inf

ṽ∈Hs(Rd)
ṽ|Ω=v

‖ṽ‖Hs(Rd).
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Satz 2.30. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Lipschitzgebiet, dann gilt für alle s > 0

Hs(Ω) = W s
2 (Ω).

Notation 2.31. Sei Ω ⊂ Rd, d ≥ 2, ein beschränktes Lipschitzgebiet. Für den Spezialfall
p = 2 sind die folgenden Schreibweisen gebräuchlich.

Seien u, v ∈ L2(Ω), man schreibt

(
u, v
)
0
:=
(
u, v
)
L2(Ω)

,

‖u‖0 := ‖u‖L2(Ω).

Für den Sobolev–Raum W s
2 (Ω) ist die folgende Notation üblich.

Hs(Ω) = W s
2 (Ω), Hs

0(Ω) = W̊ s
2 (Ω).

Weiters schreibt man für u, v ∈ Hs(Ω)

(
u, v
)
s
:=
(
u, v
)
Hs(Ω)

,

|u|s := |u|Hs(Ω),

‖u‖s := ‖u‖Hs(Ω).

Analoge Notationen gelten auch für den Produktraum
d∏

i=1

Hs(Ω).

Hs(Ω) :=
d∏

i=1

Hs(Ω), Hs
0(Ω) :=

d∏
i=1

Hs
0(Ω).

Für u,v ∈ Hs(Ω) sei
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2.2 Funktionen–Räume und Normen

(
u,v

)
s
:=
(
u,v

)
Hs(Ω)

=

{
d∑

i=1

(
ui, vi

)
s

}
,

|u|s := |u|(Hs(Ω),2) =

{
d∑

i=1

|ui|2s

} 1
2

,

‖u‖s := ‖u‖(Hs(Ω),2) =

{
d∑

i=1

‖ui‖2s

} 1
2

.

Satz 2.32 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Lipschitzge-
biet und k, l ∈ N0 mit k ≥ l.

� Wenn k − d
p
≥ l − d

q
mit p, q ∈ [1,∞), dann kann der Sobolev–Raum W k

p (Ω) stetig

in den Raum W l
q(Ω) eingebettet werden. Das heißt, W

k
p (Ω) ⊂ W l

q(Ω) und es existiert
eine Konstante cE > 0, sodass

‖u‖W l
q(Ω) ≤ cE‖u‖Wk

p (Ω)

für alle u ∈ W k
p (Ω) gilt.

� Wenn k− d
p
> l− d

q
mit p, q ∈ [1,∞), dann ist die Einbettung kompakt, man schreibt

W k
p (Ω) ⊂⊂ W l

q(Ω).

Für die spätere Analysis werden Abschätzungen der Art

‖u‖Lq(Ω) ≤ c‖u‖1

gebraucht. Mit Satz 2.32 können solche Abschätzungen angegeben werden, dazu sei auf die
folgende Bemerkung verwiesen.

Bemerkung 2.33. Für ein beschränktes Lipschitzgebiet Ω ⊂ R2 und k ∈ N mit k ≥ 1 gilt

k − 2

2
≥ 0 > −2

q
für alle q ∈ [1,∞)

und somit Hk(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω). Weiters existiert eine Konstante cE > 0, sodass

‖u‖Lq(Ω) ≤ cE‖u‖k

für alle q ∈ [1,∞) und für alle u ∈ Hk(Ω).

35



2 Analysis

Für Ω ⊂ R3 und k ∈ N mit k ≥ 1 gilt

k − 3

2
≥ −1

2
≥ −3

q
für alle q ∈ [1, 6]

und somit Hk(Ω) ⊂ Lq(Ω) für alle q ∈ [1, 6] beziehungsweise Hk(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) für alle
q ∈ [1, 6). Weiters existiert eine Konstante cE > 0, sodass

‖u‖Lq(Ω) ≤ cE‖u‖k

für alle q ∈ [1, 6] und für alle u ∈ Hk(Ω).

Definition 2.34 (Sobolev–Räume auf dem Rand). Sei Γ = ∂Ω mit Ω ⊂ Rd. Für
s ∈ (0, 1) ist die Sobolev–Slobodeckii–Norm auf Γ definiert als

‖u‖Hs(Γ) :=

‖u‖2L2(Γ)
+

∫
Γ

∫
Γ

|u(x)− u(y)|2

|x− y|d−1+2s
dsx dsy


1
2

.

Definition 2.35 (Sobolev–Räume auf Teilrändern). Sei Γ0 ⊂ Γ eine offene Teilmenge
des Randes von Ω ⊂ Rd. Für s ≥ 0 sei

Hs(Γ0) :=
{
v|Γ0

∣∣ v ∈ Hs(Γ)
}
.

Die zugehörige Norm ist gegeben als

‖u‖Hs(Γ0) := inf
ṽ∈Hs(Γ)
ṽ|Γ0

=v

‖ṽ‖Hs(Γ).

Definition 2.36 (Innere Spur). Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes und einfach zusammenhän-
gendes Gebiet. Weiters sei der Rand Γ = ∂Ω hinreichend glatt. Dann ist für eine Funktion
f : Ω → R die innere Spur gegeben als

γint0 f(x) := lim
Ω3x̃→x∈Γ

f(x̃) für x ∈ Γ.

Satz 2.37 (Spur–Satz, [27]). Sei Ω ⊂ Rd ein Ck−1,1–Gebiet. Für 1
2
< s ≤ k ist der innere

Spuroperator
γint0 : Hs(Ω) → Hs− 1

2 (Γ)

durch
‖γint0 v‖

Hs− 1
2 (Γ)

≤ cT‖v‖Hs(Ω) für alle v ∈ Hs(Ω)

beschränkt.

Bemerkung 2.38. Für ein Lipschitz–Gebiet Ω kann Satz 2.37 mit k = 1 angewandt
werden. Somit gilt die Beschränktheit des Spuroperators für alle v ∈ Hs(Ω) mit s ∈ (1

2
, 1].

Die Beschränktheit kann sogar für s ∈ (1
2
, 3
2
) gezeigt werden.

36



2.2 Funktionen–Räume und Normen

Satz 2.39 (Inverser Spur–Satz, [27]). Sei Ω ⊂ Rd ein Ck−1,1–Gebiet. Für 1
2
< s ≤ k

besitzt der innere Spuroperator γint0 : Hs(Ω) → Hs− 1
2 (Γ) eine stetige Rechtsinverse

E : Hs− 1
2 (Γ) → Hs(Ω)

mit γint0 Ev = v für alle v ∈ Hs− 1
2 (Γ). Weiters gilt die Beschränktheit

‖Ev‖Hs(Ω) ≤ cIT‖v‖Hs− 1
2 (Γ)

für alle v ∈ Hs− 1
2 (Γ).

Für nähere Informationen über die Spursätze sei auf [27, 32] verwiesen.

Definition 2.40. Sei Ω ⊂ Rd, ein Ck−1,1–Gebiet und 1
2
< s ≤ k. Für g ∈ Hs− 1

2 (Γ) sei

Hs
g(Ω) :=

{
u ∈ Hs(Ω)

∣∣ γint0 u = g
}

die Menge aller Funktionen in Hs(Ω), deren Spur der Funktion g auf Γ entspricht. Analog

ist für Teilränder ΓA ⊂ Γ und für g ∈ Hs− 1
2 (ΓA) die Menge

Hs
g,A(Ω) :=

{
u ∈ Hs(Ω)

∣∣ γint0 u|ΓA
= g
}

definiert.

Somit sind diverse Sobolev–Räume zur Behandlung der räumlichen Ableitungen einge-
führt. Doch da die Navier–Stokes–Gleichungen instationär sind und somit auch zeitliche
Ableitungen vorkommen, werden Sobolev–Räume benötigt, die auch die Zeitableitung be-
handeln.

Definition 2.41 (Verallgemeinerte Zeitableitung). Sei v ∈ L2(0, T ;X), dann heißt
w ∈ L2(0, T ;X

′) verallgemeinerte Zeitableitung, falls

T∫
0

v(t)
∂ϕ

∂t
(t) dt = −

T∫
0

w(t)ϕ(t) dt

für alle ϕ ∈ C∞
0 ((0, T )) gilt. Man schreibt w(t) = ∂v

∂t
(t).

Definition 2.42 (Gelfandscher Dreier). Sei V ein reeller, seperabler und reflexiver
Banachraum und H ein reeller, seperabler Hilbertraum. Das Triple

V ⊂ H ≡ H ′ ⊂ V ′

definiert einen Gelfandschen Dreier, falls V dicht in H eingebettet ist und eine Konstante
c > 0 existiert sodass ‖v‖H ≤ c‖v‖V für alle v ∈ V gilt.

Mehr über Gelfandsche Dreier findet man in [34].
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Beispiel 2.43. Sei V = H1
0 (Ω) und H = L2(Ω). Dann ist durch

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H1

0 (Ω)
′

ein Gelfandscher Dreier gegeben.

Lemma 2.44. Sei durch V und H ein Gelfandscher Dreier definiert. Dann ist der Raum

H1(0, T ;V,H) :=

{
v ∈ L2(0, T ;V )

∣∣ ∂v
∂t

∈ L2(0, T ;V
′)

}
mit der Norm

‖v‖H1(0,T ;V,H) =

{
‖v‖2L2(0,T ;V ) + ‖∂v

∂t
‖2L2(0,T ;V ′)

} 1
2

ein Banachraum.

Lemma 2.45. Sei V ⊂ H ⊂ V ′ ein Gelfandscher Dreier. Dann gilt

H1(0, T ;V,H) ⊂ C([0, T ], H)

und es existiert ein c > 0 sodass

sup
t∈[0,T ]

‖v(t)‖H ≤ c‖v‖H1(0,T ;V,H)

für alle v ∈ H1(0, T ;V,H) gilt.

Für den Beweis von Lemma 2.44 und von Lemma 2.45 sei auf [34] verwiesen.

Es sind somit alle nötigen Hilfsmittel für die Lösungstheorie der Navier–Stokes–Gleichungen
eingeführt. Bevor jedoch die Navier–Stokes–Gleichungen direkt betrachtet werden, werden
einige Aussagen über abstrakte gemischte Variationsprobleme gezeigt, die dann auf die
Navier–Stokes–Gleichungen angewandt werden.

2.3 Das gemischte Variationsproblem

In diesem Abschnitt wird ein gemischtes Variationsproblem betrachtet und gezeigt, welche
Voraussetzungen gelten müssen, damit dieses Problem lösbar ist. Dabei stößt man auf den
Begriff der inf–sup–Bedingung, welche detailliert in [7] behandelt wird.

Es seien V und Q zwei reelle Hilberträume mit den zugehörigen Normen ‖ · ‖V und ‖ · ‖Q.
Weiters sei

a(·, ·) : V × V → R

stetig und linear im zweiten Argument,

b(·, ·) : V ×Q→ R
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2.3 Das gemischte Variationsproblem

sei stetig und bilinear.

Als Ausgangsproblem wird das folgende Variationsproblem betrachtet.

Sei f ∈ V ′, gesucht sind u ∈ V und p ∈ Q als Lösung von

a(u, v) + b(v, p) = f(v)

b(u, q) = 0
(2.3.1)

für alle v ∈ V , q ∈ Q.

Dieses Variationsproblem ist äquivalent zur folgenden Operatorgleichung.

Sei f ∈ V ′, gesucht sind u ∈ V und p ∈ Q, sodass

Au+B′p = f

Bu = 0

in V ′ beziehungsweise in Q′ erfüllt ist.

Die obigen Operatoren A und B sind definiert als

A : V → V ′ mit 〈Au, v〉V ′×V := a(u, v) ∀v ∈ V,

B : V → Q′ mit 〈Bu, q〉Q′×V := b(u, q) ∀q ∈ Q,

und der adjungierte Operator B′, der definiert ist als

B′ : Q→ V ′ mit 〈v,B′p〉V×V ′ := b(v, p) ∀v ∈ V.

Für die weitere Untersuchung der Lösbarkeit von (2.3.1) sei die Menge V0 definiert als der
Kern des Operators B

V0 := Ker(B) =
{
v ∈ V

∣∣ Bv = 0
}
.

Beschränkt man den Ansatzraum und den Testraum in Problem (2.3.1) auf V0 ⊂ V , so
lautet das resultierende Variationsproblem wie folgt.

Sei f ∈ V ′, gesucht ist u ∈ V0 als Lösung von

a(u, v) = f(v) (2.3.2)

für alle v ∈ V0.
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Sei u ∈ V und p ∈ Q eine Lösung des Variationsproblems (2.3.1). Dann gilt u ∈ V0 und
u löst das Problem (2.3.2). Die Frage ist nun, welche Bedingungen erfüllt werden müssen,
damit zu einer gegebenen Lösung u ∈ V0 von Problem (2.3.2) ein eindeutiges p ∈ Q gefun-
den werden kann, sodass u und p das Problem (2.3.1) lösen. Eine erste wichtige Aussage
liefert das folgende Lemma.

Lemma 2.46. Sei b(·, ·) : V × Q → R eine stetige Bilinearform mit dem zugehörigen
Operator B : V → Q′. Weiters sei die Menge V̊ definiert als

V̊ :=
{
f ∈ V ′ ∣∣ 〈f, v〉V ′×V = 0 ∀ v ∈ V0

}
.

Dann sind die folgenden drei Aussagen äquivalent.

1) Es existiert eine Konstante β > 0, sodass

inf
06=q∈Q

sup
0 6=v∈V

b(v, q)

‖q‖Q‖v‖V
≥ β. (2.3.3)

Diese Bedingung wird auch als inf–sup–Bedingung bezeichnet.

2) Der Operator B′ ist ein Isomorphismus von Q nach V̊ und es gilt

‖B′q‖Q′ ≥ β‖q‖Q für alle q ∈ Q.

3) Der Operator B ist ein Isomorphismus von V ⊥
0 nach Q′ und es gilt

‖Bv‖V ′ ≥ β‖v‖V für alle v ∈ V ⊥
0 ,

mit
V ⊥
0 =

{
v ∈ V

∣∣ (v, w)
V
= 0 ∀ w ∈ V0

}
.

Für den Beweis von Lemma 2.46 sei auf [7, 14] verwiesen.

Bemerkung 2.47. Die inf–sup–Bedingung (2.3.3) ist äquvalent zu

β‖q‖Q ≤ sup
06=v∈V

b(v, q)

‖v‖V
für alle q ∈ Q.

Mit Hilfe von Lemma 2.46 kann der folgende Satz über die Lösbarkeit des Variationsprob-
lems (2.3.1) gezeigt werden.

Satz 2.48. Es existiert eine eindeutige Lösung u ∈ V und p ∈ Q des Problems (2.3.1),
wenn die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind.

(V1) Die Bilinearform b(·, ·) : V ×Q→ R erfüllt die inf–sup–Bedingung (2.3.3).

(V2) Das Problem (2.3.2) besitzt eine eindeutige Lösung u ∈ V0.
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Beweis. Nach Voraussetzung (V2) besitzt das Variationsproblem (2.3.2) eine eindeutige
Lösung u ∈ V0, sodass

a(u, v) = f(v)

für alle v ∈ V0 erfüllt ist. Somit erfüllt u die Operatorgleichung Au = f in V ′
0 .

Weiters gilt f − Au ∈ V̊ , da

〈f − Au, v〉 = f(v)− a(u, v) = 0

für alle v ∈ V0 gilt.

Die Bilinearform b(·, ·) erfüllt nach Voraussetzung (V1) die inf–sup–Bedingung (2.3.3), und
nach Lemma 2.46 ist der Operator B′ ein Isomorphismus von Q nach V̊ . Es existiert also
für alle v ∈ V̊ ein eindeutiges q ∈ Q, sodass B′p = v in V ′ gilt. Aus f − Au ∈ V̊ folgt die
Existenz von p ∈ Q, sodass

B′p = f − Au

in V ′.

Da u ∈ V0, ist auch
Bu = 0

in Q′ erfüllt.

Somit folgt die eindeutige Lösbarkeit des Variationsproblems (2.3.1).

Mit Hilfe von Satz 2.48 und einer Bilinearform b(·, ·), die die inf–sup–Bedingung (2.3.3)
erfüllt, sind somit Problem (2.3.1) und Problem (2.3.2) äquivalent. Im nächsten Abschnitt
werden diese Aussagen über abstrakte gemischte Variationsprobleme auf die Navier–Stokes–
Gleichungen angewandt.

2.4 Stationäre Navier–Stokes–Gleichungen

In diesem Abschnitt sei Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, ein beschränktes Lipschitzgebiet mit polygonalem
Rand (d = 2) beziehungsweise polyhedralem Rand (d = 3).

ΓD

ΓNΩ

x

y

Abbildung 2.2: Beispiel für ein zweidimensionales Gebiet mit polygonalem Rand.

Weiters gelte die folgende Notation.
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V := H1
0,D(Ω) =

d∏
i=1

H1
0,D(Ω), Q := L2(Ω), Q := L2(Ω) =

d∏
i=1

L2(Ω).

2.4.1 Variationsformulierung

Die klassische Formulierung der stationären Navier–Stokes–Gleichungen lautet wie folgt.

Gesucht sind u ∈ C2(Ω) ∩C1(Ω) und p ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), sodass

−ν∆u(x) +
(
u(x) · ∇

)
u(x) +∇p(x) = f(x) in Ω (2.4.1)

∇ · u(x) = 0 in Ω (2.4.2)

u(x) = 0 auf ΓD (2.4.3)

−ν
(
∇u(x)

)
n+ p(x)n = 0 auf ΓN (2.4.4)

erfüllt ist.

Seien nun u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) und p ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) eine klassische Lösung des obigen
Problems. Multipliziert man die Impulserhaltungsgleichung (2.4.1) mit einer beliebigen
Testffunktion v ∈ V und integriert über das Gebiet Ω, so gilt die Beziehung∫

Ω

f(x) · v(x) dx =

∫
Ω

(
− ν∆u(x) +

(
u(x) · ∇

)
u(x) +∇p(x)

)
· v(x) dx

= −
∫
Ω

(
ν∆u(x)

)
· v(x) dx+

∫
Ω

((
u(x) · ∇

)
u(x)

)
· v(x) dx

+

∫
Ω

(
∇p(x)

)
· v(x) dx.

Integriert man im nächsten Schritt den ersten und dritten Term der rechten Seite partiell,
dann folgt∫

Ω

f(x) · v(x) dx = ν

∫
Ω

(
∇u(x)

)
·
(
∇v(x)

)
dx− ν

∫
Γ

(
∇u(x)n

)
· v(x) dsx

+

∫
Ω

((
u(x) · ∇

)
u(x)

)
· v(x) dx

−
∫
Ω

p(x)
(
∇ · v(x)

)
dx+

∫
Γ

(
p(x)n

)
· v(x) dsx.
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2.4 Stationäre Navier–Stokes–Gleichungen

Das Einbinden der Randbedingungen (2.4.3) und (2.4.4) liefert die endgültige Darstellung∫
Ω

f(x) · v(x) dx = ν

∫
Ω

(
∇u(x)

)
·
(
∇v(x)

)
dx+

∫
Ω

((
u(x) · ∇

)
u(x)

)
· v(x) dx

−
∫
Ω

p(x)
(
∇ · v(x)

)
dx.

Nach Multiplikation einer beliebigen Testfunktion q ∈ Q und Integration über Ω lautet die
Kontinuitätsgleichung (2.4.2) ∫

Ω

(
∇ · u(x)

)
q(x) dx = 0.

Das Variationsproblem der stationären Navier–Stokes–Gleichungen lautet also wie folgt.

Sei f ∈ V′, gesucht sind u ∈ V und p ∈ Q als Lösung von

a(u,v) + c(u,u,v) + b(v, p) = f(v)

−b(u, q) = 0
(2.4.5)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.

Die Bilinearformen sind gegeben als

a(·, ·) : V ×V → R mit a(u,v) := ν

∫
Ω

(
∇u(x)

)
·
(
∇v(x)

)
dx, (2.4.6)

b(·, ·) : V ×Q→ R mit b(v, p) := −
∫
Ω

p(x)
(
∇ · v(x)

)
dx, (2.4.7)

sowie die Trilinearform

c(·, ·, ·) : V ×V ×V → R mit c(w,u,v) :=

∫
Ω

((
w(x) · ∇

)
u(x)

)
· v(x) dx. (2.4.8)

Lemma 2.49. Seien w,u,v ∈ H1(Ω), dann gilt für die Trilinearform (2.4.8) die Ab-
schätzung

c(w,u,v) ≤ c‖w‖1‖u‖1‖v‖1.
Beweis. Die Trilinearform (2.4.8) kann geschrieben werden als

c(w,u,v) =

∫
Ω

((
w(x) · ∇

)
u(x)

)
· v(x) dx

=
d∑

i=1

d∑
j=1

∫
Ω

wi(x)
∂uj
∂xi

(x)vj(x) dx.
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Nach Bemerkung 2.33 ist für d = 2, 3 und q ∈ [1, 6] der Raum H1(Ω) stetig in Lq(Ω)
eingebettet und nach Satz 2.32 existiert eine Konstante cE > 0, sodass

‖u‖Lq(Ω) ≤ cE‖u‖1 für alle u ∈ H1(Ω)

gilt.

Wendet man zweimal die Hölder–Ungleichung (2.2.1) an, zuerst mit p = q = 2 und dann
mit p = 3, q = 3

2
, so folgt für die Summanden die Abschätzung

∫
Ω

∣∣∣∣wi(x)
∂uj
∂xi

(x)vj(x)

∣∣∣∣ dx ≤

∫
Ω

|wi(x)vj(x)|2 dx

 1
2
∫

Ω

∣∣∣∣∂uj∂xi
(x)

∣∣∣∣2 dx

 1
2

≤

∫
Ω

|wi(x)|6 dx

 1
6
∫

Ω

|vj(x)|3 dx

 1
3
∫

Ω

∣∣∣∣∂uj∂xi
(x)

∣∣∣∣2 dx

 1
2

= ‖wi‖L6(Ω)‖vj‖L3(Ω)‖
∂uj
∂xi

‖L2(Ω).

Somit folgt für die Trilinearform die Abschätzung

|c(w,u,v)| =

∣∣∣∣∣∣
d∑

i=1

d∑
j=1

∫
Ω

wi(x)
∂uj
∂xi

(x)vj(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

d∑
i=1

d∑
j=1

∫
Ω

∣∣∣∣wi(x)
∂uj
∂xi

(x)vj(x)

∣∣∣∣ dx
≤

d∑
i=1

d∑
j=1

‖wi‖L6(Ω)‖vj‖L3(Ω)‖
∂uj
∂xi

‖L2(Ω).

Wendet man nun zweimal die Hölder–Ungleichung auf die Summen mit jeweils p = q = 2
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2.4 Stationäre Navier–Stokes–Gleichungen

an, so folgt die Behauptung aus

|c(w,u,v)| ≤
d∑

i=1

‖wi‖L6(Ω)

( d∑
j=1

‖vj‖2L3(Ω)

) 1
2
(

d∑
j=1

‖∂uj
∂xi

‖2L2(Ω)

) 1
2


= cE‖v‖1

d∑
i=1

‖wi‖L6(Ω)

(
d∑

j=1

‖∂uj
∂xi

‖2L2(Ω)

) 1
2

≤ c2E‖v‖1
d∑

i=1

‖wi‖1

(
d∑

j=1

‖∂uj
∂xi

‖2L2(Ω)

) 1
2

≤ c2E‖v‖1

(
d∑

i=1

‖wi‖21

) 1
2
(

d∑
i=1

d∑
j=1

‖∂uj
∂xi

‖2L2(Ω)

) 1
2

≤ c2E‖v‖1‖w‖1‖u‖1.

2.4.2 inf–sup–Bedingung

Ziel ist es, die Aussagen über abstrakte gemischte Variationsprobleme auf die Variations-
formulierung (2.4.5) anzuwenden. Nach Satz 2.48 ist das Problem (2.4.5) lösbar, wenn die
Bilinearform (2.4.7) die inf–sup–Bedingung erfüllt und das Problem (2.4.9) eine Lösung in
V0 := Ker(B) besitzt.

Sei f ∈ V′, gesucht ist u ∈ V0 als Lösung von

a(u,v) + c(u,u,v) = f(v) (2.4.9)

für alle v ∈ V0.

Ein wichtiges Hilfsmittel für den Nachweis der inf–sup–Bedingung ist das Lemma 2.50.

Lemma 2.50. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Lipschitzgebiet. Dann gilt für alle q ∈ L2(Ω)
die Abschätzung

‖q‖0 ≤ c1

(
‖∇q‖−1 + ‖q‖−1

)
mit c1 > 0.

Weiters gilt für Funktionen q ∈ L0
2(Ω) :=

{
p ∈ L2(Ω)

∣∣ ∫
Ω

p(x) dx = 0

}
die Abschätzung

‖q‖0 ≤ c2‖∇q‖−1

mit c2 > 0.
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Für den Beweis sei auf [10, 18] verwiesen.

Bei Randwertproblemen mit reinen Dirichlet–Randbedingungen wird für den Druck nicht
der L2(Ω) als Ansatzraum gewählt, sondern der L0

2(Ω), um die Eindeutigkeit zu gewährleis-
ten. Mit Lemma 2.50 lässt sich folgende Aussage zeigen.

Lemma 2.51. Die Bilinearform b(·, ·) : H1
0(Ω)× L0

2(Ω) → R mit

b(v, q) := −
∫
Ω

p(x)
(
∇ · v(x)

)
dx

erfüllt die inf–sup–Bedingung.

Beweis. Nach Bemerkung 2.47 ist die inf–sup–Bedingung äquivalent zu

β‖q‖0 ≤ sup
0 6=v∈H1

0(Ω)

b(v, q)

‖v‖1
für alle q ∈ L0

2(Ω)

mit β > 0.

Sei q ∈ L0
2(Ω), dann gilt nach Lemma 2.50 die Ungleichung

‖q‖0 ≤ c2‖∇q‖−1.

Diese Ungleichung kann wie folgt umgeformt werden.

‖q‖0 ≤ c2‖∇q‖−1 = c2

(
sup

06=v∈H1
0(Ω)

(
∇q,v

)
0

‖v‖1

)
.

Mittels partieller Integration und der Eigenschaft, dass v ∈ H1
0(Ω) auf dem Rand ∂Ω

verschwindet, gilt

‖q‖0 ≤ c2‖∇q‖−1 = c2

(
sup

06=v∈H1
0(Ω)

−
(
q,∇ · v

)
0

‖v‖1

)
.

Daraus folgt

β‖q‖0 ≤ sup
0 6=v∈H1

0(Ω)

−
(
q,∇ · v

)
0

‖v‖1
= sup

0 6=v∈H1
0(Ω)

b(q,v)

‖v‖1

und somit die inf–sup–Bedingung.

Für gemischte Randbedingungen kann das folgende Lemma angegeben werden.
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Lemma 2.52. Die Bilinearform b(·, ·) : V ×Q→ R mit

b(v, q) := −
∫
Ω

p(x)
(
∇ · v(x)

)
dx

erfüllt die inf–sup–Bedingung.

Hierfür sei auf [15] verwiesen.

Mit Hilfe von Lemma 2.52 und Satz 2.48 folgt die Lösbarkeit des Variationsproblems (2.4.5)
aus der Lösbarkeit des Variationsproblems (2.4.9), die noch zu zeigen bleibt.

2.4.3 Lösbarkeit und Eindeutigkeit des Variationsproblems

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die inf–sup–Bedingung für die Bilinearform
(2.4.7) erfüllt ist. Somit ist noch die Lösbarkeit von Problem (2.4.9) zu zeigen, sowie die
Eindeutigkeit der Lösung. Für den Nachweis der Lösbarkeit und der Eindeutigkeit von
Problem (2.4.9) benötigt man den folgenden Satz. Als Referenz für diesen Abschnitt sei
auf [3] verwiesen.

Satz 2.53 (Satz über lokale Diffeomorphismen). Seien X und Y zwei Banachräume
und L eine Abbildung von X nach Y . Weiters gelte für x0 ∈ X und für eine Umgebung
V ⊂ X von x0, dass L ∈ C1(V, Y ). Falls die Fréchet–Ableitung DL(x0) : X → Y bijektiv
ist, dann existiert eine Umgebung U ⊂ V von x0 und eine Umgebung W ⊂ Y von L(x0),
sodass L : V → W bijektiv ist.

Für den Beweis sei auf [8] verwiesen.

Ziel ist es, Satz 2.53 über lokale Diffeomorphismen auf das Problem (2.4.9) anzuwenden.
Dazu benötigt man eine passende Abbildung sowie deren Fréchet–Ableitung. Dies motiviert
die folgenden Definitionen.

Sei nun A : V0 → V′ definiert als

〈A(u),v〉Ω := a(u,v) für alle v ∈ V0

und C : V0 → V′ als

〈C(u),v〉Ω := c(u,u,v) für alle v ∈ V0.

Weiters sei N : V0 → V′ definiert als die Summe der beiden Operatoren

N(u) := A(u) + C(u). (2.4.10)

Das Problem (2.4.9) ist äquivalent zur folgenden Operatorgleichung.
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Sei f ∈ V′, gesucht ist u ∈ V0, sodass

N(u) = f (2.4.11)

in V′ erfüllt ist.

Da auch die Fréchet–Ableitung von N benötigt wird, müssen weitere Operatoren definiert
werden.

Sei w ∈ V0, dann ist Cw : V0 → V′ definiert als

〈Cw(u),v〉Ω := c(u,w,v) + c(w,u,v) für alle v ∈ V0

und sei Gw : V0 → V′ als
Gw(u) := A(u) + Cw(u) (2.4.12)

definiert. Damit kann der folgende Satz formuliert werden.

Satz 2.54. Sei u ∈ V0, dann ist der in (2.4.12) gegebene Operator Gu die Fréchet–
Ableitung des durch (2.4.10) gegebenen Operators N im Punkt u und Gu ∈ C1(V0,V

′).

Beweis. Für beliebige u,w ∈ V0 gilt

〈N(u+w)−N(u)−Gu(w),v〉Ω =

= 〈A(u+w) + C(u+w)− A(u)− C(u)− A(w)− Cu(w),v〉Ω
= 〈C(u+w)− C(u)− Cu(w),v〉Ω
= c(u+w,u+w,v)− c(u,u,v)− c(w,u,v)− c(u,w,v)

= c(w,w,v).

Damit lässt sich der Betrag des Dualitätsproduktes mit Hilfe von Lemma 2.49 abschätzen
als

|〈N(u+w)−N(u)−Gu(w),v〉Ω| = |c(w,w,v)| ≤ c‖w‖21‖v‖1.

Mit Hilfe dieser Abschätzung gilt für die Norm

‖N(u+w)−N(u)−Gu(w)‖V ′ = sup
0 6=v∈V0

|〈N(u+w)−N(u)−Gu(w),v〉Ω|
‖v‖1

≤ c‖w‖21

und somit folgt aus

lim
‖w‖1→0

‖N(u+w)−N(u)−Gu(w)‖V ′

‖w‖1
≤ lim

‖w‖1→0
c‖w‖1 = 0,

dass Gu die Fréchet–Ableitung von N im Punkt u ist.
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Für den Nachweis der Stetigkeit seien w1,w2 ∈ V0 beliebig. Somit gilt für die Ableitung

〈Gu(w1)−Gu(w2),v〉Ω
= 〈A(w1) + Cu(w1)− A(w2) + Cu(w2),v〉Ω
= a(w1,v) + c(u,w1,v) + c(w1,u,v)− a(w2,v)− c(u,w2,v)− c(w2,u,v)

= a(w1 −w2,v) + c(u,w1 −w2,v) + c(w1 −w2,u,v).

Der Betrag lässt sich wieder mit Lemma 2.49 abschätzen als

|〈Gu(w1)−Gu(w2),v〉Ω| ≤ (2 c‖u‖1 + ν)‖w1 −w2‖1‖v‖1,

und somit folgt die Stetigkeit aus

‖Gu(w1)−Gu(w2)‖V ′ = sup
06=v∈V

|〈Gu(w1)−Gu(w2),v〉Ω|
‖v‖1

≤ (2 c‖u‖1 + ν)‖w1 −w2‖1.

Bemerkung 2.55. Um Satz 2.53 auf den Operator N anwenden zu können, benötigt man
die Bijektion der Fréchet–Ableitung. Dazu betrachte man ũ = 0. Dann gilt für die Fréchet–
Ableitung

DN(u)|u=ũ = Gũ = G0 = A.

Nach dem Satz von Lax–Milgram (siehe [19]) besitzt A für alle rechten Seiten eine ein-
deutige Lösung, woraus die Bijektion folgt.

Satz 2.56. Sei f ∈ V′ mit ‖f‖V′ hinreichend klein, dann hat das Problem (2.4.5) eine
eindeutige Lösung u ∈ V und p ∈ Q.

Beweis. Nach Lemma 2.52 erfüllt die Bilinearform (2.4.7) die inf–sup–Bedingung. Satz 2.48
besagt, dass somit die eindeutige Lösbarkeit von Problem (2.4.5) aus der eindeutigen Lös-
barkeit von Problem (2.4.9) folgt. Das Problem (2.4.9) ist äquivalent zur Operatorgleichung
(2.4.11)

N(u) = f.

Für f̃ = 0 erfüllt ũ = 0 die Operatorgleichung

N(ũ) = 0.

Nach Satz 2.54 ist die Fréchet–Ableitung von N im Punkt ũ gegeben als G0 = A, die nach
Bemerkung 2.55 eine Bijektion ist. Nach Satz 2.53 existiert eine UmgebungW ⊂ V′ von F̃
und eine Umgebung U ⊂ V0 von ũ, sodass N : U → V eine Bijektion ist. Somit folgt für
ein f ∈ V ′ mit ‖f − f̃‖V′ = ‖f‖V′ hinreichend klein, die Existenz eines eindeutigen u ∈ U ,
sodass N(u) = f erfüllt ist. Daraus folgt die eindeutige Lösbarkeit des Variationsproblems
(2.4.5).

Eine allgemeinere Aussage liefert der folgende Satz.
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Satz 2.57. Sei u1 ∈ V eine Lösung der Operatorgleichung

N(u1) = f1

mit f1 ∈ V′. Weiters sei die Fréchet–Ableitung von N im Punkt u1 injektiv, dann existiert
für f ∈ V′, mit ‖f1 − f‖V′ hinreichend klein, ein eindeutiges u ∈ V, sodass

N(u) = f.

Beweis. Um hier den Satz über lokale Diffeomorphismen anzuwenden, sind dessen Voraus-
setzungen zu überprüfen. Nach Satz 2.54) ist der Operator Gu1 die Fréchet–Ableitung von
N im Punkt u1 und es gilt Gu1 ∈ C1(V0,V

′). Nach (2.4.12) lässt sich Gu1 schreiben als

Gu1 = A+ Cu1 .

In [3] wird gezeigt, dass der Operator Cu1 : V0 → V′ kompakt ist. Somit ist Gu1 gegeben als
die Summe eines bijektiven Operators und eines kompakten Operators. Aus der Injektivität
von Gu1 folgt die Surjektivität (siehe [29]) und somit ist Gu1 bijketiv. Es sind also alle
Voraussetzungen für Satz 2.54 erfüllt.

Damit wurde gezeigt, dass das zu den stationären Navier–Stokes–Gleichungen gehörige
Variationsproblem (2.4.5) eine eindeutige Lösung für genügend kleine rechte Seiten besitzt.
Im nächsten Abschnitt werden die instationären Navier–Stokes–Gleichungen betrachtet
und auf Lösbarkeit und Eindeutigkeit der Lösung untersucht.

2.5 Instationäre Navier–Stokes–Gleichungen

Wie im vorherigen Abschnitt sei Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, ein beschränktes Lipschitzgebiet mit
polygonalem Rand (d = 2) beziehungsweise polyhedralem Rand (d = 3).

(0, T )× ΓD

(0, T )× ΓN(0, T )× Ω

x

y

t

Abbildung 2.3: Beispiel für einen zweidimensionalen Raum–Zeit–Zylinder.

In diesem Kapitel werden Aussagen über die Lösbarkeit der instationären Navier–Stokes–
Gleichungen gegeben. Dazu wird zuerst aus der klassischen Formulierung der instationären
Navier–Stokes–Gleichungen die zugehörige Variationsformulierung hergeleitet. Als Referenz
für diesen Abschnitt sei auf [4, 5] verwiesen.
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2.5 Instationäre Navier–Stokes–Gleichungen

2.5.1 Variationsformulierung

Die klassische Formulierung der instationären Navier–Stokes–Gleichungen lautet wie folgt.

Gesucht sind u ∈ C1([0, T ))×C2(Ω) ∩C1(Ω) und p ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), sodass

∂u

∂t
(t,x)− ν∆u(t,x) +

(
u(t,x) · ∇

)
u(t,x) +∇p(t,x) = f(t,x) in (0, T )× Ω (2.5.1)

∇ · u(t,x) = 0 in (0, T )× Ω (2.5.2)

u(t,x) = 0 auf (0, T )× ΓD (2.5.3)

−ν
(
∇u(t,x)

)
n+ p(t,x)n = 0 auf (0, T )× ΓN (2.5.4)

u(0,x) = ů(x) in Ω (2.5.5)

erfüllt ist.

Die Herleitung der Variationsformulierung verläuft analog zur stationären Navier–Stokes–
Gleichung. Angenommen u ∈ C1([0, T )) × C2(Ω) ∩ C1(Ω) und p ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) lösen
das obige Problem. Für ein fixes t ∈ (0, T ) kann die Impulserhaltungsgleichung (2.5.1)
mit einer beliebigen Testfunktion v ∈ V multipliziert und anschließend über Ω integriert
werden. Nach partieller Integration und Einarbeitung der Randbedingungen (2.5.3) und
(2.5.4) folgt die Darstellung∫

Ω

f(t,x) · v(x) dx =

∫
Ω

∂u

∂t
(t,x) · v(x) dx+ ν

∫
Ω

(
∇u(t,x)

)
·
(
∇v(x)

)
dx

+

∫
Ω

((
u(t,x) · ∇

)
u(t,x)

)
· v(x) dx−

∫
Ω

p(t,x)
(
∇ · v(x)

)
dx

=
d

dt

∫
Ω

u(t,x) · v(x) dx+ ν

∫
Ω

(
∇u(t,x)

)
·
(
∇v(x)

)
dx

+

∫
Ω

((
u(t,x) · ∇

)
u(t,x)

)
· v(x) dx−

∫
Ω

p(t,x)
(
∇ · v(x)

)
dx.

Für die Kontinuitätsgleichung (2.5.2) folgt analog zum stationären Fall die Darstellung∫
Ω

(
∇ · u(t,x)

)
q(x) dx = 0.

Das Variationsproblem der instationären Navier–Stokes–Gleichungen lautet zu einem Zeit-
punkt t wie folgt.
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Sei f(t) ∈ V′, gesucht sind u(t) ∈ V und p(t) ∈ Q, sodass(
ut(t),v

)
0
+ a(u(t),v) + c(u(t),u(t),v) + b(v, p(t)) = f(t)(v)

−b(u(t), q) = 0

u(0) = ů

für alle v ∈ V, q ∈ Q und für fast alle t ∈ (0, T ) erfüllt ist.

Um auch die Zeitableitung sinnvoll behandeln zu können, wird u in H1(0, T ;V,Q) gesucht,
wobei V und Q einen Gelfandschen Dreier (siehe Definition 2.42) bilden. Nach Lemma
2.45 ist u ∈ C([0, T ],Q) und somit ist auch die Formulierung der Anfangsbedingung
u(0) = ů ∈ Q sinnvoll definiert. Näheres über die Herleitung von Variationsproblemen
für parabolischen Differentialgleichungen findet man in [34].

Sei f ∈ L2(0, T ;V
′) und ů ∈ Q. Gesucht ist u ∈ H1(0, T ;V,Q), sodass(

ut(t),v
)
0
+ a(u(t),v) + c(u(t),u(t),v) + b(v, p(t)) = f(t)(v)

−b(u(t), q) = 0

u(0) = ů

(2.5.6)

für alle v ∈ V, q ∈ Q und für fast alle t ∈ (0, T ) erfüllt ist.

Wie im stationären Fall kann auch für den instationären Fall das reduzierte Problem be-
trachtet werden. Das heißt, die Bedingung u ∈ L2(0, T ;V) wird durch u ∈ L2(0, T ;V0)
ersetzt. Somit lautet das resultierende Variationsproblem wie folgt.

Sei f ∈ L2(0, T ;V
′), gesucht ist u ∈ L2(0, T ;V0) mit ut ∈ L2(0, T ;V

′), sodass(
ut(t),v

)
0
+ a(u(t),v) + c(u(t),u(t),v) = f(t)(v)

u(0) = ů
(2.5.7)

für alle v ∈ V0 und für fast alle t ∈ (0, T ) erfüllt ist.

Im nächsten Abschnitt wird das Variationsproblem (2.5.7) auf Lösbarkeit untersucht. Es
wird gezeigt, dass eine Lösung u unter gewissen Voraussetzungen an die Daten existiert.
Anschließend wird gezeigt, dass diese Lösung u eindeutig ist.

2.5.2 Lösbarkeit und Eindeutigkeit des Variationsproblems

Um Aussagen über die Existenz von Lösungen zu erhalten, betrachtet man den Raum

D :=
{
u ∈ V0

∣∣ ∃ w ∈ Q0 :
(
u,v

)
1
=
(
w,v

)
0

∀ v ∈ V0

}
⊂ V0
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2.5 Instationäre Navier–Stokes–Gleichungen

mit
Q0 :=

{
u ∈ Q

∣∣ b(u, q) = 0 ∀ q ∈ Q
}
.

Die Menge D definiert einen Hilbertraum mit dem zugehörigen Skalarprodukt(
u1,u2

)
D
:=
(
w1,w2

)
0
,

für ui ∈ D und wi ∈ Q0 sodass die Bedingung in der Definition der Menge D erfüllt ist.

Satz 2.58 (Lösbarkeit). Sei u0 ∈ D und f ∈ L2(0, T ;Q0). Dann existiert ein T ? ≤ T
und ein u ∈ L2(0, T

?;D) ∩ L∞(0, T ?;V0) mit ut ∈ L2(0, T
?;Q0), sodass u das Variation-

sproblem (2.5.7) für fast alle t ∈ (0, T ?) löst.

Beweis. Idee dieses Beweises ist es, den Fixpunktsatz von Brouwer (siehe [12]) auf das
Variationsproblem (2.5.6) anzuwenden. Dazu betrachtet man den Ansatz

u(t) = w(t) + ů

mit w ∈ L2(0, T ;D) ∩ L∞(0, T ;V0) und w(0) = 0.

Aus ů ∈ D ⊂ V0 ⊂ Q0 folgt, dass

‖ů‖L2(0,T ;D) =


T∫

0

‖ů‖2D dt


1
2

= T
1
2‖ů‖D

sowie
‖ů‖L∞(0,T ;V0) = ess sup

t∈(0,T )

‖ů‖1 = ‖ů‖1.

Somit gilt ů ∈ L2(0, T ;D) ∩ L∞(0, T ;V0).

Mit diesem Ansatz gilt u ∈ L2(0, T ;D) ∩ L∞(0, T ;V0), die Anfangsbedingung u(0) = ů
und ut = wt.

Setzt man diesen Ansatz in das Problem (2.5.6) ein, so lautet die Variationsformulierung
wie folgt.

Gesucht ist ein w ∈ L2(0, T ;D) ∩ L∞(0, T ;V0) als Lösung von(
wt(t),v

)
0
+ a(w(t) + ů,v) + c(w(t) + ů,w(t) + ů,v) =

(
f(t),v

)
0

w(0) = 0

für alle v ∈ V0 und für fast alle t ∈ (0, T ).

Im nächsten Schritt definiert man die reflexiven Banachräume

YT :=
{
u ∈ L2(0, T ;D)

∣∣ ut ∈ L2(0, T ;Q0)
}
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2 Analysis

mit der zugehörigen Norm

‖u‖YT
:= ‖u‖L2(0,T ;D) + ‖ut‖L2(0,T ;Q0),

sowie (für d = 3)

XT = L4(0, T ;W
11
8
2 (Ω)) ∩ L8(0, T ;W

1
24
11
(Ω))

mit der zugehörigen Norm

‖u‖XT
= ‖u‖

L4(0,T ;W
11
8

2 (Ω))
+ ‖u‖L8(0,T ;W1

24
11

(Ω)).

Die genaue Definition des Raumes XT und der zugehörien Norm ‖ · ‖XT
findet man in [5]

(d = 2) und in [4] (d = 3). Weiters wird in den Referenzen auch die kompakte Einbettung
YT ⊂⊂ XT gezeigt, sowie die Eigenschaften des folgenden Operators.

Sei nun F ein Operator von XT nach L2(0, T ;Q0) definiert durch(
F (w̃)(t),v

)
0
=
(
f(t),v

)
0
− a(ů,v)− c(w̃(t), w̃(t),v)

− c(w̃(t), ů,v)− c(ů, w̃(t),v)− c(ů, ů,v).

Dieser Operator ist stetig von XT nach L2(0, T ;Q0) und es gilt die Abschätzung

‖F (w̃)‖L2(0,T ;Q0) ≤ c1(T ) + c2(T )‖w̃‖XT
+ c3(T )‖w̃‖2XT

(2.5.8)

mit c1(T ) → 0 für T → 0.

In [5] wurde folgende Aussage über die Lösbarkeit des Stokes–Problems gezeigt.

Für alle f ∈ L2(0, T ;Q0) und ů ∈ V0 existiert ein eindeutig bestimmtes u ∈
L2(0, T ;D) ∩ L∞(0, T ;V0) mit ut ∈ L2(0, T ;Q0), sodass(

ut(t),v
)
0
+ a(u(t),v) =

(
f(t),v

)
0

u(0) = ů
(2.5.9)

für alle v ∈ V0 und für fast alle t ∈ (0, T ) erfüllt ist. Weiters gilt die Abschätzung

‖u‖L2(0,T ;D) + ‖u‖L∞(0,T ;V0) + ‖ut‖L2(0,T ;Q0) ≤ c̃
(
‖f‖L2(0,T ;Q0) + ‖ů‖1

)
. (2.5.10)

Im nächsten Schritt sei S ein Operator von XT nach YT definiert durch

S(w̃) = w

mit w löst das Problem (2.5.9) mit der rechten Seite F (w̃), das heißt(
wt(t),v

)
0
+ a(w(t),v) =

(
F (w̃)(t),v

)
0

w(0) = 0
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2.5 Instationäre Navier–Stokes–Gleichungen

für alle v ∈ V0 und für fast alle t ∈ (0, T ).

Mit (2.5.10) gilt die Abschätzung

‖S(w̃)‖YT
= ‖S(w̃)‖L2(0,T ;D) + ‖S(w̃)t‖L2(0,T ;Q0) ≤ c̃‖F (w̃)‖L2(0,T ;Q0)

und aus (2.5.8) folgt die Stetigkeit des Operators S.

Mit der kompakten Einbettung YT ⊂⊂ XT folgt S : XT → YT ⊂⊂ XT und für ein
genügend kleines T ? ≤ T und ein genügend großes R gilt

S : BR(T
?) → BR(T

?)

mit BR(T
?) :=

{
u ∈ YT ?

∣∣ ‖u‖YT? ≤ R
}
.

Somit ist der Operator S eine stetige Selbstabbildung auf einem reflexiven Banachraum
und es kann der Fixpunktsatz von Brouwer angewandt werden.

Es wurde somit gezeigt, dass für das Problem (2.5.7) eine Lösung u existiert. Jedoch folgt
aus dem Fixpunktsatz von Brouwer nur die Existenz einer Lösung, die Eindeutigkeit diese
Lösung ist noch zu zeigen. Doch für den Nachweis der Eindeutigkeit benötigt man einen
Spezialfall der Youngschen Ungleichung.

Lemma 2.59 (Young’sche–Ungleichung). Seien a, b ∈ R nichtnegativ und 1 < p, q <
∞ mit 1

p
+ 1

q
= 1. Dann gilt für alle δ > 0

ab ≤ δ
ap

p
+ δ1−q b

q

q
. (2.5.11)

Beweis. Der Beweis beruht auf der Konkavität der Logarithmusfunktion.

ln(ab) = ln
(
ab
ε

ε

)
= ln(aε) + ln

(
b

ε

)
=

ln(apεp)

p
+

ln( b
q

εq
)

q
≤ ln

(
apεp

p
+

bq

εqq

)
Mit der Exponentialfunktion und ε = δ

1
p folgt nun

ab ≤ δ
ap

p
+

bq

δ
q
p q
.

Aus 1
p
+ 1

q
= 1 folgt q

p
= q − 1 und somit gilt

ab ≤ δ
ap

p
+ δ1−q b

q

q
.

Somit kann folgender Satz über die Eindeutigkeit formuliert und bewiesen werden.
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Satz 2.60 (Eindeutigkeit). Sei u ∈ L2(0, T
?;D) ∩ L∞(0, T ?;V0) die nach Satz 2.58

existierende Lösung des Variationsproblems (2.5.7). Dann ist diese Lösung eindeutig.

Beweis. Seien u1 und u2 zwei Lösungen. Dann gilt für z = u1 − u2(
zt(t),v

)
0
+ a(z(t),v) + c(z(t),u2(t),v) + c(u1(t), z(t),v) = 0

für alle v ∈ V0 und für fast alle t ∈ (0, T ?).

Mit v = z(t) folgt

1

2

d

dt
‖z(t)‖20 +

cN
ν
‖z(t)‖21 ≤ |c(u1(t), z(t), z(t)) + c(z(t),u2(t), z(t))| .

Wie in Lemma 2.49 kann für die Trilinearform c(·, ·, ·) die Abschätzung

c(w,u,v) ≤ c ‖w‖L4(Ω)‖u‖1‖v‖L4(Ω)

gezeigt werden.

Somit folgt

1

2

d

dt
‖z(t)‖20 +

cN
ν
‖z(t)‖21 ≤ c

(
‖u1(t)‖L4(Ω)‖z(t)‖1‖z(t)‖L4(Ω)︸ ︷︷ ︸

=:(A1)

+ ‖z(t)‖2L4(Ω)‖u2‖1︸ ︷︷ ︸
=:(A2)

)
.

Mit p0 = 6, p1 = 2, θ = 1
4
und Lemma 2.16 folgt

‖z(t)‖2L4(Ω) =

{
d∑

i=1

‖zi(t)‖2L4(Ω)

}
≤

{
d∑

i=1

‖zi(t)‖
3
2

L6(Ω)‖zi(t)‖
1
2

L2(Ω)

}
.

Wendet man nun die Hölder–Ungleichung für Summen mit p = 4
3
, q = 4 an, so folgt{

d∑
i=1

‖zi(t)‖
3
2

L6(Ω)‖zi(t)‖
1
2

L2(Ω)

}
≤

{
d∑

i=1

‖zi(t)‖2L6(Ω)

} 3
4
{

d∑
i=1

‖zi(t)‖2L2(Ω)

} 1
4

=

{
d∑

i=1

‖zi(t)‖2L6(Ω)

} 1
2

3
2
{

d∑
i=1

‖zi(t)‖2L2(Ω)

} 1
2

1
2

= ‖z(t)‖
3
2

L6(Ω)‖z(t)‖
1
2

L2(Ω)

= ‖z(t)‖
3
2

L6(Ω)‖z(t)‖
1
2
0

und somit gilt

‖z(t)‖L4(Ω) ≤ ‖z(t)‖
3
4

L6(Ω)‖z(t)‖
1
4
0 ≤ cE ‖z(t)‖

3
4
1 ‖z(t)‖

1
4
0 . (2.5.12)
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Wendet man die Abschätzung (2.5.12) und die Youngsche–Ungleichung (2.5.11) mit p = 8
7

und q = 8 auf den Ausdruck (A1) an, so kann dieser abgeschätzt werden durch

‖u1(t)‖L4(Ω)‖z(t)‖1‖z(t)‖L4(Ω) ≤ cE ‖u1(t)‖L4(Ω)‖z(t)‖
7
4
1 ‖z(t)‖

1
4
0

≤ cE

(
7

8
δ‖z(t)‖21 +

1

8δ7
‖u1(t)‖8L4(Ω)‖z(t)‖20

)
.

Mit mit p = 4
3
und q = 4 folgt für den Ausdruck (A2) die Abschätzung

‖z(t)‖2L4(Ω)‖u2‖1 ≤ cE ‖u2(t)‖1‖z(t)‖
3
2
1 ‖z(t)‖

1
2
0

≤ cE

(
3

4
δ‖z(t)‖21 +

1

4δ3
‖u2(t)‖41‖z(t)‖20

)
.

Somit gilt für alle δ > 0 die Abschätzung

1

2

d

dt
‖z(t)‖20 +

cN
ν
‖z(t)‖21 ≤ ĉ1

(
7

8
+

3

4

)
δ‖z(t)‖21 + ĉ2(δ)‖z(t)‖20

(
‖u1(t)‖8L4(Ω) + ‖u2(t)‖41

)
.

Wählt man δ > 0 so, dass

ĉ1

(
7

8
+

3

4

)
δ =

cN
ν

gilt, dann folgt
d

dt
‖z(t)‖20 ≤ 2ĉ ‖z(t)‖20

(
‖u1(t)‖8L4(Ω) + ‖u2(t)‖41

)
.

Alle Voraussetzungen für das Gronwall Lemma (siehe [12]) sind erfüllt und es kann mit

y(s) := ‖z(s)‖20

und
β(s) := 2ĉ

(
‖u1(s)‖8L4(Ω) + ‖u2(s)‖41

)
angewandt werden.

Somit gilt

y(s) ≤ y(0) exp

 s∫
0

β(t) dt


beziehungsweise

‖z(s)‖20 ≤ ‖z(0)‖20 exp

2ĉ

s∫
0

(
‖u1(t)‖8L4(Ω) + ‖u2(t)‖41

)
dt

 .

für alle s ∈ (0, T ?).
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Aus z(0) = 0 folgt
‖z(s)‖20 = ‖u1(s)− u2(s)‖20 = 0

und somit die Eindeutigkeit.

Somit wurde gezeigt, dass das Variationsproblem (2.5.7) eine eindeutige Lösung besitzt.
Wie im stationären Fall ist auch im instationären Fall die inf–sup–Bedingung erfüllt und
somit folgt mit Satz 2.48 die Lösbarkeit von Problem (2.5.6). Im nächsten Kapitel werden
diverse Diskretisierungsstrategien betrachtet, mit deren Hilfe die instationären Navier–
Stokes–Gleichungen gelöst werden können.
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3 Diskretisierung

In diesem Kapitel wird zunächst eine Möglichkeit vorgestellt, wie die Zeitableitung in den
instationären Navier–Stokes–Gleichungen diskretisiert werden kann. Da aber der nichtlin-
eare Term in den Gleichungen das Lösen erschwert, wird im zweiten Abschnitt eine mögliche
Linearisierungsstrategie für die Navier–Stokes–Gleichungen behandelt. Im darauffolgenden
Abschnitt wird die Finite–Elemente–Methode für das zeitdiskretisierte und linearisierte
Problem betrachtet. Es wird auch gezeigt, wie das äquivalente lineare Gleichungssystem,
für den zweidimensionalen Fall hergeleitet, aufgestellt wird. Zuletzt wird noch kurz ein
Algorithmus angegeben, der beschreibt, wie die Lösung berechnet werden kann.

3.1 Zeitdiskretisierung

Für die Diskretiserung der Zeit gibt es viele Methoden, wie zum Beispiel Runge–Kutta–
Methoden. Diese Ausarbeitung beschränkt sich jedoch auf die θ–Methode, dazu sei auf
[22, 23] verwiesen.

Sei f : [0, T ]× R → R stetig, man betrachte nun das folgende Anfangswertproblem.

Gesucht ist eine Funktion y : [0, T ] → R als Lösung von

dy

dt
(t) = f(t, y(t)) für 0 < t < T,

und y(0) = ẙ.

Um dieses Anfangswertproblem zu diskretisieren, wird das Intervall (0, T ) in N gleich große
Teilintervalle zerlegt, sodass

[0, T ] =
N⋃
i=1

(ti−1, ti),

mit 0 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = T . Die Intervalllänge ist gegeben als ti− ti−1 = τ = T
N

für alle i = 1, . . . , N . Natürlich ist auch die Zerlegung in verschieden große Teilintervalle
möglich, der Einfachheit halber wird in dieser Ausarbeitung eine äquidistante Zerlegung
betrachtet, siehe Definition 3.1.
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Sei 0 ≤ θ ≤ 1, somit kann für i = 0, . . . , N − 1 der Wert yi+1 := y(ti+1) bestimmt werden
aus

yi+1 − yi

τ
= θ f(ti+1, y

i+1) + (1− θ) f(ti, y
i).

Für verschiedene θ ergeben sich verschiedene Methoden.

� Für θ = 0 erhält man die explizite Euler Methode,

yi+1 = τ f(ti, y
i) + yi.

� Für θ = 1
2
erhält man die Crank–Nicolson–Methode,

yi+1 − τ

2
f(ti+1, y

i+1) =
τ

2
f(ti, y

i) + yi.

� Für θ = 1 erhält man die implizite Euler Methode,

yi+1 − τ f(ti+1, y
i+1) = yi.

In dieser Ausarbeitung wird lediglich der Fall θ = 1 betrachtet. Für andere Werte können
aber die folgenden Methoden analog übernommen werden.

Um weitere Beschreibungen zu vereinfachen gelte die folgende Definition.

Definition 3.1 (äquidistante Zerlegung ZN). Die Menge ZN =
{
ti
∣∣ i = 0, . . . , N

}
heißt äquidistante Zerlegung des Intervalls (0, T ), falls

(Z1) 0 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = T ,

(Z2) [0, T ] =
N⋃
i=1

(ti−1, ti),

(Z3) ti − ti−1 =
T
N

=: τ für i = 1, . . . , N

gilt.

Ziel ist es nun, die θ–Methode mit θ = 1 auf das Variationproblem (2.5.6) anzuwenden.
Dazu betrachtet man eine äquidistante Zerlegung ZN . Weiters sei u0 = ů ∈ V, dann muss
für alle i = 0, . . . , N − 1 das folgende Variationproblem gelöst werden.

Sei f i+1 = f(ti+1) ∈ V′, gesucht sind ui+1 ∈ V und pi+1 ∈ Q als Lösung von(
ui+1,v

)
0
+ τ a(ui+1,v) + τ c(ui+1,ui+1,v) + τ b(v, pi+1) = τ f i+1(v) +

(
ui,v

)
0

−b(ui+1, q) = 0

(3.1.1)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.
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3.2 Linearisierung

Dabei bezeichnet ui die Funktion u zum Zeitpunkt ti, das heißt ui(x) = u(ti,x). Somit
muss für jeden Zeitpunkt ti, i = 1, . . . , N , das Problem (3.1.1) gelöst werden. Jedoch
handelt es sich dabei noch immer um ein nichtlineares Problem. Im nächsten Abschnitt
wird daher eine Methode vorgestellt, mit der die Lösung eines nichlinearen Problems durch
Lösungen eines linearen Problems approximiert werden kann.

3.2 Linearisierung

Für die Linearisierung des Variationsproblemes (3.1.1) gibt es mehrere Möglichkeiten,
wie zum Beispiel die Stokes–Linearisierung, die Oseen–Linearisierung oder das Newton–
Verfahren. Diese Ausarbeitung beschränkt sich auf das Newton–Verfahren. Als Referenz
für diesen Abschnitt sei auf [22, 23] verwiesen.

3.2.1 Allgemeines Newton–Verfahren

Um die Funktionsweise des Newton–Verfahrens zu erläutern, sei A : X → Y ein nichtlin-
earer Operator. Man betrachte die folgende allgemeine Problemstellung.

Gesucht ist x ∈ X als Lösung von
A(x) = b

mit einer rechten Seite b ∈ Y .

Die Iterationsvorschrift des Newton–Verfahrens ist wie folgt gegeben.

Wähle ein x0 ∈ X als Startwert.
Für k = 0, 1, 2, . . . bestimme das Update wk ∈ X als Lösung von

DA(xk)wk = b− A(xk)

und setze xk+1 = xk + wk.

In jedem Schritt des Newton–Verfahrens wird also die Richtung wk gesucht, wobeiDA(xk)wk

gegeben ist als Richtungsableitung von A im Punkt xk in Richtung wk. Für die Rich-
tungsableitung gilt

DA(xk)wk =
d

ds
A(xk + swk)|s=0.

Die Richtungsableitung kann in unendlichendimensionalen Räumen als durch das Gâteaux–
Differential berechnet werden. Das Gâteaux–Differential ist nicht zu verwechseln mit dem
Fréchet–Differential in Abschnitt 2.4.3.

Im folgenden Abschnitt wird die Methode des Newton–Verfahrens aud die zeitdiskretisierte
Variationsformulierung (3.1.1) angewandt.
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3.2.2 Newton–Verfahren für die Navier–Stokes–Gleichungen

Um das Newton–Verfahren für die zeitdiskretisierte Variationsformulierung (3.1.1) herzu-
leiten, betrachte man das folgende Variationsproblem mit einer Konstanten τ > 0.

Sei f ∈ V′ und ũ ∈ V. Gesucht sind u ∈ V und p ∈ Q als Lösung von(
u,v

)
0
+ τ a(u,v) + τ c(u,u,v) + τ b(v, p) = τ f(v) +

(
ũ,v

)
0

−b(u, q) = 0
(3.2.1)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.

Setzt man in das Variationsproblem (3.2.1) u = ui+1, ũ = ui und f = f i, dann entspricht
dieses Problem dem Variationsproblem (3.1.1).

Um die Newton–Methode zu beschreiben, benötigt man einen Operator, auf den dieses Ver-
fahren angewandt werden kann. Dazu betrachte man zunächst die Bilinearformen (2.4.6),
(2.4.7), die Trilinearform (2.4.8) und die zugehörigen Operatoren

A : V → V′ mit 〈A(u),v〉Ω := a(u,v) ∀ v ∈ V,

B : V → Q′ mit 〈B(u), q〉Ω := b(u, q) ∀ q ∈ Q,

B′ : Q→ V′ mit 〈B′(p),v〉Ω := b(v, p) ∀ v ∈ V,

C : V → V′ mit 〈C(u),v〉Ω := c(u,u,v) ∀ v ∈ V,

M : V → V′ mit 〈M(u),v〉Ω :=
(
u,v

)
0

∀ v ∈ V,

Cw : V → V′ mit 〈Cw(u),v〉Ω := c(w,u,v) + c(u,w,v) ∀ v ∈ V,

mit w ∈ V, sowie f ∈ V ′.

Damit kann der Operator N : V ×Q→ V′ ×Q′ definiert werden als

N(U) :=

(
M(u) + τ A(u) + τ C(u) + τ B′(p)

−B(u)

)
mit U = (u, p) ∈ V ×Q.

Mit der rechten Seite

B =

(
τ f +M(ũ)

0

)
ist die folgende Gleichung die zum Variationsproblem (3.2.1) äquivalente Operatorgleichung.

Gesucht ist U = (u, p) ∈ V ×Q, sodass

N(U) = B

in V′ ×Q′ erfüllt ist.
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Wie bei dem Newton–Verfahren für allgemeine Operatoren wird auch hier die Richtungs-
ableitung des Operators N in einem Punkt U in Richtung W benötigt.

Dazu sei W = (w, r) ∈ V ×Q, damit lässt sich N(U+ sW) schreiben als

N(U+ sW) =

(
M(u+ sw) + τ A(u+ sw) + τ C(u+ sw) + τ B′(p+ sr)

−B(u+ sw)

)
=

(
M(u) + τ A(u) + τ C(u) + τ B′(p)

−B(u)

)
+

(
sM(w) + sτ A(w) + sτ Cw(u) + s2τ C(w) + sτ B′(r)

−sB(w)

)
.

Die Richtungsableitung ist somit gegeben durch

d

ds
N(U+ sW)|s=0 =

(
M(w) + τ A(w) + τ Cw(u) + 2 s τ C(w) + τ B′(r)

−B(w)

)∣∣∣∣
s=0

=

(
M(w) + τ A(w) + τ Cw(u) + τ B′(r)

−B(w)

)
.

Somit lautet die Iterationsvorschrift wie folgt.

Wähle U0 ∈ V ×Q als Startwert.
Für k = 0, 1, 2, . . . bestimme das Update Wk = (wk, rk) als Lösung von(

M(wk) + τ A(wk) + τ Cwk
(uk) + τ B′(rk)

−B(wk)

)
=

=

(
τ f +M(ũ)

0

)
−
(
M(uk) + τ A(uk) + τ C(uk) + τ B′(pk)

−B(uk)

)
und setze Uk+1 = Uk +Wk.

Schreibt man die obige Operatorgleichung um in das äquivalente Variationsproblem, so gilt
für die Iterationsvorschrift und für Startwerte u0 ∈ V, p0 ∈ Q die folgende Beschreibung.

Für k = 0, 1, 2, . . . bestimme die Updates wk ∈ V und pk ∈ Q als Lösung von(
wk,v

)
0
+ τ a(wk,v) + τ c(wk,uk,v) + τ c(uk,wk,v) + τ b(v, rk) =

= τ f(v) +
(
ũ,v

)
0
−
(
uk,v

)
0
− τ a(uk,v)− τ c(uk,uk,v)− τ b(v, pk)

−b(wk, q) = b(uk, q)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.
Setze uk+1 = uk +wk und pk+1 = pk + rk.

Fasst man die Terme geeignet zusammen, so lautet das Newton–Verfahren für das Varia-
tionsproblem (3.2.1) wie folgt.
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3 Diskretisierung

Wähle ein u0 ∈ V als Startwert.
Für f ∈ V′ und k = 0, 1, 2, . . . bestimme uk+1 ∈ V und pk+1 ∈ Q als Lösung von(

uk+1,v
)
0
+ τ a(uk+1,v) + τ c(uk+1,uk,v) + τ c(uk,uk+1,v) + τ b(v, pk+1) =

= τ f(v) + τ c(uk,uk,v) +
(
ũ,v

)
0

−b(uk+1, q) = 0

(3.2.2)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.

Mit Hilfe der Newton–Methode kann somit eine Lösung des nichtlinearen Variationsprob-
lems (3.2.1) durch Lösungen des linearisierten Variationsproblems (3.2.2) approximiert wer-
den. Jedoch kann das linearisierte Variationsproblem (3.2.2) in dieser Form noch nicht
gelöst werden.

3.3 Finite–Elemente–Methode

Ausgangspunkt der Finite–Elemente–Methode ist die Zerlegung von Ω ⊂ Rd in endliche
Teilgebiete. Der Einfachheit halber sei Ω ⊂ R2 ein polygonal berandetes Lipschitzgebiet,
beziehungsweise für Ω ⊂ R3 ein polyhedral berandetes und beschränktes Lipschitzgebiet.
Im Folgenden sei auf [6, 27] verwiesen.

Definition 3.2 (Triangulierung, [6]). Eine endliche Zerlegung Th = {T1, . . . , TMT
} von

Ω in offene disjunkte Dreiecke (d = 2), beziehungsweise Tetraeder (d = 3), heißt zulässige
affine Triangulierung, falls

� Ω =
MT⋃
i=1

T i,

� Für je zwei Elemente Ti, Tj ∈ Th gilt

T i ∩ T j =


∅, für d = 2, 3,

genau ein Punkt, für d = 2, 3,

genau eine Kante, für d = 2, 3,

genau eine Fläche, für d = 3,

für i 6= j.

� Jedes Element T ∈ Th ist darstellbar als affine bijektive Abbildung eines Referenzele-
ments T̂ durch

ΦT : T̂ → T
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3.3 Finite–Elemente–Methode

mit
ΦT (x̂) = B

T
x̂+ bT .

Dabei seien bT ∈ Rd und B
T
∈ Rd×d regulär, siehe Abbildung 3.1.

x̂1

x̂2

x̂3

T̂

x1

x2

x3

T

ΦT

Φ
−1

T

Abbildung 3.1: Transformation im zweidimensionalen Fall

Für eine Triangulierung Th mit Elementen T , Kanten E und Flächen F seien folgende
Mengen gegeben als

N bezeichne die Menge aller Knoten in Th (d = 2, 3),

E bezeichne die Menge aller Kanten in Th (d = 2, 3),

F bezeichne die Menge aller Flächen in Th (d = 3).

Weiters bezeichne MN die Anzahl der Knoten, ME die Anzahl der Kanten, MF die Anzahl
der Flächen und MT die Anzahl der Elemente.

Definition 3.3. Sei Th eine zulässige Triangulierung von Ω ⊂ Rd mit Elementen T . Für
n ∈ N0 definiert

P n(T ) :=


∑
α∈Nd0

α1+...+αd≤n

aα1···αd
xα
∣∣ aα1···αd

∈ R


die Menge aller Polynome auf T mit Grad ≤ n.

Bemerkung 3.4. Für d = 2 gilt

P n(T ) :=


∑
i,j∈N0
i+j≤n

ai jx
i
1 x

j
2

∣∣ ai j ∈ R


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3 Diskretisierung

beziehungsweise für d = 3

P n(T ) :=


∑

i,j,k∈N0
i+j+k≤n

ai j kx
i
1 x

j
2 x

k
3

∣∣ ai j k ∈ R

 .

Mit Hilfe der Menge P n(T ) können nun folgende Räume definiert werden.

Sn,−1(Th) :=
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣ u|T ∈ P n(T ) ∀ T ∈ Th

}
Sn(Th) := Sn,−1(Th) ∩H1(Ω) =

{
u ∈ C(Ω)

∣∣ u|T ∈ P n(T ) ∀ T ∈ Th

}
⊂ H1(Ω)

Sn
0 (Th) := Sn(Th) ∩H1

0 (Ω) ⊂ H1
0 (Ω)

Sn
0,D(Th) := Sn(Th) ∩H1

0,D(Ω) ⊂ H1
0,D(Ω)

Für d ∈ N und d ≥ 2 gelte

Sn(Th) =
d∏

i=1

Sn(Th), Sn
0 (Th) =

d∏
i=1

Sn
0 (Th), Sn

0,D(Th) =
d∏

i=1

Sn
0,D(Th).

Definition 3.5 (Taylor–Hood–Paar). Für k ≥ 2 bezeichnet Pk−Pk−1 das Taylor–Hood–
Paar Vh ×Qh ⊂ V ×Q mit

Vh = Sk
0,D(Th) ⊂ V,

Qh = Sk−1(Th) ⊂ Q.

Eine wichtige Eigenschaft der Taylor–Hood–Elemente liefert der folgende Satz.

Satz 3.6 (diskrete inf–sup–Bedingung). Das Taylor–Hood–Paar Pk − Pk−1 erfüllt die
diskrete inf–sup–Bedingung. Das heißt, es existiert eine Konstante β > 0, sodass

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Vh

b(vh, qh)

‖qh‖0‖vh‖1
≥ β.

Für den Nachweis der diskreten inf–sup–Bedingung sei auf [7] verwiesen.

Als Ansatzräume wird nun das Taylor–Hood–Paar P2 − P1 gewählt,

Vh := S2
0,D(Th) ⊂ V und Qh := S1(Th) ⊂ Q.

Als Basis für die diskreten Ansatzräume dienen die stückweisen linearen Basisfunktionen

ϕi(x), i = 1, . . . ,MN ,
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3.3 Finite–Elemente–Methode

Abbildung 3.2: stückweise lineare Basisfunktion und Kantenfunktion für d = 2.

die quadratischen Kantenfunktionen

ψi(x), i = 1, . . . ,ME.

Dadurch kann jede Komponente (vh)i von vh ∈ Vh dargestellt werden als

(vh)i(x) =

MN∑
j=1

aNij ϕj(x) +

ME∑
j=1

aEij ψj(x), i = 1, . . . , d.

Für den Druck ph ∈ Qh gilt die Darstellung

ph(x) =

MN∑
i=1

bNi ϕi(x).

Im kommenden Abschnitt wird genau auf die Assemblierung des Gleichungssystems einge-
gangen. Als Ausgangspunkt dafür dient das folgende Variationsproblem.

Sei f ∈ V′ und ũ, û ∈ V. Gesucht sind u ∈ V und p ∈ Q als Lösung von(
u,v

)
0
+ τ a(u,v) + τ c(u, û,v) + τ c(û,u,v) + τ b(v, p)

= τ f(v) + τ c(û, û,v) +
(
ũ,v

)
0

−b(u, q) = 0

(3.3.1)

für alle v ∈ V, q ∈ Q.

Dieses Variationsproblem ist eine allgemeine Darstellung des Problems (3.2.2). Für u =
ui+1
k+1, û = ui+1

k , ũ = ui und f = f i+1 entspricht das Variationsproblem (3.3.1) der k-ten
Newtoniteration zum Zeitpunkt ti+1.
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3 Diskretisierung

Beschränkt man sich auf die endlich–dimensionalen Ansatzräume Vh und Qh, dann lautet
das Problem wie folgt.

Sei f ∈ Q und ũh, ûh ∈ Vh. Gesucht sind uh ∈ Vh und ph ∈ Qh als Lösung von(
uh,vh

)
0
+ τ a(uh,vh) + τ c(uh, ûh,vh) + τ c(ûh,uh,vh) + τ b(vh, ph) =

= τ f(vh) + τ c(ûh, ûh,vh) +
(
ũh,vh

)
0

−b(uh, qh) = 0

(3.3.2)

für alle vh ∈ Vh, qh ∈ Qh.

Im folgenden Kapitel wird detailiert beschrieben, wie die äquivalente Matrixdarstellung
des Variationsproblems (3.3.2) assembliert werden kann. Dabei wird lediglich der zweidi-
mensionale Fall betrachtet. Die Assemblierung für d = 3 erfolgt jedoch analog.

3.4 Assemblierung

Sei Ω ⊂ R2 ein polygonal berandetes und beschränktes Lipschitzgebiet. Mit Th sei die
zulässige und affine Triangulierung von Ω gegeben.

Im zweidimensionalen Fall wird der Ansatzraum Vh aufgespannt von

BV :=

{(
ϕi

0

)
,

(
0
ϕi

)
,

(
ψj

0

)
,

(
0
ψj

) ∣∣∣∣i = 1, . . . ,MN , j = 1, . . . ,ME

}
und der Raum Qh von

BQ :=
{
ϕi

∣∣ i = 1, . . . ,MN

}
.

Mit ϕi und ψj werden die stückweisen linearen Basisfunktionen beziehungsweise die quadra-
tischen Kantenfunktionen bezeichnet, siehe Abbildung 3.2.

Somit muss die Variationsformulierung (3.3.2) nicht für jede beliebige Testfunktion vh ∈ Vh

und qh ∈ Qh gelten, sondern es reicht die Gültigkeit für alle Basisfunktionen. Demnach
lautet die Variationsformulierung wie folgt.

Sei f ∈ V′ und ũh, ûh ∈ Vh. Gesucht sind uh ∈ Vh und ph ∈ Qh als Lösung von(
uh,vh

)
0
+ τ a(uh,vh) + τ c(uh, ûh,vh) + τ c(ûh,uh,vh) + τ b(vh, ph) =

= τ 〈f ,vh〉Ω + τ c(ûh, ûh,vh) +
(
ũh,vh

)
0

−b(uh, qh) = 0

(3.4.1)

für alle v ∈ BV, q ∈ BQ.
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Der Einfachheit halber gelte die Schreibweise

e1i =

(
ϕi

0

)
, e2i =

(
0
ϕi

)
, e3j =

(
ψj

0

)
, e4j =

(
0
ψj

)
für i = 1, . . . ,MN und j = 1, . . . ,ME, sowie

ei = ϕi

für i = 1, . . . ,MN .

Die Ansatzfunktion uh ∈ Vh kann somit dargestellt werden als

uh(x) =

MN∑
i=1

(
aNi1 e1i(x) + aNi2 e2i(x)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 e3j(x) + aEj2 e4j(x)

)
(3.4.2)

und der Druck ph ∈ Qh als

ph(x) =

MN∑
i=1

bNi ei(x). (3.4.3)

Die Koeffizienten der Ansatzfunktion uh in (3.4.2) und ph in (3.4.3) können zu folgenden
Koeffizientenvektoren zusammengefasst werden

aN
1 = (aN11, a

N
21, . . . , a

N
MN1)

> ∈ RMN , aN
2 = (aN12, a

N
22, . . . , a

N
MN2)

> ∈ RMN ,

aE
1 = (aE11, a

E
21, . . . , a

E
ME1)

> ∈ RME , aE
2 = (aE12, a

E
22, . . . , a

E
ME2)

> ∈ RME ,

bN = (bN1 , b
N
2 , . . . , b

N
MN

)> ∈ RMN .

Weiters seien die Funktionen ũh, ûh ∈ Vh gegeben als

ũh =

(
ũ1h
ũ2h

)
, ûh =

(
û1h
û2h

)
.

In den nächsten Abschnitten werden das Skalarprodukt
(
·, ·
)
0
, sowie die Bilinearformen

a(·, ·), c(·, ûh, ·), c(ûh, ·, ·) und b(·, ·) mit den Ansatzfunktionen (3.4.2) und (3.4.3) gesondert
betrachtet. Das heißt, jede dieser Bilinearformen wird mit den Basisfunktionen aus BV

beziehungsweise BQ getestet.

3.4.1 Das Skalarprodukt
(
·, ·
)
0

Betrachtet man das Skalarprodukt
(
·, ·
)
0
mit uh wie in (3.4.2) definiert, dann folgt

(
uh,vh

)
0
=

MN∑
i=1

(
aNi1
(
e1i,vh

)
0
+ aNi2

(
e2i,vh

)
0

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1
(
e3j,vh

)
0
+ aEj2

(
e4j,vh

)
0

)
.
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�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

(
uh, e1k

)
0
=

MN∑
i=1

(
aNi1
(
e1i, e1k

)
0
+ aNi2

(
e2i, e1k

)
0

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1
(
e3j, e1k

)
0
+ aEj2

(
e4j, e1k

)
0

)
=

MN∑
i=1

(
M11

ki a
N
i1 +M12

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
M13

kj a
E
j1 +M14

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

M11 ∈ RMN×MN , M12 ∈ RMN×MN , M13 ∈ RMN×ME , M14 ∈ RMN×ME

mit

M11

ki
:=
(
e1i, e1k

)
0
=

∫
Ω

ϕi(x)ϕk(x) dx =M11

ik
,

M12

ki
:=
(
e2i, e1k

)
0
= 0,

für k, i = 1, . . . ,MN , und

M13

ki
:=
(
e3i, e1k

)
0
=

∫
Ω

ψi(x)ϕk(x) dx,

M14

ki
:=
(
e4i, e1k

)
0
= 0,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

(
uh, e2k

)
0
=

MN∑
i=1

(
aNi1
(
e1i, e2k

)
0
+ aNi2

(
e2i, e2k

)
0

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1
(
e3j, e2k

)
0
+ aEj2

(
e4j, e2k

)
0

)
=

MN∑
i=1

(
M21

ki a
N
i1 +M22

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
M23

kj a
E
j1 +M24

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

M21 ∈ RMN×MN , M22 ∈ RMN×MN , M23 ∈ RMN×ME , M24 ∈ RMN×ME
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mit

M21

ki
:=
(
e1i, e2k

)
0
= 0,

M22

ki
:=
(
e2i, e2k

)
0
=

∫
Ω

ϕi(x)ϕk(x) =M22

ik
, dx

für k, i = 1, . . . ,MN , und

M23

ki
:=
(
e3i, e2k

)
0
= 0,

M24

ki
:=
(
e4i, e2k

)
0
=

∫
Ω

ψi(x)ϕk(x) dx,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

(
uh, e3k

)
0
=

MN∑
i=1

(
aNi1
(
e1i, e3k

)
0
+ aNi2

(
e2i, e3k

)
0

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1
(
e3j, e3k

)
0
+ aEj2

(
e4j, e3k

)
0

)
=

MN∑
i=1

(
M31

ki a
N
i1 +M32

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
M33

kj a
E
j1 +M34

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

M31 ∈ RME×MN , M32 ∈ RME×MN , M33 ∈ RME×ME , M34 ∈ RME×ME

mit

M31

ki
:=
(
e1i, e3k

)
0
=

∫
Ω

ϕi(x)ψk(x) dx =M13

ik
,

M32

ki
:=
(
e2i, e3k

)
0
= 0,

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

M33

ki
:=
(
e3i, e3k

)
0
=

∫
Ω

ψi(x)ψk(x) dxM
33

ik
,

M34

ki
:=
(
e4i, e3k

)
0
= 0,

mit k, i = 1, . . . ,ME.
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�) Testet man mit vh = e4k, dann folgt

(
uh, e4k

)
0
=

MN∑
i=1

(
aNi1
(
e1i, e4k

)
0
+ aNi2

(
e2i, e4k

)
0

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1
(
e3j, e4k

)
0
+ aEj2

(
e4j, e4k

)
0

)
=

MN∑
i=1

(
M41

ki a
N
i1 +M42

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
M43

kj a
E
j1 +M44

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

M41 ∈ RME×MN , M42 ∈ RME×MN , M43 ∈ RME×ME , M44 ∈ RME×ME

mit

M41

ki
:=
(
e1i, e4k

)
0
= 0,

M42

ki
:=
(
e2i, e4k

)
0
=

∫
Ω

ϕi(x)ψk(x) dx =M24

ik
,

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

M43

ki
:=
(
e3i, e4k

)
0
= 0,

M44

ki
:=
(
e4i, e4k

)
0
=

∫
Ω

ψi(x)ψk(x) dxM
44

ik
,

mit k, i = 1, . . . ,ME.

Die äquivalente Matrixdarstellung lautet
M11 M13

M22 M24

M31 M33

M42 M44




aN
1

aN
2

aE
1

aE
2

 .

3.4.2 Die Bilinearform a(·, ·)
Betrachtet man die Bilinearform a(·, ·) mit uh wie in (3.4.2) definiert, dann folgt

a(uh,vh) =

MN∑
i=1

(
aNi1 a(e1i,vh) + aNi2 a(e2i,vh)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 a(e3j,vh) + aEj2 a(e4j,vh)

)
.
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3.4 Assemblierung

�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

a(uh, e1k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 a(e1i, e1k) + aNi2 a(e2i, e1k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 a(e3j, e1k) + aEj2 a(e4j, e1k)

)
=

MN∑
i=1

(
A11

ki a
N
i1 + A12

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
A13

kj a
E
j1 + A14

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

A11 ∈ RMN×MN , A12 ∈ RMN×MN , A13 ∈ RMN×ME , A14 ∈ RMN×ME

mit

A11

ki
:= a(e1i, e1k) = ν

∫
Ω

∇ϕi(x) · ∇ϕk(x) dx = A11

ik
,

A12

ki
:= a(e2i, e1k) = 0

für k, i = 1, . . . ,MN , und

A13

ki
:= a(e3i, e1k) = ν

∫
Ω

∇ψi(x) · ∇ϕk(x) dx,

A14

ki
:= a(e4i, e1k) = 0,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

a(uh, e2k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 a(e1i, e2k) + aNi2 a(e2i, e2k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 a(e3j, e2k) + aEj2 a(e4j, e2k)

)
=

MN∑
i=1

(
A21

ki a
N
i1 + A22

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
A23

kj a
E
j1 + A24

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

A21 ∈ RMN×MN , A22 ∈ RMN×MN , A23 ∈ RMN×ME , A24 ∈ RMN×ME
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3 Diskretisierung

mit

A21

ki
:= a(e1i, e2k) = 0,

A22

ki
:= a(e2i, e2k) = ν

∫
Ω

∇ϕi(x) · ∇ϕk(x) dx = A22

ik
,

für k, i = 1, . . . ,MN , und

A23

ki
:= a(e3i, e2k) = 0,

A24

ki
:= a(e4i, e2k) = ν

∫
Ω

∇ψi(x) · ∇ϕk(x) dx,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

a(uh, e3k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 a(e1i, e3k) + aNi2 a(e2i, e3k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 a(e3j, e3k) + aEj2 a(e4j, e3k)

)
=

MN∑
i=1

(
A31

ki a
N
i1 + A32

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
A33

kj a
E
j1 + A34

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

A31 ∈ RME×MN , A32 ∈ RME×MN , A33 ∈ RME×ME , A34 ∈ RME×ME

mit

A31

ki
:= a(e1i, e3k) = ν

∫
Ω

∇ϕi(x) · ∇ψk(x) dx = A13

ik
,

A32

ki
:= a(e2i, e3k) = 0,

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

A33

ki
:= a(e3i, e3k) = ν

∫
Ω

∇ψi(x) · ∇ψk(x) dx = A33

ik
,

A34

ki
:= a(e4i, e3k) = 0,

mit k, i = 1, . . . ,ME.
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3.4 Assemblierung

�) Testet man mit vh = e4k, dann folgt

a(uh, e4k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 a(e1i, e4k) + aNi2 a(e2i, e4k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 a(e3j, e4k) + aEj2 a(e4j, e4k)

)
=

MN∑
i=1

(
A41

ki a
N
i1 + A42

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
A43

kj a
E
j1 + A44

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

A41 ∈ RME×MN , A42 ∈ RME×MN , A43 ∈ RME×ME , A44 ∈ RME×ME

mit

A41

ki
:= a(e1i, e4k) = 0,

A42

ki
:= a(e2i, e4k) = ν

∫
Ω

∇ϕi(x) · ∇ψk(x) dx = A24

ik
,

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

A43

ki
:= a(e3i, e4k) = 0,

A44

ki
:= a(e4i, e4k) = ν

∫
Ω

∇ψi(x) · ∇ψk(x) dx = A44

ik

mit k, i = 1, . . . ,ME.

Die äquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet
A11 A13

A22 A24

A31 A33

A42 A44




aN
1

aN
2

aE
1

aE
2

 .

3.4.3 Die Bilinearform c(·, ûh, ·)
Setzt man in die Bilinearform c(·, ûh, ·) den Ansatz uh ein, so folgt

c(uh, ûh,vh) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(e1i, ûh,vh) + aNi2 c(e2i, ûh,vh)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(e3j, ûh,vh) + aEj2 c(e4j, ûh,vh)

)
.
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3 Diskretisierung

�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

c(uh, ûh, e1k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(e1i, ûh, e1k) + aNi2 c(e2i, ûh, e1k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(e3j, ûh, e1k) + aEj2 c(e4j, ûh, e1k)

)
=

MN∑
i=1

(
C11

ki a
N
i1 + C12

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
C13

kj a
E
j1 + C14

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

C11 ∈ RMN×MN , C12 ∈ RMN×MN , C13 ∈ RMN×ME , C14 ∈ RMN×ME

mit

C11

ki
:= c(e1i, ûh, e1k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û1h
∂x1

(x)ϕk(x) dx = C11

ik
,

C12

ki
:= c(e2i, ûh, e1k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û1h
∂x2

(x)ϕk(x) dx,

für k, i = 1, . . . ,MN , und

C13

ki
:= c(e3i, ûh, e1k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û1h
∂x1

(x)ϕk(x) dx,

C14

ki
:= c(e4i, ûh, e1k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û1h
∂x2

(x)ϕk(x) dx,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

c(uh, ûh, e2k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(e1i, ûh, e2k) + aNi2 c(e2i, ûh, e2k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(e3j, ûh, e2k) + aEj2 c(e4j, ûh, e2k)

)
=

MN∑
i=1

(
C21

ki a
N
i1 + C22

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
C23

kj a
E
j1 + C24

kj a
E
j2

)
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3.4 Assemblierung

mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

C21 ∈ RMN×MN , C22 ∈ RMN×MN , C23 ∈ RMN×ME , C24 ∈ RMN×ME

mit

C21

ki
:= c(e1i, ûh, e2k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û2h
∂x1

(x)ϕk(x) dx,

C22

ki
:= c(e2i, ûh, e2k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û2h
∂x2

(x)ϕk(x) dx = C22

ik
,

für k, i = 1, . . . ,MN , und

C23

ki
:= c(e3i, ûh, e2k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û2h
∂x1

(x)ϕk(x) dx,

C24

ki
:= c(e4i, ûh, e2k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û2h
∂x2

(x)ϕk(x) dx,

mit k = 1, . . . ,MN , i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

c(uh, ûh, e3k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(e1i, ûh, e3k) + aNi2 c(e2i, ûh, e3k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(e3j, ûh, e3k) + aEj2 c(e4j, ûh, e3k)

)
=

MN∑
i=1

(
C31

ki a
N
i1 + C32

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
C33

kj a
E
j1 + C34

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

C31 ∈ RME×MN , C32 ∈ RME×MN , C33 ∈ RME×ME , C34 ∈ RME×ME

mit

C31

ki
:= c(e1i, ûh, e3k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û1h
∂x1

(x)ψk(x) dx = C13

ik
,

C32

ki
:= c(e2i, ûh, e3k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û1h
∂x2

(x)ψk(x) dx,
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3 Diskretisierung

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

C33

ki
:= c(e3i, ûh, e3k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û1h
∂x1

(x)ψk(x) dx = C33

ik
,

C34

ki
:= c(e4i, ûh, e3k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û1h
∂x2

(x)ψk(x) dx,

mit k, i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e4k, dann folgt

c(uh, ûh, e4k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(e1i, ûh, e4k) + aNi2 c(e2i, ûh, e4k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(e3j, ûh, e4k) + aEj2 c(e4j, ûh, e4k)

)
=

MN∑
i=1

(
C41

ki a
N
i1 + C42

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
C43

kj a
E
j1 + C44

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die einzelnen Blockmatrizen gilt

C41 ∈ RME×MN , C42 ∈ RME×MN , C43 ∈ RME×ME , C44 ∈ RME×ME

mit

C41

ki
:= c(e1i, ûh, e4k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û2h
∂x1

(x)ψk(x) dx,

C42

ki
:= c(e2i, ûh, e4k) =

∫
Ω

ϕi(x)
∂û2h
∂x2

(x)ψk(x) dx = C24

ik
,

für k = 1, . . . ,ME, i = 1, . . . ,MN , und

C43

ki
:= c(e3i, ûh, e4k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û2h
∂x1

(x)ψk(x) dx,

C44

ki
:= c(e4i, ûh, e4k) =

∫
Ω

ψi(x)
∂û2h
∂x2

(x)ψk(x) dx = C44

ik
,

mit k, i = 1, . . . ,ME.
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3.4 Assemblierung

Die äquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet
C11 C12 C13 C14

C21 C22 C23 C24

C31 C32 C33 C34

C41 C42 C43 C44




aN
1

aN
2

aE
1

aE
2

 .

3.4.4 Die Bilinearform c(ûh, ·, ·)
Setzt man in die Bilinearform c(ûh, ·, ·) den Ansatz uh ein, so folgt

c(ûh,uh,vh) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(ûh, e1i,vh) + aNi2 c(ûh, e2i,vh)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(ûh, e3j,vh) + aEj2 c(ûh, e4j,vh)

)
.

�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

c(ûh,uh, e1k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(ûh, e1i, e1k) + aNi2 c(ûh, e2i, e1k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(ûh, e3j, e1k) + aEj2 c(ûh, e4j, e1k)

)
=

MN∑
i=1

(
D11

ki a
N
i1 +D12

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
D13

kj a
E
j1 +D14

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

D11 ∈ RMN×MN , D12 ∈ RMN×MN , D13 ∈ RMN×ME , D14 ∈ RMN×ME

mit

D11

ki
:= c(ûh, e1i, e1k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ϕi

∂x1
(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ϕi

∂x2
(x)ϕk(x) dx

D12

ki
:= c(ûh, e2i, e1k) = 0

für k, i = 1, . . . ,MN ,

D13

ki
:= c(ûh, e3i, e1k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ψi

∂x1
(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ψi

∂x2
(x)ϕk(x) dx

D14

ki
:= c(ûh, e4i, e1k) = 0
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3 Diskretisierung

mit k = 1, . . . ,MN und i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

c(ûh,uh, e2k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(ûh, e1i, e2k) + aNi2 c(ûh, e2i, e2k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(ûh, e3j, e2k) + aEj2 c(ûh, e4j, e2k)

)
=

MN∑
i=1

(
D21

ki a
N
i1 +D22

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
D23

kj a
E
j1 +D24

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrizen gilt

D21 ∈ RMN×MN , D22 ∈ RMN×MN , D23 ∈ RMN×ME , D24 ∈ RMN×ME

mit

D21

ki
:= c(ûh, e1i, e2k) = 0

D22

ki
:= c(ûh, e2i, e2k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ϕi

∂x1
(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ϕi

∂x2
(x)ϕk(x) dx

für k, i = 1, . . . ,MN ,

D23

ki
:= c(ûh, e3i, e2k) = 0

D24

ki
:= c(ûh, e4i, e2k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ψi

∂x1
(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ψi

∂x2
(x)ϕk(x) dx

mit k = 1, . . . ,MN und i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

c(ûh,uh, e3k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(ûh, e1i, e3k) + aNi2 c(ûh, e2i, e3k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(ûh, e3j, e3k) + aEj2 c(ûh, e4j, e3k)

)
=

MN∑
i=1

(
D31

ki a
N
i1 +D32

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
D33

kj a
E
j1 +D34

kj a
E
j2

)
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3.4 Assemblierung

mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

D31 ∈ RME×MN , D32 ∈ RME×MN , D33 ∈ RME×ME , D34 ∈ RME×ME

mit

D31

ki
:= c(ûh, e1i, e3k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ϕi

∂x1
(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ϕi

∂x2
(x)ψk(x) dx

D32

ki
:= c(ûh, e2i, e3k) = 0

für k = 1, . . . ,ME und i = 1, . . . ,MN ,

D33

ki
:= c(ûh, e3i, e3k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ψi

∂x1
(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ψi

∂x2
(x)ψk(x) dx

D34

ki
:= c(ûh, e4i, e3k) = 0

mit k, i = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

c(ûh,uh, e4k) =

MN∑
i=1

(
aNi1 c(ûh, e1i, e4k) + aNi2 c(ûh, e2i, e4k)

)
+

ME∑
j=1

(
aEj1 c(ûh, e3j, e4k) + aEj2 c(ûh, e4j, e4k)

)
=

MN∑
i=1

(
D41

ki a
N
i1 +D42

ki a
N
i2

)
+

ME∑
j=1

(
D43

kj a
E
j1 +D44

kj a
E
j2

)
mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrizen gilt

D41 ∈ RME×MN , D42 ∈ RME×MN , D43 ∈ RME×ME , D44 ∈ RME×ME

mit

D41

ki
:= c(ûh, e1i, e4k) = 0

D42

ki
:= c(ûh, e2i, e4k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ϕi

∂x1
(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ϕi

∂x2
(x)ψk(x) dx
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für k = 1, . . . ,ME und i = 1, . . . ,MN ,

D43

ki
:= c(ûh, e3i, e4k) = 0

D44

ki
:= c(ûh, e4i, e4k) =

∫
Ω

û1h(x)
∂ψi

∂x1
(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂ψi

∂x2
(x)ψk(x) dx

mit k, i = 1, . . . ,ME.

Die äquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet
D11 D13

D22 D24

D31 D33

D42 D44




aN
1

aN
2

aE
1

aE
2

 .

3.4.5 Die Bilinearform b(·, ·)
Setzt man in die Bilinearform b(·, ·) den Ansatz ph ein, dann gilt

b(vh, ph) =

MN∑
i=1

bNi b(vh, ei).

�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

b(e1k, ph) =

MN∑
i=1

bNi b(e1k, ei) =

MN∑
i=1

B1
ki b

N
i

mit k = 1, . . . ,MN .

Für die Blockmatrix B1 gilt

B1 ∈ RMN×MN

mit

B1
ki =

∫
Ω

∂ϕk

∂x1
(x)ϕi(x) dx

mit k, i = 1, . . . ,MN .

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

b(e2k, ph) =

MN∑
i=1

bNi b(e2k, ei) =

MN∑
i=1

B2
ki b

N
i

mit k = 1, . . . ,MN .
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3.4 Assemblierung

Für die Blockmatrix B2 gilt

B2 ∈ RMN×MN

mit

B2
ki =

∫
Ω

∂ϕk

∂x2
(x)ϕi(x) dx

mit k, i = 1, . . . ,MN .

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

b(e3k, ph) =

MN∑
i=1

bNi b(e3k, ei) =

MN∑
i=1

B3
ki b

N
i

mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrix B3 gilt

B3 ∈ RME×MN

mit

B3
ki =

∫
Ω

∂ψk

∂x1
(x)ϕi(x) dx

mit k = 1, . . . ,ME und i = 1, . . . ,MN .

�) Testet man mit vh = e4k, dann folgt

b(e4k, ph) =

MN∑
i=1

bNi b(e4k, ei) =

MN∑
i=1

B4
ki b

N
i

mit k = 1, . . . ,ME.

Für die Blockmatrix B4 gilt

B4 ∈ RME×MN

mit

B4
ki =

∫
Ω

∂ψk

∂x2
(x)ϕi(x) dx

mit k = 1, . . . ,ME und i = 1, . . . ,MN .

Die äquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet
B1

B2

B3

B4

bN .
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3 Diskretisierung

Analog folgt für die Bilinearform b(·, ·) und den Ansatz uh, getestet mit ei = ϕi, i =
1, . . . ,MN die äquivalente Matrixdarstellung

(
B1> B2> B3> B4>

)
aN
1

aN
2

aE
1

aE
2

 .

3.4.6 Die rechte Seite

Seien ãN
1 , ã

N
2 , ã

E
1 , ã

E
2 die zu ũh gehörigen Koeffizientenvektoren, dass heißt

ũh(x) =

MN∑
i=1

(
ãNi1 e1i(x) + ãNi2 e2i(x)

)
+

ME∑
j=1

(
ãEj1 e3j(x) + ãEj2 e4j(x)

)
,

dann kann die rechte Seite wie folgt assembliert werden.

�) Testet man mit vh = e1k, dann folgt

τ f(e1k) + τ c(ûh, ûh, e1k) +
(
ũh, e1k

)
0
= τ f 1

k + g1k = b1k

mit k = 1, . . . ,MN .

Für den Vektor b1 gilt
b1 ∈ RMN

mit

f 1
k = τ f

((
ϕk

0

))
+

∫
Ω

û1h(x)
∂û1h
∂x1

(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂û1h
∂x2

(x)ϕk(x) dx,

g1k =

∫
Ω

ũ1h(x)ϕk(x) dx =

MN∑
i=1

ãNi1

∫
Ω

ϕi(x)ϕk(x) dx+

ME∑
i=1

ãEi1

∫
Ω

ψi(x)ϕk(x) dx

=M11ãN
1 +M13ãE

1

mit k = 1, . . . ,MN .

�) Testet man mit vh = e2k, dann folgt

τ f(e2k) + τ c(ûh, ûh, e2k) +
(
ũh, e2k

)
0
= τ f 2

k + g2k = b2k

mit k = 1, . . . ,MN .

Für den Vektor b2 gilt
b2 ∈ RMN

84



3.4 Assemblierung

mit

f 2
k = τ f

((
0
ϕk

))
+

∫
Ω

û1h(x)
∂û2h
∂x1

(x)ϕk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂û2h
∂x2

(x)ϕk(x) dx,

g2k =

∫
Ω

ũ2h(x)ϕk(x) dx =

MN∑
i=1

ãNi2

∫
Ω

ϕi(x)ϕk(x) dx+

ME∑
i=1

ãEi2

∫
Ω

ψi(x)ϕk(x) dx

=M22ãN
2 +M24ãE

2

mit k = 1, . . . ,MN .

�) Testet man mit vh = e3k, dann folgt

τ f(e3k) + τ c(ûh, ûh, e3k) +
(
ũh, e3k

)
0
= τ f 3

k + g3k = b3k

mit k = 1, . . . ,ME.

Für den Vektor b3 gilt
b3 ∈ RME

mit

f 3
k = τ f

((
ψk

0

))
+

∫
Ω

û1h(x)
∂û1h
∂x1

(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂û1h
∂x2

(x)ψk(x) dx,

g4k =

∫
Ω

ũ1h(x)ψk(x) dx =

MN∑
i=1

ãNi1

∫
Ω

ϕi(x)ψk(x) dx+

ME∑
i=1

ãEi1

∫
Ω

ψi(x)ψk(x) dx

=M31ãN
1 +M33ãE

1

mit k = 1, . . . ,ME.

�) Testet man mit vh = e4k, dann folgt

τ f(e4k) + τ c(ûh, ûh, e4k) +
(
ũh, e4k

)
0
= τ f 4

k + g4k = b4k

mit k = 1, . . . ,ME.

Für den Vektor b4 gilt
b4 ∈ RME

mit

f 4
k = τ f

((
0
ψk

))
+

∫
Ω

û1h(x)
∂û2h
∂x1

(x)ψk(x) dx+

∫
Ω

û2h(x)
∂û2h
∂x2

(x)ψk(x) dx,

g4k =

∫
Ω

ũ2h(x)ϕk(x) dx =

MN∑
i=1

ãNi2

∫
Ω

ϕi(x)ϕk(x) dx+

ME∑
i=1

ãEi2

∫
Ω

ψi(x)ϕk(x) dx

=M42ãN
2 +M44ãE

2
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3 Diskretisierung

mit k = 1, . . . ,ME.

Die äquivalente Vektordarstellung der rechten Seite lautet
b1

b2

b3

b4

 =


f1
f2
f3
f4

+


M11 M13

M22 M24

M31 M33

M42 M44




ãN
1

ãN
2

ãE
1

ãE
2

 .

3.4.7 Das äquivalente lineare Gleichungssystem

Sei nun uc ∈ R(2MN+2ME) der Koeffizientenvektor von uh mit

uc =
(
aN
1 aN

2 aE
1 aE

2

)>
und pc ∈ RMN der Koeffizientenvektor von ph mit

pc = bN .

Weiters sei ũc ∈ R(2MN+2ME) der Koeffizientenvektor von ũh mit

ũc =
(
ãN
1 ãN

2 ãE
1 ãE

2

)>
.

Somit lautet das zu Problem (3.4.1) äquivalente Gleichungssystem((
M 0
0 0

)
+ τ

(
P Q

−Q> 0

))(
uc

pc

)
=

(
τ f +M ũc

0

)
.

Die Blockmatrizen P , M und Q gegeben sind als

P =


A11 + C11 +D11 C12 A13 + C13 +D13 C14

C21 A22 + C22 +D22 C23 A24 + C24 +D24

A31 + C31 +D31 C32 A33 + C33 +D33 C34

C41 A42 + C42 +D42 C43 A44 + C44 +D44

 ,

mit P ∈ R(2MN+2ME)×(2MN+2ME),

M =


M11 M13

M22 M24

M31 M33

M42 M44

 ,

mit M ∈ R(2MN+2ME)×(2MN+2ME), und

Q =


B1

B2

B3

B4

 ,
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3.5 Lösungsalgorithmus

mit Q ∈ R(2MN+2ME)×MN .

Man beachte, dass die Matrizen C und D von ûh abhängen.

3.5 Lösungsalgorithmus

Man hat bis jetzt gesehen, wie man durch diverse Diskretisierungsstrategien auf ein lineares
Gleichungssystem kommt. Ziel ist es nun, einen Algorithmus anzugeben, der das vollkom-
men diskrete Variationsproblem der instationären Navier–Stokes–Gleichungen löst. Dazu
sei ZN eine äquidistante Zerlegung des Intervalls (0, T ). Weiters sei Ω ⊂ Rd, d = 2, 3,
ein beschränktes Lipschitzgebiet und Th eine zulässige affine Triangulierung von Ω. Wie in
Abschnitt 3.3 gesehen, können die Ansätze uh und ph allgemein geschrieben werden als

uh(x) =

DFV∑
i=1

ui ei(x) und ph(x) =

DFP∑
i=1

pi ei(x)

mit den zugehörigen Koeffizientenvektoren uc ∈ RDFV und pc ∈ RDFP . Die Funktionen ei
und ei bezeichnen die Basisfunktionen in Vh beziehungsweise Qh. Die Größen DFV und
DFP bezeichnen die Anzahl der Freiheitsgrade von Vh beziehungsweise Qh.

Es sei nun ůc ∈ RDFV der zu ůh ∈ Vh gehörige Koeffizientenvektor. Weites sei im folgen-
den Algorithmus uPN

c der Koeffizientenvektor der vorherigen Newton–Iteration. Analog
dazu bezeichnet uPT

c den Koeffizientenvektor des vorherigen Zeitschrittes. Somit kann der
folgende Algorithmus angegeben werden.

(S1) Im ersten Schritt werden die Vektoren initialisiert als uPN
c = uPT

c = ůc und i = 1
gesetzt.

(S2) Ist i > N , dann wurde die Lösung in allen Zeitschritten berechnet und der Al-
gorithmus wird beendet. Ansonsten setze k = 1 und wähle als Startwert für das
Newton–Verfahren die Lösung des vorherigen Zeitschrittes, das heißt uPN

c = uPT
c .

Als allererster Startwert für das Newton–Verfahren im ersten Zeitschritt kann auch
die Lösung der Stokes–Gleichungen gewählt werden.

(S3) In diesem Schritt werden alle nötigen Matrizen sowie die rechte Seite assembliert.

M = assembleMatrixM( )

Q = assembleMatrixQ( )

P = assembleMatrixP(uPN
c )

f = assembleVectorF(ti)

b = τ f +MuPT
c
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3 Diskretisierung

Anschließend wird das folgende System gelöst(
uc

pc

)
= solve

((
M 0
0 0

)
+ τ

(
P Q

−Q> 0

)
,

(
b
0

))
.

(S4) Nun wird der Fehler zur vorherigen Newtoniteration berechnet als

error = ‖uPN
c − uc‖0.

Gilt (k == 1), dann setze error0 = error.
Weiters wird die vorherige Newtoniteration mit der gerade errechneten Newtoniter-
ation überschrieben, uPN

c = uc.

(S5) Nun wird überprüft, ob der relative Newton–Fehler kleiner ist als eine vorgegebene
Toleranz, das heißt ( error

error0
< TOLNewt). Ist dies der Fall, dann setze pi

c = pc und

ui
c = uPT

c = uc. Das heißt, der Koeffizientenvektor des vorherigen Zeitschrittes wird
mit dem gerade berechneten Koeffizientenvektor überschrieben. Nun kann der nächste
Zeitschritt berechnet werden, dass heißt man setzt i = i+1 und geht zu Schritt (S2).

(S6) Ist die vorgegebene Toleranz in Schritt (S5) nicht erreicht, dann wird eine weitere
Newton–Iteration durchgeführt. Setze k = k + 1 und gehe zu (S3).

Läuft der Algorithmus korrekt, dann erhält man eine Folge von Koeffizientenvektoren
{ui

c}
N
i=1 und {pi

c}
N
i=1 und somit die Funktionen

ui
h(x) =

DFV∑
j=1

uij ej(x) und ph(x) =

DFP∑
j=1

pij ej(x)

zu den Zeitpunkten tj ∈ ZN .

Das Lösen des linearen Gleichungssystems erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe des Schurkom-
plements. Betrachtet man das System(

M + τ P τ Q

−τ Q> 0

)(
uc

pc

)
=

(
b
0

)
,

so kann die ersten Gleichung nach uc aufgelöst werden und es folgt die Darstellung

uc =
(
M + τ P

)−1 (
b− τ Q pc

)
.

Setzt man nun uc in die zweite Gleichung ein, so gilt

S pc =
(
τ Q>) (M + τ P

)−1

b
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3.5 Lösungsalgorithmus

mit dem Schurkomplement

S :=
(
τ Q>) (M + τ P

)−1 (
τ Q

)
.

Es wurde somit demonstriert, wie man mit Hilfe verschiedenster Diskretisierungsstrate-
gien ein lineares Gleichungssystem aufstellen kann, und somit eine approximative Lösung
der Geschwindigkeitsfeldes in Ω erhält. Die Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes ist aber
nicht immer hinreichend. In manchen Fällen ist es nötig, die Bahnkurven x(t,X) mehrerer
Massenpunkte zu ermitteln.
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4 Partikel–Tracing

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Algorithmus zu beschreiben, der es ermöglicht, ein Partikel
in einem Strömungsfeld zu verfolgen. Als Referenz für dieses Kapitel sei auf [28, 21] und
[9] verwiesen.

Die Bahn eines Partikels wird in einem Strömungsfeld durch die Differentialgleichung

∂x

∂t
(t) = u(t,x)

beschrieben. Zur Berechnung der Bahnkurve wird das Zeitintervall (0, T ) wieder in N
Teilintervalle zerlegt. Dazu betrachtet man wieder eine äquidistante Zerlegung ZN von
(0, T ). Die Werte xi+1 := x(ti+1) können mit der θ–Methode und θ = 0 berechnet werden
aus

xi+1 − xi

τ
= u(ti,x

i)

beziehungsweise
xi+1 = xi + τ u(ti,x

i)

mit gegebener Startposition x0.

Das Geschwindigkeitsfeld u ist jedoch nicht bekannt, anstelle des Geschwindigkeitsfeldes
sind nur die Geschwindigkeitsvektoren ui

k an Stellen xk ∈ Ω und zu Zeitpunkten ti ∈ [0, T ]
gegeben. Um nun einen Algorithmus zur Verfolgung eines Partikels in einem Strömungsfeld
anzugeben, seien folgende Daten bekannt.

Sei Th eine zulässige und affine Triangulierung von Ω ⊂ Rd, d = 2, 3. Wie in Abschnitt 3.3
bezeichne MN die Anzahl der Knoten in Th. Weiters seien die Geschwindigkeitsvektoren
ui
k ∈ Rd für alle Knoten xk ∈ N und für die Zeitschritte ti ∈ ZN bekannt.

Für ein Element T ∈ Th bezeichnet ωT die Menge jener Nachbarelemente von T , die sich
im Zweidimensionalen eine Kante mit T teilen, beziehungsweise im Dreidimensionalen eine
Fläche. Siehe Abbildung 4.1.

Für jeden Zeitschritt ti, i = 0, . . . , N , sei

ui
h(x) =

MN∑
i=1

ui
kϕk(x)
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4 Partikel–Tracing

die lineare Interpolation des Geschwindigkeitsfeldes zum Zeitpunkt ti.

T

Abbildung 4.1: Die Nachbarelemente in ωT für den zweidimensionalen Fall.

Der Algorithmus kann nun wie folgt beschrieben werden.

(S1) Im ersten Schritt wird ein Punkt x0 ∈ Rd gewählt sowie i = 0 und τ = T
N

gesetzt.

(S2) Im nächsten Schritt wird jenes Element T ∈ Th bestimmt, sodass xi ∈ T . Existiert
kein solches Element, dann liegt der Punkt xi außerhalb von Ω und der Algorithmus
wird beendet. Setze x̃ = xi.

(S3) Nun wird der Geschwindigkeitvektor u = ui
h(x̃) im Punkt x̃ zum Zeitpunkt ti be-

stimmt. Mit diesem Geschwindigkeitsvektor kann der Punkt xi+1 berechnet werden
als xi+1 = x̃+ τ u.

(S4) Nun werden die folgenden Fälle unterschieden.

(C1) Der Punkt xi+1 bleibt im Element T , das heißt xi+1 ∈ T .

xi xi+1

Setze x̃ = xi+1, τ = T
N

und i = i+ 1. Gehe zu (S3).

(C2) Der Punkt xi+1 bleibt nicht im Element T , das heißt xi+1 /∈ T .

xi xi+1

s1s2s3

92



Dann wird der Schnittpunkt s mit jener Kante beziehungsweise Fläche bes-
timmt, über die das Partikel das Element T verlässt. Nun wird die Zeit bes-
timmt, die das Partikel benötigt, um vom Punkt xi zum Punkt s zu kommen.

Diese Zeit entspricht δ =
|xi−s|

|xi−xi+1| τ . Im nächsten Schritt wird jenes Nachbarele-

ment TN ∈ ωT bestimmt, mit s ∈ TN . Existiert kein solches Nachbarelement,
dann wird der Algorithmus beendet.

xi

xi+1

s1

Ansonsten setze x̃ = s, τ = τ − δ und T = TN . Gehe zu (S3).

Dieser Algorithmus geht davon aus, dass bei der θ–Methode zur Berechnung der Bahnkurve
die selbe Zerlegung ZN verwendet wird, wie bei der θ–Methode zur Berechnung der Ge-
schwindigkeitsvektoren. Ist dies nicht der Fall, so muss das Geschwindigkeitsfeld auch in der
Zeit interpoliert werden. Dazu können die stückweisen linearen Basisfunktionen herange-
zogen werden. Sei nun ZÑ eine Zerlegung des Intervalls (0, T ) mit N 6= Ñ . Dann kann für
alle t̃i ∈ ZÑ die Funktion Φi definiert werden als

Φi(t) =


1, für t = t̃i

0, für t = t̃j, j 6= i

linear, sonst

,

siehe Abbildung 4.2.
Somit kann durch

uh(t,x) =
Ñ∑
i=0

MN∑
k=1

ui
k ϕk(x) Φi(t)

ein kontinuierliches Geschwindigkeitsfeld in [0, T ] × Ω definiert werden. Im Schritt (S3)
erfolgt dann die Berechnung des Geschwindigkeitsvektors u mit Hilfe der Funktion uh.

t̃i−2 t̃i−1 t̃i t̃i+1 t̃i+2

Φi

Abbildung 4.2: stückweise lineare Basisfunktion für die Stützstelle t̃i.
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5 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden numerische Beispiele der instationären Navier–Stokes–Gleichung
für zweidimensionale und dreidimensionale Geometrien betrachtet. Bei den betrachteten
Strömungen handelt es sich um Rohrströmungen. Bei Rohrströmungen lässt sich die di-
mensionslose Reynoldszahl errechnen als

Re =
Um d %

η
=
Um d

ν
,

mit der mittleren Geschwindigkeit Um, dem Rohrdurchmesser d, der dynamischen Viskosität
η und der Dichte %. Da die dynamische Viskosität als das Produkt der kinematischen
Viskosität ν und der Dichte geschrieben werden kann, folgt die zweite Darstellung der
Reynoldszahl. Für Rohrströmungen liegt die kritische Reynoldszahl bei

Rekrit = 2300,

das heißt aber nicht, dass bei Reynoldszahlen ≥ 2300 die Strömung mit Sicherheit turbu-
lent ist. Mehr über Rohrströmungen findet man in [24].

Des Weiteren werden in den numerischen Beispielen inkompressible Fluide mit einer kine-
matischen Viskosität

ν = 10−3 m
2

s
betrachtet.

In den Beispielen wird auch die äußere Kraft f vernachlässigt und f = 0 gewählt.

Wie in Abschnitt 3.5 beschrieben ist in jeder Newton–Iteration das folgende Gleichungssys-
tem zu lösen. (

M + τ P τ Q

−τ Q> 0

)(
uc

pc

)
=

(
b
0

)
,

Doch Anstelle des obigen Gleichungssystems wird das Gleichungssystem(
M + τ (P + λ G) τ Q

−τ Q> 0

)(
uc

pc

)
=

(
b
0

)
,

mit der Matrix G und λ > 0 gelöst. Die Matrix G erhält man aus der sogenannten Grad–
Div–Stabilisierung, mehr dazu findet man in [20].
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Das Lösen erfolgt mit Hilfe des Schurkomplements

S :=
(
τ Q>) (M + τ (P + λ G)

)−1 (
τ Q

)
,

dabei wird die Invertierung der Matrix
(
M + τ (P +λ G)

)
mit dem parallelen Direktlöser

PARDISO [25, 26] verwirklicht. Das Lösen des Systems

S pc =
(
τ Q>) (M + τ (P + λ G)

)−1

b

erfolgt mit Hilfe eines vorkonditionierten GMRES–Verfahrens mit einer Genauigkeit von
10−8. Als Vorkonditionierer wird hier die Massematrix verwendet.

Als Abbruchkriterium für das Newton–Verfahren wurde eine Genauigkeit von 10−6 gewählt,
beziehungsweise eine maximale Iterationszahl von 10.

Der Stabilisierungsparameter λ wurde mit λ = 0.125 gewählt.

In der Masterarbeit [17] findet man Beispiele mit den selben Geometrien und den selben
Parametern. Jedoch wurden die Beispiele mit dem k − ε–Turbulenzmodell und mit der
Methode der Finiten–Volumen gelöst.

Bei der Berechnung kamen zwei Rechner zum Einsatz, hier eine kurze Angabe der Hard-
ware.

Rechner 1)
Chipsatz : Intel® Core� 2 Duo Processor E6700 , 2.66 GHz
Sockel : 1
Kerne pro Sockel : 2
Threads pro Kern : 1
Arbeitsspeicher : 3995208 kB (3.81 GB)

Rechner 2)
Chipsatz : Intel® Xeon® Processor E5-2650, 2.00 GHz
Sockel : 2
Kerne pro Sockel : 8
Threads pro Kern : 2
Arbeitsspeicher : 132282156 kB (126.15 GB)
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

5.1.1 Beispiel 1

Im ersten Beispiel wird folgende zweidimensionale Geometrie betrachtet.

2.2

0.41
0.15

0.15

0.1

ΓH

ΓH

ΓH

ΓI ΓO

Abbildung 5.1: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Dabei wird auf ΓI das Einströmen des Fluids simuliert, auf ΓO wird das ungehinderte Aus-
treten des Fluids simuliert und auf ΓH gelte die Haftbedingung.

Der Geschwindigkeitsvektor der Einströmung auf ΓI ist in diesem Beispiel gegeben durch

uI(t, x, y) =

(
y (0.41− y) 36 h(4 t)

0

)
m

s
.

Die Funktion h ist gegeben als

h(t) =

{
3 t2 − 2 t3 für t ≤ 1,

1 für t > 1

und simuliert ein allmähliches Einströmen (siehe Abbildung 5.3).

Das Profil der Einströmung hat somit zu verschiedenen Zeitpunkten die Formen in Abbil-
dung 5.2, wobei sich das Profil für Zeitpunkte t ≥ 0.25 nicht mehr ändert.

t = 0.05 t = 0.1 t = 0.15 t = 0.2 t = 0.25

Abbildung 5.2: Profil der Einströmung zu verschiedenen Zeitpunkten.

Auf ΓO wird das ungehinderte Austreten mit homogenen Neumann–Randbedingungen
simuliert und auf ΓH werden homogene Dirichlet–Randbedingungen zur Simulation der
Haftbedingung verwendet.
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5 Numerische Beispiele
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Abbildung 5.3: Verlauf der Funktion h.

Mit der mittleren Einströmgeschwindigkeit

um(t) =
1

0.41

0.41∫
0

y (0.41− y) 36 h(4 t) dy = 1.0086 h(4 t)
m

s

liegt der Wert der Reynoldszahl bei

Re =
um(t) d

ν
= h(4 t)

1.0086 · 0.41
ν

= h(4 t) 4135.26.

Der Wert der Reynoldszahl liegt bei Zeitpunkten t ≥ 0.25 bei 4135.26 und somit über der
kritischen Reynoldszahl für Rohrströmungen.

Für die numerische Simulation wurden die folgenden Paramter gewählt. Das Zeitintervall
wurde mit (0, 3) gewählt und in N = 1200 Teilintervalle zerlegt. Das ergibt eine Zeit-
schrittweite von τ = 0.0025.

Die Triangulierung Th von Ω, siehe Abbildung 5.4, wurde mit NETGEN erzeugt und enthält
5024 Dreiecke, 7684 Kanten und 2660 Knoten.
Für den quadratischen Ansatz uh ergeben sich 19582 Freiheitsgrade und für den linearen
Ansatz ph ergeben sich 2660 Freiheitsgrade. Auf Rechner 1 lag die Laufzeit bei 27483.2
Sekunden, das entspricht 7 Stunden, 38 Minuten und 3.2 Sekunden.

Abbildung 5.4: Triangulierung des Gebietes.

Die folgenden Abbildungen beschreiben den Betrag des Geschwindigkeitsvektors zu ver-
schiedenen Zeitpunkten.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.0.
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5 Numerische Beispiele

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.0.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Man kann in den Grafiken sehr gut sehen, dass sich zu Beginn der Strömung Wirbel hinter
dem Hindernis bilden. Jedoch entsteht durch die nicht zentrale Lage des Hindernisses ein
Ungleichgewicht, wodurch es zu einer turbulenten Strömung kommt. Weiters kann man in
den Grafiken ein annähernd periodisches Strömungsbild erkennen.

5.1.2 Beispiel 2

Im zweiten Beispiel wird folgende zweidimensionale Geometrie betrachtet.

2.20.4 0.1

0.15

0.41
0.15

0.15

0.1

ΓH

ΓH

ΓH

ΓI ΓO

Abbildung 5.5: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Die Randbedingungen in diesem Beispiel entsprechen den Randbedingungen aus dem ersten
Beispiel. Auch hier liegt der Wert der Reynoldszahle bei

Re = h(4 t) 4135.26,

und somit für t ≥ 0.25 über der kritischen Reynoldszahl für Rohrströmungen.

Für die numerische Simulation wurde auch hier das Zeitintervall mit (0, 3) gewählt und in
N = 1200 Teile zerlegt. Das ergibt wieder eine Zeitschrittweite von τ = 0.0025.

Die Triangulierung Th von Ω, siehe Abbildung 5.6, wurde mit NETGEN erzeugt und enthält
6688 Dreiecke, 10220 Kanten und 3532 Knoten.
Für den quadratischen Ansatz uh ergeben sich 26078 Freiheitsgrade und für den linearen
Ansatz ph ergeben sich 3532 Freiheitsgrade. Auf Rechner 2 lag die Laufzeit bei 26532
Sekunden, das entspricht 7 Stunden, 22 Minuten und 12 Sekunden.

Abbildung 5.6: Triangulierung des Gebietes.

Wie im ersten Beispiel geben die folgenden Abbildungen den Betrag des Geschwindigkeitsvek-
tors zu verschiedenen Zeitpunkten wieder.

102



5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.0.
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5 Numerische Beispiele

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.0.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Wie im ersten Beispiel, kann auch hier ein Ablösen der Grenzschicht hinter den Hin-
dernissen beobachtet werden. Des Weiteren sieht man auch in diesem Beispiel, wie sich
hinter den Hindernissen Wirbel bilden.

5.1.2.1 Partikel–Tracing

Für diese Geometrie und für dieses Strömungsfeld wurde auch der Partikel–Tracing–Algo-
rithmus getestet. In der ersten Abbildung sieht man drei blaue Markierungen, diese Mar-
kierungen stellen die Startpositionen der Partikel dar. Es werden jeweils zu den Zeitpunkten
t = 0.0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.5, 1.75, 2.0, 2.25, 2.5, 2.75 Partikel von diesen Positionen
aus im Strömungsfeld verfolgt.

Partikel zum Zeitpunkt t = 0.0.

Partikel zum Zeitpunkt t = 0.25.

Partikel zum Zeitpunkt t = 0.5.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Partikel zum Zeitpunkt t = 0.75.

Partikel zum Zeitpunkt t = 1.0.

Partikel zum Zeitpunkt t = 1.25.

Partikel zum Zeitpunkt t = 1.5.
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5 Numerische Beispiele

Partikel zum Zeitpunkt t = 1.75.

Partikel zum Zeitpunkt t = 2.0.

Partikel zum Zeitpunkt t = 2.25.

Partikel zum Zeitpunkt t = 2.5.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Partikel zum Zeitpunkt t = 2.75.

Partikel zum Zeitpunkt t = 3.0.

5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

In diesem Beispiel wird folgende dreidimensionale Geometrie betrachtet.

2.2

0.41

0.41

0.15

0.15

0.1

ΓI ΓO

ΓH

Abbildung 5.7: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Dabei wird auf ΓI das Einströmen eines Fluid simuliert, auf ΓO wird das ungehinderte
Austreten des Fluids simuliert und auf ΓH gelte die Haftbedingung.
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5 Numerische Beispiele

Der Geschwindigkeitsvektor der Einströmung auf ΓI ist in diesem Beispiel gegeben durch

uI(t, x, y, z) =

(
y (0.41− y) z (0.41− z) 1274 h(4 t)

0

)
m

s
.

Wie in den zweidimensionalen Beispielen wird auf ΓO das ungehinderte Austreten mit
homogenen Neumann–Randbedingungen simuliert und auf ΓH werden homogene Dirichlet–
Randbedingungen zur Simulation der Haftbedingung verwendet.
Mit der mittleren Einströmgeschwindigkeit

um(t) =
1

(0.41)2

0.41∫
0

0.41∫
0

y (0.41− y) z (0.41− z) 1274 h(4 t) dy dz = 1.000005 h(4 t)
m

s

liegt der Wert der Reynoldszahle bei

Re =
um(t) d

ν
= h(4 t)

1.000005 · 0.41
ν

= h(4 t) 4100.022.

Der Wert der Reynoldszahl liegt bei Zeitpunkten t ≥ 0.25 bei 4100.022 und somit über der
kritischen Reynoldszahl für Rohrströmungen.

Für die numerische Simulation wurden die folgenden Paramter gewählt. Das Zeitintervall
wurde mit (0, 3) gewählt und in N = 600 Teilintervalle zerlegt. Das ergibt eine Zeitschrit-
tweite von τ = 0.005.

Die Triangulierung Th von Ω wurde mit NETGEN erzeugt und enthält 46488 Tetraeder,
95988 Flächen, 58832 Kanten und 9332 Knoten.
Für die quadratische Ansatzfunktion uh ergeben sich 169023 Freiheitsgrade und für die
lineare Ansatzfunktion ph ergeben sich 9332 Freiheitsgrade. Auf Rechner 2 lag die Laufzeit
bei 716797 Sekunden, das entspricht 8 Tagen, 7 Stunden, 6 Minuten und 37 Sekunden.

Die nachfolgenden Abbilden geben den Betrag des Geschwindigkeitsvektors auf der mit-
tleren Schnittfläche in z–Richtung wieder. Anschließend werden Abbildungen angegeben,
die die Stromlinien des Strömungsfeldes wiedergeben.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.0.
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5 Numerische Beispiele

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.0.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Im Dreidimensionalen kann analog zum zweidimensionalen Fall die Entstehung vonWirbeln
hinter dem Hindernis beobachtet werden. Jedoch kann man erkennen, dass die Strömung
im Gegensatz zum Zweidimensionalen kein periodisches Verhalten wiederspiegelt. Die fol-
genden Grafiken zeigen die Stromlinien der Strömung.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 0.25.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 0.5.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 0.75.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 1.0.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 1.25.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 1.5.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 1.75.
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5 Numerische Beispiele

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 2.0.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 2.25.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 2.5.

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 2.75.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Stromlinien zum Zeitpunkt t = 3.0.

Anhand der Stromlinien kann man die Wirbelbildung hinter dem Hindernis sehr gut erken-
nen. Man kann sehen, dass die Turbulenz nicht nur von der Strömung in x–Richtung und
in y–Richtung beeinflusst wird, sondern auch von der Strömung in die z–Richtung.
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