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Abstract

Ziel dieser Arbeit ist die direkte Berechnung von turbulenten Stromungen inkompressibler
Fluide mit der Methode der Finiten Elemente. Nach einer Einfithrung in die Herleitung
der Navier-Stokes-Gleichungen werden kurz diverse Funktionenrdume sowie die zugehori-
gen Normen und einige Figenschaften wiederholt. Danach wird die eindeutige Losbarkeit
des Variationsproblems der stationédren sowie der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
diskutiert. Im Anschluss werden Strategien zur Diskretisierung und Linearisierung des Vari-
ationsproblems behandelt. Schlussendlich werden noch Beispiele von Rechnungen in zwei
und drei Raumdimensionen angegeben.

The aim of this work is to compute the turbulent flow of incompressible fluids by using
finite element methods. After an introduction to the derivation of the Navier-Stokes equa-
tions, some function spaces, their norms and some properties are recalled. After that, the
unique solvability of the variational problem belonging to the stationary and to the non-
stationary Navier-Stokes equations is discussed. In the next section, some discretization
and linearization strategies are given. Finally, some numerical examples in two and three
space dimensions are presented.
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Einleitung

In dieser Arbeit werden turbulente Stromungen von inkompressiblen Fluiden betrachtet.
Als Grundlage dafiir dienen die Navier—Stokes—Gleichungen. Die Berechnung von turbu-
lenten Strémungen ist jedoch sehr aufwendig, da fiir die Erfassung aller Turbulenzen eine
sehr feine Diskretisierung des Rechengebietes gewahlt werden muss.

Um diese sehr feine Diskretisierung zu umgehen, behilft man sich mit sogenannten Turbu-
lenzmodellen. Beispiele fiir solche Turbulenzmodelle sind das k—es—Modell, das k—w-Modell
oder zum Beispiel das k — ¢ — f—Modell. Dies ist jedoch nur eine Auswahl von Modellen.
Mehr iiber Turbulenzmodelle findet man zum Beispiel in [31].

Die Standardverfahren zur Losung der Navier-Stokes—Gleichungen fiir turbulente Stro-
mungen basieren auf der Finite-Volumen—Methode. Ziel dieser Arbeit ist es, die Navier—
Stokes—-Gleichungen direkt zu rechnen. Das heiffit es wird kein zusétzliches Modell zur
Behandlung der Turbulenzen betrachtet. Weiters wird in dieser Ausarbeitung nicht die
Finite-Volumen—Methode zur Berechnung einer Loésung verwendet, sondern die Finite—
Elemente-Methode.

Die Arbeit ist in fiinf Kapitel unterteilt, deren Inhalt kurz beschrieben wird.

Kapitel 1) Im ersten Kapitel werden die Navier—Stokes—Gleichungen aus physikalischen
Gesetzen hergeleitet. Als Grundlage hierfiir dienen die Erhaltungsgleichungen, wie
die Erhaltung der Masse, die Erhaltung des Impulses und die Erhaltung der Energie.
Da aber das System unterbestimmt ist, werden spezielle Fluide betrachtet, aus deren
Eigenschaften zusétzliche Gleichungen gewonnen werden konnen. Dazu werden ide-
ale wiarmeleitende Gase betrachtet, sowie inkompressible Fluide unter Vernachléssi-
gung der Energieerhaltung. Dieser zweite Spezialfall dient als Grundlage der weiteren
Ausarbeitung.

Kapitel 2) Ziel des zweiten Kapitels ist zu zeigen, dass das zu den Navier—Stokes—Gleichun-
gen gehorige Variationsproblem fiir inkompressible Fluide mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen und homogenen Neumann—-Randbedingungen eine eindeutige Lo-
sung besitzt. Dafiir werden zuerst diverse Funktionenrdume mit den zugehorigen
Normen eingefithrt. Im néchsten Abschnitt wird ein allgemeines gemischtes Varia-
tionsproblem auf Losbarkeit untersucht. Diese Losbarkeitsbedingungen werden dann
auf die Navier—Stokes—Gleichungen iibertragen. Dazu werden zunéchst die stationéren
und anschlieflend die instationidren Navier—Stokes—Gleichungen betrachtet.
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Inhaltsverzeichnis

Kapitel 3) In Kapitel drei werden diverse Strategien zur Diskretisierung der Navier—Stokes—
Gleichungen betrachtet. Zunéchst wird eine Methode zur Zeitdiskretisierung vorgestellt.
Da die Navier—Stokes—Gleichungen eine Nichtlinearitét beinhalten, wird ein Verfahren
zur Linearisierung betrachtet. Anschliefend wird die Finite-Elemente-Methode auf
das zeitdiskretisierte und linearisierte Variationsproblem angewandt. Zuletzt wird
noch ein Algorithmus angegeben, der das Losungsverfahren in dieser Arbeit beschreibt.

Kapitel 4) Fiir manche Anwendungen ist neben der Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes
auch die Kenntnis der Bahnkurven von Partikeln notwendig. Die Bahnkurven sind
als Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung gegeben. In Kapitel vier wird
ein Algorithmus angegeben, mit dem sich Partikel in einem Stromungsfeld verfolgen
lassen, und so die Bahnkurve ermittelt werden kann.

Kapitel 5) Im fiinften Kapitel werden Beispiele prisentiert, die mit Hilfe der in Kapi-
tel drei beschriebenen Diskretisierungsstrategien berechnet wurden. Zuerst werden
zwei Beispiele im Zweidimensionalen betrachtet, wobei fiir das zweite Beispiel die
Bahnkurven einiger Partikel berechnet wurden. AnschlieBend wird auch noch ein
Beispiel mit einer dreidimensionalen Geometrie angegeben.
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1 Modellierung

In diesem Kapitel werden die Navier-Stokes—Gleichungen aus fundamentalen physikalis-
chen Gesetzen hergeleitet, als Grundlage hierfiir dienen die Erhaltungsgleichungen. Als
Referenz fiir dieses Kapitel sei auf [11, 13] verwiesen.

1.1 Grundlagen

Im Folgenden sei Q C R?, d = 2,3, ein beschrinktes und zusammenhéngendes Gebiet, die
sogenannte Referenzkonfiguration. Jedes X € () représentiert einen Massenpunkt, diese
Massenpunkte konnen auf Grund &usserer Einwirkungen zeitlich in ihrer Position variieren.
Es sei nun

t— x(t, X)

die Abbildung, die den zeitlichen Verlauf des Massenpunktes X € € beschreibt (siehe
Abbildung 1.1). Mit Hilfe dieser Abbildung kann die Menge der Massenpunkte zu jedem
Zeitpunkt ¢ > 0 beschrieben werden als

Q(t) = {x(t,X) | X € Q}.
Weiters sind fiir die Abbildung x(¢, X) folgende Annahmen sinnvoll:
(A1) Fiir alle X € 2 gilt x(0, X) = X.
(A2) Die Abbildung (t,X) — x(t, X) ist stetig differenzierbar.
(A3) Fiir alle t > 0 ist Q© 3 X — x(t, X) € Q(¢) invertierbar.
(A4) Die Jacobi-Determinante J(t, X) = det (Vx(¢,X)) ist fiir alle ¢ > 0 positiv.

Auf Grund der Invertierbarkeit von x(t, X) fiir alle t > 0 konnen den Massenpunkten zuge-
ordnete physikalische Grolen auf zwei verschiedene Arten geschrieben werden. Einerseits
konnen diese GroBen als (¢, x) in Abhéngigkeit von x geschrieben werden, auf der anderen
Seite als ®(t, X) in Abhéngigkeit von X. Insbesondere gilt die Beziehung

e (t,x(t, X)) = &(t, X).
Hinter diesen Schreibweisen verbergen sich zwei verschiedene Typen von Koordinaten.

e Bei den materiellen oder Lagrangeschen Koordinaten X wird ein bestimmer Massen-
punkt betrachtet und dessen Bewegung verfolgt.
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1 Modellierung

Abbildung 1.1: Verlauf eines Massenpunktes X.

e Bei den Eulerschen Koordinaten x wird ein fester Raumpunkt betrachtet, an diesem
Raumpunkt befinden sich zu verschiedenen Zeitpunkten in der Regel verschiedene
Massenpunkte.

Um ein Fluid beschreiben zu koénnen, bendttigt man diverse physikalische Grofien, die
den Massenpunkten zugeschrieben werden. Diese Grofien sind der Geschwindigkeitsvektor
v(t,x), die Dichte o(t, x), der Druck p(¢,x) und die Temperatur (¢, x). Der Geschwindig-
keitsvektor v(t,x) ist gegeben durch

0
v(t,x) = v (t,x(t, X)) = V(t,X) = a—’t‘(t, X).
Fiir die Herleitung der Navier-Stokes—Gleichungen benotigt man noch Hilfsmittel. Ein
wichtiges Hilfsmittel sind Integralsitze, mit denen sich Volumenintegrale in Oberflichen-
integrale umschreiben lassen.

Satz 1.1 (Integralsatz von Green, [27]). Sei Q C RY, d = 2,3, ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet und u(x),v(x) zwei Funktionen, stetig differenzierbar in @ und stetig in
Q. Dann gilt

ou

al’i
Q

(x)o(x) dz = / w(x)u(x)n; ds, — / u(x)g;]i(x) de, i=1,....d

o0N Q

mit der i-ten Komponente des nach auffen gerichteten Normalenvektors n.

Satz 1.2 (Integralsatz von Gauss). Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet und
f(x) ein Vektorfeld mit stetig differenzierbaren Komponenten in 2 und stetig in 2. Dann

gilt
Q/V-f(x)dx:/f(x)-ndsgc

o0

mit dem nach auflen gerichteten Normalenvektor n.
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1.2 Erhaltungssétze

Beweis. Der Integralsatz von Gauss kann mit Hilfe des Integralsatzes von Green gezeigt
werden. Schreibt man das Volumenintegral um auf

!Vf /Zﬁi

so kann auf Grund der Linearitéit des Integrals auf jeden Term der rechten Seite der Satz
von Green (Satz 1.1) mit v(x) = 1 angewandt werden. Nun lésst sich das Volumenintegral

schreiben als
/E (9f2 dx—/g fi(x nldsm—/f( ) -nds,
axz = ’

o0

und somit folgt die Aussage des Satzes von Gauss. O]
Ein néchstes Hilfsmittel ist das Transporttheorem von Reynolds.

Satz 1.3 (Reynoldssches Transporttheorem). Sei x(t,X) eine Abbildung, die die Be-
dingungen (A1) — (A4) erfillt und weiters sei v(t,x) stetig differenzierbar. Fir eine stetig
differenzierbare Funktion ¢(t,x) gilt dann

G [otxa= [ (Fuax+v-(stxvien)) ar
w(t)

w(t)
mit w(t) C Q(t).

Fiir den Beweis des Reynoldsschen Transporttheorems sei auf [11] verwiesen.

1.2 Erhaltungssitze

1.2.1 Massenerhaltung

Die Massenerhaltung besagt, dass weder Masse erzeugt noch vernichtet werden kann. In
anderen Worten heifit das, dass die zeitliche Anderung der Masse gleich Null ist, beziehungs-

weise
dm

—(t
)
In der Kontinuumsmechanik ist die Masse eines Volumens gegeben durch

= 0.

m@:/wwm

w(t)

mit der Dichtefunktion o(t, x).
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1 Modellierung

Daraus folgt

dm d

w(t)

und mit Satz 1.3 gilt
/ —(t,x)+ V- < (t,x)v(t X)) dz =0
9t ) Q Y ) °
w(t)

Da diese Beziehung fiir jedes geeignete Volumen €(t) giiltig ist, und somit auch fiir jedes
Teilvolumen w(t), folgt fiir einen stetigen Integranden die Differentialgleichung

221,20+ 9+ (ol v(t,x)) =0 (12.1)

die sogenannte Kontinuitétsgleichung.

1.2.2 Impulserhaltung

Die Impulserhaltung besagt, dass die auf die Masse wirkende Kraft gleich der zeitlichen
Anderung des Impulses ist. In der klassischen Mechanik ist der Impuls gegeben als das
Produkt der Masse und der Geschwindigkeit. In der Kontinuumsmechanik lésst sich der
Impuls darstellen als

p(t):/g(t,x)v(t,x)dx.
w(t)

Die Kraft, die auf die Masse wirkt, kann unterteilt werden in eine Volumenkraft und eine
Oberflachenkraft, somit lasst sich die Impulserhaltung schreiben als

o(t,x)v(t,x)dx = /Q(t,x)f(t,x)dx—i- / b(t,x,n)ds,.
w(t) w(t) Ow(t)

dt

Der Term der linken Seite entspricht der zeitlichen Anderung des Impulses. Der erste Term
der rechten Seite beschreibt die auf w(t) wirkende Volumenkraft und der zweite Term die
auf Jw(t) wirkende Oberflichenkraft. Mit Hilfe des Satzes von Cauchy kann die Ober-
flachenkraft b(t,x,n) geschrieben werden als

b(t,x,n) = o(t,x)n,

mit dem symmetrischen Spannungstensor ¢(t,x) und dem nach aufilen gerichteten Nor-
malenvektor n. Fiir ndhere Informationen iiber den Satz von Cauchy sei auf [11] verwiesen.
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1.2 Erhaltungssétze

Das Oberfldchenintegral kann mit Satz 1.2 geschrieben werden als

/b(t,x,n)dsx: /g(t,x)ndsx: /V-g(t,x)dx.

Aw(t) Aw(t) w(t)
Fiir die Impulserhaltung gilt also
d

e o(t,x)v(t,x)d :/th (t,x)d /

w(t) w(t) w(t)

IIQ

und mit Satz 1.3 folgt die Darstellung

/ (% (Q(t,X)V(t,X)> +V. (Q(t,x)v(t,x) ®v(t,x)>) do = / o(t, x)f(t,x) dz

w(t)

Da diese Beziehung wieder fiir alle geeigneten Volumen () und fiir jedes Teilvolumen
w(t) gelten soll, folgt fiir einen stetigen Integranden die Differentialgleichung

0

= <Q(t, x)v(t, X)) + V- (g(t, x)v(t, x) @ v(t, x)) = o(t,X)E(t, %) + V - o (t, x).

Der Term der linken Seite kann mit Hilfe der Kontinuitédtsgleichung (1.2.1) vereinfacht
werden. Differenziert man die Terme der linken Seite partiell, so erhélt man

9 (g(t, x)v(t, x)) +V- <Q(t, X)v(t,x) ® v(t, x)) — ot x)g—:;(t, x) + v(t, X)%(t, X)

ot
+v(t,x)V - <g(t, x)v(t, x)>
+ o(t, x) (V(t, X) - V)v(t, X).

Fasst man die Terme der rechten Seite der obigen Gleichung geeignet zusammen, so lasst
sich diese schreiben als

o(t,x) (g—‘;(t, x) + (v(t, x) - V)v(t, x)) +v(t,x) <%(t, X)+ V- (Q(t, x)v(t, x))) .

Mit der Kontinuitdtsgleichung (1.2.1) verschwindet der zweite Term und die Impulserhal-
tung lésst sich schreiben als

o(t,x) (g—;’(t,x) + (V(t,X) : V)V(t,x)> = o(t,x)f(t,x) + V- a(t,x). (1.2.2)
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1 Modellierung

Um den noch unbekannten Spannungstensor (¢, x) zu beschreiben, benotigt man rheolo-
gische Gleichungen. Das sind Gleichungen, die das FlieBverhalten von Fluiden beschreiben.
Die einfachste Beziehung ist

g(t’ X) = —p(t, X)Ea

welche bei nichtviskosen Fluiden zum Einsatz kommt. Bei viskosen Fluiden gilt fiir den
Spannungstensor die Darstellung

o(t,x) = z(t,x) — p(t,x)I (1.2.3)

mit
T(t,x) = AV - v(t,x)[ + 2uD(v)(t, x)

und dem Deformationstensor
1
D(V)(tx) = 5 (Vv(t,x) + vv(t,x)T).

Néheres iiber den Spannungstensor o(t,x) findet man in [11, 13]. Die Groflen A und p
beschreiben die Volumenviskositéit beziehungsweise die Scherviskositét. Setzt man den
Spannungstensor (1.2.3) in die allgemeine Impulserhaltungsgleichung (1.2.2) ein, so erhélt
man die differentielle Darstellung der Impulserhaltung fiir viskose Fluide

o(t, x) (%(t,x) n (v(t,x) - V)v(t,x)) — o(t,x)E(t, %)
+V-z(t,x) — Vp(t,x).

1.2.3 Energieerhaltung

Die Energieerhaltung beschreibt die zeitliche Anderung der gesamten Energie
1
B(t, %) = Byin(t,X) + Ein(t,%) = 5 [V(£, ) + B (1, %),

die als Summe der kinetischen Energie und der inneren Energie dargestellt werden kann.
Sie besagt, dass die zeitliche Anderung der Energie gleich der am System geleisteten Arbeit
plus der durch Warmefluss verlorenen Warmeenergie und der Zufuhr von Wéarmeenergie
durch duflere Quellen entspricht. Die Gleichung lautet

d
T o(t, x)E(t,x)dr = /Q(t,x)f(t,x)-v(t,x) dz + /g(t,x)n~v(t,x) ds,
w(t) w(t) Ow(t)

- / Q(t»X)'ndsva/Q(t,x)g(t,x)dx.

Ow(t) w(t)

18



1.2 Erhaltungssétze

Der Term der linken Seite beschreibt die zeitliche Anderung der totalen Energie. Die ersten
beiden Terme der rechten Seite beschreiben die am System geleistete Arbeit durch die Vo-
lumenkrifte und durch die Oberflachenkrifte. Der dritte Term der rechten Seite beschreibt
den Verlust von Warmeenergie durch den Warmefluss iiber die Oberflache. Der letzte Term
der rechten Seite entspricht der zugefithrten Warmeenergie durch duflere Warmequellen.

Der Wérmefluss q(¢, x) iiber die Oberfliche kann mit dem Fourierschen Gesetz der Warme-
leitung und der Warmeleitfahigkeit k(¢,x) als

q(t,x) = —k(t,x)VO(t,x)

geschrieben werden. Fiir zusétzliche Informationen iiber das Fouriersche Gesetz sei auf
[11, 13] verwiesen.

Mit Satz 1.2 lassen sich die Oberflaichenintegrale auf Volumenintegrale umschreiben und
mit Satz 1.3 folgt die Darstellung

/ (% (Q(t, x)E(t, X)) +V- (g(t,x)E(t,x)v(t,x))) dr = / o(t,x)f(t,x) - v(t,x) dz

w(t) w(t)

+ / V- (g(t,x)v(t,x)) da + / v (k(t,x)V@(t,x)) da + / o(t, x)g(t, ) da.

w(t) w(t) w(t)

Da auch diese Gleichung fiir alle geeigneten €(¢) und auch fiir jedes Teilvolumen gelten
soll, folgt die differentielle Form der Energieerhaltung

%(gu,x)E(t,x)) + V- (ot ) E(Lx)V(E X)) = ot )E(L,X) - vt x)
+V - (2t x)v(tx)
+ V- (k(tx)VO(t,%))
+ o(t,x)g(t, x).

Der Term auf der linken Seite kann mit partieller Differentiation und der Kontinuitéts-
gleichung (1.2.1) vereinfacht werden auf

%(Q(t,X)E(t,X))+V~<Q(t,x)E(t,x)V(t,x)) = o(t,x) (%—f(t,x) +V- (E(t,x)v(t,x))) .
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1 Modellierung

Die allgemeine Darstellung der Energieerhaltungsgleichung hat somit die Form

o(t, ) (%—f(t,x) V. (E(t,x)v(t,x))) = o(t,x)E(t,x) - v(t, %)
+V- (g(t,x)v(t,x))
+V. (k;(t, x)Vo(t, X))
+ o(t,x)g(t,x).

Wie bei der Impulserhaltung kommt auch bei der Energieerhaltung der unbekannte Span-
nungstensor g(t,x) vor. Bei viskosen Fluiden gilt fiir den Spannungstensor die Darstellung
(1.2.3). Dadurch lasst sich die Energieerhaltungsgleichung fiir viskose Fluide schreiben als

o(t,x) (%—f(t,x) +V. (E(t,x)v(t,x))) = o(t,x)f(t,x) - v(t,x)

4V (;(t, X)v(t, x))
—v. (p(t, x)v(t, x))
+V- <k(t, x)Vo(t, x>)
+ ot x)g(t,x).

(1.2.4)

1.3 Navier—Stokes—(Gleichungen

Zur Beschreibung eines viskosen Fluides erhédlt man nun folgendes System.

Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v (¢, x), der Druck p(¢,x), die Dichte o(¢,x) und die
Temperatur 0(¢,x) als Losung des folgenden Systems.
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1.3 Navier—Stokes—Gleichungen

%(t,x) LV <Q(t,x) V(t,x)> ~0

o(t, %) (%(t,x) n (v(t,x) - v>v(t,x))

o(t, x)f (¢, x)

£V 2(t,x) — Vp(tx)

o(t,x) (%—f@,x) +V- (E(t,x)v(t,X))) = o(t, x)f(t,x) - v(t,x) (1.3.1)
o (glvie )

-V (p(tx)v(tx)

+ V- (kltx)Vo(t,%))

+o(t, x)g(t, x)

Dieses System ist jedoch unterbestimmt, das heiflit man benotigt noch zusétzliche Gle-
ichungen, um das System zu vervollstindigen. In den néchsten beiden Abschnitten werden
zwei spezielle Fluide betrachtet, um auf zusétzliche Gleichungen zu kommen. Der erste
Spezialfall betrachtet warmeleitende ideale Gase und der zweite Spezialfall beschréankt sich
auf inkompressible Fluide unter Vernachlassigung der Energieerhaltungsgleichung.

1.3.1 Warmeleitende ideale Gase

Beschriankt man sich auf warmeleitende ideale Gase, erhélt man zusétzliche Gleichungen,
um das System (1.3.1) zu vervollstédndigen. Fiir ndhere Informationen iiber ideale Gase sei
auf [13] verwiesen.

Fiir ideale Gase gilt die Zustandsgleichung
p(t,x) = o(t,x)0(t,x)R

mit der Gaskonstanten R = ¢, — ¢,. Die beiden Konstanten ¢, und ¢, beschreiben die
spezifische Temperatur bei konstantem Druck beziehungsweise bei konstantem Volumen.

Zusétzlich besitzt die innere Energie bei idealen Gasen die Darstellung

Eini(t,x) = ¢, 0(t,x).
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1 Modellierung

Zur Beschreibung eines warmeleitenden idealen Gases erhélt man nun folgendes System.
Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(¢,x), der Druck p(¢,x), die Dichte o(t, x) und die
Temperatur 0(t,x), sodass

0

221, + 9 (olt, %) v(t,%))

o(t, ) (%(t,x) + (V(t,x) - V)v(t,x))

o(t, x)f(t,x)

+ V- z(t,x) — Vp(t,x)

o(t, x) (%—f(t,x) +V- (E(t,x)v(t,x))) — o(t, x)E(t, %) - v(t,x)

+V- (g(t, x)v(t, x)>
-V (p(t, x)v(t, x))
+V- (k(t,x V@(t,x))

+ o(t,x)g(t, x)
p(t,x) = o(t,x)0(t,x)R

1
B(t,x) =5 [v(t, x)|* + ¢, 0(t, x)

erfiillt ist.

1.3.2 Inkompressible viskose Fluide

Beschréinkt man sich auf inkompressible Fluide, so ist die Dichte o(t,x) eine konstante
Stoffeigenschaft. Dadurch vereinfacht sich die Kontinuitédtsgleichung (1.2.1) auf

%(t,x) +V- (g(t,x) V(t,x)> =oV - v(t,x)=0.

Kiirzt man p aus der obigen Gleichung, so lédsst sich die Kontinuitétsgleichung schreiben
als

V-v(t,x)=0.

Der Term V - 7(t,x) aus der Impulserhaltungsgleichung (1.2.4) kann vereinfacht werden
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1.3 Navier—Stokes—Gleichungen

auf

V.or(t,x)=V- <>\ V- v(t,x) 11) +V- (2,@@)@, x))

=0

~v. (2u% (vt + V"(t’X)T»

=u | Av(t,x) +V(V~V(t,x)>

= pAv(t, x).

Zusétzlich wird die Energieerhaltungsgleichung vernachléssigt. Das resultierende System
zur Beschreibung eines viskosen und inkompressiblen Fluids lautet wie folgt.

Gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld v(t,x) und der Druck p(t, x), sodass

erfiillt ist. Dividiert man durch die konstante Dichte, so erhilt man das folgende System.

ov

E@’X) + (V(t,X) : V)V(t,x) = f(t,x) + vAv(t,x) — Vp(t,x)

V-v(t,x)=0

(1.3.2)

Die in der Impulserhaltungsgleichung vorkommenden Grofle v ist die kinematische Viskositét
und ist gegeben als

_H
v="=.
0
Wobei u die dynamischen Viskositdt bezeichnet. Die Funktion p(t, x) ist gegeben als
.1
p=-p
%

Im nachfolgenden Kapitel wird das Problem (1.3.2) auf Losbarkeit untersucht. Dazu wird
das Problem im Raum-Zeit-Zylinder (0,7") x €2 betrachtet. Weiters muss das gesuchte
Geschwindigkeitfeld eine Anfangsbedingung v(0,x) = v(x) sowie gewisse Randbedingun-
gen erfiillen. Dabei wird zuerst das stationédre Problem betrachtet und anschlielend das
instationdre Problem.
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2 Analysis

In diesem Kapitel werden zunéchst grundlegende Aussagen iiber Banachrdume behan-
delt. Im néchsten Abschnitt werden Funktionenrdaume eingefiihrt, welche die Grundlage fiir
die Losungstheorie bilden. Dazu gehoren die Rédume der differenziebaren Funktionen, die
Lebesgue-Raume sowie die Sobolev-Raume. Im darauffolgenden Abschnitt wird gezeigt,
welche Voraussetzungen erfiillt sein miissen, damit ein gemischtes Variationsproblem gelost
werden kann. In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird dann die Losbarkeit
der stationédren und der instationdren Navier—Stokes—Gleichungen diskutiert.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Produktraume von Banachrdumen, sowie die Bochner-Riume
eingefiihrt.

Lemma 2.1. Sein € N und X; ein Banachraum mit Norm || - ||x, fir allei=1,2,...,n.
Der Produktraum ist definiert als X := [[ X; mit Elementen x = (x1,...,2,), ; € X.
i=1

Fiir 1 < p < oo ist durch
»

1/l x.p) = {Z IIIiIIQi}
=1

beziehungsweise fiir p = oo

ellx o) = max ]| x,

eine Norm auf X gegeben. Mit diesen Normen wird der Produktraum X wieder zu einem
Banachraum. Der Dualraum von X ist das Produkt der Dualrdume von X;, dass heifst

-
i=1

Fiir weitere Eigenschaften von Produktraumen und fiir den Beweis von Lemma 2.1 sei auf
[1, 32] verwiesen.

Notation 2.2. Fir p = 2 gelte die folgende Notation.

Ixllx = Il x.2)
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2 Analysis

Lemma 2.3. Sei X ein Banachraum, T € R mit 0 < T. Fir 1 < p < oo und eine
Abbildung v : (0,T) — X sei

T v
ol = { [ ol d

0
beziehungsweise fiir p = oo

[0l 2ec(o,rix) == ess sup [Jo(t)[[x.
te(0,7)

Dann st durch
Ly(0,T;X) :=={v:(0,T) = X | |v|l1,0mx) < o0}
ein Banachraum definiert. Fir 1 < p < oo st der Dualraum gegeben als
Lp(0,T; X)" = Lg(0,T; X')
mit  + ¢ = 1.

Fiir den Beweis sei auf [33, 34] verwiesen.

2.2 Funktionen—Raume und Normen

In diesem Abschnitt werden wichtige Definitionen und Figenschaften diverser Funktio-
nenrdume wiederholt. Zuerst werden die stetigen und differenzierbaren Funktionen betra-
chtet sowie die zugehorigen Funktionenrdume. Danach werden die interierbaren Funktionen
und die Lebesgue-Raume eingefiihrt. Zuletzt werden die Sobolev-R&ume betrachtet, sowie
einige Eigenschaften und Aussagen der Sobolev—Réaume wiederholt.

2.2.1 C*—R#iume

Fiir die folgende Definitionen und Bemerkungen sei auf [27] verwiesen.

Definition 2.4 (Multiindex). Fir d € N bezeichnet das d-Tupel o = (v, ..., aq) einen
Multiindex mit o; € Ng. Der Betrag eines Multiindex o ist definiert als

la| == a1 + ...+ ag.
Weiters lasst sich die Faktorielle o! eines Multiindex definieren als

al i =aq!. .. ayl.
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2.2 Funktionen—Raume und Normen

Mit Hilfe eines Multiindex und einer geniigend glatten Funktion u(x), x € R?, lisst sich
die partielle Differentiation schreiben als

Dou(x) = (%)al . <a%)ad u(x) = g:lu(x)

: o .00 g
mit x* =z -1,

Definition 2.5 (C*~R#ume). Sei Q C R? ein offenes Gebiet. Fiir k € Ny bezeichnet
Ck(Q) den Raum der beschrinkten und k—mal stetig differenzierbaren Funktionen in €.

Definition 2.6 (C*~Norm). Fiir ein offenes Gebiet Q@ C R? und u € C*(Q), k € Ny,
wird durch das Funktional

[uller ) = Z sup |Du(x)|

o<k xeN
eine Norm auf C*(Q) definiert.

Definition 2.7 (C*°—Raum). Sei Q C R? ein offenes Gebiet. Dann bezeichnet C*(()
den Raum der beschrinkten und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen in €.

Mit der punktweisen Addition beziehungsweise Multiplikation werden die C*-Raume zu
Vektorrdumen und mit der C*~Norm zu Banachriumen. Fiir den Beweis der Vollstindigkeit
sei auf [2] verwiesen.

Definition 2.8 (Triger einer Funktion). Fir eine Funktion u : Q — R ist der Trager
definiert als

suppu = {x € Q | u(x) # 0}.

Der Trdger ist somit der Abschluss jener Punkte in ), fir die u nicht verschwindet.

Definition 2.9 (Cf¥—R#ume). Sei Q C R? ein offenes Gebiet, dann bezeichnet die Menge
CH(Q) = {ueC*Q) ! suppu CC Q}, keNg
den Raum aller C*—Funktionen in Q mit kompaktem Trdger.

Definition 2.10 (C*(Q)-Raume). Sei Q C R? offen und beschrdnkt. Dann beschreibt
Ck(Q) den Raum der beschrinkten und k-mal stetig differenzierbaren Funktionen in €,
deren partielle Ableitungen bis zur Ordnung k stetig auf den Rand 0S) fortgesetzt werden
konnen.:

C*(Q) := {u € C*(Q) | D*u stetig fortsetzbar auf 90Q V |af < k}.

Definition 2.11 (Cg°~Raum). Sei Q C R? ein offenes Gebiet, dann bezeichnet die Menge
C$° () den Raum der beschrinkten und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen
in 0 mit kompaktem Trdger.
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2 Analysis

Die Rdume der stetigen und differenzierbaren Funktionen stellen jedoch eine zu starke Ein-
schriankung fiir die Losungstheorie von partiellen Differentialgleichungen dar. Als Beispiel
betrachte man das Poisson-Problem

—Au(x) = f(x) firxeQ=(0,1)"%

Fiir dieses Problem kann fiir unstetige rechte Seiten f keine Losung u € C?(2) gefunden
werden. Da aber Unstetigkeiten in physikalischen Modellen hiufig auftreten, ist es sinnvoll,
schwichere Regularitdtsanforderungen an die Losung u zu stellen. Als Grundlage hierfiir
dienen die integrierbaren Funktionen.

2.2.2 Lebesgue—Riume

Um die Lebesgue Réume einzufithren, benétigt man den Begriff der Aquivalenz zweier
messbarer Funktionen. Fiir Q C R? sei

L) :={u: Q=R ’ u messbar }

die Menge aller in § erklirten Funktionen. Somit lisst sich die Aquivalenz zweier Funktio-
nen u,v € L£(2) definieren als

u~vie {xe Q| ux)#uv(x)} CQist eine Menge vom Maf Null.

Definition 2.12 (L,~R&ume). Sei Q C R? ein offenes Gebiet. Fir 1 < p < oo sind
die Lebesque-Rdume L,(2) definiert als die Menge der Aquivalenzklassen von messbaren
Funktionen, deren Betrag zur p—ten Potenz integrierbar ist. Fiir p = oo ist der Lebesque—
Raum Lo () definiert als die Menge der in 0 fast tiberall beschrdnkten und messbaren
Funktionen.

Definition 2.13 (L,~Norm). Sei 1 < p < co. Fiir u € L,(Q2) wird durch das Funktional

Jullye = [ a0l da
Q

eine Norm auf L,(Y) definiert. Fir p = oo definiert

P

ull o) :=ess sup [u(x)| = inf sup |u(x)]
x€Q u(K)Q x€Q\K

eine Norm auf Lo ().

Lemma 2.14 (Héldersche—Ungleichung). Sei 1 < p,q < oo mit }D + % = 1. Fir zwei
Funktionen u € L,(2) und v € L, (2) ist dann uwv € L1(Q) und und es gilt

/ [u()v(0)] do = Jutllzu@) < lullzyelollzyco) (2.2.)
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2.2 Funktionen—Raume und Normen

Lemma 2.15 (Minkowski—Ungleichung). Sei 1 < p < oo und u,v € L,(2), dann gilt

lu+ vl < lullz,@ + Iv]z,@

Fiir den Beweis der Holder-Ungleichung beziehungsweise der Minkowski—Ungleichung sei

auf [2] verwiesen.

Lemma 2.16 (Lyapunov—Ungleichung, [30]). Sei 1 < pg,p; < oo und 0 < 0 < 1. Dann

gilt mat % = 1p;00 + pil und fir alle f € Ly, () N L,, () die Abschdtzung

11z < NI @ I I1Z,, 0
Weiters ist Ly, (€2) N Ly, (2) C Ly(2).

Beweis. Sei 0 < 6 <1 und % = L0+ 9 Definiert man p und § als

Po P1
D= S und q:= P
(1-0)p Op’
dann gilt
1 1 1—-0 0 1—-0 0
L e (10 0
2 Do b1 Po b1 p
Mit f € Ly, (€2) N L,, (2) und der Holder-Ungleichung (2.2.1) gilt

FIZ, @ = 17 zaey = 1FS P sy < IFY o 17 ae)

—(41) —:(42)
Der Ausdruck (A;) kann umgeschrieben werden in
d-0)p
P Po
Pl ) = /'ﬂ(lom )= /'ﬂp0 dz = A1
Q Q

und der Ausdruck (As) in

1 op

q Pl

1o = | [ 1017 @ / P | =12 o
Q

Somit gilt die Abschitzung

(1-0
1% oy < IFIE @I

aus welcher direkt die Ungleichung (2.2.2) folgt.

(2.2.2)
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2 Analysis

Die L,~Réume sind mit den zugeh¢rigen Normen vollstdndig und somit Banachrédume,
dazu sei auf [1, 2] verwiesen.

Mit dem Dualitats—Produkt

(1, v} = / u(x)v(x) do

folgt

B [(u, v)q
[ully@ = sup e
0£vELL(Q) HUHLq(Q)

fﬁr1§p<oound%+%:1.

Bemerkung 2.17. Der Banachraum L,(2) ist der Dualraum von L,(§2) wobei die Bezie-
hung %D -+ é = 1 gilt. Weiters ist fir L.(Q2) der Dualraum durch Li(S) gegeben, die
Umkehrung gilt jedoch nicht. Fiir den Beweis der Dualitit sei auf [30] verwiesen.

Bemerkung 2.18. Fiir p = 2 ist durch
(u, U)L2(Q) = /u(x)v(x) dz
Q

ein Skalarprodukt auf Lo(QY) definiert und es gilt

2
(u, u)LZ(Q) = ||u||L2(Q)

fir alle u € Lo(S2). Somit ist der Lo(QQ) nicht nur ein Banachraum, sondern auch ein
Hilbertraum.

Da aber bei den Lebesgue—Réumen keine Information iiber die Ableitung einer Funktion
bekannt sind, sind diese Rd&ume noch nicht ausreichend fiir eine Losungstheorie von par-
tiellen Differentialgleichungen. Sie dienen jedoch als Basis fiir die Herleitung solcher Raume,
den sogenannten Sobolev—Raumen.

2.2.3 Sobolev—Riume

Zur Herleitung der Sobolev—R#dume ist der Begriff der verallgemeinerten Ableitung aus-
schlaggebend. Um diesen Begriff sinnvoll einzufiihren, benttigt man den Raum der lokal
integrierbaren Funktionen. Dieser ist definiert als

L) :=={v|ve Li(K) VK CQkompakt }.

Damit kann die verallgemeinerten Ableitung wie folgt definiert werden.
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2.2 Funktionen—Raume und Normen

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Nicht—Lipschitzgebiete.

Definition 2.19 (Verallgemeinerte partielle Ableitung). Sei u € L¢(Q2), dann heifit
v € LI¢(Q) verallgemeinerte Ableitung der Ordnung o von u, falls

/v(x)cp(x) dz = (—1)|a|/u(x)Da¢(x) dz
Q Q

fir alle p € C§(QY) erfillt ist. Man schreibt v = D*u.

Existiert die klassische Ableitung D*u einer Funktion u, so stimmen die klassische Ableitung
und die verallgemeinerte Ableitung {iberein.

Definition 2.20 (Lipschitzhypograph, [16]). Sei Q C R? mit d > 2. Die Menge  heifst
Lipschitzhypograph, falls eine Lipschitz-stetige Funktion f : R — R existiert, sodass

Q= {XERd | zdgf(xl,...,xd_l)}.

Definition 2.21 (Lipschitzgebiet, [27]). Sei d > 2 und Q C R offen mit kompaktem
Rand I' = 0. Die Menge Q) heif$it Lipschitzgebiet, wenn endliche Familien {T';};_, und
{Q;}7_, existieren, sodass die folgenden Figenschaften erfillt werden.

(L1) Die Familie {I';} ist eine offene Uberdeckung des Randes ', dass heifit T'; C R ist
offen und I C |J I';.
i=1

(L2) Jedes §; kann durch Translation und Rotation in einen Lipschitz—Hypographen trans-
formiert werden.

(L3) Firallei=1,....,n gilt [;NQ=1,N¢Q,.

In Abbildung 2.1 sind Beispiele fiir Gebiete angegeben, die keine Lipschitzgebiete sind.

In den nachfolgenden Definitionen und Kapiteln sei Q C R%, d > 2, ein beschriinktes Lip-
schitzgebiet.
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2 Analysis

Definition 2.22 (Wf-Norm). Sei k € Ny, dann wird fir 1 <p < oo durch

1
P

[ullws ) = Z ID%ull} 0y ¢ >

|a|<k
beziehungsweise fiir p = oo durch

||U||W§O(Q) = ‘Iﬁg ||Dau||Loo(Q)

eine Norm definiert.

Definition 2.23 (Sobolev Ridume mit natiirlicher Ordnung). Fir k € Ny ist der
Sobolev-Raum WF(Q) definiert als die Vervollstindigung des C> () beziiglich der W ~Norm,
dass heifst

WE(Q) = O () ke
Analog kann der Sobolev-Raum W;(Q) als Abschluss des C§°(S2) definiert werden,
W) = C(@) he.

Bemerkung 2.24. Fir k € N ist der Sobolev-Raum Wp_k(Q), 1 < p < oo, definiert als

der Dualraum von qu(Q) mit % + % = 1. Die zugehirige Norm ist gegeben durch

U, V)0
||u||Wp_k(Q) = sup u
0A£vEWE(Q) ||U||qu(n)

Umgekehrt ist der Wp_k(Q) der Dualraum von W} (Q).

Die W;(Q)—Raume sind fiir 1 < p < oo und den zugehorigen Normen vollstdndig und
somit Banachrdume, dazu sei auf [1] verwiesen.

Bemerkung 2.25. Fiir p = 2 st durch

(u, U)wzk(m = Z (Da“’Da”)Lz(m

la| <k

ein Skalarprodukt auf Wx(Q) definiert. Weiters gilt

2

fiir alle uw € WF(Q). Somit ist WE(Q) auch ein Hilbertraum.
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Definition 2.26 (Sobolev Rdume mit reeller Ordnung). Sei s € R mit s > 0 und es
gelte s = k+ k mit k € Ny und k € (0,1). Dann definiert

1
lelhwsn = {10l o + ol }

die Sobolev-Slobodeckii—Norm, mit der zugehb’m’gen Halbnorm

[ Du(x) — Du(y)[”
|'U|Ws(Q) = Z// dtpr dl‘dy

lal=k g 3 |X y,

Die zugehorigen Sobolev—Rdume sind wieder als Abschluss des C*°(QQ) beziehungsweise als
Abschluss des C3°(Q) definiert.

Bemerkung 2.27. Fiir p = 2 st durch

DO‘ D*y(x) — D*v

IX—yI

lal=k o 0
ein Skalarprodukt auf W3(Q) definiert. Somit ist W5(Q) ein Hilbertraum.

Bemerkung 2.28. Sei s € R mit s > 0 und es gelte s = k + x mit k € No und € (0,1).
Der Sobolev-Raum W;*(§2), 1 < p < oo, ist definiert als der Dualraum von W7 (§2) mit
i + é = 1. Die zugehorige Norm ist gegeben durch

oy = s oethol

orvews @) Vllwz@)

Umgekehrt ist der VT/p*S(Q) der Dualraum von W;(€2).

Die Sobolev—R&ume kénnen auch iiber Fourier—Transformationen und Distributionen einge-
fithrt werden. Diese Riume werden mit H*(R?) bezeichnet. Mehr iiber die Einfiihrung dieser
Réume findet man zum Beispiel in [27, 34]. Es gibt jedoch einen starken Zusammenhang
zwischen den Sobolev—Réumen H?® und W3. Dieser Zusammenhang wird in den folgenden
Satzen angegeben.

Satz 2.29. Firs € R und d € N gilt
H*(R?) = W3 (R?).
Fiir ein beschrinktes Gebiet  C R? ist der Sobolev—Raum H*(f2) definiert als
H*(Q) := {v]a | v € H(RY)}

mit der Norm

v s = lnf 6 s .
H |H(Q) %Hs(Rd)H HH(Rd)

dg=v
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2 Analysis
Satz 2.30. Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet, dann gilt fiir alle s > 0
H*(Q) = W5(Q).

Notation 2.31. Sei Q C R?, d > 2, ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Fiir den Spezialfall
p = 2 sind die folgenden Schreibweisen gebrduchlich.

Seien u,v € Ly(2), man schreibt

(u, U)o = (u, U)LQ(Q)’

[ullo = llullLo)-

Fiir den Sobolev—Raum W3 (Q) ist die folgende Notation tblich.

HA Q) =W5(Q),  Hj(Q) = W5(Q).

Weiters schreibt man fir u,v € H*(Q)

uls = |u|ms (),

d
Analoge Notationen gelten auch fir den Produktraum [] H*(£2).
i=1

H*(Q) := H HQ),  HQ):= H H(Q).

Fiir u,v € H*(2) sei
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2.2 Funktionen—Raume und Normen

d 3
ufs := [ufm )2 = {Z Iuilﬁ} :
=1
d 3
[alls = [lull@:()2) = {Z ||ui||§} :
=1

Satz 2.32 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei Q2 C R ein beschrinktes Lipschitzge-
biet und k,l € Ng mit k > 1.

o Wenn k — g > 11— g mit p,q € [1,00), dann kann der Sobolev—Raum Wf(Q) stetig

in den Raum W,(Q) eingebettet werden. Das heifst, WF(Q) C WH(Q) und es existiert
eine Konstante cg > 0, sodass

lullwie) < cellullwr@
fiir alle w € WF(Q) gilt.

o Wenn k — % > [ — g mit p,q € [1,00), dann ist die Finbettung kompakt, man schreibt
WrQ) cc WhQ).

Fiir die spéatere Analysis werden Abschéatzungen der Art
[ul|z,@) < cllully

gebraucht. Mit Satz 2.32 kénnen solche Abschétzungen angegeben werden, dazu sei auf die
folgende Bemerkung verwiesen.

Bemerkung 2.33. Fiir ein beschrinktes Lipschitzgebiet Q C R? und k € N mit k > 1 gilt

2 2
k—520>—— fir alle g € [1,00)
q

und somit H*(Q) CC L,(Q). Weiters existiert eine Konstante cg > 0, sodass
[ullzo@) < callulls

fiir alle q € [1,00) und fiir alle uw € H*(Q).
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Fir Q c R und k € N mit k > 1 gilt

w
—_

3

k-S> o>

3 " 1
5 5 = fiir alle g € [1, 6]

und somit H*(Q) C L,(Q) fir alle q € [1,6] beziehungsweise H*(Q) CC L,(Q) fiir alle
q € [1,6). Weiters existiert eine Konstante cg > 0, sodass

[ullzo@) < callulls

fiir alle q € [1,6] und fir alle u € H*(Q).

Definition 2.34 (Sobolev—Riume auf dem Rand). Sei ' = 9Q mit Q C RY. Fiir
s € (0,1) ist die Sobolev—-Slobodeckii-Norm auf I definiert als

5 Ju(x) — u(y)|?
Hs(T) = ||u||L2(F) + Tiras dsa dsy
) [x—vl

r

lul

Definition 2.35 (Sobolev—Réaume auf Teilrdndern). Sei 'y C I eine offene Teilmenge
des Randes von Q C R, Fiir s > 0 sei

H*(Tg) == {v|r, | ve H*T)}.

Die zugehdrige Norm ist gegeben als

||UIHS(FO) ;= inf ||77||Hs(p).

veH*(T)
B|py=v

Definition 2.36 (Innere Spur). Sei Q2 C R? ein beschrinktes und einfach zusammenhdn-
gendes Gebiet. Weiters sei der Rand I = 0 hinreichend glatt. Dann ist fiir eine Funktion
f:Q — R die innere Spur gegeben als
int . . ~ ..
Y f(x) = Qa)lclgiepf(x) firxel.
Satz 2.37 (Spur—Satz, [27]). Sei Q C R? ein C* 11 -Gebiet. Fiir 3 < s < k ist der innere
Spuroperator A )
%' HA(Q) — H2(T)
durch

int

9" vl

< crllv]

ms) fur allev e H*(Q)

H*%(T)
beschrinkt.
Bemerkung 2.38. Fir ein Lipschitz—Gebiet ) kann Satz 2.37 mit k = 1 angewandt

werden. Somit gilt die Beschrinktheit des Spuroperators fiir alle v € H*(Q) mit s € (3, 1].
Die Beschrinktheit kann sogar fir s € (%, %) gezeigt werden.
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Satz 2.39 (Inverser Spur—Satz, [27]). Sei Q C R? ein C*~1'-Gebiet. Fir 5 < s < k
besitzt der innere Spuroperator 4™ : H*(Q) — HS_%(F) eine stetige Rechtsinverse

£:H3(T) — H*(Q)
mit Y EV = v fiir alle v € HS_%(F). Weiters gilt die Beschrdinktheit

|Ev] fiir alle v € H*2(T).

@ < crrllol g

Fiir ndhere Informationen iiber die Spursétze sei auf [27, 32] verwiesen.
Definition 2.40. Sei Q C R?, ein C*~1-Gebiet und 3 < s < k. Fiir g € H2(T) sei
H:(Q) == {ue H Q) | v"u=g}
die Menge aller Funktionen in H*($2), deren Spur der Funktion g auf I entspricht. Analog
ist fiir Teilrdnder I'x C T und fir g € HS_%(FA) die Menge
5.a(Q) = {u € H(Q) | " ulr, = g}
definiert.

Somit sind diverse Sobolev—Raume zur Behandlung der rdumlichen Ableitungen einge-
fithrt. Doch da die Navier-Stokes—Gleichungen instationér sind und somit auch zeitliche
Ableitungen vorkommen, werden Sobolev—Réume benotigt, die auch die Zeitableitung be-
handeln.

Definition 2.41 (Verallgemeinerte Zeitableitung). Sei v € Ly(0,7; X), dann heifst
w € Ly(0,T; X") verallgemeinerte Zeitableitung, falls

T T

/v(t)g—f(t) dt = —/w(t)gp(t) dt

0 0

fiir alle ¢ € C((0,T)) gilt. Man schreibt w(t) = 9(t).

Definition 2.42 (Gelfandscher Dreier). Sei V' ein reeller, seperabler und reflexiver
Banachraum und H ein reeller, seperabler Hilbertraum. Das Triple

VcH=H cV'

definiert einen Gelfandschen Dreier, falls V' dicht in H eingebettet ist und eine Konstante
c > 0 ezistiert sodass ||v||g < c||v||v fir allev eV gilt.

Mehr iiber Gelfandsche Dreier findet man in [34].
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Beispiel 2.43. Sei V = H}(Q) und H = Ly(Q2). Dann ist durch
HL(9) C L(9) © HY(Q)
ein Gelfandscher Dreier gegeben.
Lemma 2.44. Sei durch V und H ein Gelfandscher Dreier definiert. Dann ist der Raum

v

HY0,T;V,H) := {UE Ly(0,T5V) ‘ T

S L2(07 T7 V,) }

mat der Norm
2 I o
[l zr0rvimy = 0l Ta0.70) + ||§||L2(O,T;V’)
ein Banachraum.
Lemma 2.45. Sei V C H C V' ein Gelfandscher Dreier. Dann gilt
HY(0,T:V, H) € C([0, ], H)
und es existiert ein ¢ > 0 sodass

sup [[v(t)|la < cllvllm oz,
t€[0,T]

fiir alle v € HY(0,T;V, H) gilt.

Fiir den Beweis von Lemma 2.44 und von Lemma 2.45 sei auf [34] verwiesen.

Es sind somit alle nétigen Hilfsmittel fiir die Losungstheorie der Navier—Stokes—Gleichungen
eingefiihrt. Bevor jedoch die Navier-Stokes—Gleichungen direkt betrachtet werden, werden

einige Aussagen iiber abstrakte gemischte Variationsprobleme gezeigt, die dann auf die
Navier—Stokes—Gleichungen angewandt werden.

2.3 Das gemischte Variationsproblem

In diesem Abschnitt wird ein gemischtes Variationsproblem betrachtet und gezeigt, welche
Voraussetzungen gelten miissen, damit dieses Problem losbar ist. Dabei stot man auf den
Begriff der inf-sup—Bedingung, welche detailliert in [7] behandelt wird.

Es seien V und () zwei reelle Hilbertrdume mit den zugehorigen Normen || - ||y und || - ||o-

Weiters sel
a(,-): VxV =R

stetig und linear im zweiten Argument,

b(,):V xQ—>R
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2.3 Das gemischte Variationsproblem

sei stetig und bilinear.

Als Ausgangsproblem wird das folgende Variationsproblem betrachtet.

Sei f € V', gesucht sind v € V und p € @ als Losung von

a(u,v) +b(v,p) = f(v)

b @) = 0 (2.3.1)

firallev eV, g € Q.

Dieses Variationsproblem ist dquivalent zur folgenden Operatorgleichung.

Sei f € V', gesucht sind v € V und p € @, sodass

Au+B'p=f
Bu =20

in V' beziehungsweise in @’ erfiillt ist.

Die obigen Operatoren A und B sind definiert als

AV =V mit  (Au, v)yyy = a(u,v) Yo €V,
B:V =@ mit  (Bu,q)gxv = b(u,q) Vg€ Q,

und der adjungierte Operator B’, der definiert ist als
B .Q—-V mit (v, B'p)vxy :=b(v,p) Vv e V.

Fiir die weitere Untersuchung der Losbarkeit von (2.3.1) sei die Menge V; definiert als der
Kern des Operators B

Vo :==Ker(B) = {veV | Bv=0}.

Beschriankt man den Ansatzraum und den Testraum in Problem (2.3.1) auf V5 C V, so
lautet das resultierende Variationsproblem wie folgt.

Sei f € V' gesucht ist u € Vj als Losung von

a(u,v) = f(v) (2.3.2)

fiir alle v € V.
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Sei u € V und p € @ eine Losung des Variationsproblems (2.3.1). Dann gilt u € V{ und
u lost das Problem (2.3.2). Die Frage ist nun, welche Bedingungen erfiillt werden miissen,
damit zu einer gegebenen Losung u € Vy von Problem (2.3.2) ein eindeutiges p € @) gefun-
den werden kann, sodass u und p das Problem (2.3.1) losen. Eine erste wichtige Aussage
liefert das folgende Lemma.

Lemma 2.46. Sei b(-,-) : V. x @Q — R eine_ stetige Bilinearform mit dem zugehdorigen
Operator B :' V — Q. Weiters sei die Menge V' definiert als

‘O/ = {f eV’ ‘ <f,U>V/><V =0 Vove VE)}
Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent.

1) Es existiert eine Konstante > 0, sodass

inf sup G > p. (2.3.3)

0£4€Q ozvev [lgll@llvllv
Diese Bedingung wird auch als inf—sup—Bedingung bezeichnet.

2) Der Operator B’ ist ein Isomorphismus von @ nach V und es qgilt
1B'qllqr = Bllallq  fir alle g € Q.

3) Der Operator B ist ein Isomorphismus von Vg~ nach Q' und es gilt
| Bv|ly: > Bllv|lv  fiir alle v € V5,

mit

VOL:{UGV‘ (v,w)sz VweVp}.
Fiir den Beweis von Lemma 2.46 sei auf [7, 14] verwiesen.

Bemerkung 2.47. Die inf-sup—Bedingung (2.5.3) ist dquvalent zu

b(v, q)
Bllalle < sup
0#£veV vl

fiir alle g € Q.
Mit Hilfe von Lemma 2.46 kann der folgende Satz iiber die Losbarkeit des Variationsprob-
lems (2.3.1) gezeigt werden.

Satz 2.48. Es ezistiert eine eindeutige Losung uw € V und p € @ des Problems (2.3.1),
wenn die folgenden Voraussetzungen erfillt sind.

(V1) Die Bilinearform b(-,-) : V x Q — R erfillt die inf-sup—Bedingung (2.3.3).

(V2) Das Problem (2.3.2) besitzt eine eindeutige Losung u € V.
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2.4 Stationdre Navier—Stokes—Gleichungen

Beweis. Nach Voraussetzung (V2) besitzt das Variationsproblem (2.3.2) eine eindeutige
Losung u € Vp, sodass

a(u,v) = f(v)
fiir alle v € Vj erfiillt ist. Somit erfiillt u die Operatorgleichung Au = f in Vj.

Weiters gilt f — Au € V, da
<f - AU,U> = f(U) - a(u,v) =0
fiir alle v € V} gilt.

Die Bilinearform b(+, -) erfiillt nach Voraussetzung (V1) die inf-sup—Bedingung (2.3.3), und
nach Lemma 2.46 ist der Operator B’ ein Isomorphismus von () nach V. Es existiert also
fiir alle v € V ein eindeutiges ¢ € ), sodass B'p = v in V' gilt. Aus f — Au € 1% folgt die
Existenz von p € (), sodass

B'p=f— Au
in V'.
Da u € Vj, ist auch
Bu=20
in Q' erfiillt.
Somit folgt die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems (2.3.1). O

Mit Hilfe von Satz 2.48 und einer Bilinearform b(-,-), die die inf-sup-Bedingung (2.3.3)
erfiillt, sind somit Problem (2.3.1) und Problem (2.3.2) dquivalent. Im néchsten Abschnitt
werden diese Aussagen iiber abstrakte gemischte Variationsprobleme auf die Navier—Stokes—
Gleichungen angewandt.

2.4 Stationidre Navier—Stokes—(Gleichungen

In diesem Abschnitt sei Q C R?, d = 2, 3, ein beschriinktes Lipschitzgebiet mit polygonalem
Rand (d = 2) beziehungsweise polyhedralem Rand (d = 3).

Yy
I'p

Q I'n

"
Abbildung 2.2: Beispiel fiir ein zweidimensionales Gebiet mit polygonalem Rand.

Weiters gelte die folgende Notation.
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2 Analysis

V:=H;p(Q) = HHé,D(Q)v Q = Ly(Q2), Q:=Ly(Q2) = HLz(Q)-

=1

2.4.1 Variationsformulierung

Die klassische Formulierung der stationdren Navier—Stokes—Gleichungen lautet wie folgt.

—vAu(x) + (u(x) : v)u(x) + Vp(x) = £(x) in O (2.4.1)
V-ux)=0 in Q (2.4.2)

u(x) =0 auf I'p (2.4.3)

—V(Vu(x)>n +p(x)n=0 auf Dy (2.4.4)

erfiillt ist.

Seien nun u € C%(Q) N CHQ) und p € CH(Q) N C(N) eine klassische Losung des obigen
Problems. Multipliziert man die Impulserhaltungsgleichung (2.4.1) mit einer beliebigen
Testffunktion v € V und integriert iiber das Gebiet €2, so gilt die Beziehung

/ £(x) - v(x)dz = / ( — vAu(x) + (u(x) : v)u(x) + vp(x)) v(x)dz

S / (vau) - v(x)dz + / ((ux)- V)uE) - v(x)dz
—i—/(Vp(x)) - v(x)de.

Integriert man im néchsten Schritt den ersten und dritten Term der rechten Seite partiell,
dann folgt

/ £(x) - v(x)dz = v / (Vu(x)) : (vv(x)) do — v / <Vu(x)n> v(x)ds,

Q
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2.4 Stationdre Navier—Stokes—Gleichungen

Das Einbinden der Randbedingungen (2.4.3) und (2.4.4) liefert die endgiiltige Darstellung

/f(x) -v(x)de = 1// <Vu(x)) : (VV(X)) dz +/ ((u(x) . V)u(x)) -v(x)de

Q Q Q

— /p(x) (V - V(X)) dz.

Q
Nach Multiplikation einer beliebigen Testfunktion ¢ € ) und Integration iiber €2 lautet die

Kontinuitétsgleichung (2.4.2)
/ (V . u(x))q(x) dz =0.

Q

Das Variationsproblem der stationédren Navier-Stokes—Gleichungen lautet also wie folgt.

Sei f € V', gesucht sind u € V und p € @ als Losung von

a(u,v) + c(u,u,v) +b(v,p) = f(v)

b g) = 0 (2.4.5)

fir alleve V, g€ Q.

Die Bilinearformen sind gegeben als

a(-,): VxV =R mit a(u,v):=v

<Vu(x)> : (vv(x)) de,  (2.4.6)

b(-,): Vx@Q—=R mit b(v,p) :=— [ p(x) (V : v(x)) dz, (2.4.7)

/
/

sowie die Trilinearform

() VXVXV SR mit o(w,u,v) = / (<w(x) : V)u(x)) v(x)dr. (2.4.8)

Lemma 2.49. Seien w,u,v € HY(Q), dann gilt fir die Trilinearform (2.4.8) die Ab-
schdtzung
c(w,u,v) < cljwlli[[af[}v]:.

Beweis. Die Trilinearform (2.4.8) kann geschrieben werden als

o(w, 1, v) = / <(w(x) - V)u(x)) v(x) dz
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Nach Bemerkung 2.33 ist fiir d = 2,3 und ¢ € [1,6] der Raum H'(Q) stetig in L,(Q)
eingebettet und nach Satz 2.32 existiert eine Konstante cg > 0, sodass

ullz @) < cpllulls  fir alle u € H'(Q)

gilt.

Wendet man zweimal die Holder-Ungleichung (2.2.1) an, zuerst mit p = ¢ = 2 und dann
mit p = 3,¢ = 3, so folgt fiir die Summanden die Abschéitzung

N[

ou; s
/ w;(x) &UZ- (x)v,(x)| dz < /|wl x)v;(x)[* da / axz (x)| dz
Q Q
1 1
3 8u 2 2
< /|wz ° d /]vj(x)|3 ao ) | []5260) @
Q Q
Ju;
= HwiHLﬁ(Q)HUJHLS(Q)Ha—%HLz(Q)-
Somit folgt fiir die Trilinearform die Abschétzung
d d s
e(w, u,v)[= > Y / wi(x) &E{ (x)v;(x) da
i=1 j=1¢g ¢
d d s
<33 [ b 5200000 da
=1 j=1 Q
d d O
< ZZHwiHLG(Q)ijlng(ﬂ)Ha—;HLg(m-

Wendet man nun zweimal die Holder—Ungleichung auf die Summen mit jeweils p = ¢ = 2
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2.4 Stationdre Navier—Stokes—Gleichungen

an, so folgt die Behauptung aus

d d
le(w,u,v)| < [lwil] ooy (Z \Ivjlligm))
i—1 j=1

1
2

N

d 8U] 2
P
j=1 ‘

1
d ¢ Ou; ?
= sVl Y lwillzago (Z 15 H%m))
i=1 j=1 v

d AR
< i Yl (15 |
i=1 j=1 ¢
1 1
d 2 d d au 2
<l (S llt) (315
i=1 !

i=1 j=1

< cglIvIlliwll[ull-

2.4.2 inf-sup—Bedingung

Ziel ist es, die Aussagen iiber abstrakte gemischte Variationsprobleme auf die Variations-
formulierung (2.4.5) anzuwenden. Nach Satz 2.48 ist das Problem (2.4.5) losbar, wenn die
Bilinearform (2.4.7) die inf-sup-Bedingung erfiillt und das Problem (2.4.9) eine Losung in
V, := Ker(B) besitzt.

Sei f € V', gesucht ist u € V| als Losung von
a(u,v) + c(u,u,v) = f(v) (2.4.9)

fiir alle v € V.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Nachweis der inf-sup-Bedingung ist das Lemma 2.50.

Lemma 2.50. Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann gilt fiir alle ¢ € Ly(Q)
die Abschdtzung

lallo < e: (I9all-1 + llall 1)
mat ¢; > 0.

Weiters gilt fiir Funktionen q € LY(Q) := {p € Ly(Q) | [p(x)dz = 0} die Abschditzung
Q

lgllo < ezl Vall

mit co > 0.
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Fiir den Beweis sei auf [10, 18] verwiesen.

Bei Randwertproblemen mit reinen Dirichlet-Randbedingungen wird fiir den Druck nicht
der Ly(Q) als Ansatzraum gewiihlt, sondern der L(€2), um die Eindeutigkeit zu gewéhrleis-
ten. Mit Lemma 2.50 lésst sich folgende Aussage zeigen.

Lemma 2.51. Die Bilinearform b(-,-) : H}(Q) x L3(2) — R mit

b(v,q) = — / p() (V- v(x)) dr

Q
erfillt die inf-sup—Bedingung.

Beweis. Nach Bemerkung 2.47 ist die inf-sup-Bedingung dquivalent zu

b(v,
Blaly < sup 29
0£veH)(Q) vl

fiir alle ¢ € L5(Q)

mit 5 > 0.
Sei ¢ € LY(R), dann gilt nach Lemma 2.50 die Ungleichung
lallo < 2| V| -1.

Diese Ungleichung kann wie folgt umgeformt werden.

Vq,v
”(JHO < 02||VQ||_1 = Cy ( sup M) )

0£veH) () [N4IFt
Mittels partieller Integration und der Eigenschaft, dass v € H}(Q2) auf dem Rand 90

verschwindet, gilt

lgllo < 2l Vall-1 = e sup
0£veH)(Q) [vl1

Daraus folgt

—\q, Vv b q,VvV
0£veH)(Q) [N 0#£veH)(Q) [N
und somit die inf-sup—Bedingung. [

Fiir gemischte Randbedingungen kann das folgende Lemma angegeben werden.
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2.4 Stationdre Navier—Stokes—Gleichungen

Lemma 2.52. Die Bilinearform b(-,-) : V. x Q — R mit

b(v,q) = — /p(x) (V : V(X)) dz

Q
erfillt die inf-sup—Bedingunyg.

Hierfiir sei auf [15] verwiesen.

Mit Hilfe von Lemma 2.52 und Satz 2.48 folgt die Losbarkeit des Variationsproblems (2.4.5)
aus der Losbarkeit des Variationsproblems (2.4.9), die noch zu zeigen bleibt.

2.4.3 Losbarkeit und Eindeutigkeit des Variationsproblems

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die inf-sup—Bedingung fiir die Bilinearform
(2.4.7) erfiillt ist. Somit ist noch die Losbarkeit von Problem (2.4.9) zu zeigen, sowie die
Eindeutigkeit der Losung. Fiir den Nachweis der Losbarkeit und der Eindeutigkeit von
Problem (2.4.9) benotigt man den folgenden Satz. Als Referenz fiir diesen Abschnitt sei
auf [3] verwiesen.

Satz 2.53 (Satz iiber lokale Diffeomorphismen). Seien X und Y zwei Banachrdume
und L eine Abbildung von X nach Y. Weiters gelte fiir xo € X und fir eine Umgebung
V C X won xy, dass L € CY(V,Y). Falls die Fréchet-Ableitung DL(x¢) : X — Y bijektiv
ist, dann existiert eine Umgebung U C V wvon xy und eine Umgebung W C'Y won L(xo),
sodass L : V — W bijektiv ist.

Fiir den Beweis sei auf [8] verwiesen.

Ziel ist es, Satz 2.53 iiber lokale Diffeomorphismen auf das Problem (2.4.9) anzuwenden.
Dazu benotigt man eine passende Abbildung sowie deren Fréchet—Ableitung. Dies motiviert
die folgenden Definitionen.

Sei nun A : Vg — V' definiert als
(A(u),v)g :=a(u,v) firalle veV,
und C': Vo — V' als
(C(u),v)q :=c(u,u,v) fir alle v € V.
Weiters sei N : Vo — V' definiert als die Summe der beiden Operatoren
N(u) := A(u) + C(u). (2.4.10)

Das Problem (2.4.9) ist dquivalent zur folgenden Operatorgleichung.
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Sei f € V’, gesucht ist u € V, sodass
N(u)=f (2.4.11)

in V'’ erfiillt ist.

Da auch die Fréchet—Ableitung von N benétigt wird, miissen weitere Operatoren definiert
werden.

Sei w € Vg, dann ist Cy : Vo — V' definiert als
(Cw(u),v)q :=c(u,w,v) +c(w,u,v) fiiralleveV,
und sei Gy, : Vg — V' als
Gw(u) := A(u) + Cy(u) (2.4.12)

definiert. Damit kann der folgende Satz formuliert werden.

Satz 2.54. Sei u € Vy, dann ist der in (2.4.12) gegebene Operator G, die Fréchet—
Ableitung des durch (2.4.10) gegebenen Operators N im Punkt u und Gy, € C'(Vy, V').

Beweis. Fiir beliebige u,w € V gilt

(N(u+w) — N(u) — Gu(w),v)qg =
= (Afu+w) + Clutw) - A(u) = Cu) = A(w) = Cy(w), v)a
— (Cu+w) = Cu) = Col(w), V)
=clu+w,u+w,v) —c(u,u,v) —c(w,u,v) — c(u,w,v)

= c(w,w, V).

Damit lasst sich der Betrag des Dualitédtsproduktes mit Hilfe von Lemma 2.49 abschéitzen
als
[(N(u+w) = N(u) = Gu(w), v)a| = le(w,w, V)| < c|wl[F]v].

Mit Hilfe dieser Abschétzung gilt fiir die Norm

Nu+w)—N(u) — Gu(w),v
IN(u+w) = N(u) = Gu(w)llyr = sup LUFTW) = NW = Gulw), vial ) o

o VI
und somit folgt aus

N — N(u) - Gy , .
lim |N(u+ w) (u) (W)lv < lm cwly =0,
Iwlli—0 w1 Iwll1—0

dass G, die Fréchet—Ableitung von N im Punkt u ist.
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2.4 Stationdre Navier—Stokes—Gleichungen

Fiir den Nachweis der Stetigkeit seien wy, wy € V( beliebig. Somit gilt fiir die Ableitung

(Gu(W1) — Gu(W2),V)a

= (A(W1) + Cu(W1) — A(W2) + Cu(W2), V)q
(W1, V) + c(u,wy,v) + c(wy,u,v) — a(ws, v) — c(u, wy, v) — c(wy,u,v)
(

Wi — Wa, V) + c(u,w; — Wy, v) + ¢(W; — Wo,u, V).
Der Betrag lésst sich wieder mit Lemma 2.49 abschétzen als
(Gu(W1) = Gu(W2), Via| < (2 clully +v)[[wi = wa 1 [V,

und somit folgt die Stetigkeit aus

|Gu(w1) — Gu(Ws)||yr = sup (Gu(W1) — Gu(W2), V)al

< 2 cully +v)|[wi — wal|1.
0£vEV vll:

]

Bemerkung 2.55. Um Satz 2.53 auf den Operator N anwenden zu kénnen, bendtigt man
die Bijektion der Fréchet-Ableitung. Dazu betrachte man u = 0. Dann gilt fir die Fréchet—
Ableitung

DN(U)|u:ﬁ = Gﬁ = GO = A.

Nach dem Satz von Laz—Milgram (siehe [19]) besitzt A fir alle rechten Seiten eine ein-
deutige Losung, woraus die Bijektion folgt.

Satz 2.56. Sei f € V' mit ||f|v: hinreichend klein, dann hat das Problem (2.4.5) eine
eindeutige Losungu € V und p € Q).

Beweis. Nach Lemma 2.52 erfiillt die Bilinearform (2.4.7) die inf-sup-Bedingung. Satz 2.48
besagt, dass somit die eindeutige Losbarkeit von Problem (2.4.5) aus der eindeutigen Los-
barkeit von Problem (2.4.9) folgt. Das Problem (2.4.9) ist dquivalent zur Operatorgleichung
(2.4.11)

N(u) = f.
Fiir f = 0 erfiillt @ = 0 die Operatorgleichung
N(a) =0.

Nach Satz 2.54 ist die Fréchet—Ableitung von N im Punkt u gegeben als Go = A, die nach
Bemerkung 2.55 eine Bijektion ist. Nach Satz 2.53 existiert eine Umgebung W C V' von F
und eine Umgebung U C V, von u, sodass N : U — V eine Bijektion ist. Somit folgt fiir

ein f € V' mit ||f — f|lv = ||f||v+ hinreichend klein, die Existenz eines eindeutigen u € U,
sodass N(u) = f erfiillt ist. Daraus folgt die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems
(2.4.5). O

Eine allgemeinere Aussage liefert der folgende Satz.
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2 Analysis

Satz 2.57. Seiuy € V eine Liosung der Operatorgleichung
N(u) = fi

mit fi € V'. Weiters sei die Fréchet—Ableitung von N im Punkt uy injektiv, dann existiert
fir f € V', mit || fi — fl|v hinreichend klein, ein eindeutiges u € V, sodass

N(u) = f.

Beweis. Um hier den Satz iiber lokale Diffeomorphismen anzuwenden, sind dessen Voraus-
setzungen zu iiberpriifen. Nach Satz 2.54) ist der Operator Gy, die Fréchet—Ableitung von
N im Punkt u; und es gilt Gy, € C*(Vy, V’). Nach (2.4.12) liisst sich G, schreiben als

Gy, = A+ Cy,.

In [3] wird gezeigt, dass der Operator Cy, : Vo — V' kompakt ist. Somit ist G, gegeben als
die Summe eines bijektiven Operators und eines kompakten Operators. Aus der Injektivitét
von Gy, folgt die Surjektivitéit (siehe [29]) und somit ist Gy, bijketiv. Es sind also alle
Voraussetzungen fiir Satz 2.54 erfiillt. m

Damit wurde gezeigt, dass das zu den stationdren Navier—Stokes—Gleichungen gehorige
Variationsproblem (2.4.5) eine eindeutige Losung fiir geniigend kleine rechte Seiten besitzt.
Im néchsten Abschnitt werden die instationidren Navier—Stokes—Gleichungen betrachtet
und auf Losbarkeit und Eindeutigkeit der Losung untersucht.

2.5 Instationidre Navier—Stokes—Gleichungen

Wie im vorherigen Abschnitt sei Q@ C R?, d = 2,3, ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit
polygonalem Rand (d = 2) beziehungsweise polyhedralem Rand (d = 3).

t“

(0,T) x Q (0,T) xT'n

| VIR I (-

Abbildung 2.3: Beispiel fiir einen zweidimensionalen Raum—Zeit—Zylinder.

In diesem Kapitel werden Aussagen iiber die Losbarkeit der instationédren Navier—Stokes—
Gleichungen gegeben. Dazu wird zuerst aus der klassischen Formulierung der instationéren
Navier—Stokes—Gleichungen die zugehorige Variationsformulierung hergeleitet. Als Referenz
fiir diesen Abschnitt sei auf [4, 5] verwiesen.
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2.5 Instationdre Navier—Stokes—Gleichungen

2.5.1 Variationsformulierung

Die klassische Formulierung der instationdren Navier—Stokes—Gleichungen lautet wie folgt.

Gesucht sind u € C*([0,7)) x C*(Q) N CHQ) und p € C*(Q) N C(Q), sodass
OJu

(%) — vAu(tx) + (u(t,x) : V)u(t,x) FVp(tx) = £(t,x) i (0,T)xQ  (2.5.1)
V-u(t,x)=0 in (0,7) xQ  (2.5.2)

u(t,x) =0 auf (0,7) x I'p (2.5.3)

—V(Vu(t,x))n 4 p(t,x)n =0 auf (0,T) x Ty (2.5.4)

u(0,x) =u(x) inf (2.5.5)

erfiillt ist.

Die Herleitung der Variationsformulierung verlduft analog zur stationdren Navier—Stokes—
Gleichung. Angenommen u € C*([0,7)) x C%(Q) N CYQ) und p € C1(Q) N C(Q) 16sen
das obige Problem. Fiir ein fixes ¢t € (0,7) kann die Impulserhaltungsgleichung (2.5.1)
mit einer beliebigen Testfunktion v € V multipliziert und anschliefend iiber €2 integriert
werden. Nach partieller Integration und Einarbeitung der Randbedingungen (2.5.3) und
(2.5.4) folgt die Darstellung

/f( x) dz = / S (t:%) )dx—l—l// (Vu(t x)) : (vV(x)) dx

Q +/<< (t,%) ) t’X)Q) v(x dx—/p(tX)(V-v(x)) dz
:di/ dx+u/ Vutx Vv( ))dx
)

v(x d:p—/( )(V v(x ))dx

Fiir die Kontinuitatsgleichung (2.5.2) folgt analog zum stationédren Fall die Darstellung

/ <V : u(t,x))q(x) dz =0.

Q

Das Variationsproblem der instationdren Navier—-Stokes—Gleichungen lautet zu einem Zeit-
punkt ¢ wie folgt.
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Sei f(t) € V', gesucht sind u(t) € V und p(t) € Q, sodass

(i), ), + alu(t), v) + c(u(t), ut), v) + b(v,p(t)) = f(£)(v)
—bu(t),q) = 0

fir alle v e V, ¢ € Q und fiir fast alle t € (0,7") erfiillt ist.

Um auch die Zeitableitung sinnvoll behandeln zu kénnen, wird u in H*(0,T;V, Q) gesucht,
wobei V und Q einen Gelfandschen Dreier (siche Definition 2.42) bilden. Nach Lemma
245 ist u € C([0,7],Q) und somit ist auch die Formulierung der Anfangsbedingung
u(0) = 1 € Q sinnvoll definiert. Ndheres iiber die Herleitung von Variationsproblemen
fiir parabolischen Differentialgleichungen findet man in [34].

Sei f € Ly(0,T; V') und u € Q. Gesucht ist u € H*(0,T;V,Q), sodass

(e(t), v), +a(u(t), v) + c(u(t), u(t), v) + b(v, p(t)) = f(t)(v)
—b(u(t),q) =0 (2.5.6)

fiir alle v € V, ¢ € @ und fiir fast alle ¢t € (0,7 erfiillt ist.

Wie im stationédren Fall kann auch fiir den instationéren Fall das reduzierte Problem be-
trachtet werden. Das heifit, die Bedingung u € Ly(0,7;V) wird durch u € Ly(0,T; V)
ersetzt. Somit lautet das resultierende Variationsproblem wie folgt.

Sei f € Ly(0,T;V’), gesucht ist u € Ly(0,T; V) mit u; € Lo(0,7; V'), sodass

(w(t),v), + a(u(t),v) + c(u(t), u(t),v) = f(t)(v)

u(0) = & (2.5.7)

fir alle v € Vi und fiir fast alle t € (0,7) erfiillt ist.

Im néchsten Abschnitt wird das Variationsproblem (2.5.7) auf Losbarkeit untersucht. Es
wird gezeigt, dass eine Losung u unter gewissen Voraussetzungen an die Daten existiert.
Anschlieflend wird gezeigt, dass diese Losung u eindeutig ist.

2.5.2 Losbarkeit und Eindeutigkeit des Variationsproblems
Um Aussagen iiber die Existenz von Losungen zu erhalten, betrachtet man den Raum

D::{u€V0|EIWEQO:(u,v)lz(w,v) ‘V’VGVU}CVO

0
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2.5 Instationdre Navier—Stokes—Gleichungen

mit
Qo:={uecQ|buqg) =0 VgeQ}.
Die Menge D definiert einen Hilbertraum mit dem zugehérigen Skalarprodukt
fiir u; € D und w; € Q sodass die Bedingung in der Definition der Menge D erfiillt ist.

Satz 2.58 (Losbarkeit). Sei ug € D und f € Ly(0,7;Qq). Dann ezistiert ein T* < T
und ein u € Ly(0,7*;D) N Ly (0,T*;Vy) mit u, € Lo(0,T*;Qp), sodass u das Variation-
sproblem (2.5.7) fir fast alle t € (0,T*) lost.

Beweis. Idee dieses Beweises ist es, den Fixpunktsatz von Brouwer (siehe [12]) auf das
Variationsproblem (2.5.6) anzuwenden. Dazu betrachtet man den Ansatz

u(t) =w(t)+u
mit w € Ly(0,7;D) N Ly (0,7; Vy) und w(0) = 0.

Ausu € D C Vi C Qg folgt, dass

[N

T
° ° 1,5
6]l ooy = / lalde b = T3l
0
sowie
lllzozove) = oss sup [fall = ([
te(0,T)

Somit gilt u € Ly(0,7;D) N Lo (0,T; Vo).

Mit diesem Ansatz gilt u € Ly(0,7;D) N L (0,75 V), die Anfangsbedingung u(0) = a
und u; = wy.

Setzt man diesen Ansatz in das Problem (2.5.6) ein, so lautet die Variationsformulierung
wie folgt.

Gesucht ist ein w € Ly(0,7;D) N Lo (0,75 V) als Losung von

(w (1), V)O +a(w(t) +,v) + c(w(t) + u, w(t) + a,v) = (£(), V)O
w(0)=0

fiir alle v € Vg und fiir fast alle ¢ € (0, 7).

Im néchsten Schritt definiert man die reflexiven Banachraume

YT = {u ~ LQ(O,T, D) ‘ u; € L2(07T7 Q())}
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2 Analysis

mit der zugehorigen Norm

[ully, = llullzy0,7:0) + el zo07:00):
sowie (fiir d = 3)
11
XT == L4(07 T7 ‘NT28 (Q)) N L8(07T7 Wlﬁ (Q>>

mit der zugehdrigen Norm

lullx, = ||u||L4(07T;W21§1(Q)) + ||u||L8(0,T;W1%1(Q))'

Die genaue Definition des Raumes X7 und der zugehérien Norm || - [|x, findet man in [5]
(d = 2) und in [4] (d = 3). Weiters wird in den Referenzen auch die kompakte Einbettung
Y CC X gezeigt, sowie die Figenschaften des folgenden Operators.

Sei nun F' ein Operator von X7 nach Ly(0,7T;Qq) definiert durch

(F(W)(t),v), = (£(t),v), — a(i,v) — c(Ww(t), W(t), V)
—c(w(t),u,v) —c(a,w(t),v) — c(a,qa,v).

Dieser Operator ist stetig von X7 nach Ls(0,7; Qo) und es gilt die Abschétzung
|F ) ooy < e1(T) + ea(T) 50l x, + cs(T) 11, (2.5.8)
mit ¢;(T) — 0 fiir T — 0.

In [5] wurde folgende Aussage iiber die Losbarkeit des Stokes—Problems gezeigt.

Fir alle f € L5(0,7;Qp) und u € Vi existiert ein eindeutig bestimmtes u €
Ly(0,7;D) N Loo(0, 75 Vo) mit uy € Ly(0,T; Qq), sodass

(ut(t),v)o +a(u(t),v) = (f(t),v)o

a(0) = (2.5.9)

fiir alle v € Vg und fiir fast alle t € (0,7 erfiillt ist. Weiters gilt die Abschitzung

200 + Il vy + illaoriqn < E(IElaoran + Ialk)-  (2:5.10)

Im néchsten Schritt sei S ein Operator von X7 nach Y definiert durch
S(w)=w
mit w 16st das Problem (2.5.9) mit der rechten Seite F'(w), das heifit

(wt(t),v)o +a(w(t),v) = (F(xif)(t),v)0
w(0)=0
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2.5 Instationdre Navier—Stokes—Gleichungen

fiir alle v € Vg und fiir fast alle ¢ € (0, 7).

Mit (2.5.10) gilt die Abschétzung
ISW)llyr = 1Sl o010y + [1S(W)ill Lo 0.7:Q0) < ElIE (W)l Lo07:00)

und aus (2.5.8) folgt die Stetigkeit des Operators S.

Mit der kompakten Einbettung Y, CC Xp folgt S : Xy — Yy CC Xp und fiir ein
geniigend kleines 7% < T' und ein geniigend grofles R gilt

S BR(T*) — BR(T*)

mit Br(T*) := {u € Yo

lally,. < R}.

Somit ist der Operator S eine stetige Selbstabbildung auf einem reflexiven Banachraum
und es kann der Fixpunktsatz von Brouwer angewandt werden. O

Es wurde somit gezeigt, dass fiir das Problem (2.5.7) eine Losung u existiert. Jedoch folgt
aus dem Fixpunktsatz von Brouwer nur die Existenz einer Losung, die Eindeutigkeit diese
Losung ist noch zu zeigen. Doch fiir den Nachweis der Eindeutigkeit benotigt man einen
Spezialfall der Youngschen Ungleichung.

Lemma 2.59 (Young’sche—Ungleichung). Seien a,b € R nichtnegativ und 1 < p,q <
oo mit ]lg + % = 1. Dann gilt fir alle 6 > 0

a? b?
ab < 6— + 51—, (2.5.11)
p q

Beweis. Der Beweis beruht auf der Konkavitiat der Logarithmusfunktion.

PP In(% PP q
In(ab) = In (abi) = In(ae) + In (é) = In(a”e?) + (%) <In <a < bT)
€ € p q p £hq

Mit der Exponentialfunktion und € = § v folgt nun

P be
abgéa——l— -
D drq

Aus % + % =1 folgt % = ¢ — 1 und somit gilt

P be
ab < (5a— + ot
p q

Somit kann folgender Satz iiber die Eindeutigkeit formuliert und bewiesen werden.
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2 Analysis

Satz 2.60 (Eindeutigkeit). Sei u € Ly(0,7*;D) N L (0,7*;Vy) die nach Satz 2.58
existierende Lisung des Variationsproblems (2.5.7). Dann ist diese Lisung eindeutig.

Beweis. Seien u; und u, zwei Losungen. Dann gilt fiir z = u; — uy
(ze(t),v), + a(z(t),v) + c(z(t), uz(t),v) + c(uy (t), z(t), v) = 0

fiir alle v € Vg und fiir fast alle ¢ € (0,7*).

Mit v = z(t) folgt

SO + L a(0) 2 < e (6, (0, 20) + elalt), wo (1) 7(1)].

Wie in Lemma 2.49 kann fiir die Trilinearform c(-, -, -) die Abschitzung
c(w,u,v) < e [|wLyollulhfviwe

gezeigt werden.

Somit folgt

CN
5 SO + Xzt < e s () eaia IO Dl + 12(0) i Bl )

'

:5641) =:(A2)

Mit pg =6, p1 =2, 0 = % und Lemma 2.16 folgt

d 3 1
(DL {ZH% HLm)}S{ZHzi(t)!Ii6(g)|lzz'(t)\|i2(g) :
i=1

Wendet man nun die Hélder—Ungleichung fiir Summen mit p = %, q = 4 an, so folgt

d s . d (¢ 4 i
> [z (O o 12D, ) ¢ < > 21350 > 2B,
=1 =1 =1

d %% d %%
= {ZH%U)HE@} {ZH%(@HZ(Q)}
=1 =1
3 1
= 12O L) 12D L0
3 1
= 12|y I2(0)llo
und somit gilt
3 1 3 1
l2(t) la@ < Izl o Izl < c a1 1a() 6. (2.5.12)
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2.5 Instationdre Navier—Stokes—Gleichungen

Wendet man die Abschiitzung (2.5.12) und die Youngsche-Ungleichung (2.5.11) mit p = £
und ¢ = 8 auf den Ausdruck (A;) an, so kann dieser abgeschétzt werden durch

z 1
[ () @ 12011 1[2(0) i@ < e llwa (@) llao |21 120l

7 1
< cx (11} + g I Ol o 2013

Mit mit p = 5 und ¢ = 4 folgt fiir den Ausdruck (A) die Abschétzung
3 1
|1Z(E)1E, 0wzl < er uz(@)]l]|z(0)]17 12(2)]lg
3 1
< cx (Jo1O)1E + g5 Ol la(0)1 )
Somit gilt fiir alle 6 > 0 die Abschéatzung

Io(O1F + 01 < e (§+ 5 ) S0} + 6 a1 (s Ol o + a1

8
7 3 CN
(T3 sy
Cl(8+4) v

d R
2113 < 26 2013 (IOl 0 + ua(0)]2)-

Alle Voraussetzungen fiir das Gronwall Lemma (siehe [12]) sind erfiillt und es kann mit

y(s) = llz(s)ls

1d
2dt

Wahlt man 6 > 0 so, dass

gilt, dann folgt

und
Bs) =26 (Il ()£ + IMa(s)1)
angewandt werden.

Somit gilt

S

o) <y esp | [ peyar
0
beziehungsweise

s

213 < a0 exp 26 [ (Rau(Olfo + o)1) de

0

fiir alle s € (0,77).
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2 Analysis

Aus z(0) = 0 folgt
Z(s)[I5 = lua(s) — wa(s)]l5 = 0
und somit die Eindeutigkeit. O]

Somit wurde gezeigt, dass das Variationsproblem (2.5.7) eine eindeutige Losung besitzt.
Wie im stationdren Fall ist auch im instationédren Fall die inf-sup—Bedingung erfiillt und
somit folgt mit Satz 2.48 die Losbarkeit von Problem (2.5.6). Im néchsten Kapitel werden
diverse Diskretisierungsstrategien betrachtet, mit deren Hilfe die instationiren Navier—
Stokes—Gleichungen gelost werden konnen.
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3 Diskretisierung

In diesem Kapitel wird zunéchst eine Méglichkeit vorgestellt, wie die Zeitableitung in den
instationdren Navier—Stokes-Gleichungen diskretisiert werden kann. Da aber der nichtlin-
eare Term in den Gleichungen das Losen erschwert, wird im zweiten Abschnitt eine mogliche
Linearisierungsstrategie fiir die Navier—Stokes—Gleichungen behandelt. Im darauffolgenden
Abschnitt wird die Finite-Elemente-Methode fiir das zeitdiskretisierte und linearisierte
Problem betrachtet. Es wird auch gezeigt, wie das dquivalente lineare Gleichungssystem,
fiir den zweidimensionalen Fall hergeleitet, aufgestellt wird. Zuletzt wird noch kurz ein
Algorithmus angegeben, der beschreibt, wie die Losung berechnet werden kann.

3.1 Zeitdiskretisierung
Fiir die Diskretiserung der Zeit gibt es viele Methoden, wie zum Beispiel Runge-Kutta—
Methoden. Diese Ausarbeitung beschrinkt sich jedoch auf die #—Methode, dazu sei auf

22, 23] verwiesen.

Sei f:]0,T] x R — R stetig, man betrachte nun das folgende Anfangswertproblem.

Gesucht ist eine Funktion y : [0, 7] — R als Losung von

%(t) = f(t.y(t) fiw0<t<T,

und y(0) = y.

Um dieses Anfangswertproblem zu diskretisieren, wird das Intervall (0, T") in N gleich grofie
Teilintervalle zerlegt, sodass

N

0 T - U i— 17
mit 0 =15 <t <...<ty_1 <ty =T. Die Intervalllinge ist gegeben als t; —t, 1 =7 = %
fiir alle ¢« = 1,..., N. Natiirlich ist auch die Zerlegung in verschieden grofie Teilintervalle

moglich, der Einfachheit halber wird in dieser Ausarbeitung eine dquidistante Zerlegung
betrachtet, siehe Definition 3.1.
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3 Diskretisierung

Sei 0 < 0 < 1, somit kann fiir i = 0,..., N — 1 der Wert y*™! := y(¢;) bestimmt werden

aus
yitl g . i

Fiir verschiedene 6 ergeben sich verschiedene Methoden.

e Fiir # = 0 erhéilt man die explizite Euler Methode,
yr =1 f(thy) +y
e Fiir 0 = % erhélt man die Crank—Nicolson-Methode,
Y= S Sty = 5 )
e Fiir 0 = 1 erhilt man die implizite Euler Methode,
Yyt =7 [,y =9

In dieser Ausarbeitung wird lediglich der Fall § = 1 betrachtet. Fiir andere Werte kénnen
aber die folgenden Methoden analog iibernommen werden.

Um weitere Beschreibungen zu vereinfachen gelte die folgende Definition.

Definition 3.1 (dquidistante Zerlegung Zy). Die Menge Zy = {ti ‘ i=0,.. .,N}
heifit dquidistante Zerlegung des Intervalls (0,T), falls
(Z1) 0=ty <t; <...<ty_1 <ty=T,
N
(22) 10,T] = U (tiz, ta),
i=1
(Zg) ti—tl’,1 :%:ZTf'L'I:T’i:L...,N
qgilt.
Ziel ist es nun, die #—~Methode mit # = 1 auf das Variationproblem (2.5.6) anzuwenden.

Dazu betrachtet man eine dquidistante Zerlegung Zy. Weiters sei u’ = u € V, dann muss
fiir alle2 = 0,..., N — 1 das folgende Variationproblem gelost werden.

Sei fiT! = f(t;41) € V', gesucht sind u'™ € V und p*! € Q als Lésung von

(u* V), + 7 a(u™ V) + 7 e uT V) + 7 b(v, p ) =7 f (V) + (0l v)

—b(u™,q) =0

0

(3.1.1)

fir alle ve V, g€ Q.
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3.2 Linearisierung

Dabei bezeichnet u’ die Funktion u zum Zeitpunkt ¢;, das heifit u’(x) = u(t;,x). Somit
muss fiir jeden Zeitpunkt ¢;, ¢ = 1,..., N, das Problem (3.1.1) gelost werden. Jedoch
handelt es sich dabei noch immer um ein nichtlineares Problem. Im néchsten Abschnitt
wird daher eine Methode vorgestellt, mit der die Losung eines nichlinearen Problems durch
Losungen eines linearen Problems approximiert werden kann.

3.2 Linearisierung

Fiir die Linearisierung des Variationsproblemes (3.1.1) gibt es mehrere Moglichkeiten,
wie zum Beispiel die Stokes-Linearisierung, die Oseen—Linearisierung oder das Newton—
Verfahren. Diese Ausarbeitung beschréankt sich auf das Newton—Verfahren. Als Referenz
fiir diesen Abschnitt sei auf [22, 23] verwiesen.

3.2.1 Allgemeines Newton—Verfahren

Um die Funktionsweise des Newton—Verfahrens zu erlautern, sei A : X — Y ein nichtlin-
earer Operator. Man betrachte die folgende allgemeine Problemstellung.

Gesucht ist z € X als Losung von
Alx) =10

mit einer rechten Seite b € Y.

Die Iterationsvorschrift des Newton—Verfahrens ist wie folgt gegeben.

Wahle ein zg € X als Startwert.
Fir £ =0,1,2,... bestimme das Update wy € X als Lésung von

und setze x 1 = T + Wy

In jedem Schritt des Newton—Verfahrens wird also die Richtung wy, gesucht, wobei D A(xy)wy,
gegeben ist als Richtungsableitung von A im Punkt x; in Richtung wyg. Fiir die Rich-
tungsableitung gilt
d
DA(zp)w = &A(xk + swy)|s=o-

Die Richtungsableitung kann in unendlichendimensionalen Rdumen als durch das Gateaux—
Differential berechnet werden. Das Gateaux—Differential ist nicht zu verwechseln mit dem
Fréchet—Differential in Abschnitt 2.4.3.

Im folgenden Abschnitt wird die Methode des Newton—Verfahrens aud die zeitdiskretisierte
Variationsformulierung (3.1.1) angewandt.
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3.2.2 Newton—Verfahren fiir die Navier—Stokes—(Gleichungen

Um das Newton—Verfahren fiir die zeitdiskretisierte Variationsformulierung (3.1.1) herzu-
leiten, betrachte man das folgende Variationsproblem mit einer Konstanten 7 > 0.

Sei f € V' und u € V. Gesucht sind u € V und p € @ als Losung von

(u,v)0 +7a(u,v)+7c(u,u,v)+7b(v,p) =7 f(v)+ (1,v)

b(ug) =0 0 (3.2.1)

fir alle ve V, ¢ € Q.

Setzt man in das Variationsproblem (3.2.1) u = u’™!, 1 = u’ und f = f?, dann entspricht
dieses Problem dem Variationsproblem (3.1.1).

Um die Newton—Methode zu beschreiben, benétigt man einen Operator, auf den dieses Ver-
fahren angewandt werden kann. Dazu betrachte man zunéchst die Bilinearformen (2.4.6),
(2.4.7), die Trilinearform (2.4.8) und die zugehérigen Operatoren

A:V =V mit (A(u),v)q :=a(u,v) Vvev,
B:V = mit (B(u), ¢)q := b(u,q) VqeQ,
B :Q—V mit (B'(p),v)q = b(v,p) Vvev,
C: V-V mit (C(u),v)q = c(u,u,v) Vvev,
M:V >V mit (M(u),v)q = (u,v), Vvev,
Cw: VoV mit (Cyw(u),v)q == c(w,u,v) + c(u,w,v) Vvev,

mit w € V, sowie f € V.

Damit kann der Operator N : V x Q — V' x @)’ definiert werden als

_( M(u)+71 A(u)+7C(u)+ 1 B'(p)
N = ( )

mit U = (u,p) € V x Q.

Mit der rechten Seite
B_ ( T f+ M(u) )
0
(

ist die folgende Gleichung die zum Variationsproblem (3.2.1) dquivalente Operatorgleichung.

Gesucht ist U = (u,p) € V x @, sodass
N(U) = B

in V' x )/ erfiillt ist.
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3.2 Linearisierung

Wie bei dem Newton—Verfahren fiir allgemeine Operatoren wird auch hier die Richtungs-
ableitung des Operators N in einem Punkt U in Richtung W bendétigt.

Dazu sei W = (w,r) € V x Q, damit lisst sich N(U + sW) schreiben als
N(U+ sW) = (

_ (M(u)+TA(u)+TC(u)+TB'(p) >
—B(u)

M(u+sw)+7 A(u+sw)+7C(u+sw)+7 B'(p+sr) )
—B(u + sw)

N ( sM(w) + sT A(W) + s7 Cy(u) + s°7 C(w) +i7:gBBE(WT’; ) .

Die Richtungsableitung ist somit gegeben durch

iN(U—i—sW)\s:O _ ( M(w)+7Aw)+7Cy(u)+2s7C(w)+7 B(r) )

ds _B(W) s=0
_ M(w)+7Aw) + 7 Cy(u)+ 7 B'(r)
a —B(w) )
Somit lautet die Iterationsvorschrift wie folgt.
Wihle Uy € V x ) als Startwert.
Fir £ =0,1,2,... bestimme das Update Wy = (wy, 1) als Losung von
M(Wk> +7 A(Wk) +7 Owk. (uk) +7 B/(Tk) _
—B(wy)
(Tt fEM@)\ [ M(ug) + 7 A(ug) + 7 C(ug) + 7 B'(pr)
N 0 —B(uk)

und setze Up, 1 = U + Wy.

Schreibt man die obige Operatorgleichung um in das dquivalente Variationsproblem, so gilt
fiir die Iterationsvorschrift und fiir Startwerte uy € V, pg € ) die folgende Beschreibung.

Fiir k =0,1,2,... bestimme die Updates w;, € V und p; € @ als Losung von
(wk,v)O + 7 a(wg, V) + 7 (W, ug, v) + 7 c(ug, Wi, V) + 7 (v, 18) =
=7 f(v)+ (0,v), = (w,v), — 7 a(u, v) = 7 c(u, ug, v) — 7 b(v, p;.)
—b(wi, q) = b(uy, q)
fir alle ve V, g€ Q.

Setze U1 = ug + Wi und pryy = P + -

Fasst man die Terme geeignet zusammen, so lautet das Newton—Verfahren fiir das Varia-
tionsproblem (3.2.1) wie folgt.
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3 Diskretisierung

Waihle ein uy € V als Startwert.
Fir f€ V' und k£ =0,1,2,... bestimme u,; € V und pi1 € @ als Losung von

(llk+1, V)0 + 7 a(Ugyr, V) + 7 c(Ugyr, g, V) + T c(Ug, W1, V) + 7 b(V, Drr1) =

=7 f(v) + 7 c(ug, ug, v) + (@, v)

fir alle ve V, ¢ e Q.

Mit Hilfe der Newton-Methode kann somit eine Losung des nichtlinearen Variationsprob-
lems (3.2.1) durch Losungen des linearisierten Variationsproblems (3.2.2) approximiert wer-
den. Jedoch kann das linearisierte Variationsproblem (3.2.2) in dieser Form noch nicht
gelost werden.

3.3 Finite—Elemente—Methode

Ausgangspunkt der Finite-Elemente-Methode ist die Zerlegung von @ C R? in endliche
Teilgebiete. Der Einfachheit halber sei Q C R? ein polygonal berandetes Lipschitzgebiet,
beziehungsweise fiir  C R? ein polyhedral berandetes und beschriinktes Lipschitzgebiet.
Im Folgenden sei auf [6, 27] verwiesen.

Definition 3.2 (Triangulierung, [6]). Eine endliche Zerlegung Ty, = {11, ..., T} von
Q in offene disjunkte Dreiecke (d = 2), beziehungsweise Tetraeder (d = 3), heifit zuldssige
affine Triangulierung, falls

Mr

[ ] ﬁ = U Ti;
i=1
o [r je zwei Elemente T;,T; € Ty, gilt

0, fird=2,3,
— genau ein Punkt,  fird= 2,3,
genau eine Kante, fiird = 2,3,

genau eine Fliche, fir d = 3,
fiir i # 3.

o Jedes Element T' € Ty, ist darstellbar als affine bijektive Abbildung eines Referenzele-
ments T durch
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3.3 Finite-Elemente—Methode
mat
Dabei seien by € R und B € R¥™4 regulir, siche Abbildung 3.1.

I

—1 €3
(I)T

Abbildung 3.1: Transformation im zweidimensionalen Fall

Fiir eine Triangulierung 7, mit Elementen T, Kanten E und Fldchen F' seien folgende
Mengen gegeben als

N Dbezeichne die Menge aller Knoten in 7, (d = 2, 3),
€  bezeichne die Menge aller Kanten in 7, (d = 2, 3),
F  bezeichne die Menge aller Flachen in 7, (d = 3).

Weiters bezeichne My die Anzahl der Knoten, Mg die Anzahl der Kanten, M die Anzahl
der Flachen und M7 die Anzahl der Elemente.

Definition 3.3. Sei T, eine zulissige Triangulierung von Q C R? mit Elementen T. Fiir
n € Ny definiert

PYT) := Z Aoy oy X ‘ Agyay € R

aeNg

ar+...+ag<n

die Menge aller Polynome auf T mit Grad < n.

Bemerkung 3.4. Fird =2 gilt

n o i,
PYT) := E a;jx; oy | a;; € R
i,5E€NQ
itj<n
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3 Diskretisierung

beziehungsweise fir d = 3

n . i .k
PYT) = E a;jxT] Ty T3 | @i € R
i,5,k€Ng
i+it+k<n

Mit Hilfe der Menge P"(T") kénnen nun folgende Rédume definiert werden.

S HTh) = {u € Ly(Q) | ulr € PY(T) VT €T}
S"(Th) :=S""NT)NH Q) ={uecCQ)|uly e P(T) YT Ty} CH(Q)
S (Th) := S™(Tn) N Hy(Q) € Hy(Q)
So.p(Th) := S"(T) N Hy p() C Hy p(Q)

Fiir d € N und d > 2 gelte

d

$'(T) = 119"(T),  Se(T) = [ S6(Th). S6n(Ta) = ]| 6.0 (Tn).

=1

Definition 3.5 (Taylor—-Hood—Paar). Fir k > 2 bezeichnet P, — Py_1 das Taylor—Hood—-
Paar Vi x Qp C 'V X Q mit

V,=Sip(Th) CV,
Qn="S""1(Th) CQ.
Eine wichtige Eigenschaft der Taylor-Hood—FElemente liefert der folgende Satz.

Satz 3.6 (diskrete inf-sup—Bedingung). Das Taylor-Hood—Paar Py — Py_1 erfillt die
diskrete inf-sup—Bedingung. Das heifst, es existiert eine Konstante 5 > 0, sodass

. b(Vh, qn)
inf sup —— >
9hEQR v, V), ||Qh||0||vh”1

Fiir den Nachweis der diskreten inf-sup-Bedingung sei auf [7] verwiesen.

Als Ansatzriaume wird nun das Taylor-Hood—Paar P, — P; gewahlt,
V=S p(Th) CV und Qp:=5"(Ty) CQ.
Als Basis fiir die diskreten Ansatzraume dienen die stiickweisen linearen Basisfunktionen

QOZ'(X), izl,...,MN,
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3.3 Finite-Elemente—Methode

Abbildung 3.2: stiickweise lineare Basisfunktion und Kantenfunktion fiir d = 2.

die quadratischen Kantenfunktionen
wi(X), ’Lzl,,ME

Dadurch kann jede Komponente (v}); von v;, € V), dargestellt werden als

Mn Mg
(Va)i(x) = Zaf}[ ©i(x) + Zafj Vi(x), i=1,...,d
j=1 =1

Fir den Druck pj, € Q) gilt die Darstellung

pr(x) = Z bY ©i(x).

Im kommenden Abschnitt wird genau auf die Assemblierung des Gleichungssystems einge-
gangen. Als Ausgangspunkt dafiir dient das folgende Variationsproblem.

Sei f € V' und u,u € V. Gesucht sind u € V und p € ) als Losung von

(u, V)O +7a(a,v)+ 7 c(u,q,v)+7e(h,u,v)+7b(v,p)
=7 f(v)+7c(t,a,v)+ (q,v),
—b(u,q) =0

(3.3.1)

fir alle ve V, qge Q.

Dieses Variationsproblem ist eine allgemeine Darstellung des Problems (3.2.2). Fiir u =
u?fl, G =u"', @t =u und f = f! entspricht das Variationsproblem (3.3.1) der k-ten
Newtoniteration zum Zeitpunkt ;.
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3 Diskretisierung

Beschrinkt man sich auf die endlich—dimensionalen Ansatzraume Vj, und (), dann lautet
das Problem wie folgt.

Sei f € Q und uy,, 0y € Vy,. Gesucht sind u, € V, und p, € Q) als Losung von

(up, Vh)o + 7 a(ap, vi) + 7 c(up, Qp, Vi) + 7 c(Qp, Wn, Vi) + T b(Va, pr) =
=7 f(vi) + 7 ey, Gn, vi) + (@4, v),  (3.32)
—b(up, gn) =0

fiir alle v, € Vi, g, € Qp.

Im folgenden Kapitel wird detailiert beschrieben, wie die dquivalente Matrixdarstellung
des Variationsproblems (3.3.2) assembliert werden kann. Dabei wird lediglich der zweidi-
mensionale Fall betrachtet. Die Assemblierung fiir d = 3 erfolgt jedoch analog.

3.4 Assemblierung

Sei  C R? ein polygonal berandetes und beschrinktes Lipschitzgebiet. Mit T, sei die
zuléssige und affine Triangulierung von §2 gegeben.

Im zweidimensionalen Fall wird der Ansatzraum V) aufgespannt von

w={(5)(0) (9)-(5)

und der Raum @)}, von

z':l,...,MN,jzl,...,ME}

Bg:={¢i|i=1,...,My}.

Mit ¢; und ; werden die stiickweisen linearen Basisfunktionen beziehungsweise die quadra-
tischen Kantenfunktionen bezeichnet, siche Abbildung 3.2.

Somit muss die Variationsformulierung (3.3.2) nicht fiir jede beliebige Testfunktion v, € V,
und ¢, € @y, gelten, sondern es reicht die Giiltigkeit fiir alle Basisfunktionen. Demnach
lautet die Variationsformulierung wie folgt.

Sei f € V' und uy, 0, € V. Gesucht sind uy, € V;, und p,, € @), als Losung von

(up, Vh)0 + 7 a(ap, vi) + 7 c(up, U, Vi) + 7 c(Qp, Wny Vi) + T b(Va, pr) =
=T <f, Vh>Q +7 C(lfh, ay, Vh> + (flh, Vh)o (341)
—b(up, qn) =0

fiir alle v € By, ¢ € Bg.
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3.4 Assemblierung

Der Einfachheit halber gelte die Schreibweise

eu:(%i)y e2i:<£i)7 esj:<%j>a e4j:(£j>

firi=1,...,Myund j =1,..., Mg, sowie

€ = ¥;

fﬁrizl,...,MN.

Die Ansatzfunktion u;, € Vj, kann somit dargestellt werden als

u,(x) = %N: (af\{ ey (x) +a egi(x)> + %E: (aﬁ es;(x) + an e4j(x)) (3.4.2)

und der Druck p, € @, als
My
pr(x) =Y e;(x). (3.4.3)
i=1

Die Koeffizienten der Ansatzfunktion u, in (3.4.2) und pj, in (3.4.3) kénnen zu folgenden
Koeffizientenvektoren zusammengefasst werden

N_ /N N N AT My N_ /N N N N\T My
ay = (ay),ay, ..., a4y, 1) € RYY, a, = (ayy, ayy, ..., ay ) €RYN,
E_ ( E E E N\T Mg E_ , E E E N\T Mg
ay = (ap),ay,...,ay,,) €RYE ay = (ajy, Gy, ..., ay,0) € RYE,
N _ N 1N N \T My
bY = (b b)Y, b )T e RM.

Weiters seien die Funktionen uy, 0y, € V), gegeben als

) il i al
u, = ~9 y u, — ~D .
Up, Up,

In den néchsten Abschnitten werden das Skalarprodukt (-, ) o sowie die Bilinearformen
a(, ), c(-,ap, -), c(y, -, -) und b(-, -) mit den Ansatzfunktionen (3.4.2) und (3.4.3) gesondert
betrachtet. Das heifit, jede dieser Bilinearformen wird mit den Basisfunktionen aus By
beziehungsweise B getestet.

3.4.1 Das Skalarprodukt (,)

Betrachtet man das Skalarprodukt (-, )

0

o it w, wie in (3.4.2) definiert, dann folgt

MN ME
(un,vi), = Z (af\{ (e1i; va), + aly (ezl-,vh)()) - Z (ajEl (esj,vn), + al (e4j,vh)0>.
i—1 =1
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3 Diskretisierung

e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My Mg
(U-h, e1k)0 = Z <af\1[ (eu, e1k)0 + agy <e2i; elk)o) + Z (aﬁ (e3jaelk)0 + afz (e4j7elk)0>
i=1 j=1
MN ME
= D (Ml + M7 af) + Y (M afy + My ap)
i—1 j=1

mit k = 17---7MN-
Fiir die Blockmatrizen gilt
Mll e RMNXMN7 M12 G RMNXMN’ M13 E RMNXME’ M14 E RMNXME

mit

ﬁ}j = (63i>elk)0 = /%(X)ﬁpk(x) dz,

Q
= (e4i>elkz>0 =0,
mltkzl,,MN,Z:L,ME

o) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My Mg
(U—h; er)O = Z (af\{ (eu; e2k)0 +agy <e2i7 e2k)0) + Z (a]El (93]'792]4)0 + leg (e4j792k)0>
i=1 j=1
My Mg
= D (Mg alf + M aly) + Y (M afy + Mg a3))
i—1 j=1

mit k=1,..., My.
Fiir die Blockmatrizen gilt

M21 e RMNXMN M22 e RMNXMN M23 E RMNXME M24 E RMNXME
= == == ) e

) )
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3.4 Assemblierung

mit
%ij = (e1¢782k)0 =0,
M = (eaiean)y = [ pilx)pn(x) = M2, da
Q

fir k,o=1,..., My, und

ﬂif = (932',9%)0 =0,
%Zj = (941'79214)0 = /%(X)@k(x) de,
Q
mit k = 1,...,MN,i: 17---7ME-
e) Testet man mit v, = e, dann folgt
My Mg
(U—h; e3k)0 = Z (aﬁ (eu, e3k)0 +agy (ezz‘, eSk)O) + Z (ajEl (e3jve3k)0 + sz (e4j7e3k)0)
i=1 j=1
MN ME
= Z (MP} alY + M7 ay) + Z (M afy + M afy)
i—1 j=1

Fiir die Blockmatrizen gilt

M31 6 RMEXMN M32 e RMEXMN M33 E RMEXME M34 E RMEXME
f— ’ f— ’ f— ’ f—

mit
ﬂizl = eu, e3k / wk dSC = M13
Q
ﬂif = (eai,e3t), = 0,
firk=1,..., Mg,i=1,..., My, und
%if = €3z;e3k / Vi(x)Px(x) dz M 33,
Q
M = (eu o), = 0.

mit ki =1,..., Mp.
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3 Diskretisierung

e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

MN ME
(uh; e4k)0 = Z (Gf-\{ (eu, e4k)0 + ajy (e2i7 e4k)0) + Z (lel (e3jae4k)0 + CLJEQ (e4j7e4k)0)
i=1 Jj=1
MN ME
= D (M all + M af) + Y (M afy + My ap)
i—1 j=1

mit k=1,..., Mg.
Fiir die Blockmatrizen gilt
M e RMexMy N 42 ¢ RMexMy 43 ¢ RMpxMs it ¢ RMexMp
mit
M= (eren), =

ﬂif = (e, e4k)0 = [ wi(x)¢i(x)dz = giff’

{O\ =

firk=1,... Mg,i=1,..., My, und

43
ks

ﬂi‘; = (641'7 e4k)0 - /Q/JZ(X)T/%(X) dxﬂ?}j’

= (e3i;e4k)0 =0,

Q
mit k’,Z = 17-~-7ME-
Die dquivalente Matrixdarstellung lautet
Mll M13 aN
Vo~ R Y e 2 ajlv
M s aiE
%42 £44 a2E'

3.4.2 Die Bilinearform af(-, )

Betrachtet man die Bilinearform a(-,-) mit u;, wie in (3.4.2) definiert, dann folgt

MN ME
a(uy,vy) = Z (ag aley;, vy) + ajy a(es, vh)> + Z (ajEl a(es;, vi) + ak a(e4j,vh)).
i=1 j=1
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e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

Mpn

a(up,en) = > (azl aey, ex) + ajy a(ey, ey, ) + Z ( ales;, ew) + aj a(e4j7elk)>
=1 7j=1
MN ME‘
= (Al a) + A2 al) + > (A aff + Ay o))
i=1 j=1

mit k=1,..., My.
Fiir die Blockmatrizen gilt
Al @ RMVXMy  g12 ¢ RMyXMy - g13 ¢ RMyxMp g4 ¢ RMyxMp
mit
A11 = a(ey, e) = /Vgpi(x) -Vor(x)de = AH,
Q

A12 . (egz, elk) 0

fir k,o=1,..., My, und

A13 a(es;, eyr) = /V@Di(x) - Vr(x) dz,
Q

A14

Lyt a<e4za elk) 07

mltkal,,MN,z:l,,ME

e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

MN ME
a(uy, eq,) = Z (af\{ aley, exr) + aly aley;, eq ) + Z (a a(es;, €ar) + a}% a(e4j,e2k)>
i=1 j=1
My Mg
= Z (A,QJ all + A2 ag) + Z (A,%i’ afl + Ai? ajEz)
i=1 j=1

mit k=1,..., My.

Fiir die Blockmatrizen gilt

A21 E RMNXMN A22 e RMNXMN A23 E RMNXME A24 e RMNXME

Y ) Y
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3 Diskretisierung

mit
21 . _ _
A= aley, ex) =0,

AP = aley, ex) = V/V%(X) - Ver(x) de = A%,
Q

fur k,o=1,..., My, und
A23 . (egz,egk) O

A= a(ew, ex) —u/wz  Vr(x) de,

Hlltk’zl,,MN,Z:L,ME

¢) Testet man mit v, = e, dann folgt

MN ME

a(up, esx) = Z (aﬁ a(ey;, esk) + ajy a(ey, esy ) + Z ( a(es;, esr) + ng a(e4j7e3k)>
=1 j=1
MN ME
= (Al a + AR al) + > (AF aff + A} o)
i=1 j=1

Fiir die Blockmatrizen gilt

AP e RMexMy 432 ¢ RMpxMy g3 ¢ RMpxMp 431 ¢ RMpxMs
mit

A31 = aey;, esr) = V/Vgol -V (x) de = Ai’,

A32 = a(ey;, ezr) =0,

firk=1,..., Mg,i=1,..., My, und

ék = a(eg;, es;) = V/V% - Vhi(x )dx_AZ:’,
34

A7 = aleq, es) = 0,

mit ki =1,..., Mp.

74



3.4 Assemblierung

e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

MN ME
a(up, e,) = Z (aﬁ a(eyi, ex) + ajy ales;, e ) + Z ( aes;, ear) + aj; afey;, e4k)>
i=1 7j=1
Mn
- 3R AR )+ 3 (A8 o+t )
i=1

mit k=1,..., Mg.

Fiir die Blockmatrizen gilt

A41 6 RMEXMN A42 E RMEXMN A43 e RMEXME A44 6 RMEXME
= ) = ’ = ) =

mit
A41 =a <e117e4k) 0,

Af = a(eq;, eq) = /V‘Pi(x) - Vi (x) do = é?:’
Q

firk=1,... Mg,i=1,..., My, und

A43 : (e?m e4k) 0,

A= aley, eqr) = / Vihi(x) - Vibi(x) dz = AL

Q

mit ki =1,..., Mg.

Die dquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet

All A13 aN
= = 1
A22 A24 aN

= = 2

31 33 E
A 42 é 44 alE
e\ N e

3.4.3 Die Bilinearform c(-, ay, )
Setzt man in die Bilinearform ¢(-, 0y, ) den Ansatz uy, ein, so folgt

My
c(up, Gy, vy) = Z (ag c(ey;, ap, vy) + ag C(egi,ﬁh,Vh)>
i=1
Mg

+ Z (ajEl c(esj, ap, vy) + ag c(eq;, tp, Vh)>.

j=1
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e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My
c(up, iy, e) = Y (af\{ c(eni, U, €1x) + a3 (e, Uy, elk:))

Mg
+ Z (ajEl C(eSjv ﬁha elk) + ajEQ C(e4j, ﬁh, elk)>
=1

My Mg
Z( o+ C N> +; (O/i? 014 E)

=1

Hlltk?zl,,MN

Fiir die Blockmatrizen gilt
gll ERMNXMN, ng GRMNXMN’ ngERMNXME, g14ERMN><ME
mit

. ou;,
g}; = c(ey;, Uy, eqy) Z/%( >8 1( X)pn(x )dx—Qlli,

2

012. c(eq;, Up, e) :/sz ax xX)pr(x) dz,
2

o)

fur k,o=1,..., My, und

R o1},
Ol i= e tnven) = [ 105 () dr
Z1
Q
1 Oy,
C (6417 Up, elk) Vi (X)8_<X)(pk (X) de,
T2
Q
mit kzl,...,MN,izl,...,ME.
e) Testet man mit v, = ey, dann folgt
My
c(uy, ty, e6) = Y (af\{ c(eui, Up, ear) + azy c(ey;, Uy, er))
i=1
Mg
+ Z (aﬁ c(es;, U, €gr) + af‘; c(e;, flh,e%))
j=1
My Mg
:Z<C §Y+C§§a§§>+2(0 E+ch E)
i=1 j=1
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mltkzl,,MN

Fiir die Blockmatrizen gilt
021 e RMNXMN7 022 e RMNXMN 023 E RMNXME7 024 6 RMNXME

)

mit
21 5 Ot
G = cle, Ty, ex) = SOi(X)a—xl(X)SOk(X) dz,
Q
C% = c(ey;, Uy, €31 /% pr(x) de = C7,
Q
fir k,o=1,..., My, und
2 . Oy
C,, = cles;, Uy, ez;) = %(X)a—m(x)@k(x) dz,
Q
24 - Ot
le; = c(eq;, Uy, €25) = ¢i(X)a—(X)¢k(X) dz,
= o
Q
mit k’zl,...,MN,Z.:L...,ME.
e) Testet man mit v, = e, dann folgt
My
c(uy, ty, e3) = Y (af\{ c(ew, iy, esr) + aj C(e2i7ﬁh733k)>
=1
Mg
+) (aﬁ c(es;, T, €3x) + afy c(eq;, U, eSk))
Jj=1
My MEg
Z( e N> +Z (OI:;,? + E)
i=1 j=1

mltk?zl,,ME

Fiir die Blockmatrizen gilt

31 MpxM 34 MpxM,
QGREXN’ geRExE

32 MpxM 33 MpxM
geREXN,geREXE7

mit

R Out
G = (e, iy, egp) = /%(X)a—;(x)%(x) dz = Cb,
Q
32 ~ aa}l
Q,ﬂ- 1= c(ey, Uy, €3) = %(X)a_m(x)%(x) dz,
Q
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firk=1,... Mg, i=1,..., My, und

h
33 ._ = _ , h _ 33
€3 i e tnven) = [ 905 (00 (0) de = O,
Q
34 oy,
C = c(ey, Un,e3) = [ (x)a—(x)z/}k(x) dez,
T2
Q
mit ki =1,..., Mg.
e) Testet man mit v, = ey, dann folgt
My
c(uy, fy, eq) = Y (aﬁ c(eni, U, €ax) + a3 (e, 0y, e4k)>
i=1
Mg
+ Z (ajEl c(es;, Up, €qr,) + Cleg c(eq;, Uy, e4k)>
j=1

_g'ﬂi

(C ay +C ZQ> + Z (O,w aj; + Cif a%)

=1

Fiir die einzelnen Blockmatrizen gilt

041 e RMEXMN 042 E RMEXMN 043 E RMEXME 044 6 RMEXME
= ) = ’ = ) =

mit

€ = clew o) = [ i) Tk (x)un(x) do

60 2 () e () da = €2
gpzxa@x r(x)dz =C7,

c*? .

Y= c(eg;, Up, €45) =

@\D

firk=1,... Mg, i=1,..., My, und
043 . (e3lvuh7e4k

auh
¢z 8[E1 djk ( )

44 .
C : (€4z, Uy, e4k

-/
~ [ w5 w0 e = 3,
Q

mit ki =1,..., Mp.
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3.4 Assemblierung

Die dquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet
011 012 013 014 aN
2 022 028 oM ajl\f
Ol 532 033 (034 ajE
041 g42 043 044 a2E

3.4.4 Die Bilinearform c(tuy, -, -)

Setzt man in die Bilinearform c(1y, -,-) den Ansatz uy ein, so folgt

My
C(ﬁh, Uy, Vh) = Z (azj\lf C(ﬁh, €14, Vh) + a7];\27 C(ﬁha €24, Vh))
=1
Mg

+ Z (ajEl C(ﬁfw €35, Vh) + a]E2 C(ﬁh, €45, Vh)) .

j=1
e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My

c(ly,up,en) = Y (af\{ c(ty, €1, €1x) + ajy C(ﬁh;e%aelk>>
i=1
Mg
+ Z <a’fjl C(ﬁha e3j7 elk) + ajEQ C(ﬁh7 e4j7 elk:))
=1
My Mg

=3 (Dl a + D a¥) + Y (DI afi + DY o)

i=1 j=1

mltkzl,,MN

Fiir die Blockmatrizen gilt

= ) = ) = ) =

mit

=ki 6(131
Q QO
12 . /o _
D~ = c(ay, ey, e1) =0

D' = c(fu, e, e1) = / i () 22 (x) o (x) da + / ﬂi(x)gfz (x)n(x) dz
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3 Diskretisierung

mit k=1,..., Myundi=1,..., Mg.

o) Testet man mit v;, = ey, dann folgt

My

c(ly, up, e0) = Y <af\1[ c(n, eni, exr) + afy (U, €3, er))
=1

+ Z ( 7 c(ly, €35, e9) + aly (ﬁh>e4j782k)>

Mg
— Z (D2 o + DE o) + Y (DE of; + DY o)
i=1 j=1

mitkzl,...,MN.

Fiir die Blockmatrizen gilt

D21 E RMNXMN D22 e RMNXMN D23 E RMNXME D24 E RMNXME
= ) = ) = ) =

mit
_ii 1= c(y, e, e) =0
. . 0p; . D;
D = c(Wy, ey, €31,) = /u,ll(x) L4 (x)pr(x) dx—i—/ui(x) 4 (x)pr(x)dx
ki axl al'g
Q

mit k=1,..., Myundi=1,..., Mg.

o) Testet man mit v, = e, dann folgt

My
c(ly, up, e36) = Y <af\1[ c(in, e, est) + ajy C(flh,e%egk))

+ E ( ajy € (Gp, €35, €sr) —|—a (llh7e4j>e3k))
Mg

i: (Dt ol + DR a) + 3 (DB afi + D ofy)

j=1
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3.4 Assemblierung

Fiir die Blockmatrizen gilt

D31 6 RMEXMN D32 E RMEXMN D33 6 RMEXME D34 6 RMEXME
= ’ = ’ = ’ =

mit

QZ? 1= (U, e, e31) =

i 0p;
D3 = clieven) = [ 4055 ) o+ [ 0 52 (o)) d
Q
0

firk=1,..., Mgundt=1,..., My,

22? = (U, eg;, €3) = /ﬁ}l( )8$1< x)1hg(x) do /ﬁi(x)a Q(X)wk(x) dz

o)

D= c(y, ey, e3) = 0

mit k’,lzl,,ME

o) Testet man mit v, = e, dann folgt

My

c(Qp, up, €q) = Z (af\{ c(y, €14, €ax) + afy (U, €3, e4k)>
i=1

E
+ Z (aﬁ (U, €35, e4) + ajy (U, ey, e4k>>

j=1
My Mg
=Y (Dt aX + D2 aX) + Y (DE af; + Dl o)
i=1 j=1

mit k=1,..., Mg.
Fiir die Blockmatrizen gilt
Dl e RMexMy D2 ¢ RMexMy i3 ¢ RMexMe  p# ¢ RMex Mg
mit
D41 = c(y, e, eq) =

0
D2 = c(ly, ez, eq) = / iih (x >§*‘7’< Yi(x) da + / ﬁi(X)gfz(x)wk(x) dz
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3 Diskretisierung

firk=1,... Mgundi=1,..., My,

43 . s
2 * = c(lp, e3;, eqr,)

=0
D44 o ~ Al ad)’b d ~2
D= c(tp, eq, ea) = [ Gy(x x)Yp(x)de + [ 45 (x)
Q

mit ki =1,..., Mg.

Die dquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet

Dll D13 aN
= = 1

22 24 N

31 2 33 2 a2E
D D a
Q42 244 a2E

3.4.5 Die Bilinearform b(-,-)

Setzt man in die Bilinearform b(-, -) den Ansatz py, ein, dann gilt

b(vh. pr) Zb b(v, €;).

o) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My
b(e1k, pn) Zb blew, e;) = Y By b
=1
Hlltkle,,MN

Fiir die Blockmatrix B L gilt

mit

mit k,izl,...,MN.

e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

My
b(eax, pn) Zb b(ear, €;) Z Bgi biv
i=1

mltkal,,MN
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Fiir die Blockmatrix EQ gilt

mit

mit k,i=1,..., My.

o) Testet man mit v, = es, dann folgt

Mpn My
besk,pn) = Db bles,e) =Y B by
i=1 i=1
mit k = 1,...,ME.

Fiir die Blockmatrix B* gilt
_ B3 ¢ RMexMy
mit o
k
B} = 8—x1(x)%‘(x) da

Q
mit k=1,..., Mgundi=1,..., My.

o) Testet man mit v, = ey, dann folgt

MN MN
b(eax, pn) = bev blew, e;) = Z By, by
i=1 i=1
mit k=1,..., Mg.

Fiir die Blockmatrix B* gilt
- B4 c RMEXMN

mit o
4 k )
Bi= | oot de

Q
mit k=1,..., Mgundi=1,..., My.

Die dquivalente Matrixdarstellung der Bilinearform lautet

Sy

SR
on
=2

I3 log 53

3.4 Assemblierung
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3 Diskretisierung

Analog folgt fiir die Bilinearform b(-,-) und den Ansatz uy, getestet mit e; = ¢, i

1,..., My die dquivalente Matrixdarstellung

N
a

N
<§1T EQT ég—r §4T> ZE

E
Ay

3.4.6 Die rechte Seite

Seien al¥,al’ af al die zu u, gehorigen Koeffizientenvektoren, dass heifit

=Y (@) ex(x) +aly ex(x)) + MZ (a5 eai() + @ €4 ().

=1

dann kann die rechte Seite wie folgt assembliert werden.

o) Testet man mit v, = ey, dann folgt
7 flew) + 7 c(ty, Gy, 1) + (ﬁh,em)o =T f;i + g,i = bllc

mltkzl,,MN

Fiir den Vektor bl gilt

b! € RM~
mit
p=rr () + [aeokmnea+ [ 05t
N My N Mg
sh= [ @t de =Yl [eeoae ety ak [dtoex) o
=1 ) =1 Q

mit k=1,..., My.
e) Testet man mit v, = ey, dann folgt

T f(e%) +7 C(ﬁhaﬁhye%) + (ﬁh,egk)o =T f,? + gz = bz

Hlltk/’zl,,MN

Fiir den Vektor b? gilt
b? € RMv
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3.4 Assemblierung

mit
0 O,
f=r (o)) [ a5 et e+ [ 605 e d,
Ok 0xy 0z
Q Q
MN ME
g = /ﬂi(x)cpk(x) dr = ag/soz(x)tpk(x) dx+ZaZE2/@/),(X)gok(X) dx
o i=1 0 =1 Q
:%22597 + M2452E
mit k=1,..., My

o) Testet man mit v, = e, dann folgt
7 f(es) + 7 c(tp, Gy, e3;) + (ﬁhaeSk)O =T f;? + gf; = bi

Fiir den Vektor b? gilt

b? € RM=e
mit
- o
fi=rf (( %k )) + /ai(x)%(x)wk<x) dz + /aﬂ )g—“z(xm(x) dz,
My Mg
g = /ﬂ}l(X)?ﬁk(x) dz = Zaﬁ/%(x)wk(x) dx+2aﬁ/wl(x)wk(x) da
Q =1 Q i=1 0
= M315_i\7+M33~IE
mit k = ) 7ME

e) Testet man mit v;, = ey, dann folgt
T f(e4k) +7 c(ﬁh, flh,e4k) + (ﬁh, e4k)0 =T f;l + gl‘i — bé

Fiir den Vektor b* gilt

mit

Q
g = / a0 e = > / penx) o+ 3 / $i() i (x) da
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3 Diskretisierung

Die dquivalente Vektordarstellung der rechten Seite lautet

b2 B fQ N M22 £24 éé\[
b3 - f3 giﬂ £33 ,(’:ilE
b4 f4 %42 £44 éQE
3.4.7 Das dquivalente lineare Gleichungssystem
Sei nun u, € RCMN+2ME) der Koeffizientenvektor von uy, mit
u. = (a) a) alaf )’
und p. € RM~ der Koeffizientenvektor von p;, mit
Pc = bN-
Weiters sei @1, € REMN+2ME) der Koeffizientenvektor von @y, mit
o= (& Ay afak )
Somit lautet das zu Problem (3.4.1) dquivalente Gleichungssystem
a0, (B QYY) (u)_ (e,
0 o) @ 0))\e)"L 0 )
Die Blockmatrizen P, M und () gegeben sind als
én +QH —1—211 gm ém _I_gm +213 QM
b gm éQQ 4 gm X 222 g23 ém I g24 I 224
4 A31 +Q31 +231 Q32 A33 +Q33 +Q33 Q34
= 241 - é42 I 242 . 242 = 243 - é44 i 244 n 244
nllt B G R(2MN+2ME)X(2MN+2ME)’
Mll M13
- 22 - M2
M = Bt T B8 )
g T s
mit M c R(2MN+2ME)X(2MN+2ME), und
Bl
§2
Q = 3 )
= B
§4
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3.5 Lésungsalgorithmus

Man beachte, dass die Matrizen g und D von 1y, abhingen.

3.5 Losungsalgorithmus

Man hat bis jetzt gesehen, wie man durch diverse Diskretisierungsstrategien auf ein lineares
Gleichungssystem kommt. Ziel ist es nun, einen Algorithmus anzugeben, der das vollkom-
men diskrete Variationsproblem der instationdren Navier-Stokes—Gleichungen 16st. Dazu
sei Zy eine dquidistante Zerlegung des Intervalls (0,7). Weiters sei Q C R%, d = 2,3,
ein beschrianktes Lipschitzgebiet und 7}, eine zuléssige affine Triangulierung von 2. Wie in
Abschnitt 3.3 gesehen, konnen die Anséitze u;, und p;, allgemein geschrieben werden als

DFy DFp

u,(x) = Z u; €;(x) und pu(x) = Zpi ei(x)

mit den zugehorigen Koeffizientenvektoren u, € RP*v und p. € RPf7. Die Funktionen e;
und e; bezeichnen die Basisfunktionen in V;, beziehungsweise @);,. Die Gréflen DFy und
DFp bezeichnen die Anzahl der Freiheitsgrade von V, beziehungsweise )y,.

Es sei nun 0, € RP*v der zu 1, € V,, gehorige Koeffizientenvektor. Weites sei im folgen-

den Algorithmus u?? der Koeffizientenvektor der vorherigen Newton-Iteration. Analog

dazu bezeichnet u’” den Koeffizientenvektor des vorherigen Zeitschrittes. Somit kann der

folgende Algorithmus angegeben werden.

(S1) Im ersten Schritt werden die Vektoren initialisiert als u/" = u/” = u, und i = 1
gesetzt.

(S2) Ist ¢ > N, dann wurde die Losung in allen Zeitschritten berechnet und der Al-
gorithmus wird beendet. Ansonsten setze £k = 1 und wéhle als Startwert fiir das
Newton—Verfahren die Lésung des vorherigen Zeitschrittes, das heifit ufV = ul7.

Als allererster Startwert fiir das Newton—Verfahren im ersten Zeitschritt kann auch

die Losung der Stokes—Gleichungen gewéhlt werden.

(S3) In diesem Schritt werden alle nétigen Matrizen sowie die rechte Seite assembliert.

M = assembleMatrixM(
= assembleMatrixQ(

)
)

)

o 11 |

= assembleMatrixP(u
f = assembleVectorF(t;)
b=1f+M u”

87



3 Diskretisierung

(S4)

(S5)

(56)

Anschlieflend wird das folgende System gelost

()= (5 8)+ (& §)-(5)

Nun wird der Fehler zur vorherigen Newtoniteration berechnet als
error = |[ul™ — u.|lo.

Gilt (k == 1), dann setze errory = error.
Weiters wird die vorherige Newtoniteration mit der gerade errechneten Newtoniter-

ation {iberschrieben, ufv = u..

Nun wird iiberpriift, ob der relative Newton—Fehler kleiner ist als eine vorgegebene
Toleranz, das heiit (2% < TOLpyewt). Ist dies der Fall, dann setze p. = p. und

) errorg

u! = ul? = u.. Das heifit, der Koeffizientenvektor des vorherigen Zeitschrittes wird
mit dem gerade berechneten Koeffizientenvektor iiberschrieben. Nun kann der néchste
Zeitschritt berechnet werden, dass heifit man setzt ¢ = i+ 1 und geht zu Schritt (S2).

Ist die vorgegebene Toleranz in Schritt (S5) nicht erreicht, dann wird eine weitere
Newton-Iteration durchgefiihrt. Setze k = k + 1 und gehe zu (S3).

Lauft der Algorithmus korrekt, dann erhidlt man eine Folge von Koeffizientenvektoren

{u}

", und {pi},, und somit die Funktionen

DFV DFp

u (x) = Z ulej(x) und pp(x) = Zp; e;(x)

zu den Zeitpunkten ¢; € Zy.

Das Losen des linearen Gleichungssystems erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe des Schurkom-
plements. Betrachtet man das System

(4af ) (3)-(5)

so kann die ersten Gleichung nach u. aufgelost werden und es folgt die Darstellung

u, = (gﬂg)_l (b—Tgpc).

Setzt man nun u, in die zweite Gleichung ein, so gilt

88
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3.5 Lésungsalgorithmus

mit dem Schurkomplement

8:=(rQ") (ﬁﬂﬁ)_l (r Q)

Es wurde somit demonstriert, wie man mit Hilfe verschiedenster Diskretisierungsstrate-
gien ein lineares Gleichungssystem aufstellen kann, und somit eine approximative Lésung
der Geschwindigkeitsfeldes in ) erhélt. Die Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes ist aber
nicht immer hinreichend. In manchen Fillen ist es notig, die Bahnkurven x(¢, X) mehrerer
Massenpunkte zu ermitteln.
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4 Partikel-Tracing

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Algorithmus zu beschreiben, der es erméglicht, ein Partikel
in einem Stromungsfeld zu verfolgen. Als Referenz fiir dieses Kapitel sei auf [28, 21] und
[9] verwiesen.

Die Bahn eines Partikels wird in einem Strémungsfeld durch die Differentialgleichung

ox
E(t) = u(t,x)

beschrieben. Zur Berechnung der Bahnkurve wird das Zeitintervall (0,7") wieder in N
Teilintervalle zerlegt. Dazu betrachtet man wieder eine dquidistante Zerlegung Zy von
(0, 7). Die Werte x**! := x(t;;1) konnen mit der /—Methode und 6 = 0 berechnet werden

aus
7
= ll(ti, X )
-
beziehungsweise
xT = x" + 7 u(t, x')

mit gegebener Startposition x°.

Das Geschwindigkeitsfeld u ist jedoch nicht bekannt, anstelle des Geschwindigkeitsfeldes
sind nur die Geschwindigkeitsvektoren uf, an Stellen x;, € Q und zu Zeitpunkten ¢; € [0, 7]
gegeben. Um nun einen Algorithmus zur Verfolgung eines Partikels in einem Stromungsfeld
anzugeben, seien folgende Daten bekannt.

Sei Tj, eine zuldssige und affine Triangulierung von Q C R?, d = 2, 3. Wie in Abschnitt 3.3
bezeichne My die Anzahl der Knoten in 7,. Weiters seien die Geschwindigkeitsvektoren
ui € R? fiir alle Knoten x;, € A" und fiir die Zeitschritte ¢; € Zy bekannt.

Fiir ein Element T € T, bezeichnet wr die Menge jener Nachbarelemente von T, die sich
im Zweidimensionalen eine Kante mit 7' teilen, beziehungsweise im Dreidimensionalen eine

Fléache. Siehe Abbildung 4.1.

Fiir jeden Zeitschritt ¢;, ¢ =0,..., N, sei

) = Y i
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4 Partikel-Tracing

die lineare Interpolation des Geschwindigkeitsfeldes zum Zeitpunkt ;.

S

Abbildung 4.1: Die Nachbarelemente in wy fiir den zweidimensionalen Fall.

Der Algorithmus kann nun wie folgt beschrieben werden.
(S1) Im ersten Schritt wird ein Punkt xo € R? gewéhlt sowie i = 0 und 7 = L gesetzt.

(S2) Im néchsten Schritt wird jenes Element T' € 7j, bestimmt, sodass x* € T. Existiert
kein solches Element, dann liegt der Punkt x* aulerhalb von © und der Algorithmus
wird beendet. Setze X = x'.

(S3) Nun wird der Geschwindigkeitvektor u = u}(x) im Punkt X zum Zeitpunkt ¢; be-
stimmt. Mit diesem Geschwindigkeitsvektor kann der Punkt x**! berechnet werden
als X =x+4+ 71w

(S4) Nun werden die folgenden Fille unterschieden.

(C1) Der Punkt x*! bleibt im Element 7', das heiBt x'+' € T.

Setze x = x'*!, 7 = L und i =i + 1. Gehe zu (S3).

(C2) Der Punkt x**! bleibt nicht im Element 7', das heifit x'+ ¢ T.

xitl
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Dann wird der Schnittpunkt s mit jener Kante beziehungsweise Fliche bes-
timmt, iiber die das Partikel das Element T verldsst. Nun wird die Zeit bes-
timmt, die das Partikel benétigt, um vom Punkt x* zum Punkt s zu kommen.

|Xi75
[xi—x ]|
ment Ty € wy bestimmt, mit s € T. Existiert kein solches Nachbarelement,
dann wird der Algorithmus beendet.

Diese Zeit entspricht 6 = 7. Im n&chsten Schritt wird jenes Nachbarele-

Ansonsten setze x =s, 7 =7 — ¢ und 7' = Ty. Gehe zu (S3).

Dieser Algorithmus geht davon aus, dass bei der §—Methode zur Berechnung der Bahnkurve
die selbe Zerlegung Zy verwendet wird, wie bei der 6—Methode zur Berechnung der Ge-
schwindigkeitsvektoren. Ist dies nicht der Fall, so muss das Geschwindigkeitsfeld auch in der
Zeit interpoliert werden. Dazu konnen die stiickweisen linearen Basisfunktionen herange-
zogen werden. Sei nun Z eine Zerlegung des Intervalls (0,7") mit N # N. Dann kann fiir
allet, € Z 5 die Funktion ®; definiert werden als

1, furt:fl
d;(t) =<0, fiir t =1;,5 #1,

linear, sonst

siehe Abbildung 4.2.

Somit kann durch
N My

w(t.x) = 375" u(x) (1)

1=0 k=1

ein kontinuierliches Geschwindigkeitsfeld in [0, 7] x © definiert werden. Im Schritt (S3)
erfolgt dann die Berechnung des Geschwindigkeitsvektors u mit Hilfe der Funktion uy,.

o,

|
|
|
|
|
|
|
|
&

ti—o ti1 t; tiy1 tito

Abbildung 4.2: stiickweise lineare Basisfunktion fiir die Stiitzstelle ;.
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5 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden numerische Beispiele der instationdren Navier—Stokes—Gleichung
fiir zweidimensionale und dreidimensionale Geometrien betrachtet. Bei den betrachteten
Stromungen handelt es sich um Rohrstréomungen. Bei Rohrstromungen lésst sich die di-
mensionslose Reynoldszahl errechnen als
Re — UmdQ: Umd,
n v

mit der mittleren Geschwindigkeit U,,,, dem Rohrdurchmesser d, der dynamischen Viskositét
n und der Dichte p. Da die dynamische Viskositédt als das Produkt der kinematischen
Viskositdt v und der Dichte geschrieben werden kann, folgt die zweite Darstellung der
Reynoldszahl. Fiir Rohrstromungen liegt die kritische Reynoldszahl bei

Regrie = 2300,
das heifit aber nicht, dass bei Reynoldszahlen > 2300 die Stromung mit Sicherheit turbu-

lent ist. Mehr iiber Rohrstromungen findet man in [24].

Des Weiteren werden in den numerischen Beispielen inkompressible Fluide mit einer kine-
matischen Viskositét

v=10"% —
s

betrachtet.
In den Beispielen wird auch die d&uflere Kraft f vernachléssigt und f = 0 gewéhlt.

Wie in Abschnitt 3.5 beschrieben ist in jeder Newton—Iteration das folgende Gleichungssys-

tem zu losen.
M+rP 7Q u. b
a0 )(n)=(o)

Doch Anstelle des obigen Gleichungssystems wird das Gleichungssystem

(L7200 70) (v (1)

mit der Matrix G und A > 0 gelost. Die Matrix G erhélt man aus der sogenannten Grad-

Div-Stabilisierung, mehr dazu findet man in [20].
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5 Numerische Beispiele

Das Losen erfolgt mit Hilfe des Schurkomplements

Q),

S = (TQT) <%+T(§+>\g)>_1 (7

dabei wird die Invertierung der Matrix <£ +7(2+A g)) mit dem parallelen Direktloser
PARDISO [25, 26] verwirklicht. Das Losen des Systems

Spe=(TQ") (%M(Qﬂg))‘lb

erfolgt mit Hilfe eines vorkonditionierten GMRES—Verfahrens mit einer Genauigkeit von
10~8. Als Vorkonditionierer wird hier die Massematrix verwendet.

Als Abbruchkriterium fiir das Newton—Verfahren wurde eine Genauigkeit von 10~% gewiihlt,
beziehungsweise eine maximale Iterationszahl von 10.

Der Stabilisierungsparameter A\ wurde mit A = 0.125 gewahlt.
In der Masterarbeit [17] findet man Beispiele mit den selben Geometrien und den selben
Parametern. Jedoch wurden die Beispiele mit dem k£ — e-Turbulenzmodell und mit der

Methode der Finiten—Volumen gelost.

Bei der Berechnung kamen zwei Rechner zum Einsatz, hier eine kurze Angabe der Hard-
ware.

Rechner 1)
Chipsatz . Intel® Core” 2 Duo Processor E6700 , 2.66 GHz
Sockel 1
Kerne pro Sockel : 2
Threads pro Kern : 1
Arbeitsspeicher ;3995208 kB (3.81 GB)
Rechner 2)
Chipsatz . Intel® Xeon® Processor E5-2650, 2.00 GHz
Sockel :2
Kerne pro Sockel : 8
Threads pro Kern : 2
Arbeitsspeicher ;132282156 kB (126.15 GB)
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

5.1.1 Beispiel 1

Im ersten Beispiel wird folgende zweidimensionale Geometrie betrachtet.

I'y
L]
|
Ty :
It 015 10_1 Fo |0.41
|
0.15 |
]
Tu
2.2

Abbildung 5.1: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Dabei wird auf I'; das Einstromen des Fluids simuliert, auf I'p wird das ungehinderte Aus-
treten des Fluids simuliert und auf 'y gelte die Haftbedingung.

Der Geschwindigkeitsvektor der Einstromung auf I'; ist in diesem Beispiel gegeben durch

041 —y) 36 h(4t m
= (VO -y 3000 )
s
Die Funktion h ist gegeben als
3t2—2¢ firt<1
h(t) = =
1 fiirt > 1

und simuliert ein allméhliches Einstromen (siehe Abbildung 5.3).

Das Profil der Einstréomung hat somit zu verschiedenen Zeitpunkten die Formen in Abbil-
dung 5.2, wobei sich das Profil fiir Zeitpunkte ¢ > 0.25 nicht mehr dndert.

—

t =0.05 t=0.1 t=0.15 t=0.2 t=0.25

Abbildung 5.2: Profil der Einstromung zu verschiedenen Zeitpunkten.
Auf T'p wird das ungehinderte Austreten mit homogenen Neumann—Randbedingungen

simuliert und auf I'y werden homogene Dirichlet—-Randbedingungen zur Simulation der
Haftbedingung verwendet.
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5 Numerische Beispiele

Abbildung 5.3: Verlauf der Funktion A.

Mit der mittleren Einstromgeschwindigkeit
0.41

1
:—4/y (0.41 — y) 36 h(4 ) dy = 1.0086 h(4 t)
0

m

S

liegt der Wert der Reynoldszahl bei

1.0086 - 0.41
Ro— ) d 0y 0086041 ) 155 96

14 14

Der Wert der Reynoldszahl liegt bei Zeitpunkten ¢ > 0.25 bei 4135.26 und somit iiber der
kritischen Reynoldszahl fiir Rohrstréomungen.

Fiir die numerische Simulation wurden die folgenden Paramter gewéhlt. Das Zeitintervall
wurde mit (0,3) gew#hlt und in N = 1200 Teilintervalle zerlegt. Das ergibt eine Zeit-
schrittweite von 7 = 0.0025.

Die Triangulierung 7, von €, siche Abbildung 5.4, wurde mit NETGEN erzeugt und enthélt
5024 Dreiecke, 7684 Kanten und 2660 Knoten.

Fiir den quadratischen Ansatz u;, ergeben sich 19582 Freiheitsgrade und fiir den linearen
Ansatz py ergeben sich 2660 Freiheitsgrade. Auf Rechner 1 lag die Laufzeit bei 27483.2
Sekunden, das entspricht 7 Stunden, 38 Minuten und 3.2 Sekunden.

o LT AT LA Tk Tk

Abbildung 5.4: Triangulierung des Gebietes.

Die folgenden Abbildungen beschreiben den Betrag des Geschwindigkeitsvektors zu ver-
schiedenen Zeitpunkten.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

0 1IIIIIII 2 2.6
E— o (Y|

Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.



5 Numerische Beispiele

0 1 2 2.6
. o Y|
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.0.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

0 1 2 2.6
E e | Y]
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Man kann in den Grafiken sehr gut sehen, dass sich zu Beginn der Strémung Wirbel hinter
dem Hindernis bilden. Jedoch entsteht durch die nicht zentrale Lage des Hindernisses ein
Ungleichgewicht, wodurch es zu einer turbulenten Strémung kommt. Weiters kann man in
den Grafiken ein annéhernd periodisches Stromungsbild erkennen.

5.1.2 Beispiel 2

Im zweiten Beispiel wird folgende zweidimensionale Geometrie betrachtet.

I'y

r, 0.15 Io'l I'o [0.41

Sinihe

0.4 0.1 2.2

Abbildung 5.5: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Die Randbedingungen in diesem Beispiel entsprechen den Randbedingungen aus dem ersten
Beispiel. Auch hier liegt der Wert der Reynoldszahle bei

Re = h(4 t) 4135.26,

und somit fiir ¢ > 0.25 iiber der kritischen Reynoldszahl fiir Rohrstromungen.

Fiir die numerische Simulation wurde auch hier das Zeitintervall mit (0, 3) gewahlt und in
N = 1200 Teile zerlegt. Das ergibt wieder eine Zeitschrittweite von 7 = 0.0025.

Die Triangulierung 75, von €2, siehe Abbildung 5.6, wurde mit NETGEN erzeugt und enthélt
6688 Dreiecke, 10220 Kanten und 3532 Knoten.

Fiir den quadratischen Ansatz uj, ergeben sich 26078 Freiheitsgrade und fiir den linearen
Ansatz pp, ergeben sich 3532 Freiheitsgrade. Auf Rechner 2 lag die Laufzeit bei 26532
Sekunden, das entspricht 7 Stunden, 22 Minuten und 12 Sekunden.

] 'l‘
TITJ.'L'HIL'HTI.‘],T
FUTE AT,

Abbildung 5.6: Triangulierung des Gebietes.

Wie im ersten Beispiel geben die folgenden Abbildungen den Betrag des Geschwindigkeitsvek-
tors zu verschiedenen Zeitpunkten wieder.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

0 1 2 3 3.6
L

e v
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.
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0 1 2 3 3.6
L

e v
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.0.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

0 1 2 3 36
- o Y|
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Wie im ersten Beispiel, kann auch hier ein Ablosen der Grenzschicht hinter den Hin-
dernissen beobachtet werden. Des Weiteren sieht man auch in diesem Beispiel, wie sich
hinter den Hindernissen Wirbel bilden.

5.1.2.1 Partikel-Tracing

Fiir diese Geometrie und fiir dieses Stromungsfeld wurde auch der Partikel-Tracing—Algo-
rithmus getestet. In der ersten Abbildung sieht man drei blaue Markierungen, diese Mar-
kierungen stellen die Startpositionen der Partikel dar. Es werden jeweils zu den Zeitpunkten
t = 0.0,0.25,0.5,0.75,1.0,1.25,1.5,1.75,2.0,2.25,2.5,2.75 Partikel von diesen Positionen
aus im Stromungsfeld verfolgt.

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 0.0.

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 0.25.

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 0.5.
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5.1 Beispiel in zwei Raumdimensionen

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 0.75.

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 1.5.
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5 Numerische Beispiele

Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 2.5.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

In diesem Beispiel wird folgende dreidimensionale Geometrie betrachtet.

0.41

I'm

c === ===4

2.2

Abbildung 5.7: Geometrie (Abmessungen in Meter).

Dabei wird auf I'; das Einstromen eines Fluid simuliert, auf I'o wird das ungehinderte
Austreten des Fluids simuliert und auf 'y gelte die Haftbedingung.
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5 Numerische Beispiele

Der Geschwindigkeitsvektor der Einstromung auf I'; ist in diesem Beispiel gegeben durch

it 2.y, 2) = ( y (0.41 —y) 2 (0.461 —2) 1274 h(4 t) ) %

Wie in den zweidimensionalen Beispielen wird auf I'p das ungehinderte Austreten mit
homogenen Neumann-Randbedingungen simuliert und auf ['; werden homogene Dirichlet—
Randbedingungen zur Simulation der Haftbedingung verwendet.

Mit der mittleren Einstromgeschwindigkeit

0.410.41

U (1) = (04;”2 / / y (0.41 —y) z (0.41 — z) 1274 h(4 t) dy dz = 1.000005 h(4 t)

m
S

liegt der Wert der Reynoldszahle bei

t)d 1. -0.41
Re:“m() = h(4t) 000005 - 0 = h(4t) 4100.022.

14 14

Der Wert der Reynoldszahl liegt bei Zeitpunkten ¢t > 0.25 bei 4100.022 und somit iiber der
kritischen Reynoldszahl fiir Rohrstromungen.

Fiir die numerische Simulation wurden die folgenden Paramter gewahlt. Das Zeitintervall
wurde mit (0, 3) gewéhlt und in N = 600 Teilintervalle zerlegt. Das ergibt eine Zeitschrit-
tweite von 7 = 0.005.

Die Triangulierung 7, von €2 wurde mit NETGEN erzeugt und enthélt 46488 Tetraeder,
95988 Flachen, 58832 Kanten und 9332 Knoten.

Fiir die quadratische Ansatzfunktion u, ergeben sich 169023 Freiheitsgrade und fiir die
lineare Ansatzfunktion p, ergeben sich 9332 Freiheitsgrade. Auf Rechner 2 lag die Laufzeit
bei 716797 Sekunden, das entspricht 8 Tagen, 7 Stunden, 6 Minuten und 37 Sekunden.

Die nachfolgenden Abbilden geben den Betrag des Geschwindigkeitsvektors auf der mit-

tleren Schnittfliche in z—Richtung wieder. Anschliefend werden Abbildungen angegeben,
die die Stromlinien des Stromungsfeldes wiedergeben.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

0 1 2 3 3.4
. ||
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.0.
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0 1 2 3 3.4
. ||
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 1.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 1.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.0.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

0 1 2 3 3.4
T | U |
Betrag der Geschwindigkeit.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 2.25.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 2.5.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 2.75.

Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 3.0.
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5 Numerische Beispiele

Im Dreidimensionalen kann analog zum zweidimensionalen Fall die Entstehung von Wirbeln
hinter dem Hindernis beobachtet werden. Jedoch kann man erkennen, dass die Stromung
im Gegensatz zum Zweidimensionalen kein periodisches Verhalten wiederspiegelt. Die fol-
genden Grafiken zeigen die Stromlinien der Stromung.

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 0.25.

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 0.5.

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 0.75.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 1.75.
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5 Numerische Beispiele

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢t = 2.25.

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 2.5.

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢t = 2.75.
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5.2 Beispiel in drei Raumdimensionen

Stromlinien zum Zeitpunkt ¢ = 3.0.

Anhand der Stromlinien kann man die Wirbelbildung hinter dem Hindernis sehr gut erken-
nen. Man kann sehen, dass die Turbulenz nicht nur von der Strémung in z—Richtung und
in y—Richtung beeinflusst wird, sondern auch von der Strémung in die z—Richtung.
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