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Einleitung

Zu fondsgebundenen Lebens- und Pensionsversicherungen werden gerne Zinsgarantien ange-
boten, die den Besitzer im Falle von schlechten Fondsentwicklungen vor groflen Kapitalver-
lusten bewahren sollen. Die Bepreisung solcher Garantien ist fiir den Versicherer von grofer
Bedeutung, denn werden die Garantien zu gering bewertet, kann es zu schwerwiegenden fi-
nanziellen Einbuflen seitens des Versicherers kommen.

Vergangene Arbeiten zur Bepreisung von Zinsgarantien behandelten absolute Garantien, das
heiffit Garantien, die eine deterministische Entwicklung des Kapitals garantieren, wie zum
Beispiel die Arbeiten von Brennan und Schwartz [4], Boyle [2], Miltersen und Persson [16],
Grosen und Jgrgensen [8], Hansen und Miltersen [9] und Schrager und Pelsser [18]. Absolu-
te Garantien ergeben aber ein Problem: Niedrige deterministische garantierte Zinse machen
den Vertrag fiir die Kunden unattraktiv, hohe fiir den Versicherer. Daher sind stochastische
Zinsgarantien, deren Hohe sich an einem Referenzzins orientiert, in der Praxis sehr beliebt.

In [2] werden Garantien betrachtet, welche einen Endwert des Kapitals von zumindest 75%
bzw. 100 % der eingezahlten Prémien garantieren. Die Preise dieser Garantien werden in [2]
iiber eine Monte Carlo Simulation berechnet. In [16] werden fiir verschiedene deterministi-
sche Garantietypen geschlossene Formeln hergeleitet. Die Zinsstruktur wird dabei einerseits
determinitisch gewiahlt und andererseits durch ein Heath Jarrow Morton Modell festgelegt.

[8] beschreibt einen Vertrag iiber eine Garantieform, in dem zusétzlich Bonuszahlungen aus
einem Unternehmensgewinn vereinbart sind. Die Zinsen werden als konstant angenommen.

Die Arbeiten von Yang, Yueh und Tang [19] und Lindset [15] beschéftigen sich mit sto-
chastischen Garantien. In [15] wird die Zinsstruktur iiber ein Heath Jarrow Morton Modell
beschrieben, [19] verwendet dazu das erweiterte Vasicek Modell. In beiden Arbeiten wird der
diskontierte Wertprozess des Referenzfonds als geometrische Brown’sche Bewegung model-
liert und beide Arbeiten behandeln Garantien vom Typ I und Typ II, die wie folgt definiert
sind: Die Typ I Garantie legt eine Mindestverzinsung iiber die ganze Laufzeit des Vertra-
ges fest. Die Typ II Garantie vereinbart im Gegensatz dazu die Mindestverzinsung fiir jedes
Jahr, das heif3t, entwickelt sich der Referenzfonds in einem Jahr schlechter als die vereinbarte
Mindestverzinsung, wird bei der Typ II Garantie das Kapital am Ende des Jahres mit dem
Mindestzinssatz aufgezinst. Bei gleichem garantierten Zinssatz ist die Typ II Garantie stets
wertvoller als die Typ I Garantie.

Das erste Kapitel der vorliegenden Arbeit beschreibt die Typ I und die Typ II Garantie.
Im zweiten Kapitel wird das Black-Scholes Modell als Basismodell fiir die Entwicklung des
Referenzfonds herangezogen. In diesem Modell werden fiir die Preise beider Garantietypen
geschlossene Formeln bei konstanter Zinsstruktur und deterministischen Garantien hergelei-
tet.

Um das Basismodell in verschiedener Weise erweitern zu kénnen, geben Kapitel 3 und 4 Ein-
blick in zwei Zinsstrukturmodelle und das Heston Modell fiir die stochastische Volatilitét.
Darauf aufbauend wird in Kapitel 5 die konstante Zinsstruktur durch ein stochastisches Mo-



dell ersetzt (erweitertes Vasicek Modell bzw. Cox Ingersoll Ross Modell) und in Kapitel 6,
zunéchst unter Annahme eines konstanten Zinses, die konstante Volatilitdt des Referenzfonds
durch eine stochastische Volatilitdt nach dem Heston Modell ersetzt. AbschlieBend wird ein
Modell betrachtet, das die Volatilitdt des Referenzfonds durch das Heston Modell, und zusétz-
lich die Zinsstruktur durch das erweiterte Vasicek Modell, beschreibt. In all diesen Modellen
wird der Preis der verschiedenen Garantien entweder analytisch berechnet oder (in den kom-
plexen Modellen) durch Monte-Carlo Simulation numerisch bestimmt.

Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die verschiedenen betrachteten Modelle in dieser Arbeit.

Modellierung des Referenzportfolios

diskontierter Wertprozess als stochastische Volatilitat
geometrsche Brownsche Begwegung| gemal Heston Modell

deterministische

Garantie und Zinsen Kapitel 2 Kapitel 6.1

Kapitel 5.1 (Vasicek Modell)

stochastische ) Kapitel 6.2 (Heston und
Garantie und Zinsen|  Kapitel 5.2 (P(jﬂg I|r|1)gersoll Ross Vasicek Modell)
ode

Im Anschluss an jedes Modell finden sich Grafiken, die die Sensibilitit der Garantieprei-
se in den verschiedenen Modellen gegeniiber der Verdnderung der verschiedenen Parameter
beschreiben. Im letzten Kapitel werden die Ergebnisse aus den verschiedenen Modellen mit-
einander verglichen.

Die Hauptreferenz fiir die vorliegende Arbeit ist [19]. Gegeniiber [19] neu ist die Bewertung
der Garantien unter Verwendung des Cox Ingersoll Ross Modells bzw. unter Kombination
des erweiterten Vasicek Modells mit dem Heston Modell fiir die Volatilitéit des Referenzfonds.
Zudem wird ein neuer Garantietyp betrachtet, bei dem die Mindestverzinsung als gleiten-
des Mittel iiber vergangene Referenzzinssitze festgelegt wird (vgl. Kapitel 5.1.4). Je nach
Modellannahme werden fiir die Garantien geschlossene Preisformeln bzw. Algorithmen zur
Bepreisung mittels Monte Carlo Simulation angegeben. Zur Simulation von Wurzeldiffusions-
prozessen im Cox-Ingersoll-Ross Modell wird ein neuer Ansatz vorgestellt, der sicherstellt,
dass mit dem Wurzeldiffusionsprozess auch der simulierte approximierende Prozess stets po-
sitiv ist (was bei vielen der herkémmlichen Simulationsmethoden kiinstlich erzwungen wird).



Kapitel 1

Die Garantietypen

Eine fondsgebundene Lebensversicherung wird iiber T' Jahre abgeschlossen. Die Auszahlung
orientiert sich am Wert eines vertraglich festgelegten Referenzfonds. Fiir 0 < n < T bezeichne
S, den Wert des Referenzfonds zum Zeitpunkt n und

anlog(SSn> (1<n<T)
n—1

die jéhrliche Rendite im n-ten Jahr, das heifit k£ zum Zeitpunkt n — 1 im Fonds investierte
Geldeinheiten haben zum Zeitpunkt n den Wert kef*». Wird zu Beginn jedes n-ten Jahres eine
Einzahlung der Hohe k,, vereinbart, erhélt der Versicherungsnehmer am Ende der Laufzeit

den Betrag
T T
Hr =3 k[ o
n=1 t=n

Im Folgenden wird angenommen, dass der Versicherte einen fixen Betrag Yy zu Vertragsbeginn
investiert und diese Primie jedes Jahr um iy Prozent wichst, das heiBt k, = Yo(1 + 4y )"~ 1.
Zusétzlich kann der Versicherte einen Vertrag abschlieffen, der ihm bei schlechter Entwicklung
des Referenzfonds eine Minimalverzinsung seines Kapitals garantiert. Die zwei nachstehenden
Kapitel beschreiben jeweils eine Variante fiir solche Garantien.

1.1 Die Typ 1 Garantie

Ein Vertrag iiber die Typ 1 Garantie wird zusétzlich zu einer fondsgebundenen Lebensversi-
cherung iiber den Zeitraum [0, 7] abgeschlossen. Mit dem Vertrag iiber diese Garantie wird
fir jedes Jahr 1 < n < T ein Garantiezins g, festgelegt. Dieser Zins kann sowohl fix, zum
Beispiel g, = 0.03 (1 < n < T), als auch zufilligen Schwankungen unterworfen sein. Der
garantierte Zins konnte zum Beispiel an den EURIBOR gebunden sein.

Fiir einen Inhaber einer fondsgebundenen Versicherung mit Zinsgarantie ergibt sich folgende
Situation: Am Beginn des n-ten Jahres (1 < n < T') wird der Betrag k, eingezahlt. Zum
Zeitpunkt 7" wird fiir diese Einzahlung entschieden, wie sie iiber das Intervall [n — 1,77 ver-
zinst wird. Hatte der Referenzfonds in diesem Zeitraum eine gute Entwicklung, so wird der
Betrag k1 entsprechend der Rendite dieses Fonds wie in einer gew6hnlichen fondsgebunde-
nen Versicherung verzinst, das heifit k, zum Zeitpunkt n — 1 investierte Einheiten haben zum



Zeitpunkt T den Wert
T
kn, H efte.
t=n

War die Entwicklung des Fonds aber schlechter als die durch die (g )n<m<r festgelegten
Garantiezinsen, das heif3t

T T
[Ie < ITe
t=n t=n

dann wird das eingezahlte Kapital k,, mit dem garantierten Zins verzinst. Daher hat die
Einzahlung k,, zum Zeitpunkt 7" den Wert

T T
R
ky,, max Hegt,He t].
t=n t=n

Der Versicherungsnehmer erhélt am Ende der Laufzeit der fondsgebundenen Versicherung mit
Typ 1 Garantie den Betrag

T T T
Hr(I) = Z k,, max (H e’t, H eRt> .
n=1 t=n t=n

Wegen

T T T T
Hr(I) = Zkzn-{HeRt + max (Hegt - HeRt,0>}
t=n

t=n t=n

T T T
— H +) ky o —TTe™, 0)
Hr, nzl max (tq e tll e

fondsgebundene Versicherung

~
Wert der Garantie

ist der alleinige Wert Vp(I) der Typ 1 Garantie zum Zeitpunkt 7" gleich

T T T
Vp(I) = kypmax <H et —HeRt,0> : (1.1)
n=1 t=n t=n

1.2 Die Typ II Garantie

Ein Vertrag iiber die Typ II Garantie wird zusétzlich zu einer fondsgebundenen Lebensver-
sicherung iiber den Zeitraum [0, 7] abgeschlossen. Wie bei der Typ 1 Garantie wird fiir das
n-te Jahr ein garantierter Zins g, festgelegt. Zu Beginn des n-ten Jahres (1 < n < T') erfolgt
eine Einzahlung in der Hoéhe k,. Im Gegensatz zur Typ 1 Garantie wird hier das Kapital am
Ende des n—ten Jahres mit dem Faktor

max (eR”, eg”)

aufgezinst, das heifit die Rendite im n-ten Jahre betrédgt R,, wenn sich der Referenzfonds
besser als die garantierten Zinsen g, entwickelt, und sie ist g,, wenn sich der Referenzfonds



schlechter als g, entwickelt. Wird vertraglich eine jdhrliche Zahlung der Hohe k,, fiir die
Jahre n = 1,...7T vereinbart, so bekommt der Versicherungsnehmer der fondsgebundenen
Lebensversicherung mit Typ II Garantie am Ende der Laufzeit eine Auszahlung von

T T
Hp(II) = an [H max (e, eftt)
n=1 t=n

Teilt man den Vertragswert Hp(II) &hnlich wie bei der Typ 1 Garantie auf,

T T
Hr(II) = an [H max(ed, eftt)
n=1 t=n

T T T
= Hp+ Z kn [H max(edt, eft) — H el
n=1 t=n t=n

so sieht man, dass der Wert der Typ II Garantie Vp(II) zum Zeitpunkt 7" gleich

T T T
Vr(II) = Z kn, [H max(e9, eftt) — H eRt] (1.2)
n=1 t=n t=n

ist. Es gilt stets
Vr(I) < Vp(I1).

Die Funktionsweise der Typ 1 und Typ II Garantie soll anhand eines Beispiels verdeutlicht
werden.

Beispiel 1. Es gelte T' = 3,Yy = 1,iy = 0, das heift die Einzahlung k, = 1 in allen drei
Beitragsjahrenn = 1,2, 3. Der garantierte Zins g, und die Rendite R, seien wie folgt gegeben:

n R, In

11 0.040 | 0.03
21 0.035 | 0.03
31 0.020 | 0.03

Damit ergibt sich der Endwert zum Zeitpunkt T = 3 der alleinigen fondsgebundenen Lebens-
versicherung Hyp und der fondsgebundenen Versicherungen mit Typ 1 Garantie Hp(I) bzw.
Typ II Garantie Hp(I1).

H3 — i 1 ﬁ eRt — 60'04 X 60'035 . 60'02 + 60'035 . 60'02 + 60.02 — 3.1764,
n=1 t=n
3 3 3
Hg(I) _ Z 1 - max [H 6gt, H eRt] _ 60'04 . 60.035 . 60.02 + 60.03 . 60'03 + 60'03 _ 3.19195’
n=1 t=n t=n

3 3
Hg(II) _ Z 1. [H maX(egt, eRt)] — 60'04 X 60'035 . 60.03 + 60'035 . 60'03 + 60'03 — 3.90832.
n=1 t=n

Fiir die Garantiewerte zum Zeitpunkt T = 3 erhdlt man
Va(I) = Hs(I) — Hs = 0.01555
V3(II) = H3(II) — H3 = 0.03192.



Kapitel 2

Bewertung der (Garantien im Black
Scholes Modell

In diesem Abschnitt soll der Wert der beiden Garantien im Black Scholes Modell berechnet
werden, wobei angenommen wird, dass die garantierten Zinsraten g, fix sind.

2.1 Das Black Scholes Modell

Im Black Scholes Modell [1] werden zwei Finanzgiiter iiber dem Zeitintervall [0, 7] betrachtet:

1. eine risikolose Anleihe, deren Preis zum Zeitpunkt ¢ gegeben ist durch

S? — ert

wobei 7 > 0 der konstante risikolose Zins ist, und

2. ein risikobehaftetes Gut (hier der Wert des Referenzfonds), dessen Preis zum Zeitpunkt
t durch

2
Sl = Stexp {(,u - %)t + Jth}

gegeben ist. Dabei ist o5 > 0 ist die Volatilitéit des Finanzgutes, i € R die erwartete Ren-
dite und By ist eine Standard-Brown’sche Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,2, P). Alternativ: S} ist die eindeutige Losung der stochastischen Differentialglei-
chung

dS} = S} (udt + o4dBy). (2.1)

Der Informationsverlauf wird tiber eine Filtration F; modelliert. Da zum Zeitpunkt ¢ die Preise
bis zum Zeitpunkt ¢ bekannt sind, ist der Pfad (B;)s<¢ bekannt und damit alle o(B;s|s < t)-
meBbaren Zufallsvariablen. Daher wihlt man

Fi =0({Bs|s <t} UN),

wobei die Menge A die Menge aller P-Nullmengen aus technischen Griinden in die Filtration
aufgenommen wird, damit verschiedene Sétze aus der stochastischen Analysis angewendet
werden konnen.



2.2 Das dquivalente Martingalmafl im Black Scholes Modell

Es wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q konstruiert, das dquivalent zu P ist, Q ~ P, und
beziiglich dem der diskontierte Preisprozess (S})o<i<r, St = (S?)~1S}, ein Martingal ist.

Zur Konstruktion von Q beachte man, dass nach der Produktregel fiir Ito-Integrale
dS} = d(e"'S}) = (—re”"dt) S} + e dS}

Y SL (4 — r)dt + 04dBy) = 0,51 dZ,

gilt, wobei dZ; = =) gy 4 dBy. Ist Z; eine Brown’sche Bewegung auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (€, 2, Q) ist, so ist (5}1)05th ein lokales Martingal beziiglich Q. Der Satz von
Girsanov liefert uns das benétigte Mafi Q.

SATZ 2.2.1. (Satz von Girsanov) Sei B eine Brown’sche Bewegung beziiglich F auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Es sei

T

H = {H = (Hs)o<s<r| H mefbar, H adaptiert,/ HZds < 0o P — f.s}.
0

Fiir H € H betrachten wir eine Brown’sche Bewegung mit Drift f(f Hgds, das heift

t
Ly = Bt—l—/ Hds.
0

Angenommen der Exponentialprozess

¢ t
E = exp {—/ H,dBg — 1/ (H5)2ds}
0 2 Jo

ist ein Martingal beziiglich P, dann ist Z = (Zi)o<i<T eine Standard-Brown’sche Bewegung
auf (2,20,Q), wobei Q ~ P durch % = Er festgelegt ist.

In unserem Fall ist H; = % und Z; = B; + (MT_:)t‘ Weil

_ 1 —r\2
g = eXp{(MU T)Bt -3 <MU r) t}

ein Martingal beziiglich P ist, ist Z eine Brown’sche Bewegung beziiglich Q. Wegen

2

2
ngSé-exp{(u—r—U;)t—I—Bt}:Sé-exp{asZt—U;}

ist 5’,51 ein Martingal beziiglich Q. Es gilt

2

S} =S} exp { (7‘ - 025> t+ O'SZt} . (2.2)



2.3 Bewertung von Forderungen im Black Scholes Modell

Definition 2.3.1 (Forderung, Claim).
Eine Forderung (oder auch Claim) ist eine Fp-mefbare Zufallsvaribale Cp. Dem Besitzer der
Forderung wird die Auzahlung Cr zum Zeitpunkt T zugesichert.

Definition 2.3.2 (Handelsstrategie).
Fine Handesstrategie ist ein R2—wertiger adaptierter Prozess X = (Xt)o<t<T mit

Der Wert der Handelsstrategie X zum Zeitpunkt t ist Vy(X) := X2SY + X} S}.

Definition 2.3.3 (diskontierter Wertprozess, diskontierter Preisprozess).
~ 1 0
Der Prozess Sy = (S?)_lSt = ( 31 > mit Sy = ( gtl > heifit diskonierter Preisprozess. Der
¢ t

Prozess Vi(X) = (S9)"Wi(X) heift diskontierter Wertprozess.

Definition 2.3.4 (Wertzuwachsprozess).
Sei X eine Handelsstrategie. Der Prozess G(X) = (G¢(X))o<t<T, wobei

t t
Gi(X) = / X0%a8Y + / Xldst,
0 0

heif§t der Wertzuwachsprozess der Handelsstrategie X und beschreibt die Summe der Wertdnde-
rungen des Portfolios aufgrund von Preisinderungen.

Definition 2.3.5 (selbstfinanzierend).
Eine Handelsstrategie X heifst selbstfinanzierend, wenn fiir ihren Wertzuwachsprozess G(X)
die Beziehung G, (X) =V, (X) — W(X) Vu € [0,T] erfillt ist.

Definition 2.3.6 (zulissig).
Fine Handelsstrategie heifst zuldssig, wenn gilt

Eg | sup Vi(X)?

0<t<T

< oQ.

Definition 2.3.7 (absicherbar, Hedge).

Eine Forderung Cr heif$t absicherbar, wenn es eine zuldssige, selbstfinanzierende Handelsstra-
tegie X mit Vp(X) = Cp gibt. s¢(Cp) = Vi(X) heifst der faire Preis von Cr zum Zeitpunkt t.
X heifit dann Hedge.

SATZ 2.3.1. Vollstindigkeit des Black Scholes Modell
i) Jede beziiglich Q quadratisch integrierbare Funktion Cr ist absicherbar.
it) Ist X eine Hedge, dann ist der diskontierte Wertprozess ein Martingal beziiglich Q. Daraus

folgt
§(Cr) = Th(X) = Eq | CrlFi]
So(CT) =[Eq [e_TTCT] .

10



2.4 Bepreisung der Typ I Garantie

Der Wert des Referenzportfolios zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

2
Sy = Spexp {(r - %)t + asZt} ) (2.3)

wobei (Z;)¢>0 eine Brown’sche Bewegung beziiglich Q ist. Daraus folgt
o2
Ry=r— ?S +0o5(Zy — Z1-1)

Die garantierten Zinsraten g; (1 <t ) seien fix. Fiir die Typ I Garantie gilt also

Zk max< egt HeRt 0)
—Zk max <H edt — HeT*TJ”’S (Zt=Z1-1) 0).

t=n

Unter Verwendung des Satzes 2.3.1 erhélt man, dass der Preis Vp (/) der Garantie zum Zeit-
punkt 0 gegeben ist durch

::W(()n)(l)

Gelingt es also fiir n € {1,...T} den Erwartungswert W(()n) (I) aus Gleichung (2.4) auszuwerten,

so kann ein Preis fiir die Garantie angegeben werden. Wegen

ﬁ ol — St _ 6{(T—é)(T—nH)ws(zT—zn_l)}
Snfl
t=n
und
Hegt = e{zt ngt} = e
folgt

m‘vw

s (t—n41)+os(Zr— Zn71)} 0)]

I e{<r—%>(T—n+1>—An,T+as(zT—ZH)}, o)]

€_TT+An’TEQ [max <1 _ e{/‘n,T‘i’O’n,TZ}’ 0>:| , (25)

11



wobei Z ~ N(0,1) unter Q eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist und

2
pn,m = Eq [(r — %)(T —n+1)— A, +0s(Zr — an)} =(r— %)(T —n+1)—A,r

)

UTQL,T = Varg [(7“ - %)(T —n+1)— Ay +0(Zr — Zn—l):| = U?(T —n+1)

Wegen
1 — ehnTHonT? > 0 4mp z < — 0L — g
On,T
folgt mit d = —£ ;
d
TF(()n) (I)= TTJFA"T/ — el TTInTE) £ (2)dz
o0
d 67’22/2
— ¢ "T+AnT / — eHn,T+0n, TZ) dz
V2T

TT+A,.L T

d 2 d 2 2 1
— —rT—i—An T dz — el‘n,T‘i’Un’T/Q / eInTE 2 /Qfan’T/Q dz
Coo V2T —oo V2T

¢ HnT+UnT/2/d e_%(z_o'n,T)2 1 dz>
o V2r

- *T”A”@ — T2 — o, 1))

Zusammenfassend erhalt man:

SATZ 2.4.1. (Geschlossene Formel fiir die Typ I Garantie)
Im Black Scholes Modell mit fixen garantierten Zinsen gy (1 <t < T) ist der faire Preis der
Typ I Garantie zum Zeitpunkt 0 gegeben durch

T
= Z knﬂ(()n)
n=1

ﬂ(()n)(l) — {0} <¢(d) - e“”’T+%#T¢(d - Un,T))

wobei ¢(.) die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung ist und d = —2=L mit

On, T

[\

g
png = (r = )T =n+1) th

aiT = ag(T —n+1)
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2.5 Bepreisung der Typ II Garantie

Unter Verwendung des Satzes 2.3.1 erhilt man wie im vorangegangenen Abschnitt, dass der
Preis Vo(II) der Typ II Garantie zum Zeitpunkt 0 in einem Modell mit fixen garantierten
Zinsen g, folgenden Wert hat

T T T
Vo(IT) =Eq [e 7TVe(ID)] =Y knEg [e—rT (H max (e, e) — T eRf)] : (2.6)
n=1

t=n t=n

:Iﬂ'(()n)(lf)

Wegen

() = e TEqg

T T
H max(e9t, eRf)] —e TEg [H eRt] (2.7)

t=n t=n

geniigt es die beiden Erwartungswerte dieser Gleichung getrennt zu berechnen.

T T 2
Eg H max (e, eRt)] =Eg [H max(edt, eTé“FUS(Zth—l))]
t=n t=n
T 2
— H Eg [egt max(1, eg”"ng*US(ZtZtl))}
t=n
T L o2
= e2t=n 9t H <IEQ [max(O, e Ittr—5 o Z _ 1)] + 1) wobei Z ~ N(0,1)
t=n
T T & o2
= e2i=n 9t H (/ <e_gt+r_2+"sz — 1> fz(z)dz + 1) ,
t=n di
Dabei wurde verwendet, dass
2 2 o3 +
Is Zs —7r
I R | — —gr+ 71— % +0s2>0 — z > % =: d;.
22
Setzt man die Dichte der Standardnormalverteilung fz(z) = %6_7 ein, so bekommt man
T R ST T ) e—gt+r—%(z—as)2 ()
E max(edt, e™) | = est=n It / dz — z)dz + 1
Q tl_I ( ) U ; N ; fz(2)
n t=n
. T
= eXi=n 9 [T (7% ¢(0s — di) + () (2.8)
t=n

13



o2
Fiir den zweiten Erwartungswert aus Gleichung (2.7) erhilt man wegen E[et+77] = e/ T2

T
Eq [H eftt
t=n

St
ke [Sn—l}

=Eg {eXp {(?" - ?)(T —n+1)+os(Zr - Z”‘l)}]

o? 1
= exp {(T‘ - ?)(T —n+ 1)} exp {gVarQ l0s(Z1 — Zn—1] }
=02(T—n+1)
= T+, (2.9)

Insgesamt ergibt sich fiir ﬂ(()n)(II) aus Gleichung (2.7) mit (2.8) und (2.9)

T T
77((]”) (II) = e_TTIEQ H max(e", eRt)] — e_TTE@ H eRt]
t=n t=n
T
= e TR T (¢ 6(0s — di) + @ldy)) — ),
t=n

SATZ 2.5.1. (Geschlossene Formel fiir die Typ II Garantie)
Im Black Scholes Modell mit fizen garantierten Zinsen gy (1 <t < T') ist der faire Preis der
Typ II Garantie zum Zeitpunkt 0 gegeben durch

T
Vo(II) = 3~ k" (11)
n=1

wobes
T

r(IT) = e T+ 9 TT (€9 glos — dp) + dldy)) — D).

t=n

Dabei bezeichnet ¢(.) die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung und dy = %(%g +g:—1).

2.6 Diskussion der Ergebnisse

In den Abschnitten 2.4 und 2.5 wurden im Black Scholes Modell geschlossene Formeln fiir die
Preise der Typ I und Typ II Garantie hergeleitet. Es wurde angenommen, dass der Wert des
Referenzportfolios zum Zeitpunkt ¢ durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit kon-
stanter Volatilitdt o5 > 0 beschrieben wird. Die Zinsstruktur am Anlagenmarkt ist konstant
gleich r. Im folgenden numerischen Beispiel ist 7 = 0.03. Zu Beginn des t—ten Jahres wird
eine Einzahlung der Hohe

k= (1+14y)" 'Y

getitigt, wobei iy = 0.02 und Yy =6

Die Abbildung 2.1 zeigt, wie sich die Preise fiir die Typ I und die Typ II Garantie in Abhéngig-
keit von der Laufzeit T' und in Abhéngigkeit von os verdndern. Wie zu erwarten sind bei

14
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Abbildung 2.1: Garantiewerte fiir unterschiedlich volatile Referenzportfolios und verschiedene
Laufzeiten

gleicher Parameterwahl die Werte der Typ I Garantie geringer als die der Typ II Garantie.
Man beachte die unterschiedliche Skalierung der y-Achse in der rechten und linken Grafik.

Die Abbildung 2.2 zeigt fiir ein fixes o5 = 0.1 und fiir verschiedene garantierte Zinsen g,
wie sich die Preise fiir die Typ I und die Typ II Garantie in Abhingigkeit von der Laufzeit
verédndern. Es sei g,gl) = 0.04,g§2) = 0.03,9,5(3) = 0.02 und g§4) =0 (1 <t <T). Man sieht,
dass die Garantiepreise fiir hohere garantierte Zinsen grofler werden. Der garantierte Zins
gt = 0 entspricht einer Kapital sichernden Garantie.

Typ | Garantie Typ Il Garantie
80 450

)
+g?
7903
g

0
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Laufzeit T Laufzeit T

Abbildung 2.2: Garantiewerte fiir die garantierten Zinsen ¢(* und verschiedene Laufzeiten
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Kapitel 3

Zinsstrukturmodelle

3.1 Definition der grundlegenden Begriffe

Folgende Definitionen sind sinngeméfl dem Skriptum von Schmidt[17] entnommen.

Definition 3.1.1 (Nullkuponanleihe bzw. zero-coupon bond). Die Nullkuponanleihe ist ein
zum Zeitpunkt t abgeschlossener Vertrag, der dem Inhaber eine Zahlung von einer Geldeinheit
zum Falligkeitszeitpunkt T (maturity) zusichert. Es gilt 0 < t < T. Der Preis zum Zeitpunkt
t wird mit P(t,T) bezeichnet. Es gilt stets P(T,T) = 1.

Ein weiterer wichtiger Begriff im Bereich der Zinsstrukturmodelle ist die forward rate. Forward
rates ergeben sich aufgrund folgender Uberlegung: Sei ¢ der aktuelle Zeitpunkt. Man kann nun
fiir ein in der Zukunft liegendes Zeitintervall [T, S] einen Zins vereinbaren, der forward rate
genannt wird. Ein Vertrag, der zum Zeitpunkt ¢ fiir das Intervall [T, S] den (einfachen linearen)
Zins F(t,T,S) festlegt, heiit forward rate agreement. Der Zahlungsstrom des forward rate
agreements ldsst sich mit Nullkuponanleihen nachbauen:

Man betrachte die Zeitpunkte t,T,.5 wobei t <T < S:

Zum Zeitpunkt t: Verkaufe einen zero-coupon (t,7)-bond zum Preis P(¢,7") und kaufe mit

dem Erlos Izgg Stiick (¢, .5)-bonds.
Zum Zeitpunkt T: Fiir den zum Zeitpunkt ¢ verkauften (¢,7")-bonds ist eine Zahlung von 1
zu tétigen.

Zum Zeitpunkt S: Man erhélt fiir die zum Zeitpunkt ¢ gekauften (¢,.S)-bonds

als Riickzahlung.

P(t,T)

PES) Einheiten

Das forward rate agreement liefert fiir eine zum Zeitpunkt 7" ausbezahlte Einheit im Gegenzug
1+ F(t,T,S)(S — T) Einheiten zum Zeitpunkt S. Zum Zeitpunkt ¢ entstehen keine Kosten.

Ist
P(t,T)

P(t,S)’
dann liefert die obige Strategie genau den gleichen Zahlungsstrom. Jede andere Festlegung
von F(t,T,S) fiihrt zu Arbitragemoglichkeiten.

14 (S—T)F(t,T,S) =

16



Definition 3.1.2 (diskrete forward rate). Die diskrete forward rate zum Zeitpunkt t fiir das
Intervall [T,S] ist gegeben durch

1 (P(T)
F(t,T,S) ‘_S—T<P(t,5) —1).

Definition 3.1.3 (diskreter Zins). Der diskrete Zins zum Zeitpunkt t fir das Intervall [T, S]
ist gegeben durch

Yt T) = F(t.4,T) = % <P(t1T) - 1)

Analog dazu kénnen auch stetige Zinsen R definiert werden, die iiber e#(5-T) = 14 F(T — §)
auf lineare Zinsen umgerechnet werden kénnen. Man erhélt also

Definition 3.1.4 (stetige forward rate). Die stetige forward rate fir das Intervall [T, S] zum
Zeitpunkt t ist gegeben durch

R(,7,5) = 2 Ss)* - I})g P(t,T)

Definition 3.1.5 (stetiger Zins oder spot rate). Die spot rate fir [t,T] ist

— log P(t,T
R(t,T) := R(t,1,T) = _Ong’t ),

In Anlehnung dazu wird die §-year spot rate definiert:
Definition 3.1.6 (J-year spot rate). Die d-year spot rate ist

R(t,t+06) == R(t,t,t +6) = _logP(t(S,thcS)

Weiters ergeben sich folgende infinitesimale Zinsen, wenn man die Lange des Intervalls [T, S]
gegen Null gehen lésst, das heift nur das Intervall [T, T + dt] betrachtet:

Definition 3.1.7 (instantaneous forward rate). Die instantaneous forward rate fir die ma-
turity T zum Zeitpunkt t ist

. d
f(,T):= élleTR(t,T, S) = —8—TlogP(t,T).

Diese Beziehung zwischen der instantaneous forward rate und dem Preis der Nullkuponanleihe
ist daher

P(t,T) = exp [— /t S s)ds} . (3.1)

Definition 3.1.8 (instantaneous short rate). Die instantaneous short rate (oder auch nur
short rate genannt) zum Zeitpunkt t ist

r(t) = f(t,t) = %Il,irtlﬁ(ta T) = 111,% y(t,T)
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3.2 Das erweiterte Vasicek Modell

Im erweiterten Vasicek Modell (siche [5]) geniigt die short-rate der SDE
th = (H(t) — )\Tt) dt + O'th

mit of )
_ 95 0" (o
= S50+ A (0.0 + 5 (1 e )

wobei (W})i>0 eine Brown’sche Bewegung beziiglich einem risikoneutralen Maf8 Q ist. In den
folgenden Kapiteln wird angenommen, dass f(0,t) = fo konstant und unabhéngig von ¢ ist.
Daher gilt

0(t)

2

0(t) = Ao + g—)\ (1 — 6*2”) :

Durch Losen obiger SDE erhilt man eine explizite Darstellung fiir die short rate r;

¢ ¢
e = roe” M 4 / e MW (u)du + J/ e A=W aw,
0 0

2

2 t
=roe M+ fo+ 20? (1 — e‘”) — f(0, O)e_/\t + U/ e_)‘(t_“)qu
0
2

£(0,0)=ro g )2 ' —A(t—u)
= fo+—|(l—e +J/ e dW,,. (3.2
o ( ) ; )

Weiters gilt fiir die Bond-Preise

P, T) =

P O,T 0.2 1— e2/\15 672/\15 _ 672)‘T . —t _
P((O’t)) eXP{/\g, |:( )( 1 )+(6)‘ *1)(6 A —e )\T):|}

t
X exp {—i (e_)‘t — e_AT> / eA“qu} (3.3)
0

und fiir die forward rates

2 t
f(t,T) = fo— % <;<6 2A(T—t) _ 6—2)\T) _ (e—)\(T—t) _ e—AT)) + J/ e—)\(t—u)qu. (3'4)
0

3.3 Das Cox Ingersoll Ross Modell

In [6] beschreiben Cox, Ingersoll und Ross ein Modell fiir die short rate r¢, das im Gegensatz
zum Vasi¢ek Modell f.s. eine positive short rate r; > 0, (0 <t < T) liefert. Die Dynamik der
short rate wird dort durch die stochastische Differentialgleichung

d?“t = K,(H — Tt)dt + U\/Eth
beschrieben, wobei
e 0 > 0 der mean des Prozesses ist. Der Prozess r; schwankt um 6.

e k> 0 ist die mean reversion speed. Der Parameter legt fest, wie stark der Prozess zum
mean 6 zuriick dréngt.
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e ¢ ist die Volatilitdt des Prozesses.
o W, ist eine Standard-Brown’sche Bewegung beziiglich dem risikoneutralen Mafl Q.

Prozesse dieser Form werden Wurzeldiffusionsprozesse genannt. Die als Feller-Bedingung be-
kannte Einschrankung an die Parameter

250 > o2

garantiert, dass ein in rg > 0 startender Prozess mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht Null wird.

3.3.1 Simulation eines Wurzeldiffusionsprozesses

Fiir die Simulation eines Wurzeldiffusionsprozesses existieren exakte Methoden, die numerisch
sehr aufwendig sind. Wesentlich einfacher ist die approximative Simulation des Wurzeldiffusi-
onsprozesses mit dem Euler Maruyama Verfahren (siehe [7]). Dabei wird die Zeitachse in ein
Gitter {Aj,j € Ng} unterteilt und man approximiert den Prozess (7;)o<; durch den Prozess
(Uj)ogj wobei

via R v-na + k(0 —vi_na)A + oy [ugo)a AW

mit unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen W;.

Der approximierende Prozess kann trotz eingehaltener Feller-Bedingung negativ werden. In
der Literatur werden Moglichkeiten angegeben, wie mit diesem Problem umgegangen werden
kann:

e Die Methode der Absorption
Verwende den positiven Anteil der vorangegangenen Iteration:

vin X ya TR0 0G_a)A ooy VAW

e Die Methode der Reflektion:
Verwende den Absolutbetrag der vorangegangenen Iteration:

via & [i—nal + K0 = [v—na)A + oy /|[v—1al VAW

e Die Methode der teilweisen Reflektion:
Verwende den Absolutbetrag |v(j_1)a| unter der Wurzel

VjiA R VG-1)A T K(@ — U(j—l)A)A +o ’U(j_l)A’\/ZW (3.5)

® USW.

Hier soll nun eine Vorgehensweise zur Simulation eines Wurzeldiffusionsprozesses (vt)o<t
prasentiert werden, die trotz Diskretisierung mit dem Euler Maruyama Verfahrens sicher
stellt, dass bei der Simulation keine negativen Werte erzeugt werden.
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Dazu beachte man, dass unter der Annahme der Feller Bedingung v; > 0 f.s.Vt > 0, sodass
der Prozess z; = log(v;) wohldefiniert ist. Mit der Formel von Ito fiir f(z) = log(z) erhélt
man

1 11
dzy = dlog(v) = v—dvt — §ﬁd[v}t.
t t

Unter Verwendung von

dvy = K(0 —v)dt + o/ dW,

dv]y = o vdt
v = e
erhélt man
dzy = e *(rk(0 — e*)dt + oe™/2dW;) — %e_QZtUZthdt
— (e (k0 — %(;2) @)t + e 20 d W, (3.6)

Diskretisiert man nun den durch Gleichung (3.6) gegebenen Prozess mit dem Euler Maruyama
Verfahren, so erhilt man

2
ZAL N ZA(t-1) + (esz(i—U (FLG — %) — K)A + O'esz(t—l)/z(WAt — WA(tfl))) (37)

wobei die Zufallsvariable (Wa; — Wa—1)) ~ N(0,A) normalverteilt ist. Der diskretisierte
Prozess za; kann sowohl positiv als negativ sein, doch wegen der Beziehung va; = exp(za¢)
ist der so approximierte Wurzeldiffusionsprozess (va¢)ien stets positiv.

Fiir einen Vergleich dieser Methode mit der Methode der Absorption siehe Kapitel 5.2.1.

Simulationsversuche mit Parameterkombinationen, die die Feller-Bedingung nicht erfiillen,
zeigten folgende Situation auf: Der Prozess (zat)ten strebt gegen —oo, was einem Streben des
Prozesses (va¢)ien gegen 0 entspricht. Dieses Verhalten ist zu erwarten, weil der Wurzeldif-
fusionsprozess in diesem Fall f.s. 0 erreicht.
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Kapitel 4

Stochastische Volatilitat - das
Heston Modell

Im Black Scholes Modell wird die Dynamik des risikobehafteten Gutes (Referenzfonds) mit
einer konstanten Volatilitdt os; modelliert. Im Heston Modell hingegen wird angenommen,
dass die Volatilitdt ein Wurzeldiffusionsprozess ist. Der Preis S; des risikobehafteten Gutes
wird im Heston Modell durch

dSt St(Tdt + \/>dZt) (41)
dve = k(0 — v)dt + o\/v dWr, (4.2)

modelliert. Dabei sind (Z;);>0 und (W:)s>0 zwei Brown’sche Bewegungen mit infinitesimaler
Korrelation 7, das heifit dW;dZ; = 7dt. Durch die Wahl 7 < 0 kann das Phénomen, dass
fallende Kurse die Volatilitat steigern, modelliert werden.

4.1 Simulation im Heston Modell

Um den Wertprozess des risikobehafteten Gutes (S¢)i>0 zu simuliert betrachtet man den
logarithmierten Prozess X; = log S;. Es gilt

t 1 t
X :=log (So exp {rt —|—/ VoudZ, — 2/ vudu})
0 0
t 1 t
= log (Sp) + rt —i—/ VoudZy, — 2/ v du
0 0

Diskretisiert man diesen Prozess iiber das Euler Maruyama Verfahren, so erhilt man einen
durch

1
Xhe = Xp- 1)+<7’— SUA(— 1>A+\/ A1) (Zat = Za-1));
X = log(5o)

festgelegten Prozess (X'y,)¢>0, der (Xa¢)¢>0 approximiert. Da sowohl die Volatilitéat im Heston
Modell als auch die short rate im Cox Ingersoll Ross Modell als Wurzeldiffusionsprozess
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formuliert werden, kann die in Abschnitt 3.3.1 beschriebene Simulationsmethode auch hier
aufgegriffen werden:

2

ZAt = ZA(t-1) + (G_ZA(t—l) (Iie — %) — I{)A + O'e_zA(t_l)/2(WAt — WA(t—l)) (43)
Var = exp(2at) (4.4)
UINEZUNS (4.5)

Die Zufallsvariable (Wa; — Wa—1)) und die Zufallsvariable (Za; — Za(;—1)) sind korrelierte
N (0, A)—verteilte Zufallsvariablen, das heifit

(Wat = Wag—1)) = 7(Zat — Zap-1)) + V1 - 72,

mit einer von (Za; — Za(—1)) unabhéingigen N (0, A)—verteilten Zufallsvariable Y.
Zusammenfassend kann folgende Vorgehensweise fiir die Simulation des Preisprozesses (St)>0
mit stochastischer Volatilitiat (v:):>0 angegeben werden:

1. Wahle ein A = ﬁv welches die Feinheit der Diskretisierung festlegt.

2. Initialisere die Volatilitét und den logarithmierten Preisprozess mit den Anfangswerten
aus den stochastischen Differentialgleichungen

2o = log(vp) Xo :=log(So)

3. Fiihre die Punkte i) bis iii) fiir alle ¢t =1,..., Na - T durch.

i) Erzeuge Realisationen der unabhingigen Zufallsvariablen
(Zat — Zag—1y) ~ N(0,A),Y; ~ N(0,A) und setze

(War — WA(t—l)) =71(Zat — ZA(t—1)) + \/ﬁYt
ii) Setze

2
Zat = za-1) + (€7 20D (k) — %) — K)A + oe D 2(Way — Wag-1))

vy = exp(zat)

iii) Setze X\, = X’A(t_l) + (7“ - %U/A(t_l)> A+ | /'U/A(til)(ZAt — ZA(1-1))-
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Kapitel 5

Bewertung der (Garantien in
Modellen mit stochastischer
Zinsstruktur

5.1 Das erweiterte Vasicek Modell

In [19] wird das in Kapitel 2 beschriebene einfache Modell mit fixer Zinsstruktur am An-
leihenmarkt und deterministischen Garantien auf den Fall einer stochastischen Zinsstruktur
(modelliert durch das erweiterte Vasicek Modell) und variablen Garantien (gleich den d—year
spot rates am Anleihenmarkt) erweitert. Diese Erweiterung wird in diesem Abschnitt be-
handelt. Wir nehmen also an, dass der Wert des Referenzportfolios zum Zeitpunkt ¢, die
forward-rates bzw. short rates und Preise der (¢,7')-Bonds wie folgt gegeben sind

¢ 1
St = SO exp {/ rudu - 50'315 + O'SZt} (51)
0
g’ a2 ! A(t—u)
Tt:fo+2/\2 (1—6 ) —i—a/oe dW, (5.2)

2 1 t
f(t,T) _ fO - % <2(€ 2N(T—t) e—2>\T) o (e—/\(T—t) - e—z\T)) + U/ e—A(t—u)qu (5'3)
0

P(t,T) = exp {— /t " u)du} (5.4)

Und im Speziellen

P(0,1) = exp {—/Otf(O,u)du} — exp{—tfo) (5.5)

Dabei wurde angenommen, dass die Anfangswerte f(0,¢) der forward rates konstant gleich
fo sind. (Z;)i>0 und (Wy)i>o sind zwei korrelierte Brown’sche Bewegungen unter Q, also

Der garantierte Zins (g¢)o<t<7 wird gleich der §-year spot rate zum Zeitpunkt ¢ — 1 gewéhlt,
das heifit

g =R({t—1,t—1+50). (5.6)
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Eine zum Zeitpunkt 0 in die short-rate investierte Geldeinheit hat zum Zeitpunkt ¢ den Wert

B, = exp { /0 t rudu} . (5.7)

Die drei Basisfinanzgiiter des Modells sind die risikolose Anleihe in der short rate mit Preis
(Bt)o<t<t, die Nullkuponanleihe mit Félligkeit T und Preis (P(¢,T))o<t<7 und der Referenz-
fonds mit Preis (S¢)o<i<7. In der Arbeit von Yang [19] wird fiir dieses Modell eine geschlossene
Formel fiir die Typ I und die Typ II Garantie hergeleitet.

5.1.1 Bepreisung der Typ I Garantie

Da der garantierte Zins als d-year spot rate festgelegt wurde, gilt es einen Vertrag mit Endwert

T T T
Vr(I) = Z k, max (H eRt—1t=1+49) _ H eftt, O)
n=1 t=n t=n

zu bepreisen.

Definition 5.1.1.

(i) Eine Handelsstrategie ist ein adaptierter Prozess (Xi)o<i<T mit Xy = (X, X}, X2)T. Ihr
Wert zum Zeitpunkt t ist Vi(X) = XPSP + X} P(t,T) + X? B;.

(ii) Eine Handelsstrategie X heif$t selbstfinanzierend, wenn

dVi(X) = X2dSY + X}dP(t,T) + X}dB;.
(iii) Eine Forderung zum Zeitpunkt S < T ist eine Fg-mefsbare Zufallsvariable Cs.

(iv) Pine Handelsstrategie X heifit zulissig, wenn Eq | sup Vi(X)?| < .
0<t<T

(v) FEine Forderung Cs mit Filligkeit S heifst absicherbar, wenn es eine selbstfinanzierende
zuldssige Handelsstrategie X gibt, mit V5(X) = Cg. X heif$st dann Hedge
und s4(Cs) = Vi(X) (0 <t < S) heifit fairer Preis von Cg zum Zeitpunkt t.

SATZ 5.1.1 (Vollsténdigkeit des erweiterten Vasicek Modells).

(i) Jede beziiglich Q quadratisch integrierbare Forderung Cs mit Filligkeit S < T ist absicher-
bar.

(i) Ist X eine Hedge von Cs, dann ist (Vy(X))o<t<s eine Martingal beziiglich Q. Insbesondere
gilt

5(Cs) = Eg [és\ﬂ 0<t<S8,
5 S
Cs = exp {—/ rudu} Cs wobeli,
0
So(C) = EQ [C’S} .
Bemerkung 5.1.1. Dieser Satz und die obigen Definitionen gelten (unter technischen Be-
dingungen) fir die ganze Klasse der einfaktoriellen Heath Jarrow Morton Modelle, in der

das erweiterte Vasicek Modell enthalten ist. Das Modell ist nicht mehr vollstindig, wenn die
konstante Volatilitdt des Referenzfonds durch eine stochastische Volatilitit ersetzt wird.
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Mit dem Satz folgt, dass der faire Preis von Vp(I) zum Zeitpunkt 0 durch

Vo(I) = Eg [e™ 0 v (1))

S| r,dtmaxm R HO)}
t=n

t=n

= (1)

bestimmt ist. Mit

T T
ASZ)« = H eft—Lt=1+0)  yng A;?:,)« = H eftt = S,SiT (5.8)

t=n t=n n—1

gilt
77((]”) (I) =Eq |:€_ Jo redt oy (A( ") Agn%, )}
— Eg | By max (4%} - 477,0)]. (5.9)

(n)

Wir widmen uns der Berechnung von 7 ' (/). Dazu betrachte man ein Finanzgut, das bei

Investition von 1 Einheit im Investmentportfolio zum Zeitpunkt n — 1 die Auszahlung Aén%
zum Zeitpunkt 7" liefert. Der faire Preis dieses Finanzgutes zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

Pt,n—1) 0<t<n-1
A= 40

Der diskontierte Preisprozess A; ist ein Q—Martingal, denn fiir n — 1 < ¢ < T ist A( ) ein
Q—Martingal und fiir 0 <t <n —1 gilt

A =g [Ag’f}m} - E@ [EQ [Ag”}|fn71] |]:t}
=Eq [B; 1|7 = B, EQ [§;|ft] = P(t,n—1).

Die im folgenden Satz beschriebene Technik des Wechsel des Numeraires vereinfacht die Be-

(n)

rechnung von m ’ (I).

SATZ 5.1.2. (Wechsel des Numeraires)
Ist <50) ein Q— Martingal und setzt man

dQy . Stsi\ !
@ = LT wobet Lt = 8729 578 s

0
dann ist (%) ein Q1 —Martingal und es gilt fiir alle Fp mefbaren Forderungen Cr
t

SO S
o] -2

? o)
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Wir wenden diesen Satz auf S} = A; und S) = B, an und erhalten wegen By = 1, Ay =
P(0,n —1) und Ay = AJ")

Um diesen Erwartungswert berechnen zu kénnen, muss die Verteilung von (Agn%, Agn%) unter
dem Mafl Q; bestimmt werden. Dazu betrachtet man den Dichteprozess (L¢)o<i<7. Es gilt

1

Ly = EQ [LT|-7:t] = mﬁt,

alsofir0<t<n-1

o Pit,n—1)  P(t,n—1)
"7 PO,n—1) P(0,n—1)B,

Lemma 5.1.1.
Ly besitzt fiir 0 <t <n —1 die Darstellung

. P(t,n—l) . 1 t (n) 2 t (n)

wobet H&”) =3 (e*’\(”*k") — 1) .

Beweis: Unter Verwendung der Darstellung von P(t,n — 1) aus Gleichung (3.3) und der
Darstellung von 7, aus (5.2) gilt

P(t,n—1) B! { o?
P(0,n—1)B; P(0,t) A3

t
0 M —A(n-1) / Xu g1y
e e e w
( '/ }

t 2 u
B! = exp {_/ (fo + 2%(1 — e )2y a/ e_’\("_”)de) du} :
0 0

[(ekt - 1)(6—)\75 o e—)\(n—l)) + i(l o eQAt)(e—Q)\t o e—2z\(n—1))

t
P(0,t) = exp{—/ fodu} und
0
h (t) R Oj (ekt o 1)(6—)\15 o 6—>\(n—1)) + 1(1 o 62)\15)(6—2)\15 - 6—2)\(71—1)) n LQ /t(l B e_)\u)Qdu
Y 4 2X2 J,

erhalt man weiters

P(t,n—1) Y LV VI /t /u —Au—
) _ =2 v — e M)W, — =) gw, ) du b .
PO.n— 1B, exp{ 1(t) )\/0 e (e e ) o ; ; e U
(5.10)
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Man betrachte hq(t) und sieht

b (f) — Al DeM _ o=Mn-1y 4 L = 2xey—2x _ —2am-1) o [ 1 o2y
1(t) = b (e )(e e )+4( e)(e e )| + e ( e ") du
o? [2 Ao =) 1
—_ - |z At (n—1-t) o 2a 72)\(n71) - —2A(n—1-¢)
22 L\(l ©c e Mo )+ A( e )

bt ; (™ =1) -5 ( 2 1)]
(=

o2 1 9\ 2
_ Y | 2 .2Mn1-t) —2)\n 1) “ (n—1-t) )\(n—l)
2A2[2A(6 ) e >+t]
2 t
-7 / (e A=1=0) _ )2y, = 1 / (H™)2du. (5.11)
222 J, 2 J, U

Fir
o t t u
/ e (e M — e MY AW, — 0/ (/ e_)‘(“_”)dWU> du
A 0 0 0
aus (5.10) gilt

t Lo
e / e)\v(ei)\t — eiA(nfl))de - O'/ </ e)\(uv)de> du
A 0 0 0
t t
__ </ A e (A 7 / (e”\(t”’) - 1) qu>
A 0 0

t t
— [ 9 (e An-1w) = (n)
/0 - (e 1) AW, /O H™ dy (5.12)
Mit (5.11) und (5.12) folgt fiir (5.10)

P(t,n—1) 1/t 2 t
A\ _Z ) )
P(0,n—1)B, eXp{ 2/0 < u ) d“+/0 u AW

Weiters gilt flirn — 1 <t <7T

St 1

L= - (Z— Zn) —
LT POn— 1Sy P(O,n—1)Bpy {" (2 )

[\

a;(t—n—i-l)}.

Insgesamt kann der Dichteprozess geschrieben werden als

t t
L; = exp { / 1(u§n—1)Han)qu + / Liusn—1)0sdZy
0 0

1 t n 2 1 t )
_2/0 (1<usn_1>H£ >> du—2/0 (Ltuzn—1)0s) du}’

wobei 1(4) die Indikatorfunktion der Bedingung A bezeichnet, das heifit 14y = 1 wenn A
richtig ist und 1(4) = 0 sonst. Unter Verwendung von

dZ, = pdWy + /1~ p2dW,
Y 1= H{ uzn-1) + POl wsn-1)

Yu = V11— 92031(u>n71)
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gilt

t t . 1 t 1 t
Li = exp {/ rYuqu + / ’A)/uqu -5 / %%du -5 / ’Aygdu} :
0 0 2 Jo 2 Jo

t
WtT = W; —/ Yudu
0

Setzt man

t
Wl =w, - / Audu,
0

dann ist nach dem Satz von Girsanov (W7, WT) eine zweidimensionale Standard-Brown’sche
Bewegung beziiglich Qq, denn (L;)o<t<7 ist ein Martingal beziiglich Q. Die Dynamik von
f(t,T) und Sy unter Q ist

T
af (¢, T) = <02€—>\(T—t)/ e_’\(“’_t)d:r> dt + oe M0 aw, (5.13)
t
S, = S, (rdt + 04dZ;) = S, (rtdt Fogd(pW; + /1 — p2Wt)) (5.14)

und daher gilt unter dem Mafl Q;

T t
af (¢, T) = (026_)\(T—t)/ e_/\(z_t)daz) dt + ce M T=Dgw ]l —l—/ Yudu)
t 0
T
= (Je_)‘(T_t) (O’/ e My 4 ’yt)> dt + oe M T=Daw ] (5.15)
t

t t
ds; = S, <rtdt +o0sd <p(WtT + / Yudu) + /1 — p2(WE + / %du)))
0 0
= 5, (11 + o + 50/ T= )t + o (pdW] + /1= )W)
_s, ((rt—i—as(%p—i—’%\/l —p2))dt+05dZtT>. (5.16)

Damit gilt fiir Sy und r; unter Qq

2

o )2 b Nt—v) T LAt
Tt:fo+27)\2<1f6 ) Jra/oe aw,; +0/Oe Yo dv

¢ t t t
Sy = Spexp {/ rydu + osp/ Yudu + o5/ 1 — p2/ Audu + O'S/ ng} ,
0 0 0 0

wobei ZF = pW/I + /1 — p2W/[ gesetzt wurde.

Wegen diesen Gleichungen resultiert fiir Ag"%

én% -5 exp(Yr) wobei
’ Sn—l
T 2 9 u T
g —Au —AMu—v
YT::/n_1<fo+2)\2(le>‘> +U/O e M )'yvdv>du+asp/n_17udu

T

T
+05\/1—p2/ %du—i—a/
n—1 n

u T
/ e M= aw Tl duy + o / dzr (5.17)
—-1Jo n—1
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Fiir R(t — 1,t — 1+ 6) gilt

E(t—l,t—l—ké)zélogP(t—l,t—l%—é)

1 log P(0,t — 1) o?
5log P(0,t —140) = N30

|:(1 e (t—l))(l o €_>\6) o %(1 o 6—2)\(7&—1))(1 _ 6—2/\5)

=:91(t)

N o(1—e9) /t_l e A=) gy,
0

Ad
N——

=:c1

und daher unter
o t—1 t—1
Rt —1,t—1408) = gi(t) + 1 / e MWl 4 ¢ / e My dv.
0 0

Man erhilt damit fiir Agn%

T
A = exp {Z R(t—1,t—1+ 6)} = exp{Xr} wobei

t=n
T t—1 t—1
X7 = Z (91 (t) + 01/ e Mg 4 cl/ e)‘(t“)%dv) (5.18)
P 0 0

Da sowohl X7 als auch Y7 Summen von deterministischen Funktionen und stochastischen
Integralen deterministischer Integranden nach Brown’schen Bewegungen beziiglich Q; sind,
ist der Vektor (X7, Yr) unter Q; normalverteilt. Es gilt daher unter Q; (vergleiche Satz 5.1.6)

()~ ) =)

» = Eq,[X7] = Eq, |log {77 (5.19)

wobei

v = Eg,[Y7] = Eq, [mg A(’ﬂ (5.20)

und ¥ die Varianz-Kovarianzmatrix des Vektors (X, Y7)' ist. Es folgt

4™
(1) = P(0,n — 1)Eq, |max —5 — 1,0
2,T
= P(0,n — 1)Eq, [max (eXT —1,0)]

P
P

(0,n — 1)Eg, [max (etmTom?T —1 0)],

wobel Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist und

tmy — =Eq [Xr—Y7]
aﬁn) = Varg, [X7 — Yr| = Varg,[Xr] + Varg, [Yr] — 2Covq, [X7, Y7)].
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Es folgt weiters mit d(,,) = ji(n)/0(n) und der Verteilungsfunktion ¢(.) bzw. der Dichte fz(.)
der Standardnormalverteilung, dass

(1) = P(0,n — 1)/ (M +om® — 1) fz(2)dz
—dwn)
= P(0,n—1) (e“W / e’ fr(2)dz — / 1fz(z)dz>
—dn) Q)
& 1 1 2
=P0,n—1 e“(")+”(2n)/2/ ——e 20 4z — ¢(dy,
( ) ( o, VO (d(n))
= P(0,n— 1) ("0 401,y + diuy) — 6l ()
= AETB?b(O'(n) +dy) — A§73¢(d(n>). (5.21)
Die letzte Gleichung ist erfiillt, da fiir Agtg und Agfg gilt
(n) i Ao \(m) ATY
Al,O = Eq [Al,T} = Eq, [AALT:| = P(0,n —1)Eq, W
T A2,T
= P(0,n — 1)Eq, [¢X" 7] = P(0,n — 1)Egq, [e!mT7m?7]
= P(0,n — 1) *7lm/? (5.22)
A = Ay = P(0,n — 1) (5.23)

Uber die Gleichungen (5.22) und (5.23) kann M (n) geschrieben werden als

(n)
17

Ao\ 9w
fi(n) = log ( A(n>> -
2,0

Um ﬂ(()n) (I) angeben zu konnen, miissen noch Ag@, Agfo) sowie

0(n) = Varg, [Xr] + Varg, [Yr] — 2Covg, [ X7, Y7

berechnet werden. Diese Berechnungen werden in den folgenden Punkten a) bis e) durch-
gefiihrt.

a) Berechnung von Agfg

A =[] =5 [57 4] o o [ v

t=n
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Man betrachte zunéchst nur die d-year spot rate:

R(t—1,t—1+0) =
Clog P(t—1,t—1+6) 1) 1 [F71F0

— =’ Z f(t—1,s)ds
5/ ( )

)
t—146  pt—1
(34) 1 [f05 + 0'/ / e A=W, ds
0 -1 Jo

o2 /t_1+51 (6—2)\(s—t+1) - 6—2)\s> _ (e—/\(s—t+1) — e—’\s) ds]

A2/, 2
+—1 1 s=t—1+6

fod +o / ——e ) dw,
0 A s=t—1

2

+% <(1 - ef)\(tfl))(l - 67)\5) o i(l o 672)\(t71))(1 - 62)\6)>:|

t—1
= fo+ i(1 — 67/\5)67)‘({/71) {/ e)‘”dWU]
0

_ 1
B

oA
o “A(t-1) sy 1 —oA(t—1) IV
—I-W (1—e Y(1—e )—Z(l—e Y(1—e )
t—1
=qt)+c [e_”\(t_l) / e’\”de] , (5.24)
0

wobei g1(t) den deterministischen Anteil von R(t — 1, — 1 + &) beschreibt,

2

g1(t) == fo+ ;? [(1 — e MDY (1 — e %(1 — e M)y — 6—2)«5)} ‘

und

e = i(1 — e, (5.25)

Damit gilt fiir A%
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Unter Verwendung von ga(n,T') := ZtT:n g (t fo (fo + 5 2)\2 (1-— e_)‘“)2) du gilt

t—1 T u
(H exp{cl [e At 1)/ e’\”dWU] }) exp{—a/ / e_A(“_“)dedu}]
0 o Jo
T t—1 T u
exp{q [Z e/\(tl)/ e)‘vde] —O’/ / e)‘(“”)dedu}]
0

A = e DR

— 92 (n’T)EQ

t=n

clz tl/l ”dW—a// “deu”
3 e Zvora [ [ [l

t—1
S e A(t— 1)/ LW,
0

t=n

= e92(n.T) exp { =Varg

1
= 92"7) exp {2C%VCLTQ

T t—1
—c1Coug Ze_)‘(t_l)/ “de,cr/ / (u— V) AW, du]}
t=n
wobei
T t—1 -1 . J—1 -
(1) Varg Ze_A(t_l)/ e’dW, ZZCOUQ [/ e_’\(l_l_”)dWU,/ e_’\(j_l_”)de}
— 0 0
i=n j=n

_ Z Z/ e~ AMi+i—2-2v) 7.,

i=n j=n

) Var(@[// ””deu] VarQ[// “”dudW}

zVar@ [/ (1—e M- ))dW] 2/ (1 — e MT=2)2gy
) 0 A

2

A

= % [T —Z(1—-eM)+ %(1 - e”‘T)] (5.26)

T t—1 T u
Ze*“tﬂ) / MAW,, o / / e M) qW, du
0 0 0

T t—1

KZCOUQ[ Alt— 1)/ )‘”de,/ 1— e M- ”)dW}
t=n 0
T

-1
Z |:e—)\(t 1) /t e)m(l _ e—)\(T—v))d,U:|

t—n
oA _ g=A(n—1) 1 _ o~ AT—n+1) 2T _ ~A(T+n—1)
Fentl- 1 2@y )7 20e>—1)
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b) Berechnung von Aéo) =[Eq [Aé %}

n T(n — n (5.8) — Tru u ST
Afj) = Eq [Aé%] =Eq [BTlAé %} =" Eq [e Jo rud Sn—1:|
n—1 1
=Eg [exp{—/ rudu—2J§(T—n—|—1)—|—as(ZT—Zn1)}]
0

Mit ga(n, T) i= =[5 [ fo+ Fz(1 = e 2] du— JoX(T = n+1) gilt

n—1 u
exp {94(71, T)— 0'/ / e MUV qW, du + os(Zp — Zn_l)}}
0 0
o n—1 T
€Xp {94(’”’ T) - )\/ (1 - e_A(n_l_U))de + 0'5/ dZv :|
0 n—1
1 o ("1 A1 T
94(n,T) + ;Varg —/ (I1—e" (n— 7U))de + 05/ dz,
2 A Jo 1
o? n—1 o2
= exp {94(11, T) + —Varg {/ (1-— e_’\("_l_”))de] + ?‘SVarQ (Z1 — Zp—1)]
0
n—1 T
005 (COUQ / (1 B e_)‘(n_l_v))de,/ dz,
A 0 n—1

2 n—1 2
= exp {94(71 T) + 20)\2 (/ (1-— e)x(nlv))2dv> n %(T Cnt1) - O';'s '0}

~en{- | fodu} = exp{~faln— 1} (5.27)

c) Berechnung von Varg, [X7]

Mit Gleichung (5.18) gilt

T
—
2
\

L

a

L

<

Y

=

~
~—
| E—

Varg, [XT} = Varg, [

t=

= CIV(M‘QI [ < Alt—1- ”)dWT>]

n

) T min(i—1,7—1) Y 9_9
—AYE e
1=n j=n
o2 (1—e?M\? & A in(i—1.j
o “A(i4+§—2) [ 2A(min(i—1,—1)) _
_z ( ) ;;e = <€ j 1) .
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d) Berechnung von Varg, [Y7]

Uber die Gleichung (5.17) erhlt man

T T
Varg, [Yr] = Varg, [0 / / e A GWT du + o / dZT}
0

n—1 T T
= Varg, |o / / ““dudWT+a/ / A=) oy, dW T +03/ dZUT}
n—1 —
n— 1 T
= Varg, % / —e*A<“*2>) aw? — ; / ( —MT—v) _ 1) dw? + / oy dZT ]
n—1 n—1
n—1 T
= Varg, % < — e A= 1)) /0 e)‘”dW;‘F] + Varg, [i/ 1 (e_)‘(T_”) — 1) dW;‘F]

200, T
+ Varg, [08 / dzr ] — Z2% Coug, [ / dzr / (e—MT—v) . 1) dw?” ]
n—1 A n—1

2 2 _ o= ANT—n+1)
-7 (e—)\T _ e—)\(n—l)) <€2A(n_1) _ 1) n QPKUs (T—n+1)— <16>\>]

2)3
2(1 _ e—)\(T—n+l)) 1— 6—2)\(T—n-‘rl)
(T—n+1)— ( . + N

(5.28)

o2

+a§(T—n+1)+ﬁ

e) Berechnung von Covg, [log AY}%: log A;n%]

T T
S Rt-1,t—1+ 5),/ rudu + oy (Z5 - ZT )
t=n

n—1

1— e\ & 1 “A(t—1-v) jii/T
= Covq, <)\6> ; <0’/0 e dw, ) ,
n—1 T T
g (e_)‘T - e_’\("_l)) / Mvaw? 2 / (e M) _ 1)awT + o, / dzT }
1— 6—)\5 T o N n—1
— v —A(n—=1) _ =AT —A(t—1-2v)
U()\é )t_n L\ (e e >/0 e dv
+U o e AMt=1-v) (1 — e_’\(T_”)) dv+o
A -1 <P n—1
1— ,)\5 T 1— 7)\(t n) o
=0 < ; ( (X + Usp)

( “MTHE=1) 4 o= At=n) _ o=At+n=2) _ 67,\(T7t+1)”

Couvg, [log Ag’f%, log Agn%] = Covg,

t—1
6—>\(t—1—v)dv:|

* 222

Zusammenfassend kann folgender Satz angegeben werden:

SATZ 5.1.3. (Geschlossene Formel fiir die Typ I Garantie) -
Im erweiterten Vasicéek Modell mit den variablen garantierten Zinsen g = R(t —1,t — 14 0)
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ist der Wert der Typ I Garantie zum Zeitpunkt 0 gegeben durch
T
Vo(I) = Y kam" (D).
n=1
Dabei ist

(1) = AV (diwy) — A5 (dny — ()

wobes

(n) 1(1-eM\0? L A(i+75—2) ( 2Amin(i—1,j—1
Al’ozexp gg(n,T)+2<)\6> 522[67 (1+J*)<e min(i— ,jf)_lﬂ

i=n j=n
1— e MY\ 42 e~ _ e—)\(n—l) 1— e—)\(T—n—i-l)
ok T G v el U X1 T2 )
. =20 _ ,~A(T—n+1)
2(e=* —1)

2

o 2 1
O P21 e ATy 4 (] _ 2T
+2)\2[ NI =),

T 2
e T) =S 00 =T fo— 2 [T -y Lo em)] ,
t=n
2 2 1— —2XA(t—1) 1— —2X6
gl(t) - fo + ;6 (1 ¢ /\(til))(l B eiAé)) B % <( 6 4)( : )> ’

I(n)
(n)

0’(2”) = Varg, [log Agnj),} + Varg, [log Agf)} — 2 - Couvg, [log Aj 7, log Aénr_)p}

o2 (1—e 2\ L C o
:2)\< = ) Zzeﬂ(zﬂfz) (ezx(mm(%lgq))_l)

i=n j=n
n 20)\23 ([e—)\T _ e—A(n—l)r [62)\(71—1) B 1} n [1 B 6—2A(T—n+1)D
+ (iz + 2”(;08 + a?) (T—-n+1)— <i + 2p§05> (1 =)

to <1 )\G(S_M) tZT;l [ (1 — e—;\(t—n)> (; —i—o’sp)

i 2&)\2 (e—A(T—&-t—l) Lo Mt=n) _ =A(tn-2) e—A(T—t—&-l))]‘

5.1.2 Bepreisung der Typ II Garantie

Der garantierte Zins sei wieder die d-year spot rate, wobei hier speziell § = 1 gesetzt wird.
Diese Wahl von § erlaubt die analytische Berechnung des fairen Preises eine Typ II Garantie.
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Es gilt einen Vertrag mit Endwert

T T B T
II) = Z kn [H max (1) ) H eRt]
n=1 t=n

t=n

zu bepreisen. Fiir den fairen Preis Vj(I1) der Garantie zum Zeitpunkt 0 gilt

Vo(I1) = Eg [e_ I md“VT(II)]

T
T _
e fo rudu | | maX(eR(t_l’t),eRt)

t=n

T
e Jo et T eRt] ) (5.29)
t=n

::Wg’(n)(ll) ::ﬂ'gﬂ(n)(ll)

Man berechnet die zwei Erwartungswerte getrennt. Fiir den ersten erhédlt man

Tudu H max ( (t—1 t >
[ - L rydu — [ rudu ( R(t— lt) St )]
= IEQ 0 w H e Ji-1 max S

t=n

_ T t t 1
=Eg [e_ Jo rudu H max (exp {—/ rodu + g1(t) + ( ) e_/\(t_l_”)de} ,
t=n t—1
1
exp{—Qa +0s(Zy — Z41 })] (5.30)

n—1 — —v
[ —Jo ruduHmaX <egg —2 [t At ))de’€—§a§+as(zt—zt_1)>]

r (1) =

g [ 57 o] [T g e (e85 S0 otimzz)] | (s)

t=n

wobei g1 (t) wie in Satz 5.1.3 definiert ist und
o’ S VA s L N VRS VT SV
95(0) = —fo = 5 (14 2 (N = e ND) = (@ D)) gy 0)
Es sei
t
Az = Biexp {gg(t) - % / (1- e—*@—v))dwv}
t—1
1
A47t = Bt exp {—20'3 + O'S(Zt - Zt—l)} .

Damit und mit

n—1 n—1
_[rt redu| —/\u (u—v
Eq [e Jo } = exp {—/0 Jo+ 2)\2( )du+ War@ [/ / )dw du} }

— 6_(n_1)f0
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gilt weiters
71'8’(")(][) = e_(”_l)fOIEQ [B;l max (Aszy, Asy)]
= ef(nfl)fo (EQ [Bt_l max (Agﬂg — A47t, 0)] + EQ [Bt_lA4 t] )
—_——

Der erste Erwartungswert wird analog zum Erwartungswert aus Gleichung (5.9) ausgewertet
und man erhélt mit Gleichung (5.21)

mo ") = eI (g (H)6(F + diny) — Asod(diuy) + Aso)

wobei
3 o [t 1
6° = Var : Varg |g3(t) — / (1— e MNdW, + 02 — 0,(Zt — Zi1)
4 A Jia 2
o? 2 w1 2p00 1—e?
=2 1-Za- —(1- 1-
\2 [ A=)+ ol )] R [ X\ ]
Ag}o(t) E [B Agt EQ [exp {g3 - < (1 — e (t U))dW }:|

_ 1
A4,0 = EQ [Bt 1A47t] = exp {—O’ + Var@ [O'S(Zt Zt—l)]} =1.

2
A -2
log <ﬁ> - %
dn) = -

g

Damit erhélt man fiir 7, a.(n )(I I aus Gleichung (5.29)

Wg’(”)(ﬂ) = e~ (=Dfo (Aa,o(t)¢(5+d(n))—¢(d(n))+1> = e~ (n=Dfo <A3,0¢((}+d(n))+¢(_d(n))>

Der zweite Erwartungswert aus Gleichung (5.29) wurde bereits im Abschnitt 5.1.1 auf Seite
33 ausgewertet. Es gilt

T
ﬂ.g’(n) (II) _ EQ [6_ fOT rudu H CRt] — 6—(n—1)f0

t=n

Zusammenfassend kann dieser Satz fiir die Typ II Garantie im Falle von § = 1 formuliert
werden:

SATZ 5.1.4. (Geschlossene Formel fiir die Typ II Garantie)
Im erweiterten Vasicek Modell ist der Wert der Typ II Garantie zum Zeitpunkt 0 mit variablen
garantierten Zinsen g = R(t — 1,t — 1+ 0) gleich

T
1) =" kn{ (1)
n=1
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Daber ist

T
7" (IT) = exp (—(n — 1) fo) x {H [A300(6 + dpy) + d(—dgn)] — 1}

t=n

Aaglt) =exp {anlt) + 73 [ 1= 50— e -] |,

o? 2. N 1
_ o L=t A1)y S 20 —2A(t-1)
B0 =1(0) ~ fo = 53 [+ 3 =N = e )]
2 2 o —2A(t=1)\(1 _ —2)S
_ O (a1 sy o (- )(1— e 22)
91(t) = fo+ 155 (L= e M) (1 —e7)) = 7 ( , ,
6'2
L log(Ase() - 5
(n) — & )
7T ) € s ) A

5.1.3 Diskussion der Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die fairen Preis Vp(I) und Vy(I1) fiir verschiedene Parameter-
konstellationen verglichen. Die garantierten Zinsen sind gleich den Ein-Jahres spot rates, das

heifit 6 = 1 und ¢, = R(t — 1,t), (1 <t < T). Weiters wurde

p =-02, X =01, o =0.01
o, =01, fo =0.03, k, =6-(1.02)""1

gesetzt.

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen, wie sich die Garantiepreise in Abhéingigkeit von der
Volatilitét des Referenzportfolios o, verdndern.

Fiir volatilere Portfolios sind die Garantiepreise der Typ I und der Typ II Garantie grofer.
Bei Erhéhung des o5 von 0.1 auf 0.3 verdreifacht sich der Preis der Typ I Garantie fiir T' = 40,
der Preis der Typ II Garantie vervierzehnfacht sich sogar. Vor allem bei Vertrigen mit langen
Laufzeiten sollte der Parameter o also vorsichtig gewéhlt werden.

In Abbildung 5.3 werden die Garantiepreise hinsichtlich der Sensibilitéit gegeniiber der Verinde-
rung der Volatilitdtsparameter o aus der Zinsstruktur untersucht. Fiir wachsendes o werden
auch die Garantiepreise hoher, jedoch nicht so stark, wie es bei einer entsprechenden Ande-
rung von o der Fall war. Der Fall ¢ = 0 entspricht einem Modell mit konstantem Zins,
also dem Black-Scholes Modell aus Kapitel 2. Eine Verdnderung mit dem Parameter A aus
der Zinsstruktur ist nicht gegeben (siche Abbildung 5.4), die vier Kurven liegen sehr dicht
beeinander.
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Abbildung 5.1: Garantiepreise fiir unterschiedlich volatile Referenzportfolios und verschiedene
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Abbildung 5.2: Garantiepreise fiir unterschiedlich volatilie Referenzportfolios und drei ver-

schiedene Laufzeiten
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Abbildung 5.3: Garantiepreise fiir unterschiedlich volatile Zinskurven r; und verschiedene
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Abbildung 5.4: Garantiepreise fiir unterschiedliche A der Zinsstruktur
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5.1.4 Bepreisungsformeln fiir die Typ I Garantie mit ¢" und ¢g&t¥

In den Abschnitten 1.1 und 2.5 wurden fiir die Typ I und Typ II Garantie mit einem fixen
garantierten Zins g; geschlossene Formeln hergeleitet. Im Abschnitt 5.1 wurde der garantierte
Zins als d-year spot rate festgelegt und dafiir eine geschlossene Formel fiir die Typ I Garantie
angegeben. Im Falle der Typ II Garantie war es nur fiir § = 1 moglich eine geschlossene
Formel anzugeben.

In diesem Abschnitt werden zwei garantierte Zinse vorgestellt, die Abwandlungen des in Ab-

schnitt 5.1 behandelten garantierten Zinses g; = R(t — 1,t — 1 4+ ) aus Abschnitt 5.1 sind.
Danach werden fiir diese neuen Zinse geschlossene Formel fiir die Typ I Garantie hergeleitet.

Der garantierte Zins gM"

Anstatt von g; = R(t — 1,t — 1+ §) wird der garantierte Zins

¢
1
MW _ : ,
g =5 E_l R(i—1,i—1+9) (5.32)

betrachtet. Der Zins gM" stellt den Mittelwert iiber die seit Vertragsbeginn beobachteten

d—year spot rates (R(n —1,n —1+0))1<p<t dar, also

g™ = R(0,9)
1 — _
@™ = ~(R(0,0) + R(1,1+9))

2
1 B _
g 5(3(0,5)+R(1,1+5)+R(272+5))

Durch die Mittelwertbildung ist gM" stabiler als g;.

Der garantierte Zins thLM

Der garantierte Zins g&=M stellt das gleitende Mittel iiber die letzten x beobachtete R(i —
1,7 — 1+ ) seit Vertragsbeginn dar

t

gFrEM — % Z R(i—1,i—1+6) mit k(t)=max(t—z+1,1) (5.33)
RLIORS A

Fiir x = 2 ergibt sich fiir die thLM
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t=1,k(1) =1
t=2k2) =1
t=3,k(3) =2
t=4,k(4) =3

GLM
g1

GLM
D)

GLM
g3

GLM
94

I G Y]

—~
=

5)
(R(0,0) + R(1,1 +9))

(R(1,1+46) + R(2,2+9))

(R(2,2+0) + R(3,3+9))

Das obige Beispiel zeigt, warum die Bildung des Maximums k(f) = max(t—z+1, 1) notwendig
ist: Da vom Vertragsbeginn zum Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt 1 nur R(0,6) beobachtet wer-
den kann, wird nur der ,, Mittelwert “ von R(0,d) gebildet. Durch die Bildung des gleitenden

Mittels ist g&“M stabiler als g; alleine, was die Abbildung 5.5 veranschaulicht.

Ist z = T, dann gilt g&=M

bepreisen ist.
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Abbildung 5.5: Verlgeich der garantierten Zinsen g, g
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Es gilt
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M
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g3
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]
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o o
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T
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erhalt man wie in Abschnitt 5.1.1
n —_rr, n n n n
m6" (1) = Eg [e=Jo ¥ max (A7) - 40,0)] = AT36(00) + diuy) — AT O(d(ny),  (5:35)

)

mit

dip) =
(n) O (n)
O‘(2n) = Varg, [log Agn:)r] + Varg, [log Ag,l)] — 2Couq, [log AEZ)“’ log Agn%]

Um diese Grofien angeben zu kénnen, miissen noch AYB, Varg, [log Agn%] und Covg, [log AY’L%, log Aén%]

berechnet werden. Diese Berechnungen werden in den Punkten a) bis ¢) durchgefiihrt.
Die Grofien Ag,lo) und Varg, [log Ag"%] wurden bereits im Abschnitt 5.1 berechnet (siehe Glei-
chungen (5.27) und (5.28)). Es sei

m(t) ==t — k(t) + 1

a) Berechnung von Agfg

Es sei
1 i T 52 s 2
92(n, T) ZZW > ()] = fo T—/ ol —e ") du
— . 0
t=n i=k(t)
(a) S 1 -
a) . —A(i—1—v)
Xin) * 012 m(t) Z/O € AWy
t=n i=k(t)
(b) T o
X(n’T) :0/0 /0 e TV AW L du
Dann gilt

=
o2
Il
=
]
i)
RE
Il
=
o
—
)
s>
<
s
&
S
— =
@
e
o]
—
/\‘ =
=
=
<~
|
—
~.
|
—_
+
>,
S~—
——
[

t=n i=k(t)

5.24 a 1 ! -1 -
(_)EQ ~Jo et Texp{ ——= Y [91(1) +cl/ e‘“”_l_”)de}

t=n m(t) i=k(t) 0

T 1 3 i—1 Ai—1—) T
=E ) o v - u
Q |exp ; m(t),; [gl(z)—{—q/o e dW] /0 rudu
1
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Man benétigt daher
(a) ® | _ (a) (b) (a) (b)
Varg | X(wp = Xy | = Varg | X(p | + Varg | X{ | = 2Covg [X(0r X0

a.a) Berechnung von Varg [X((Z,)T)} :

Varg {X(a) } =

(n,T)

2 7)\1 1—v) 1 - - —-A(j—1-v
ZZCOU@ [ Z / ( Wmm Z ; e MU )qu
t=n s=n i=k(t) J=k(s)

(5.36)

= giiéml( ) m(s) Z Z A(i+j=2) (2Amin(i=1j-1) _ 1)

a.b) Berechnung von Varg {X ((Z)T)} :

Varg { (( ) =0 Var(@ [/ / (u— v)dW du]

O'

=3z [T - X(l —e M) 4 %(1 - 6_2’\T)}

Die letzte Gleichung ist wegen Gleichung (5.26) auf Seite 32 erfiillt.

a.c) Berechnung von Covg [X ((Z)T)’ X((Z)T)} :

Covg [X ((Z)T) , X ((b)T)] —

1_ i—1
)\52 c Z Covg [/ e Ai1- ”dWU,/ / =) qw, du]

i=k(t)
T

t —
;25(1—6—Aa '3 [1( 3 (1_6 (-1 e;T (6 ek(“)>>]
=k(t

t=n
T AT —A(t—k(t)) _ —At
e e
roniey (( _1)< - )
6_ ]__e(t_k())
2 1—e

1 _ e—/\é)

g
=5
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b) Berechnung von Varg, [log A}

t
Varg, [log A}] = Varg, |log | [ exp Z R(i—1,i—149)
L t=n Z=k(t)
[ T 1 t i—1
= Varg, Z Z (/ e~ =1 v)dw)
i= ) 5 Mo
r T t S min(i—1,7—
_a Y ePAminlimLi—1) — 1 —Ai+i-2)
2 e (m(t))(m(s))

c¢) Berechnung von Coug, [log Aﬁrf%, log A;n%]

Covg, [log Ag %, log A(”) T =

e ¢ i—1 } T T
= (Cov@1 Z mit </ e_)‘(’_l_”)de> ,/ rudu—l—as/ dz,
t=n i—k(t) \O n-t -l
T t i—1 n—1
(5.2) c1 [/ —Ali—1—v) O, N _—A(n=1) / Ao
= — Cov e AWy, ——(e —e e™'dW,
;E;7n(t)i2%%) Ql 0 A( ) 0

T

_g /T (eiA(T*U) — 1) dW, + 0'3/ dZv:|
n—1 n—1
m(t) 0

) min(i—1,T)
_1(i>n)ie)\(11)/ e MT=2v) _ vy,

max(0,n—1)

min(i—1,T") ]
+1(i>n)p0s / e ANm1I=v) gy

max(0,n—1)

_ Z mc(1t) Zt: [20)\2 (64(7171) _ 67,\T) o~ Ai—1) <e2/\min(i71,n71) _ 1)
)

(5 ) 0 -0000) = i ()

Zusammenfassend kann folgender Satz angegeben werden.

SATZ 5.1.5. (geschlossene Formel fiir die Typ I Garantie mit g©*M)

Im erweiterten Vasicek Modell ist der faire Preis VO(I) der Typ I Garantie zum Zeitpunkt 0
P = k:(t)+1 >ie k(t R(i—1,i—149), k(t) = max(t —z + 1,1)

T
::}E:knﬂgﬂ(l)
n=1
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Daber ist
my (1) = Agng (o) +dmy) — Agg (d(n))
mit
1
Ag " _ =exp{g2(n,T)} - exp {2Var(@1 [Xn]} )

ASY) = exp {—(n—1)fo},

d 1 4 o’ —Au\2
w1V =3 iy O )= fo T - [0 e

o? o2 — e~ 2A(t-1) _em2X
91(t) = fo+ 155 ((1 — e My (1 — e_)‘5)> _ 7 <(1 ) )) |

A36 4

A(i+5+2) ( 2Amin(z,5)—1) _ 1)

Varg, [X,) = 2)\352 1_6_/\6 ZZ Z Z (t—k(t)+1)(s—k(s)+1)

tnsnlk Jk(

202
235 (1

T =T e~ Mt=k(t)) _ o=\t AT [ At—k(t) _ Nt
+;t—k(t)+1 < 2 _1> 1—e? 2 1—e }

1
(- )+ (1 —6_2)‘T)] ) [T—n+ 14

J(Qn) = Varg, [log Agn:)p} + Varg, [log Agn:)p] — 2Covq, [log AY}}, log A(")]

t S 2)\m1n(1 1j-1) _ 1

(n) _ —>\6 2 —A(i4j—2)
v Jonaf] = 0 - EY S S S r
2 2 9 _ o~ AT—n+1)
Varg, [log A %] 20;\3 [ AT e*’\(”’l)} {e”(”*l) — 1} + pias T-nt1--—° X ]
o2 9 1 — e 2MT—n+1)
2 N v _ 2 =XT—-n+1)
+o(T n+1)+)\2 T—n+1 )\(1 e )+ X ,

a5y T 2
(n) m] _ (1= v
Couvg, [log Al,T’logAl,T] = < 225 > ; k) + 1

« Z [ —A(n—1) 6—>\T)(6—>\(i+1—2min(i,n)) *6_)\(1'_1))

Osp 1 i—n e AT i —A(i—2n
+ 1(i>n)<< . +)\) (1—6 A )> T(GA —e My )]
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5.1.5 Simulation der Typ II Garantie mit den garantierten Zinsen gM"
bzw. g&tM

Es sei VMW(IT) (bzw. VGLM(II)) der faire Preis der Typ II Garantie mit garantiertem Zins
(gMY)o<i<r (bzw. (gFM)o<i<r,) wobei gMW = 15 | R(i —1,i— 1+ ). Es gilt also

T T
VMW(IT) = [ —Jo et Z i, max <H e — 1 eRt,()) (5.37)
n=1 t=n t=n
T T r GLM r
VOGLM(II) =Eq [e Jo et Z kyn, max <H edt T — H e 0)] (5.38)
n=1 t=n t=n

Da fiir die Berechnung dieser Preise keine geschlossenen Formeln bekannt sind, miissen die
Preise iiber eine Monte Carlo Simulation berechnet werden. Dazu werden Realisationen der
Prozess

) S,
(Ri)y<p<r mit R; = log <5’ ¢ > ,
== t—1

t
(Bt)1<i<r mit ﬁt:/ redu und
o 0

(R(t—1,t —140)),.,cp mit REt—1,t—146)=g(t)+ Cl/ e Mt=1-0) gy
- 0

benétigt. Dazu beachte man, dass wegen

2 t
re= fo+ > (1 s *t) n o—/ e A=) gy (5.39)
2)2 0 !
t 2
= 0/ e VAW, =1 — fo — 3 (1 — e_)‘t> (5.40)
0 2

Damit kann R(t — 1, — 1 + §) geschrieben werden als

R(t—1,t—1+56) 524 g1(t) + %(1 — e M) {ae)‘(tl) / e)‘”dWU]
0

2

=q1(t) + 5&(1 —e M) <rt1 — fo— 2% (1 - e—W—l))2> . (5.41)

Fiir den Prozess der Rendite R; gilt

R; =log <S‘ft1) = log (g:)) —log <S;01) =0 — 0p_1 (5.42)

wobei d; := log ( ) Zur Simulation von (Ry, B, R(t — 1,t — 14 6))(1<i<7) geniigt es daher

(7, Bt, 5t)(1§t§T) zu simulieren.

5.1.5.1 Simulation des Prozesses (4, (3, d¢)

Wir zeigen, dass (1, 8¢, 6t)o<t<7) ein Gaufl’scher Prozess ist. Aus (5.39) folgt

¢ 2t t pu
B = / rydu = fo -t + o (1 — e )2y + 0/ / e M) AW, du
0 2 0 Jo
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Das Doppelintegral kann mit dem Satz von Fubini fiir stochastische Integrale vereinfacht
werden. Mit (5.40) folgt

o2
Bt = fo- t+2)\2/( du+0/ )‘”/ My dW,
> A At—v)
2)\2/(1 )du+>\/01—e dWy,

0.2 t o o t
= fo-t+ / (1—e ) 2du+ ~W; — e‘”/ NdWw,
222 ) ) 0

02 ! —Au)\2 g 1 2 7)\152
= fo- t+2>\2/(1—e )du—}-)\Wt—)\( — fo— (l—e ))

Aus (5.1) erhédlt man
t
1
o = log <§Z) = /0 Tudt — 50?25 + 0574

= — iagt + ospWy + 05\/1 — p2W,

= fo-t+

wobei W; eine von W, unabhéingige Brown’sche Bewegung ist. Insgesamt erhilt man die
Darstellung

2 2 t
= fo+ 20)\2 (1 — 67’\’5) + 0/0 e M=, (5.43)
o2 [t _ o 1 o? g\ 2
Bi=to-t+ 33 / (1= )2 du+ W - 5 <rt—f0— o5 (1—e M) ) (5.44)
o = B — §Ust + ospWy + 05/1 — pPPW, (5.45)

Folgender Satz aus [14] zeigt, dass der Prozess (1¢, B, 0t)(1<i<1) ein Gaufi’scher Prozess ist.

SATZ 5.1.6. Firl <i<nundl <j <s seien Funktionen H;; : [0,7)2 — R gegeben, die
fOT H; j(t,u)%du < oo fiir t € [0,T] erfillen. Sei Yy = (Y,},..., V") mit

s T
vi=>" / Hij(t,u)dW3,
j=1"0

wobei W = (W1, ... ,W?) eine s-dimensionale Standard Brown’sche Bewegung ist. Dann ist
Y = (Y4)o<i<r ein Gaufischer Prozess. Insbesondere ist die bedingte Verteilung von Y: gegeben
Ys (s < t) normalverteilt mit Erwartungswert E[Y;|Ys] und Varianz Var[Y;|Ys)].

Bemerkung 5.1.2. Ist E[Y;|o(Y,|u < s)] = g(Ys) dann gilt E[Y:|Ys] = g(Y5).

Im Weiteren bezeichne Es[ . | = E[ . |F,]. Nach Satz 5.1.6 ist die bedingte Verteilung von
(Ttaﬁtaét)(lgth) gegeben (75, Bs, 05) gleich
Eg[r:] Vars[r] Couvg[re, Be]  Covg|ry, 64
N ( Es[B] |, | Covslre, 8] Vars[Bi Cowvs[Bt, ¢ >
Es[d¢] Couvg[re, 0r]  Covs[Bi, 0] Varg[dy]
::/;rs,t) =:3(s,t)
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Dabei wurde verwendet, dass die bedingten Erwartungen und Varianzen (wie sich zeigen wird)
alle von der Form g(rs, fs, d5) sind (vergleiche Bemerkung 5.1.2). Es gilt also die Komponenten
des Erwartungsvektors p(s,t) und der Varianz-Kovarianzmatrix (s, t) zu berechnen.

]E 02 1 —At 2 —At B v AW, 7)\tE ! v AW,
[r] = fo+2)\2 —e +oe Oe » +oe s Se ;

—_——
=0
o2 o2

— o+ o (1 _ e—)\t>2 L AE-) < — - 27)\2 (1 _ 6_A8)2>

20; (1 - e_At>2 - <f° * 20)\22 (1 N e_As)2>

0.2

0,2 t 1 1
)= fo-t g [0 SR By (0 55 (1))
:WS

=ree M) 4 fy 4

Mit der Darstellung von (5 aus (5.44) folgt
2 2

Wszi[ﬂs_fO’S_;)\g/o <1_e,\u>2du+i[ — fo— 2)\2(1—6)‘5)2:”

und damit gilt fiir E4[f;] weiters

2 t
Es[ﬁt] fo t— 20/-\2/(1—6—)\u)2du

2 2

o 5 ) 2 l —As)2
+B8s—fo-s— 2)\2/ <1 e ) du—i-)\ [rs fo— 2)\2( —e )}
1 —A(t—s o Y 2_ —A(t o _—)s 2

A[TS +f+2)\2<1 ¢ ) ¢ f+2>\2(1 € )

(e ()

o2 2\ 1 — ef/\(tfs) o2 t
_ _—As - - . _ s o Auy2
= fBs + ( — fo— N (1 e ) ) 3 +fo-(t—s)+ 2 /S (1 —e")*du.

Der Erwartungswert von &; gegeben F, kann wie folgt berechnet werden.

t
.1
E,[6,] = E, [/0 rudu} + 0upWs + 0/ 1= W, — 50t

1 1
= Bs+ ospWs +0s\/1 —p Ws—gais—gas(t—s)—l—fo-(t—s)

o2 [t o 2 )\ 2 1 — e~ At—s)
+2A2/s<1‘“>2d“+< fO‘w(““))(A)
2 _e—)\(t—s)
—65+< — fo— 2)\2<1— ))(1/\>+<f0—;a§>(t—s)

0_2 t

s o Auy2
+ 2 (1 e "")*du.
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Es werden die drei Varianzen berechnet.

Varg[8,] = Vary[SW; - lrt

1
A A2

= %E [(oWe = W) = (e = Bs [r))?) |

2 2

—Es[c(Wy — W) (ry — Eg [14])]

Vars[dy] = Vary [ﬁt +ospWi+ 05/ 1 — pQWt}

are (5 + o) Wi St ou/T= 2]

(5.44)

(5.43)

-

Vars [(U + 05,0> Wy — Tt

A

o 2
\ + asp> Vars [W] +

A

(&

A

2
VAl

E, [(0W = o — By [oWs — )]

2 2 t
—((§ o) +o2-) =0+ e [

g

t
26_)\t% (; + 03,0> / eNdv

2

A2 A

o 200
+ sp+0§> (t—s)

)\2

2

g
+ —

" (1 B 6—2)\(t—s)> B

Vars[ri = Es [(Tt — B, [rt])g} =E [ oe /: e’\”de>2]

_ 0_26—2>\tEs

([ o)

2

|

0'26_2/\t]E3 |:/t €2>\vdv:|
S

50

20

)\2

(

g

A

t

/e)‘”de—i-USth}

0

9 vy t g 2(1 — p*)Vars | W,
2 ars ; edv| 4+ og( p°)Vars | W,

o t
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Nun betrachtet man die drei Kovarianzen.

1 .
Cov, [1¢, 6] = Couy [Tt, (% + o*sp> Wy — Xrt + o5y 1 — pQWt}
= (; + Usﬂ) Couvs [r, Wi] — %Vars [re] + os1/1 — p? Cou, [rt, Wt}
———

=0
t
1
= (% + 03,0) (ae_kt/s eA”dv) — XVars[n]

— <; T %p) (%(1 _ e—A(t—s))) _ 2‘7; (1 _ 6—2)\(t—s)>

o 1
Covs [r4, Bt] = Covs [/\Wt — )\rt,rt}

t
1
= Covy [U Wt,ae_M/ eAUdWU} — —Vars [ry]
X\ ) Y

2 t
1

= Ue_kt/ eMdv — —Var, [ry]
s A

A
- iz (1 _ e*A(t*S)) _ 20)\22 (1 _ 672,\(t75)>

N 1
Couvs [0, Bt] = Cous [Bt +ospWy + o5/ 1 — p2W; — iagt, Bt}

= Vars [8¢] + Covs [Bt, 0spWi] + Cous [@t, osV1— PQWt}

=0

. 1
(5:44) Vars [Bt] + ospCous [th — Xrt’ Wt}

(5.43)

t t
=" Vars [Bt] + 0spCovs [JWt - e_AtJ/ e’\”de,/ dWU]
A A Jo 0

t
= Vars (8] + asngars (W] — e_,\tUst/ M dw
2

o o.po 202 ospo N o
N S - N e S = A(t—s) e =20 (t—s)
()\2+ )\>(t °) </\3+)\2>(1 )+ g (1 )

Fiir jede Realisation von ((7¢, B¢, 6¢))1<t<7 konnen iiber die Gleichungen (5.37), (5.38), (5.41)
und (5.42) die Garantiewerte VMW (11) baw. VFEM(IT) berechnet werden.

Wie in [19] vorgeschlagen werden die Garantiewerte VMW (IT) bzw. VEEM(IT) fiir N = 50000
Pfade von ((rt, B, ¢))1<t<r berechnet. Durch Bildung des Mittelwerts der N Realisationen
kénnen Monte Carlo Schitzer fiir die fairen Preise VMW (II) bzw. VFEM(IT) angegeben
werden. Diese Wahl wird durch die Abbildungen 5.6 und 5.7 gerechtfertigt. Die vier oberen
Kurven aus Abbildung 5.6 zeigen fiir vier verschieden o die Verdnderung der Garantieschétzer
der Typ I Garantie Vo(I YGEM fiir groBer werdende Simulationsanzahl N. Das entsprechenden
Ergebnis aus der geschlossenen Formel wurde als griine horizontale Linien in die Grafik auf-
genommen. Die unteren vier Kurven zeigen den Verlauf der empirischen Standardabweichung
der Garantieschitzer fiir die vier verschiedenen os. Abbildung zeigt selbiges fiir die Typ II
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Garantie. Ab N = 50000 verdndern sich die Garantieschétzer der Typ I und Typ II Garantie
nicht mehr stark und sind fiir die Typ I Garantie nahe am Ergebnis aus der geschlossenen
Formel, weswegen fiir die folgenden Analysen stets N = 50000 verwendet wird.

Bemerkung 5.1.3. Zur Berechnung der Garantieschitzer in den Abbildungen 5.6 und 5.7
wurden die restlichen Parameter wie folgt gewdhlt

T =10 p =—-02 X =01 § =1
k, =6(1.02)1Y ¢ =02 2 =1

Bemerkung 5.1.4. Auf die selbe Art und Weise kénnen auch Monte Carlo Schitzer fiir die
Preise der Typ I Garantie VMW (I) bzw. VEEM(I) gewonnen werden.
In Kapitel 8 ist das R-Simulationsprogramm fiir dieses Modell abgedruckt.

5.1.6 Diskussion der Ergebnisse fiir g und ¢“M

Fiir die gleichen Parameterwahl wie in der Analyse aus Abschnitt 5.1.3 werden hier die Preise
der Typ I und Typ II Garantie fiir die garantierten Zinse gM" bzw. g&*M besprochen.

Abbildung 5.8 zeigt die fairen Preise V{¥W (I) der Typ I Garantie bzw. VMW (I1) der Typ II
Garantie fiir verschiedene Laufzeiten 7" und drei verschieden volatile Referenzportfolios. Fiir
volatilere Referenzportfolios ist der Garantiepreis hoher.

Abbildung 5.9 zeigt, dass fiir die Garantiepreise mit garantiertem Zins g&=™ das gleiche gilt:
Volatilere Referenzportfolios ergeben hthere Garantiepreise.

Die Abbildung 5.10 zeigt links die Garantiepreise Vo (I), VMW (I), VEEM (I) bzw. rechts
Vo(II), VMW (IT), VEEM(IT) fiir verschiedene Laufzeiten T'. Die Preise unterscheiden sich fiir
die verschiedenen Zinse nur gering. Erhoht man aber die Volatilitdt des Refernzportfolios von
os = 0.1 auf 0.4 und die Volatilitdt der Zinsstruktur von ¢ = 0.01 auf ¢ = 0.05, so wird der
Unterschied zwischen den garantierten Zinsen deutlicher, was Abbildung 5.11 zeigt. Die Preis
VMW () sind stets kleiner als die Vo(I) und VFEFM(I). Die Preise fiir die Standardgarantie
Vo(I) sind fiir alle Laufzeiten am grofiten.
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Garantiewerte der Typ | Garantie fUr verschieden og
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Abbildung 5.6: Schétzer VO(I )GLM der Typ I Garantiepreise und deren empirische Standard-
abweichungen fiir verschiedene Laufzeiten T" und vier verschieden volatile Referenzportfolios
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Garantiewerte der Typ || Garantie fUr verschieden og
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Abbildung 5.7: Schétzer %(I I )GLM der Typ IT Garantiepreise und deren empirische Standard-
abweichungen fiir verschiedene Laufzeiten T und vier verschieden volatile Referenzportfolios
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Abbildung 5.8: VMW (I) und VMW (II) fiir verschiedene Laufzeiten 7' und drei verschieden
volatile Referenzportfolios
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Abbildung 5.9: VFEM(T) und VFEM(IT) fiir verschiedene Laufzeiten T und drei verschieden
volatile Referenzportfolios
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Abbildung 5.10: Preise Vo(I), VW (1), VEEM(I) baw. Vo(I1), VMW (IT), VEEM(TI) fiir ver-
schiedene Laufzeiten T', 0, = 0.1 und ¢ = 0.01
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Abbildung 5.11: Preise Vo(I), VYW (1), VEEM(I) baw. Vo(I1), VMW (IT), VEEM(TI) fiir ver-
schiedene Laufzeiten T', 05 = 0.4 und o = 0.05
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5.2 Das Cox-Ingersoll-Ross Modell

Im letzten Abschnitt wurde die short rate r; mit dem erweiterten Vasi¢ek Modell modelliert.
In den folgenden Ausfithrungen wird der short rate das Cox Ingersoll Ross Modell zugrunde
gelegt. In diesem Modell gilt

dSt = St(Ttdt + O'SdZt) S() =5
dry = k(0 —ry)dt + o\/redW; ro="

wobel (Wy)i>0 und (Z;)¢>0 zwei korrelierte Brown’sche Bewegungen mit dW;dZ; = pdt sind.

Der garantierte Zins (g¢)1<t<7 sei wieder die d—year spot rate, g = R(t — 1, — 1+ ).

Fiir die Modelle aus den Abschnitten 2 und 5.1 konnten noch geschlossene Formeln fiir die
fairen Preise der Typ I und Typ II Garantie angegeben werden. Fiir dieses Modell sind keine
geschlossenen Formeln fiir die Typ I und Typ II Garantie bekannt. Schétzer fiir die Garan-
tiepreise V(1) und Vp(II) kénnen aber {iber eine Monte Carlo Simulation gewonnen werden.

Es seien Vy j(I) bzw. Vp ;(I1) die Garantiewerte zum Zeitpunkt 0, welche im j—ten Simula-
tionsschritt erzeugt wurde und

N N
. 1 R 1
VO(I):NZVOJ(I) bzw. VO(II):NZVOJ(II)
j=1 j=1

die Monte Carlo Schétzer der fairen Preise zum Zeitpunkt 0, wobei

T T T T
Vo,;(I) = exp {—/ rtdt} Z ky, max <H efilt=1t=149) _ H el 0> (5.46)
0 n=1 t=n

t=n
T T T B T
Vo,;(IT) = exp {—/ rtdt} E kn [H max(efE117140) pfey H eRt] . (5.47)
0 n=1 t=n t=n
Man benétigt daher fiir jede der N Simulationen Pfade von
¢
(ﬁt)lgth mit 3 = /0 rudu,
: Si
(Ri)1<p<p mit R; = log 5 und (5.48)
== t—1
_ R log P(t —1,t —1+9)
(Rt =1Lt =1+46)),,cp mit R(t—1,t-1+0) =~ i .

Der Prozess der short rate (7¢)o<¢t<7 wird wie in Abschnitt 3.3 vorgeschlagen diskretisiert und
fiir ein geeignetes A = ﬁ approximiert. Der Prozess (r¢)o<t<r wird dazu lediglich zu den

Zeitpunkten Aj fir j =0,..., % durch (r})o<¢<7 approximiert. Es gilt
zo = log(r),
2
2nj = Za(j-1) + (€720 D (k0 — %) — R)A 4 022602 (Wa; — Wao1),

T‘/Aj =exp{za;}

~ ool
TA]' ~ TA]-

o7



wobei Wa; — Wa(j—1) unabhéngige N(0,A)—verteilte Zufallsvariablen sind. Der Prozess
(Bt)o<t<T wird unter Anwendung der Trapezregel approximiert. Dazu werden die Werte der

short rate an den Stiitzstellen {Az};[:/ OA verwendet.

t
Bt = / rudu
0
A A-2 t
:/ rudu—l—/ rudu—l—---—l—/ rudu
0 A t—A

/ / / / r! + 7t
~ (TOZTA)A+(TAZTA.2)A+._‘+( (t=A) t>A
1 t/A—1
~ 5(7"6 +r)A+ A Z Tni (5.49)
i=1

Der Prozess (R¢)1<t<7 kann wie folgt approximieren werden:

Rt = log <Sftl>

t
= / rudu+ os(Zy — Zy—q) —
t—1

2
Os

N| = N =

=B — Bi1 + 05(Zy — Z1—1) — =03 (5.50)

Fiir den Zuwachs (Z; — Z;_1) der Brown’schen Bewegung aus (5.50) ist zu bemerken, dass
(Zt)o<t<r mit (Wy)o<i<r aus der short rate korreliert sind. Wegen

t/A—1

(Zt = Z-1) = Z (Zagi+1) — Zni)
i=(—1)/A

wird der Renditenprozess wie folgt approximiert

1 t/A-1 t/A-1 )
Ry ~ §A(Tz/5 - 7“;&—1) +A ‘ Z T/Az' + 05 ‘ Z (ZA(H-l) — ZAZ) — 503 (551)
i=(t-1)/A i=(t—1)/A

Die Zuwichse (Za(i+1) — Zais Wa(i+1) — Wai) sind zweidimensional normalverteilt mit

Eni [WA(i+1) - WAi} = Eq; [ZA(Z'H) N ZN} =0
Vara; [WA(iH) - WAJ = Vara; [ZA(i-H) - ZAi] =A
Covai [Wa(is1) = Wai » Zag+r) — Zai] = pA.

Damit kann (1 ;)o<;j<r simuliert werden und mit (5.49) und (5.50) auch approximativ (8a;)o<j<r
und (Raj)o<j<r. Durch die Kenntnis der 7, fiir 0 < j < £ kann auch der Prozess R(t —
1,t — 1+ ) approximiert werden. Der Preis einer Nullkuponanleihe im Cox-Ingersoll-Ross
Modell ist nach [5]

P(t,T) = A(t,T) - e B&Dre,
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wobei A(t,T) und B(t,T') durch

ohexp{(k + h)(T —t)/2} >/

A(t,T) = 2h + (k+ h)(exp{(T —t)/h} — 1)
B 2(exp{(T" —t)h} — 1)
B(t,T) =5 (k& h)(exp{(T —t)h} — 1)

h=+Vk2+ 202,

gegeben sind. 0,0 und k sind die Parameter der short rate. Damit erhélt man eine Gleichung
fiir die Berechnung von R(t — 1,t — 1+ 9):

_ log P(t — 1,t — 1
Rt—1,6—140) = — 8P (s’t +9)

At—1,t =149 Bt—-1,t—1+9¢
_ AC-Liz1+d)  BG-Lt-14)

Zusammenfassend gilt

2
2nj = 2a(j—1) + (720D (KO — %) —Kk)A + U@fZA(Fl)/Z(WA(jH) — Wha;)

raj = exp{za;},
und weiters fiir t = Aj,0 < j < TN die Prozesse

t/A-1

1
B ~ 5(7“6 +r)A+A ; N
) t/A-1 t/A-1 .
Ry ~ §A(Tfs — ) + A‘ > rhitos | > (Zags1) — Zai) - 503
i—(t—1)/A i—(t—1)/A

At—1,t—1+06) ,Blt—1,t—1+56)

Rt—1,t—14+0)~ — 5 T 5

Uber die erzeugten Prozesse sind dann die Realisationen Vj j(I)undVp j(I1) zu berechnen.

Es ist noch zu eruieren, fiir welche Na und fiir welche Simulationsanzahl N die Schétzer ein
stabiles Verhalten aufweisen, das heifit eine Erhohung der Simulationsanzahl N veréndert die
Schétzer und ihre empirische Standardabweichung

1 & N2
sd() = | =2 (vovju) - VO(I))

1 I 5 2
sd(11) = | 7 > (Vo (ID) = To(1D))

nicht wesentlich.

Dazu wurden die Schitzer Vp(I) und Vo (I1) fiir unterschiedliche feine Diskretisierungen A =
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NiA und verschiedene Simulationsanzahlen N berechnet. Die restlichen Parameter bleiben

unverandert,

T =10 6 =1 os =01 o =01 k, =6-(1.02)"!
p =-02 6 =0.03 rp =0.03 £ =4 ‘

In den Abbildungen 5.12 und 5.13 wurde die Typ I Garantie untersucht. 5.12 zeigt fiir die
verschiedenen Na je eine Kurve, welche die Werte der Schétzer fiir grofler werdende Simula-
tionsanzahl N beschreibt. Fiir die N von 10000 bis 40000 sind die Werte der Schétzer breiter
gestreut, als ab N = 50000.

In der Grafik 5.13 wurden die empirischen Standardabweichungen fiir die Schétzer aus der obe-
ren Grafik dargestellt. Es zeigt sich, dass fiir grofle N die Standardabweichung der Schétzer
geringer wird und vor allem, dass die Schétzer fiir die groben Diskretisierungen, wie z.B.

A = %, die gleiche Giite aufweisen, wie es Schétzer mit feinen Diskretisierungen tun, z.B.
1

1000 *

Selbes Bild zeigt sich fiir die Schétzer der Garantiepreise der Typ II Garantie (vgl. Abbildun-
gen 5.14 und 5.15). Fiir beide Garantietypen liegen die Garantieschétzer fiir die verschiedenen
Na ab N = 70000 nahe beieinander und haben eine ausreichend kleine Standardabweichung,
weshalb fiir die weiteren Simulationen der Typ I und Typ II Garantiepreis N = 70000 heran-
gezogen wird. Da der Rechenaufwand fiir die kleinen A viel geringer ist und die Grafik zeigt,
dass die Standardabweichung der Schétzer trotz feinerer Diskretisierung nicht besser wird,
verwenden wir A = 1—12 fiir die folgenden Berechnungen.

Typ | Garartie

530

@12
Va0
=100
+=200
<300
#4500
=700
4500
<1000

Schéatzer fir den Garartiewert

505

5.00
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 B0OOOO 90000 100000

Simulationsanzahl M

Abbildung 5.12: Schétzer fiir die Preise der Typ I Garantie fiir verschiedene Diskretisierungen
und Simulationsanzahlen
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Empirische Standardabweichung der Schatzer fur die Typ | Garantie
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Abbildung 5.13: Empirische Standardabweichung der Preisschitzer der Typ I Garantie fiir
verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen
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Abbildung 5.14: Schétzer fiir die Preise der Typ II Garantie fiir verschiedene Diskretisierungen
und Simulationsanzahlen
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Empirische Standardabweichung der Schétzer fur die Typ | Garantie
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Abbildung 5.15: Empirische Standardabweichung der Preisschéitzer der Typ II Garantie fiir
verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen

5.2.1 Diskussion der Ergebnisse

Zur Berechnung der Schétzer fiir die Garantiewerte wurden die Parameter wie folgt gewéhlt

Kk =4 6 =1 ocs =0.1 o =0.1
p =-02 0 =0.03 r =0.03 k, =6-(1.02)""1"

Die erste der nachstehenden Tabellen zeigt die Schéitzer der Garantiewerte, bei deren Berech-

nung der Wurzeldiffusionsprozess (r)o<t<7 wie in [13] vorgeschlagen simuliert wurde, das
heif}t

Tai = TA@—1) T K0 — ra@-1))A + a\/max(rA(i,l), 0)\/E1/V, (5.52)

mit unabhéingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen W;. Die zweite Tabelle zeigt die
Garantiewerte, bei deren Berechnung (7;)o<;<7 wie in Abschnitt 3.3 vorgeschlagen simuliert
wurde, das heifit

zai = 2a-1) + (50 — 02 /2) exp(za-1)) — K)A + o exp(—za(-1)/2)VAW; (5.53)
rai = exp(zai). (5.54)

Man erkennt einen geringen Unterschied zwischen den Methoden, der mit der Laufzeit T
wéchst und fiir die Typ II Garantie grofier ist. Die Werte aus der oberen Tabelle sind stets
kleiner als die in der unteren. Fiir die weiteren Berechnungen wird immer die Methode aus
Abschnitt 3.3 verwendet. Rechts in Klammer neben den Garantieschétzern findet man in
beiden Tabellen die empirischen Standardabweichungen der Schétzer, die fiir beide Methoden
sehr dhnlich sind.
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Garantiewerte fiir eine durch (5.52) approximierte short rate

Typ I Garantie

Laufzeit T os =0,1 os =0,2 os =0,3

10 5,156  (0,021) 10,263 (0,037) 15,212 (0,048)

15 9,082 (0,036) 17,996 (0,061) 26,497 (0,077)

20 13,594  (0,052) 26,831 (0,086) 39,264 (0,106)

25 18,39  (0,069) 36,216 (0,111) 52,736  (0,134)

30 23,603 (0,087) 46,251  (0,137) 66,909 (0,161)

35 28,947 (0,105) 56,591 (0,162) 81,447 (0,186)

40 34,685 (0,124) 67,467 (0,188) 96,451  (0,21)
Typ II Garantie

Laufzeit T os =0,1 os =0,2 cs =0,3

10 14,419 (0,022) 32,778 (0,045) 55,954  (0,091)

15 33,254 (0,038) 82,016 (0,108) 153,16 (0,313)

20 61,652 (0,060) | 165,909 (0,244) | 342,018 (0,876)

25 101,411 (0,092) | 300,565 (0,517) | 693,388 (2,195)

30 154,756  (0,14) 508,154 (0,886) | 1323,299 (4,379)

35 224,623 (0,214) | 826,639 (1,565) | 2466,487 (5,666)

40 313,807 (0,317) | 1299,824 (2,736) | 4463,776 (5,932)

Garantiewerte fiir eine durch (5.53) und (5.54) approximierte short rate

Typ I Garantie

Laufzeit T os =0,1 os =0,2 os =0,3

10 5,116 (0,021) 10,215 (0,036) 15,156  (0,048)

15 8,991 (0,036) 17,884  (0,06) 26,365 (0,076)

20 13,433  (0,052) 26,627 (0,086) 39,021 (0,105)

25 18,137  (0,069) 35,891  (0,111) 52,345 (0,133)

30 23,236 (0,086) 45774  (0,136) 66,332 (0,160)

35 28,448 (0,104) 55,937 (0,161) 80,652 (0,185)

40 34,033 (0,122) 66,604 (0,186) 95,399 (0,209)
Typ II Garantie

Laufzeit T os =0,1 os =0,2 cs =0,3

10 14,367 (0,022) 32,7 (0,045) 55,845 (0,091)

15 33,113 (0,038) 81,773 (0,108) | 152,773 (0,312)

20 61,356 (0,060) | 165,326 (0,243) | 340,968 (0,874)

25 100,865 (0,092) | 299,338 (0,515) | 690,875 (2,188)

30 153,835 (0,139) | 505,798 (0,883) | 1317,793 (4,364)

35 223,159 (0,213) | 822,354 (1,558) | 2454,894 (5,644)

40 311,592 (0,315) | 1292,402 (2,723) | 4440,47 (5,947)

In Abbildung 5.16 sind die Garantiewerte fiir unterschiedlich volatile Referenzportfolios auf-
getragen. Je groflere die Volatilitat o, ist, desto hoher werden die entsprechenden Garantie-
preise. Fiir langere Laufzeiten ist der Effekt viel stérker als fiir kurze. Die Parameter wurden
so gewahlt, sodass die Garantiewerte mit denen aus Abbildung 5.1 fiir das erweiterte Vasicek
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Modell vergleichbar sind. Die short rate wurde im erweiterten Vasicek Modell durch

2
dry = ()\fo + ;—K (1 — e‘”‘t) — N“t) dt + oydWy (5.55)
2
. Oy —2Xt
= <f0 + 2 <1 —e ) — Tt) dt + oy dW; (5.56)

modelliert und im Cox Ingersoll Ross Modell durch
dry = k(0 — r¢)dt + oo/redWs.
Fir

A=r=0.1
oy =o0c =0.1

2
0 =1lim fo+ % (1 - e*w) — f=0.03
sind die short rate Prozesse in den zwei Modell sehr dhnlich. Der Parameter 6 aus dem
Cox Ingersoll Ross Modell wurde gleich fy aus dem erweiterten Vasicek Modell gewéhlt und
entspricht damit dem Start-6 aus dem erweiterten Vasicek Modell.

In Abbildung 5.17 wird im Unterschied zur vorherigen Abbildung der Parameter 6 so gewéhlt,
dass er dem Langzeit-6 aus dem Vasicek Modell entspricht, das heifit

oy
oy
Die Werte aus Abbildung 5.1 verhalten sich sehr &hnlich wie die in Abbildung 5.16. Die
Werte aus Abbildung 5.17 fiir 6 = 0.08 sind fiir alle Laufzeiten und all drei o kleiner als
die entsprechenden aus dem Vasicek Modell (man beachte die unterschiedlich skalierten y-
Achsen). Abbildung 5.18 zeigt die Garantiewerte fiir verschiedene 6. Je grofier das 6, desto

2
1 ot 9y _
0 = lim fo+ (1 e )—f0+2)\—0.08

Typ | Garartie Typ Il Garantie

&g =01
00 =02
Vog=03

10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Lauizeit T Lauizeit T

Abbildung 5.16: Schiitzer fiir die Preise Vo(I) und Vy(I) fiir § = 0.03, verschiedene Laufzeiten
T und drei unterschiedlich volatile Referenzportfolios (o5 = 0.1,0.2,0.3).

kleiner werden die Garantiepreise.
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Abbildung 5.17: Schitzer fiir die Preise Vp(I) und Vo (I) fiir = 0.08, verschiedene Laufzeiten
T und drei unterschiedlich volatile Referenzportfolios (o5 = 0.1,0.2,0.3).
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Abbildung 5.18: Schiitzer fiir die Preise Vp(I) und Vp(I) fiir verschiedene Laufzeiten T’ und

verschiedene 6 = 0.03,0.05, 0.08,
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Kapitel 6

Bewertung der (Garantien in
Modellen mit stochastischer
Volatilitidt des Referenzfonds

6.1 Heston Modell mit konstanter Zinsstruktur

In diesem Abschnitt wird das einfachste Modell aus Kapitel 2 erweitert, indem anstatt der
konstanten Volatilitit o, eine stochastische Volatilitat (v;)o<i<7 aus dem Heston Modell (siehe
Kapitel 4) verwendet wird, das heifit

dS; = St(’l“dt + \/1TtdZt) (61)
dvy = k(0 — vy)dt + oy e d Wy (6.2)
dthWt = Tdt, (63)

wobei (Wy)i>0 und (Z¢)¢>0 zwei korrelierte Brown’sche Bewegungen sind. Der garantierte Zins
(gt)o<t<T wird konstant gleich g gew&hlt. Schétzer fiir die Garantiepreise V(1) und Vo(I1)
konnen aber {iiber eine Monte Carlo Simulation gewonnen werden.

Es seien Vy j(I) bzw. Vp ;(I1) die Garantiewerte zum Zeitpunkt 0, welche im j—ten Simula-
tionsschritt erzeugt wurde und

N
1
= NZVOJ(I bzw. Vo(IT) ZVOJ 1)

die Monte Carlo Schétzer der fairen Preise zum Zeitpunkt 0, wobei

Vo, (I) = *TTZk max (Heg H Re o) (6.4)

t=n
T T T
Vo (IT) = et Z kyn [H max(e?, eftt) — H eRt] . (6.5)
n=1 t=n t=n
Man benétigt daher fiir jede der N Simulationen Pfade von (Ry;)i<i<7. Wegen
S
Ry = log <stt1> =1log(S;) —log(Si—1) = Xy — Xy—1 (6.6)
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kann (R;)1<t<7 mit dem Algorithmus aus Abschnitt 4 wie folgt approximiert werden:
¢ Initialisiere den Logarithmus der Volatilitdt und den Prozess des risikobehafteten Gutes:

z(0) = log(vg) und X (0) = log(So)

e Wihle ein A = ﬁ’ wobei Na die Anzahl der Schritte innerhalb eines der betrachteten
Jahre 1 bis T ist.

e Erzeuge fiir j = 1,...,(NAT) iid Zufallszahlen (Za; — Za(j—1)) ~ N(0,A) und Y; ~
N(0,A) und setze

(Waj = Wai-1) =7(Zaj = Zag-1) + V1 = 72Y]
e Berechne damit fiir alle j = 1,...,(INAT) die Prozesse z; = log(v(Aj)) und X (Ay)

geméaf

2
2nj = Za(j-1) + (€726 (k6 — %> — K)A + ope A0 (Way; — Wag_1))

va; = exp(za;)

1
Xaj = Xag-1)+ (r - 2”%—1)) + A VG285 = Zag-n)

Den Renditenprozess (R;)1<t<7 kann durch

Ry~ Xt — X4—1) = Xa@-Na) — XA((-1)-Na)

approximiert werden Zur Wahl der Simulationsanzahl N und der Feinheit der Diskretisierung
von [0, 7] betrachtet man die gleichen Grafiken wie in Abschnitt 5.2: Fiir fixe Parameter

§ =1 kn =6-(1.02)"! r =003 g =0.03
p =-02 6 =0.01 k =1 oy, =0.01.
Vo = 0.1 S() =1

werden die Schétzer fiir Garantiewerte und deren empirische Standardabweichungen fiir ver-
schiedene N und Na betrachtet. In Abbildung 6.1 sind oben die Schétzer fiir die Preise der
Typ I Garantie und unten deren empirische Standardabweichung abgebildet. Die Abbildung
6.2 ist die entsprechende Grafik fiir die Typ II Garantie.

Man erkennt, dass die Wahl des N fiir die Schétzer der Garantiepreise und deren empirische
Standardabweichung kaum Einfluss hat. Ab einem N = 80000 haben die Schétzer der Typ
I und Typ II Garantie ein stabiles Verhalten. Die empirische Standardabweichung wird fiir
wachsendes N kleiner. Fiir die folgenden Berechnungen wurde daher immer Na = 12 und
N = 80000 verwendet.
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Typ | Garartie
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t 160 =
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=
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Empirische Standardabweichungen der Typ | Garantie-Schatzer
0,14
0,12
g
5 010 M,
E & 10
S g 512
m v
B v 50
1‘.‘!:’ -4 100
a_-‘g 0,06 =300
P <1 500
- 700
= 004 E 900
= = 1000
0,02
0,00
10000 30000 50000 Foo00 90000 110000

Simulatiocnsarzahl M

Abbildung 6.1: Schétzer fiir die Preise der Typ I Garantie und ihre empirische Standardab-
weichung fiir verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen
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Typ Il Garantie
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10000 30000 50000 70000 90000 110000
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Abbildung 6.2: Schétzer fiir die Preise der Typ IT Garantie und ihre empirische Standardab-
weichung fiir verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen
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6.1.1 Diskussion der Ergebnisse

Zur Berechnung der folgenden Schétzer fiir die Garantiewerte wurden die Parameter wie folgt
gewahlt
T =10 § =1 kn, =6-(1.02)""! r =0.03
g =003 p =-02 6 =0.1 kK =4
Oy =0.1 Vo =0.1 S(_) =1

Abbildung 6.3 zeigt die Schétzer fiir die Garantiewerte fiir verschiedene k. Man erkennt, dass
der Einfluss von k auf die Garantiewerte gering ist.

Typ | Garantie Typ Il Garantie
40 350
35 300
30
250
25
» 200 i
it <=2
15 V=3
100
10
5 50
0 0
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Laufzeit T Laufzeit T

Abbildung 6.3: Schitzer fiir die Preise Vo(I) und Vi(I) fiir verschiedene Laufzeiten 7' und
verschiedene k = 1,2, 3.

In Abbildung 6.4 wurden die Garantieschétzer fiir § = 0.01, 0.04, 0.09 abgebildet. Die Schétzer
verdndern sich sehr stark bei Variation von 6. Die Abbildung 6.5 zeigt die Sensitivitéit der

Typ | Garantie Typ Il Garantie
60 700
v
v
s 600
500
v
L +0=001
#0=004
al0 v v©=000
200 -
100 v
" 0
10 15 20 25 30 35 40 At 3 et - Z_ET E i e
Laufzeit T SISk

Abbildung 6.4: Schiitzer fiir die Preise Vo(I) und Vo(I) fiir verschiedene Laufzeiten 7' und
verschiedene 8 = 0.01, 0.04, 0.09.

Schétzer gegeniiber o,. Die Schitzer wachsen mit o,. Die Kurven fiir o, = 0.01, 0.05 und 0.1
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liegen noch dicht beieinander, doch fiir o, = 0.2 sind die Garantiepreise schon deutlich hoher.

Typ| Garantie Typ Il Garantie

80 800

70 800

60 700
600

50
500 +U\|": 0.05

40 Vo,~01
400 -g,=0.01

=0 300 teg,=02

S 200

10 100

0 0
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Laufzeit T Laufzeit T

Abbildung 6.5: Schitzer fiir die Preise Vo(I) und Vo(I) fiir verschiedene Laufzeiten 7' und
verschiedene o, = 0.01,0.05,0.1,0.2.
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6.2 Heston Modell mit stochastischer Zinsstruktur nach dem
erweiterten Vasicek Modell

In diesem Abschnitt sei die Dynamik des Referenzportfolios nach dem Heston Modell durch

dSt = St(Ttdt + \/’l)»tdZt) (67)
dve = k(0 — v)dt + o /v dWY

festgelegt. Die Zinsstruktur wird durch das erweiterte Vasicek-Modell festgelegt, das heifit die
forward rates und short rates den Gleichungen

2 T t

f(t, s) = f(0, s)+% / e M= — M=)y + o / e A=W g
0 0

2

re = f(t,1) = f(0,t) + N2

t
(1 _ e—At)Q +O‘/ e—A(t—U)dWJ
0

wobei Z;, W/ und W} paarweise korrelierte Brown’sche Bewegungen mit dZ;dW} = rdt,
dAW[dW¢ = edt und dZ;dW] = pdt sind. Der garantierte Zins fiir die Typ I und Typ II
Garantie wird wieder als J-year spot rate festgelegt.

Da fiir dieses Modell keine geschlossenen Formeln fiir die Typ I und Typ II Garantie bekannt
sind, werden Schitzer fiir die Garantiepreis Vp(I) und Vo(II) zum Zeitpunkt O iiber eine
Monte Carlo Simulation gewonnen.

Es seien Vj j(I) bzw. Vp ;(II) die Garantiewerte zum Zeitpunkt 0, welche im j—ten Simula-
tionsschritt erzeugt wurden und

N
1
= NZVOJ(I bzw. Vo(II) ZVOJ (IT) (6.8)

die Monte Carlo Schétzer der fairen Preise zum Zeitpunkt 0. Vo (1) und V ;(I1) sind Reali-
sationen der Zufallsvariablen

V()(I):exp{ / rtdt} (Zk max <He (t=1¢=1+9) ﬁeRt,0>> (6.9)
VO(II):exp{ / rtdt} (Zk [Hmax R(t-1t-146) Rt)—ﬁeRtD. (6.10)

t=n

Wie in den vorangegangenen Modellen ist auch hier zu iiberlegen, wie (R;)i<i<7 berechnet
werden kann. Mit Gleichung (6.7) bekommt man

¢ 1 [t ¢
S; = Spexp {/ rydu — / v du +/ \/EdZu} .
0 2 Jo 0
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Daraus folgt

S
Ry — log ( 5 :) — log(Sy) — log(Si_1)

t 1 st t
:/ rydu — / vudu—l—/ /0, dZ,,
t—1 2 /i t—1

1 t t
=Bt — Br-1— / vydu —I—/ VuudZ, (6.11)
2 Jima t—1

wobei §; = fot rydu der Diskontierungsprozess ist. Da fiir den Prozess (v¢)i<i<7 keine ex-
plizite Darstellung vorhanden ist, miissen Approximationsmethoden verwendet werden um
K; = ftt_l vudu und H; := ﬁ_l VUadZ, fir 1 <t <T zu erhalten.

Die als Wurzeldiffusionsprozess formulierte Volatilitét (v;)1<i<7 wird wie in Abschnitt 3.3
durch (v})1<i<7 approximiert, das heiBt

(SR (6.12)
2
—z . 0-1) —Z . () v
2nj = 2a(j—1) + (720D (KO — 7) — K)A + gpe -2V A (WR; — Wii-1) (6.13)

_ A
=Jag-n W

vp; = exp(zaj) (6.14)

Damit kann K; := j;il vy du mit der Trapezregel angenéhert werden,

¢ (t—1)+A (t—1)+2A ¢
K; = / Vdu = / vy du + / vpdu + - + / v du
t—1 t—1 (t—1)+A t—A

Na-1

Vi1t U
zA(tl t) szt1+zA (6.15)

Weiters wird H; durch

t—14+Aj

!
H, —Z\/ t—1+A(—1) /t L+ AG-1) (6.16)

approximiert. Die Gleichung (5.41) liefert

_ 1 S o’ -1
R(t—l,t—1+6):gl()+a(1—€ )(Tt_l—fo—w<1—€ ( )> .
Es bleibt also der Prozess (raj, Baj. f AG—1) AW, f Al dZt) zu simulieren um sich damit
iiber die obigen Formeln (6.8) bis (6 16) die Schatzer fiir dle fairen Preise berechnen zu kénnen.

Gegeben Fa(j_1) ist (TA],ﬂA],fA (Gi—-1) awy 7fA )dZt) ein vierdimensionaler Gauss’scher
Zufallsvektor, das heifit die bedingte Vertellung des Vektors ist eine mehrdimensionale Nor-
malverteilung

Aj Aj
(raj Baj, / awe, / dZ) ~ N (u(A5), £(A)),
A(j—1) A(j—1)

73



wobei

Ej—alr]
N ]E] A[B]]
uij) = Ej- A[f th]
Ej- A[f dZt]
Var;_a[ry] Covj_alr;, Bs] Covjalry, [1_ x dW) Covj_alrj, [ a dZi]
() = Cov;_alry, IBJ] Var;—alB;] Cov;— A[IBJ f A dWY] Cov;— A[ﬂj f N4
Cov;— L\[ijf A dWE] Covs A[ijf AdWE] Var;_ A[f AthU] Cov;— A[f Athvf' dZ;]

Covj— A['I‘J7f N Covj— A[B],f N Covj— A[f A dWY, f _AdZ] Var;_ Af A dZ4]

Die Komponenten E;_a[r;],E;j_a[B;], Varj_alrj], Var;—a[B;] und Cov;_a[r;, 5;] wurden
schon fiir das Modell in Abschnitt 5.1 berechnet, in dem ebenfalls die short rate iiber das
Vasi¢ek Modell formuliert wurde, also

2

2 2 2
Y oA _ e AG-4)
22 (1 ¢ ) (fo e (1 ‘ ) >
o2 A 2 1—e A

2 J
n <f0 - 02> A+ Z [T 1= e )2y

Ej_alrj] = rse ™ + fo+
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und mit (5.43) und (5.44) folgt

J [ J
Covj_a [rj,/ aw| = Cov;_a |:O'€_)\]/ e)‘tdW[,/ th”]
j—A 0 j—A

o[ .
= ge N / MW AW, = gee™ / eMdt = Z° (1 - e_’\A)
j—A Jj—A A

J [ J
Covj_a rj,/ dZ;| = Covj_a [06_)‘7/ eAtthr,/ dZt}
j—A 0 i—A

[
=ge N / e’\tthTdZt _ 7 (1 — 6_’\A> ,
j—A A

J 1 J
Covj_a lﬂj,/ dwy | = Covj_a [JW}" — Tj,/ th”}
j-A A A A
; j i i i
= — | Covj_a {/ thT,/ thU] — Covj_na e)‘]/ e)‘tthT,/ awy
A 0 J—A 0 J—A
_o J Y ] At _ o 1 —AA
_)\€</jAdt e (/jAe dt =3¢ A X(l e ) ,
J _ o 1 J Y 1 ZAA
Covj_n [@,/jA dZ,| = Covj_a [ij - )\r],/jA dZt] = <A -3 (1 s )) :

J J
Covj_a / awy, / dZ;
J—A J—A

Es ist noch zu diskutieren, wie die Simulationsanzahl N und die Diskretisierung Na fiir die
Berechnung der Schitzer gewéhlt werden soll.

= TA.

Dazu betrachte man die Abbildungen 6.6 und 6.7. Die Abbildung 6.6 zeigt oben fiir verschie-
dene Na die Verdnderung der Schétzer VO(I ) fiir immer grofler werdende Simulationsanzahl
N. Darunter sind die empirischen Standardabweichungen fiir diese Schétzer aufgetragen. Wie
bei den bereits besprochenen Modellen zeigt sich hier, dass die Wahl von Na die Schétzer
nicht stark beeinflusst - die Kurven fiir die verschiedenen Na liegen dicht beieinander. Die
Standardabweichungen der Schitzer werden fiir wachsendes N kleiner. Die Abbildung 6.7
zeigt die entsprechenden Kurven fiir die Typ II Garantie. Ab N = 80000 bleiben die Schétzer
fir die Typ I und Typ II Garantie fast unverdndert, die Standardabweichung reduziert sich
fiir hohere N nicht mehr wesentlich. Fiir die weiteren Berechnungen in diesem Modell werden
deshalb immer N = 80000 und Na = 12 verwendet.

Zur Berechnung wurden die Parameter wie folgt gewéhlt

T =10 4§ =1 kn =6-(1.02)"1 S =1

T =-02 p =-02 ¢ =02 vg = 0.01
g =001 s =1 o, =0.01 ’
o =001 X =01 fy =003
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Abbildung 6.6: Schitzer fiir die Preise der Typ I Garantie und ihre empirische Standardab-
weichung fiir verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen
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Typ Il Garartie
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Abbildung 6.7: Schétzer fiir die Preise der Typ II Garantie und ihre empirische Standardab-
weichung fiir verschiedene Diskretisierungen und Simulationsanzahlen
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6.2.1 Diskussion der Ergebnisse
Im Folgenden wurden die Schitzer Vo(I) und Vo(I7) mit den Parameter

§ =1 kn =6-(1.02)"1 S =1 fo =0.03 vy =0.01
T =-02 p =-02 e =02 X =0.1
# =0.01 k =1 o, =0.01 o =0.01

berechnet und deren Verhalten bei Variation eines Parameters aufgezeichnet.
In Abbildung 7.1 wurden die Schétzer fiir die Garantiewerte fiir verschieden Laufzeiten T" und
verschiedene 6 berechnet. Die Schitzer unterscheiden sich stark fiir die verschiedenen 6.

Abbildung 6.9 zeigt die Schétzer fiir drei unterschiedliche o, (Volatilitdt der Volatilitét).
Sowohl die Typ I als auch die Typ II Garantiepreise verdndern sich mit o,.

Typ| Garantie Typ Il Garantie
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Abbildung 6.8: Schétzer fiir die Garantiewerte fiir verschiedene Laufzeiten T und versch. 6
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Abbildung 6.9: Schétzer fiir die Garantiewerte fiir verschiedene Laufzeiten T und versch. o,
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Kapitel 7

Vergleich der Modelle und Fazit

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse aus den einzelnen Modellen miteinander vergli-
chen.

Fiir die Modelle mit konstanter Volatilitit os; des Referenzportfolios wurde in den entspre-
chenden Kapiteln analysiert, wie sich die Garantiepreise bei Variation von o4 verhalten. Fiir
die beiden Modelle mit einer stochastischen Volatilitdt wurde gezeigt wie sich die Garantie-
preise bei Variation von 6 verhalten. 6 ist der mean der Volatilitdt des Referenzportfolios in
den Modellen mit stochastischer Volatilitdt. Daher ist in diesen Modellen die Verdnderung
der Garantiewerte mit 6 vergleichbar stark, wie die Verdnderung der Garantiewerte mit o, in
den Modellen mit einer konstanten Volatilitét os (vergleiche dazu die Abbildungen 5.1,5.18,
6.4 und 7.1). Zwischen den Garantiewerten aus den verschiedenen Modellen besteht kein we-
sentlicher Unterschied. Dabei wurde 02 = # gewihlt um dhnlich groe Volatilitéiten bei der
Berechnung zu verwenden. Es scheint, als wire es fiir die Garantiewerte unwichtig, ob die
Volatilitit des Referenzportfolios konstant oder stochastisch modelliert wird. Betrachtet man
jedoch die Abbildung 6.9, so erkennt man, dass sich die Garantiewerte fiir o, = 0.2 stark
von denen fiir o, = 0.01 unterscheiden. Unter der Annahme einer stark schwankenden Vo-
latilitédt sollte daher ein Modell mit einer stochastischen Volatilitdt gewéhlt werden. Unter
der Annahme einer nahezu konstanten Volatilitdt scheint eine Modellierung iiber eine kon-
stante Volatilidt ausreichend gut zu sein. Die Bewertung der Garantien in den stochastischen
Modellen nimmt wesentlich mehr Zeit in Anspruch: Die Monte Carlo Simulation einer Kurve
aus Abbildung 7.1 dauert ca. 5 Stunden, die Berechnung der Werte fiir eine entsprechende
Kurve aus dem Black Scholes Modell iiber die geschlossene Formel ist ohne Wartezeit méglich.

Betrachtet man Abbildung 7.2, in welcher die Garantiewerte aus dem Modell mit stochasti-
schen Zinsen laut dem Vasi¢ek Modell und einer konstanten Volatilitét o5 (Abschnitt 5.1), so
erkennt man, dass auch hier die Preise wieder sehr d&hnlich zu denen aus den anderen Modellen
sind. Die Verdnderung der Garantiewerte mit o, der Volatilitéit der Zinsstruktur ist aber ge-
geben (vergleiche Abbbilung 5.3 auf Seite 40), weswegen die Einfithrung eines stochastischen
Zinses sinnvoll erscheint.

In der letzten Grafik sind die Garantiewerte aus verschiedenen Modellen aufgetragen. Die
Parameter sind dabei so gewéhlt, wie in den jeweiligen Kapiteln angegeben.
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Abbildung 7.1: Schitzer fiir die Garantiewerte fiir verschiedene Laufzeiten T und versch. 6
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Abbildung 7.2: Garantiewerte fiir konstante Volatilitdt o, und stochastische Zinsen laut dem
Vasicek Modell
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Kapitel 8

Programm-Codes

Im Folgenden sind die R-Programmcodes fiir das Modell aus Abschnitt 2 mit konstanten
Zinsen und konstanter Volatilidt der Referenzportfolios sowie fiir die Modelle aus Abschnitt
5.1 (Vasicek Modell fiir die Zinsstruktur), Abschnitt 5.2 (Cox Ingersoll Ros Modell fiir die
Zinsstruktur), Abschnitt 6.1 (Heston Modell fiir die stochastische Volatilitdt) und Abschnitt
6.2 (Vasicek Modell fiir die Zinsstruktur und Heston Modell fiir die stochastische Volatilitét)
abgedruckt.

8.1 Kalkulationsprogramm fiir das erste einfithrende Modell
aus Kapitel 2

## PARAMETER

Time <— 10 # Vertragslaufzeit T in Jahren

Y_.0<— 6 # Einzahlung zu Vertragsbeginn (Zeitpunkt 0)
iY <— 0.02 # jahrliche Wachstumsrate des Gehalts
sigma_s <— 0.1 # Volatilitit des Investmentportfolios

r <—0.03 # garantierte Zins, konstant

k <—sapply (1:Time, function(n){con*xYx*((1+i-Y)" " (n—1))})

mu_T <-sapply (1:Time, function(n){(r—sigma_s“2/2)%(Time — n+1)})
sigma T <-sapply (1:Time, function(n){(sigma_s)xsqrt(Time — n+1)})
d <-sapply (1:Time, function(n){sigma_sxsqrt(Time —n+1)/2})

pi-0_I <-sapply(1l:Time, function(n){exp(—r*(n—1))*pnorm(d[n])
— exp(—r*Time + mu_-T[n] + sigma_T[n]"2/2)xpnorm(d[n]—sigma_T[n])})
pi-0_II <-sapply (1:Time, function(n){exp(—r*(n—1))*((2*pnorm(sigma_s/2))" (Time—n+1)—1)})

V_0_TI <—k%%%pi_0_1
V_0_I1<—kY+%pi_0_11

8.2 Simulationsprogramm fiir Modell aus Kapitel 5.1

#4# PARAMETER

delta <— 1 # delta der Delta—year—spot rate

Time <- 10 # Vertragslaufzeit T in Jahren

sigma_s <— 0.1 # Volatilitit des Investmentportfolios

sigma <— 0.01 # Volatilitdt der Zinsstruktur

lambda <— 0.1 #

rho <— —0.2 # Korrelation der BB Z_t im Portfolio und W_t aus der Zinsstruktur
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30 con <— 0.06 # fir Pension zurickgelegter Gehaltsanteil c

31 Y <— 100 # Jahresgehalt zum Zeitpunkt 0

32 1_Y <— 0.02 # jdahrliche Wachstumsrate des Gehalts

33 f_init <— 0.03 # f-0, Startwert der forward rate

34 SEED <— 294 # Seed fir die Simulation

35 ANZAHL <-50000 # N, Anzahl der Simulationsdurchliufe

36

37 set.seed (SEED)

38

39 # Vektoren, in die die Werte der Zinsgarantie fir jeden Simulationsdurchlauf
40 # wvon 1 bis ANZAHL gespeichert werden, werden angelegt

41 Typl<—c (1:ANZAHL)

42 Typ2<—c (1:ANZAHL)

43

44 # mu_r(t) ist der bedingte Erwartungswert von r_t gegeben r_(t—1)

45 # mu_Delta(t) ist der bedingte EW von Delta_t gegeben Delta_(t—1), usw.
46

47 mu-r  <—function(b)

48 { exp(—lambda)*r[b—1] + f_init + (sigma”2)/(2xlambda”2)*(1—exp(—lambdaxb))"2

49 — exp(—lambda)*(f_init + (sigma”2)/(2*lambda”2)*(1—exp(—lambdax(b—1)))"2)}

50 mu_Delta <—function(b)

51 { Delta[b—1] — 0.5xsigma_s"2 + 1/lambdax(1—exp(—lambda))*(r[b—1] — f_init

52 — sigma”"2/(2xlambda”2)*(1—exp(—lambdax(b—1)))"2) + f_init

53 + sigma”2/(2xlambda”2)%(1 4+ 1/lambdax(2+exp(—lambdaxb) — 2xexp(—lambdax(b—1))
54 — 0.5%exp(—2xlambdaxb) + 0.5%exp(—2xlambdax(b—1))))}

55 mu_BBeta <—function (b)

56 { BBeta[b—1] + 1/lambdax(l1—exp(—lambda))*(r[b—1] — f_init

57 — sigma”"2/(2xlambda”2)*(1—exp(—lambdax(b—1)))"2 ) + f_init

58 + sigma”2/(2xlambda”2)*(1 + 1/lambdax(2+exp(—lambdaxb) — 2*exp(—lambdax(b—1))
59 — 0.5%exp(—2*xlambdaxb) + 0.5%exp(—2*lambdax(b—1))))}

60

61 # nun wird (COV)"(1/2) berechnet

62 # dazu wird zuerst die Varianz/Kovarianzmatriz COV fir alle t aufgestellt

63 # und daraus dann via der Cholesky Zerlegung die Matrix L berechnet

64

65 # die FEintrige der Varianz/Kovarianz Matriz von (r_t, delta_t, beta_-t) gegeben
66 # (r_(t—1), delta_(t—1), beta_(t—1)) werden berechnet

67

68 Var_r_t <— {sigmaxsigma/(2xlambda)*(1—exp(—2*lambda))}

69 Var_Delta_t <— {((sigma/lambda)”2 + 2xsigma#sigma_s*rho/lambda + sigma_s"2) +

70 sigma”2/(2xlambda”3) *(1—exp(—2xlambda)) —

71 2xsigma/(lambda " 2)* (sigma_s*rho 4+ sigma/lambda)*(l1—exp(—lambda))}
72 Cov_r_Delta <— {sigma/lambdax (sigma_s*rho + sigma/lambda)*(1—exp(—lambda))

73 —(sigma~2)/(2xlambda"2) *(1—exp(—2xlambda))}

74

75 Var_BBeta_t <— {(sigma/lambda)”"2%( 1 — 2/lambdax(1—exp(—lambda))

76 + 1/(2xlambda)=*(1—exp(—2*lambda)))}

77 Cov_Delta_BBeta <— {Var_BBeta_-t + sigma_s*rhossigma/lambda*(1 — (1—exp(—lambda))/lambda)}
78 Cov_r _BBeta <— {(sigma/lambda)”2 x(l—exp(—lambda)) — Var_r_t/lambda}

79

80

81 # die Varianz/Kovarianzmatriz COV wird aufgestellt

82 # davon die Choleskyszerlegung COV = R’R

83 ## WICHTIG: R berechnet die Cholesky Zerlegung von COV in COV = R’R, fir die Simulation
84 ## wird aber eine Zerlegung in LL’ bendtigt.

85 ## Daher wird die transponierte Matriz aus der Choleskyzerlegung gespeichert

86

87 COVK— matrix( c(Var_r_t, Cov_r _Delta, Cov_r _BBeta,

88 Cov_r_Delta, Var_Delta_t, Cov_Delta _BBeta,

89 Cov_r_BBeta, Cov_Delta_BBeta, Var_BBeta_t ),3,3)
90 I<—t (chol (COV))

91

92 # da die Berechnung von mu-r (1) bzw. mu_Delta (1) die Werte r[0] bzw. Delta[0]
93 # erforden, diese aber in R nicht indiziert werden kénnen, werden sie einfach
94 # auflerhalb der for—Schleife berechnet. Gleiches gilt fir BBetal.

95
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96

97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
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119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151

r0 <— f_init # entspricht r[0]
Deltal0 <— 0 # Delta [0]
BBetald <— 0 # BBeta [0]

# mu_r[1], mu_Delta[1] und mu_Beta[1]

mu-r_1 <— exp(—lambda)*r0 + f_init + (sigma”2)/(2xlambda”2)*(1—exp(—lambda))"2
— exp(—lambda)x(f_init)

mu-Delta_1 <— Delta0 — 0.5%sigma_s"2 + 1/lambda*(l—exp(—lambda))=*(r0 — f_init) +
+ sigma”2/(2%lambda”2)%(1 + 1/lambda*(2xexp(—lambda) — 2
— 0.5%exp(—2%xlambda) + 0.5))

mu_BBeta_1 <— BBeta0 + 1/lambda*(l—exp(—lambda))*(r0 — f_init) + f_init
+ sigma’2/(2xlambda”2)*(1 4+ 1/lambdax(2*exp(—lambda) — 2
— 0.5*%exp(—2xlambda) + 0.5))

# fir ANZAHL Durchldufe wird nun die 3—dim NV simuliert und aus den sich daraus
# ergebenden R und Rquer werden die Werte der Typ I bzw. Typ II Garantie berechnet
# system.time stoppt die Rechenzeit mit

ZEIT<-system . time (
for(z in 1:ANZAHL){
# will X_t = (r_t,delta_t, beta_t) als 3—dim NV simulieren

# also X_t = mu_-t + LxZ_t, wobei L = CCOV = t(chol(COV))
# generiere dreimal "Time” Stick mormalverteilte Zufallsvariablen

Z1<—c (1:Time); 7Z2<—c (1:Time); 7Z3<—c (1:Time)
Z1<—rnorm(Time); Z2<-rnorm(Time); Z3<-rnorm/(Time)

T <— c¢(1:Time)
Delta <— c¢(1:Time)
BBeta <— c¢(1:Time)

# und damit werden die drei Prozesse simuliert
[1,1]%Z1[1]

1
[2,1]%Z1[1] + L[2,2]%Z2[1]
[3,1]%Z1[1] + L[3,2]%Z2[1] + L[3,3]%Z3[1]

r[1] <— mu_r_1 + L
Delta[l] <— mu_Delta_-1 + L
BBeta[l] <— mu_-BBeta_-1 + L

for (i in 2:Time)

r[i] <— mu_r (i) + COOV([1,1]%Z1[i]

Delta[i] <— mu_Delta(i) + COOV[2,1]%Z1[i] 4+ CCOV[2,2]*Z2][1i]

BBeta[i] <- mu_BBeta(i) -+ COOV[3,1]%Z1[i] + OCOV[3,2]%Z2[i] + CCOV[3,3]*Z3[i]
}

# aus den r[i] wird nun das Rquer_t berechnet (Rquer[t] = Rquer(t—1, t—I1+delta))
# aus den Delta[i] wird das R_t berechnet (R[t] = R_t)

R<—c (1:Time)
R<—c(Delta[1] — Delta0, diff(Delta))

#Rquer (0,1) (dh t=1) wird extra berechnet
Rquerl <— 1/(lambdaxdelta)*(l1—exp(—lambdaxdelta))*r0 + f_init
— 1/(lambdaxdelta)*(l—exp(—lambdaxdelta))*(f_init)

fRquer <— function (i)
{1/ (lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))*r[i—1] + f_init —
1/(lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))*(f_init
+ (sigma)”2/(2xlambda”2)*(1—exp(—lambdax(i—1)))"2)
+ (sigma)”2/(lambda”3xdelta )= ((exp(lambdax(i—1))—1)*(exp(—lambdax(i—1))

f_init

—exp(—lambdax (i—1+delta))) — 0.25x%(exp(2*lambdax(i—1))—1)*(exp(—2*xlambdax(i—1))

—exp(—2xlambdax(i—14+delta))))}

Rquer <—c(Rquerl, sapply(2:Time, fRquer))
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216
217
218
219
220
221
222
223
224

# der garantierte Zins g wird als Rquer festgelegt
g <— Rquer # Standardgarantie

# oder als g {MW}

# g <— sapply (1:Time, function (i,Rquer){mean(Rquer[1:1])}, Rquer)

# oder als g {GLM}

# <=3

# g<—sapply (1:Time, function (i, Rquer){mean(Rquer[mazx(i—xz+1,1):i])}, Rquer)

## prodR[i] = Produkt der exp(R[n]) fir n von i bis Time
## prodg[i] = Produkt der exp(g[n]) fir n von i bis Time

prodR  <— sapply (1:Time, function(i, g) {prod(exp(R)[i:Time])}, R)

prodg <— sapply(1:Time, function(i, g) {prod(exp(g)[i:Time])}, g)

# Typl

# der Garantiewert fir die z—te Simulation wird in den Vektor Typl[.] gespeichert

PI<-pmax(prodg — prodR,0) # im paper "pi_T'n(I)” genannt

n<—1:Time
Typl[z]<—exp(—BBeta[Time])*con*Yxsum( ((1 + i-Y) " (n—1))*PI[n])

# nun Typ2
# der in der z—ten Simulation erhaltene Garantiewert wird in "Typ2[z]” gepeichert

prodMax <— sapply (1:Time, function(i, g,R) {prod(exp(pmax(g,R))[i:Time])}, g, R)
PI2 <— prodMax — prodR # im paper "pi_T "n(II)” genannt

m<—1:Time
Typ2|z]<— exp(—BBeta[Time])xcon*Yssum( ((1+i-Y) (m—1))*PI2[m])

}
Attt ENDE DER FOR-SCHLEIFE #ifpithsst

) # rechte Klammer zu system.time

#Garantiewerte
mean (Typl)
mean (Typ2)

8.3 Simulationsprogramm fiir das Modell aus Kapitel 5.2

delta <— 1 # delta der Delta—year—spot rate

Time <— 10 # Ansparungszeitraum in Jahren

r <— 0.03

con <- 0.06 # contribution rate c (fir Pension zurickgelegter Gehaltsanteil)
Y <— 100 # Jahresgehalt zum Zeiptunkt 0 — also zu Ansparungsbeginn
ilY <— 0.02 # jahrliche Wachstumsrate des Gehalts

f_init <-r # inital term structure f(0,t)

dis <-12 # dis = N_Delta

Kappa <— 1 # mean reverting speed aus der Volatilitdt

theta <— 0.01 # mean des Wurzeldiffusionsprozesse der Volatilitdt
sigma_v <— 0.01 # Volatilitat der Volatilitdat

vO0 <- 0.01
Tau <- —0.2

g <— rep(r,1:Time) # garantierte Zins wird gleich r festglegt
SEED <— 294 # Seed fiur die Simulation
ANZAHL <— 80000
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225

226 Kdis <—Kappa/dis

227 sqinvdis <-sqrt(1/dis)

228 conYZins <—sapply (1:Time, function(n){con*Y*(1+i_-Y) " (n—1)})

229

230 set.seed (SEED)

231

232 # Vektoren, in die die Werte der Zinsgarantie fir jeden Simulationsdurchlauf
233 # von 1 bis ANZAHL gespeichert werden, werden angelegt

234 Typl<—c (1:ANZAHL)

235 Typ2<—c (1:ANZAHL)

236

237 # die Varianz/Kovarianzmatriz COV wird erstellt

238 # davon die Choleskyszerlegung CCOV

239 ## WICHTIG: R berechnet die Cholesky Zerlegung von COV in COV = R’R, bendtigt
240 ## wird aber fir die Simulation eine Zerlegung in LL’.

241 ## Daher wird die transponierte Matriz aus der CholeskyZerlegung gespeichert
242

243 COV<— matrix( c(1, rho, rho ,1),2,2)

244 CCOVK—t (chol (COV))

245

246 # fir ANZAHL Durchldufe wird nun die 2—dim NV simuliert und aus den sich daraus
247 # ergebenden R und Rquer werden die Werte der Typl bzw. Typ2 Garantie berechnet
248 # system.time stoppt die Rechenzeit mit

249

250 ZEIT<-system.time (

252 for(z in 1:ANZAHL){

254 # will Wt — W_(t—1) , Z_t — Z_(t—1)) als 2—dim NV simulieren
255 # L = CCOV = t(chol(COV))

257 X1<—c (1:(Timexdis)); X2<—c (1:(Timexdis));
258 X1<—rnorm (( Timexdis )); X2<-rnorm ((Timexdis));

260 DiffW<—c (1:(Timexdis)) # DiffW/[t] = W.t — W.(t—1)
261 DiffZ<—c (1:(Timexdis)) # DiffZ[t] = Z_t — Z_(t—1)

263 Diff W <— CCOOV[1,1]=*X1
264 DiffZ <— CCOV[2,1]%X1 + CCOV[2,2] X2

266 v <—c(1:(Timexdis))
267 Z <—c(1l:(Timexdis)) # fir die log—Volatilitdt

268 10 <— f_init # entspricht r[0]

269 Z0 <— log(r0)

270

271 Z[1] <— 7Z0 + ((Kappaxtheta — sigma_r"2/2)xexp(—Z0) — Kappa)*(1/dis)

272 + sigma_rxexp(—Z0/2)*sqrt(1/dis)*DiffW [1]

273

274 for (i in 2:(Timexdis)) # falls r negativ wird kann wurzel nicht gezogen werden
275 { # deshalb kommt hier 2mal Mazimum (r_t, 0) rein

276 Z[i] <-Z[i—-1] + ((Kappakxtheta — sigma_r~2/2)xexp(—Z[i—1]) — Kappa)=*(1/dis) +
277 sigma_r*xexp(—Z[i—1]/2)*sqrt(1/dis)*DiffW[i]

278

279 T <—exp(Z)

280

281 R <—c(1:Time)

282 Rquer <—c (1:Time)

283

284 R[1] <— 0.5%(r[dis] + r0)/dis + sum(r [1:(dis —1)])/dis

285 + sigma_s*sum(DiffZ [1:dis])*sqinvdis — 0.5*sigma_s 2%sigma_s~2}

286 for(i in 2:Time)

287

288 R[i]<— 0.5«(r[ixdis] + r[(i—1)*dis])/dis + sum(r[((i—1)*dis +1):(ixdis —1)])/dis
289 — 0.5%sigma_s"2 + sigma_sssum(DiffZ [((i—1)*dis +1):(ixdis)])/sqrt(dis)
200 }
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291

202 # aus den r[i] wird nun das Rquer_t berechmnet (Rquer[t] = Rquer(t—1, t—I1+delta))

203 # A(t—1,t) und B(t—1,t) sind unabhingig von t!

204 H<—sqrt (Kappa"2 + 2xsigma_r"2)

205 A <— (2xHxexp ((KappatH)/2)/(2xH + (Kappa + H)x(exp(H)— 1)))" (2+*Kappaktheta/sigma_r "2)
206 B <— 2x(exp(H)—-1)/(2%H + (Kappa + H)*(exp(H) -1 ))

297

208 Rquer <— c(—log(Axexp(—Bx*r0)), sapply(2:Time, function(i,r){—log( Axexp(—Bxr[ixdis]))}, r))
299

300 # der garantierte Zins g wird festgelegt

301 g <— Rquer

302 #g <—sapply (1:Time, function (i, Rquer){mean(Rquer[maz(i—xz+1,1):i])}, Rquer)

303 #g <— sapply (1:Time, function (i, Rquer){mean(Rquer[1:1])}, Rquer)

304
305 ## prodR[i] = Produkt der exzp(R[n]) fir n von ¢ bis Time
306 ## prodg[i] = Produkt der ezp(g[n]) fir n von i bis Time

307 ## prodMaz[i] = Produkt der ezp( maz(g[n],R[n]) ) fir n von i bis Time

308

309 prodR  <— sapply(1l:Time, function(i, R) {exp(sum(R[i:Time]))}, R)

310 prodg <— sapply (1:Time, function(i, g) {exp(sum(g[i:Time]))}, g)

311 prodMax <— sapply (1:Time, function(i, g,R) {exp(sum(pmax(g[i:Time] ,R[i:Time])))}, g, R)
312

313 # Typl

314 PI<—pmax(prodg — prodR,0) # im paper "pi_T'n(I)” genannt

315 Typl[z]|<—exp(— ((rO+4r[Timexdis])=*0.5 + sum(r[2:(Timexdis —1)]))/dis)*conY Zins%+%PI
316

317 # Typ2

318 PI2 <— prodMax — prodR # im paper ”pi_T 'n(II)” genannt

319 Typ2[z]<— exp(— ((rO+r[Timexdis])*0.5 + sum(r [2:(Timexdis —1)]))/dis)*conY Zins%+%P12
320

321 }

320 HppAAAAAS ENDE DER FOR-SCHLEIFE At

323 ) # rechte Klammer zu system.time

324

325 #Garantiewerte

326 mean(Typl)

327 mean(Typ2)

8.4 Simulationsprogramm fiir das Modell aus Kapitel 6.1

329

330 delta <— 1 # delta der Delta—year—spot rate

331 Time <— 10 # Ansparungszeitraum in Jahren

332 T <- 0.03

333 con <— 0.06 # contribution rate c (fir Pension zurickgelegter Gehaltsanteil)
334 Y <— 100 # Jahresgehalt zum Zeiptunkt 0 — also zu Ansparungsbeginn
335 1. Y <— 0.02 # jahrliche Wachstumsrate des Gehalts

336 f_init <-r # inital term structure f(0,t)

337

338 dis <-12 # dis = N_Delta

339 Kappa <— 1 # mean reverting speed aus der Volatilitdt

340 theta <— 0.01 # mean des Wurzeldiffusionsprozesse der Volatilitdt

341 sigma_v <— 0.01 # Volatilitdit der Volatilitit
342 v0 <— 0.01

343

344 tho <— —0.2 # fir Korrelation

345 eps <— 0.2

346 Tau <— —0.2

347

348 g <— rep(r,1:Time) # garantierte Zins wird gleich r festglegt
349

350 SEED <— 294 # Seed fiur die Simulation

351 ANZAHL <— 80000 # Anzahl der Simulationsdurchldiufe brechnet werden soll
352
353 Kdis<—Kappa/dis
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354
355
356
357
358
359
360
361
362
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419

sqinvdis<—sqrt(1/dis)
FakZins<—sapply (1: Time, function(n){exp(—r=*Time)*con*Yx*((14+i-Y)" " (n—1))})

set.seed (SEED)

# Vektoren, in die die Werte der Zinsgarantie fir jeden Simulationsdurchlauf
# wvon 1 bis ANZAHL gespeichert werden, werden angelegt

Typl_z<—c (1:ANZAHL)

Typ2_z<—c (1:ANZAHL)

ZEIT<-system . time (
for (e in 1:ANZAHL){

# will (v_t,delta_t) als 2—dim NV simulieren
# also mu_-t + LxZ_t, wobei L = CCOV = t(chol(COV))
# generiere dreimal ”Time” Stick normalverteilte Zufallsvariablen

# jedes Jahr wird in ”dis” Zeiteinheiten geteilt
7Z <—c (1:(Timexdis)); Z2<—c (1:(Timexdis)); W <—c(1:(Timexdis))
7Z <—rnorm ((Timexdis )); Z2<-rnorm((Timexdis)); W <—rho*Z + sqrt(l—rho "2)%Z2

v <— c¢(1:(Timexdis))

z <— c(1:(Timexdis))

Xv <= ¢ (1:(Timexdis))

Xz <— c¢(1:(Timexdis))
g(vo)

z[1] <— log(v0) + ((KappaxTheta — sigma_v"2/2)%xexp(—z0) — Kappa)=(1/dis)
+ sigma_vkxexp(—z0/2)*sqinvdis*W[1]
Xz[1] <— log(S0) + (r — 0.5% exp(z0))/dis + sqrt(exp(z0)) =sqinvdis*xZ[1]

for(j in 2:(Timexdis))

z[j] < z[j—1] + ((KappaxTheta — sigma_v"2/2)xexp(—z[j—1]) — Kappa)=*(1/dis) +
sigma_vkexp(—z[j—1]/2)*sqinvdis+W[j ]
Xa[j] <= Xa[j—1] + (r — 0.5% exp(z[j—1]))/dis + sart (exp(z[j—1]))*+sainvdis+Z[j]
}
# hier wird wieder in Jahren gerechnet — Index i ist das i—te Jahr

Rz <—c(1:Time);
Rz[1]<—Xz[lxdis] — log(S0)
for (g in 2:Time)

{
Rz[g|<— Xz[gxdis]—Xz[(g—1)xdis]
}
## prodR[i] = Produkt der exp(R[n]) fir n von i bis Time
## prodg[i] = Produkt der exp(g[n]) fir n von i bis Time
prodR_z  <— sapply(1l:Time, function(i, Rz) {prod(exp(Rz)[i:Time])}

prodg <— sapply (1:Time, function(i, g) {prod(exp(g)[i:Time])}, g)
prodMax_z <— sapply (1:Time, function(i, g,Rz) {prod(exp (pmax(g,Rz))][1i

Rz)
:Time])}, g, Rz)

# Typl

# der Garantiewert fir die z—te Simulation wird in den Vektor Typl[.] gespeichert
PI_z<-pmax(prodg — prodR_z,0) # im paper "pi_T'n(I)” genannt

Typl_z[e]<— FakZins%%PI _z

# nun Typ2

# der in der z—ten Simulation erhaltene Garantiewert wird in "Typ2[z]” gepeichert
PI2_z <— prodMax_z— prodR_z # im paper "pi_T"n(II)” genannt

Typ2_z[e]<— FakZins%+%PI2_z

#Garantiewerte
mean(Typl_z)
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mean (Typ2_z)

8.5 Simulationsprogramm fiir Modell aus Kapitel 6.2

## PARAMETER

delta <~ 1 # delta der Delta—year—spot rate

Time <— 10 # Ansparungszeitraum in Jahren

con <— 0.06 # contribution rate c (fir Pension zurickgelegter Gehaltsanteil)

Y <— 100 # Jahresgehalt zum Zeiptunkt 0 — also zu Ansparungsbeginn

iY <— 0.02 # jahrliche Wachstumsrate des Gehalts

f_init <-0.03 # inital term structure f(0,t)

sigma <— 0.01 # Volatilitit der Forward Rate

lambda <— 0.1 # forward rate volatility parameter

rho <— —0.2 # Korrelation der BB im Investmentportfolio Z_t und in der
# Zinsstrukturkurve W_t

SEED <— 294 # Seed fir die Simulation

set .seed (SEED)

ANZAHL <— 80000 # Anzahl der Simulationsdurchliufe brechnet werden soll

dis <—12 # dis = N_Delta

Kappa <— 1 # mean reverting speed aus der Volatilitdt

theta <— 0.01 # mean des Wurzeldiffusionsprozesse der Volatilitat

sigma_v <— 0.01 # Volatilitdit der Volatilitdt

v0 <— 0.01
eps <— 0.2
Tau <- —0.2

#Hilfsgroflen fir eine effiziente Berechnung
FakZins<—sapply (1:Time,
Kdis<—Kappa/dis
sqinvdis<—sqrt(1/dis)
lambdadis<—lambda/dis
Kathe <— (Kappaxtheta—sigma_v~2/2)/dis
sigzweilam <— (sigma”2)/(2%lambda”2)

function (n){conxY«*((1+i_Y) " (n—1))})

# Vektoren, in die die Werte der Zinsgarantie fir jeden Simulationsdurchlauf
# von 1 bis ANZAHL gespeichert werden, werden angelegt

Typl<—c (1:ANZAHL)

Typ2<—c (1:ANZAHL)

# mu_r(t) ist der bedingte Erwartungswert von r_(t/dis) gegeben r_((t—1)/dis)
# mu_BBeta(t) ist der bedingte EW von BBeta_(t/dis) gegeben r_((t—1)/dis) , usw.
<—function(b) { exp(—lambdadis)*r[b—1] + f_init
+ sigzweilam*(1—exp(—lambdadis*b))"2 — exp(—lambdadis)*(f_init +
sigzweilam=(1—exp(—lambdadisx(b—1)))"2)}
mu-BBeta <—function(b) { BBeta[b—1] + 1/lambda*(l—exp(—lambdadis))«*(r[b—1] — f_init —
sigzweilamx(l1—exp(—lambdadis*(b—1)))"2 ) + f_init/dis +
sigzweilam#*(1/dis + 1/lambdax(2xexp(—lambdadis*b) — 2xexp(—lambdax((b—1)/dis))
— 0.5%exp(—2xlambdadisx*b) + 0.5%exp(—2xlambdax((b—1)/dis))))}

mu._r

# nun wird (COV)"(1/2) berechnet, dazu wird die
# aufgestellt und daraus via der Cholesky Zerlegung die

Varianz/ Kovarianzmatriz COV fir alle t
”Wurzel” berechnet

Var_r _t <— {sigma”2/(2*lambda)*(1—exp(—2xlambdadis))}

Var_BBeta_t <— {(sigma/lambda)”2%(1/dis — 2/lambda%(l—exp(—lambdadis))
+ 1/(2*lambda)*(1—exp(—2xlambdadis)) )}

Var_diffW <— 1/dis

Var_diffZz <— 1/dis
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62
63

65
66
67
68
69
70
71
72
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74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105

107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127

Cov_r _BBeta <— {(sigma/lambda)”2 x(l—exp(—lambdadis)) — Var_r_t/lambda}

Cov_r _diffW <— eps=*sigma/lambda*(1—exp(—lambdadis))
Cov_diff W_BBeta <— eps#sigma/lambdax(1/dis— 1/lambdax(1— exp(—lambdadis)))
Cov_r_diffZ <— rhox*sigma/lambda*(1—exp(—lambdadis))
Cov_BBeta_diffZ <— rhoxsigma/lambda*(1/dis— 1/lambdax(1— exp(—lambdadis)))

Cov_diffW_diffZ <— Tau/dis

# die Varianz/Kovarianzmatriz COV wird erstellt , davon die Choleskyszerlegung CCOV

## WICHTIG: R berechnet die Cholesky Zerlegung von COV in COV = R’R, bendtigt
## wird aber fir die Simulation eine Zerlegung in LL’.
## Daher wird die transponierte Matrix aus der CholeskyZerlegung gespeichert

COV<— matrix( c(Var_r_t, Cov_r _BBeta, Cov_r_diffW, Cov_r_diffZ ,
Cov_r_BBeta, Var_BBeta_t, Cov_diff W_BBeta, Cov_BBeta_diffZ ,
Cov_r_diffW, Cov_diffW_BBeta, Var_diffW, Cov_diffW _diffZ ,

Cov_r_diffZ , Cov_BBeta_diffZ , Cov_diffW_diffZ , Var_diffZ ),4,4)
CCOW—t (chol (COV))

# da die Berechnung von mu_r(1/dis) bzw. mu_BBeta(1/dis) die Werte r[0] bzw. BBeta[0]

# erforden , diese aber in R nicht indiziert werden konnen, werden sie einfach
# auferhalb der for—Schleife berechnet. Gleiches gilt fir BBeta0.

r0 <— f_init # entspricht r[0]

BBetald <— 0 # BBeta[0]

# mu_r[1] und mu_Beta[1] .... also mu_r(1/dis), mu_Beta(1/dis)

mu_r_1 <— exp(—lambdadis)*r0 + f_init 4 sigzweilam=(l1—exp(—lambdadis))"2

— exp(—lambdadis)*f_init
mu_BBeta_1 <— BBeta0 + f_init/dis + sigzweilam=*(1/dis +
1/lambdax (2xexp(—lambdadis) — 2 — 0.5%exp(—2*xlambdadis) + 0.5))

# fiir ANZAHL Durchliufe wird nun die 2—dim NV simuliert und aus den sich daraus
# ergebenden R und Rquer werden die Werte der Typl bzw. Typ2 Garantie berechnet
# system.time stoppt die Rechenzeit mit

ZEIT<-system . time (

for(y in 1:ANZAHL){

# will X_t = (r_t,delta_t, beta_t) als 8—dim NV simulieren

# also X_t = mu_t + LxZ_t, wobei L = COOV = t(chol(COV))
# generiere dreimal ”Time” Stick normalverteilte Zufallsvariablen

Z1<—c (1:(Timexdis)); Z2<—c (1:(Timexdis)); Z3<—c (1:(Timexdis));
Z1<-rnorm (Timexdis ); Z2<-rnorm (Timexdis ); Z3<—rnorm (Timexdis );
r <— c¢(1:(Timexdis))
BBeta <— c¢(1:(Timexdis))
diffW <— c(1:(Timexdis))
diffZ <— c(1:(Timexdis))
z <— c(1:(Timexdis))
c(1:( )

v <— Timexdis)
# und damit werden die zwei Prozesse r und BBeta simuliert CCOV = L
# v_t (die Volatilitdt) wird mitsimuliert

# auf diff W wird bereits jetzt sigma-v multipliziert

r1] <— mu-r_1 + CCOV([1,1]*Z1[1]

BBeta[l] <— mu_BBeta_1 + CCOV[2,1]%Z1[1] + CCOV[2,2]*Z2[1]

diffW < sigma_v%(CCOV[3 ,1]%Z1  + COOV[3,2]%Z2 + CCOV[3 ,3]+Z3)

diffZ <— CCOV[4,1]%Z1 + CCOV|[4 ,2]%Z2 + CCOV[4 ,3]%Z3 + CCOV[4 ,4]|*Z4
z[1] <— log(v0) + exp(—log(v0)/2)x(Kathe)—Kdis + exp(—log(v0)/2)*diffW [1]

for(i in 2:(Timexdis))
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Z4<—c (1:(Timexdis)
Z4<-rnorm (Timex dis
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128 {

129 r[i] <— mu-r (i) + CCOV[1,1]=Z1[1i]

130 BBeta[i] <— mu_BBeta(i) + CCOV[2,1]xZ1[i] + CCOV[2,2]*Z2][i]

131 z[i] <— z[i—-1] + exp(—=z[i—1])*Kathe — Kdis + exp(—z[i—1]/2)*diffW [i]
132

133 v<—exp(z)

134

135 #mit den v_t wird jetzt der Prozess K_t simuliert
136 # K-t ~ N(0, int_((t—1))"(t) v-u du )

138

139 funK<—function (i)

140

141 j<—1:(dis-1)

142 return(0.5/disx(v[(i—1)*dis]4+v[ixdis]) + sum(v[disx(i—1) + j])/dis)

143

144 K <— ¢(0.5/dis*(vO+v[dis]) + sum(v[1l:(dis —1)])/dis, sapply(2:Time, funK))
145

146 funH<—function (i)

147

148 j<—1l:dis

149 return(sum(sqrt(v[(i—1)*dis+(j —1)])*diffZ [(i—1)xdis+(j —1)]))

150 }

151 H <— sapply (1:Time, funH)

152 # aus den r[i] wird nun das Rquer_t berechnet (Rquer[t] = Rquer(t—1, t—I1+delta))
153 # aus den Delta[i] wird das R_t berechnet (R[t] = R_t)

155 R <— c(1:Time)
156 R[1]<— BBeta[disx1] — BBetaO0 — 0.5xK[1] + H[1]
157 R <— c¢(R[1] ,sapply (2:Time, function(i){BBeta[dis*i]—BBeta[dis*(i—1)] — 0.5«K[i] + H[i]}))

159 #Rquer (0,1) (dh t=1) wird exztra berechnet
160 Rquerl <— 1/(lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))*r0 + f_init

161 — 1/(lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))x(f_init)

162

163 fRquer <— function (i)

164 {1/ (lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))*r[i—1] + f_init —

165 1/ (lambdaxdelta)*(1—exp(—lambdaxdelta))*(f_init

166 + (sigma)”"2/(2+lambda”2)*(1—exp(—lambdax(i—1)))"2)

167 + (sigma)”2/(lambda”3xdelta)* ((exp(lambda*(i—1))—1)x(exp(—lambdax(i—1))
168 —exp(—lambdax (i—14+delta))) — 0.25x%(exp(2*lambda*(i—1))—1)*(exp(—2«lambdax(i—1))
169 —exp(—2xlambdax (i—1+delta))))}

170

171 Rquer <—c(Rquerl, sapply (2:Time, fRquer))

172

173 # der garnatierte Zins g wird als Rquer festgelegt
174 g <— Rquer

176 ## prodR[i] = Produkt der exzp(R[n]) fir n von i bis Time
177 ## prodg[i] = Produkt der exp(g[n]) fir n von ¢ bis Time

179 prodR  <— sapply (1:Time, function(i, R) {exp(sum(R[i:Time]))}, R)
180 prodg <— sapply(1l:Time, function(i, g) {exp(sum(g[i:Time]))}, g)
181

182 # Typl

183 # der Garantiewert fir die z—te Simulation wird in den Vektor Typl[.] gespeichert
185 PI<—pmax(prodg — prodR,0) # im paper "pi_T'n(I)” genannt
187 n<—1:Time

188 Typl[y]<—exp(—BBeta[Timexdis])*FakZins%%P1

191 # nun Typ2
192 # der in der z—ten Simulation erhaltene Garantiewert wird in "Typ2[z]” gepeichert
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194 prodMax <— sapply (1:Time, function(i, g,R) {exp(sum(pmax(g[i:Time] ,R[i:Time])))}, g, R)
195 PI2 <— prodMax — prodR # im paper 7pi_T'n(II)” genannt
196

197 mK—1: Time

198 Typ2|y]<— exp(—BBeta[Timexdis])*FakZins%+%P12

199

200 }

201 HpbAAAAAS ENDE DER FOR-SCHLEIFE Attt

202 ) # rechte Klammer zu system.time

203

204 #Garantiwerte

205 mean(Typl)

206 mean(Typ2)
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