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Kurzfassung

Die Kopplung der Randelemente-Methode (Boundary Element Method, BEM) mit
der Finiten Elemente Methode (FEM) als numerisches Berechnungsverfahren
erweist sich fur viele Problemstellungen als sinnvolle Wahl. Diese Kombination ist
haufig bei der Interaktion von Boden und Bauwerk, wie z.B.: im Tunnelbau, zu
finden.

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode der statischen Kondensation fir die
konforme Kopplung der beiden Methoden verwendet. Durch die Kondensation von
Freiheitsgraden auf das Interface verkleinert sich das globale Gleichungssystem.
Wahlt man fur die jeweilige Methode ein geeignetes Matrixformat, so lasst sich der
numerische Aufwand optimieren. Fur die FEM-Steifigkeitsmatrizen wird ein
sparliches Matrixformat verwendet.

Die Implementierung dieser Kopplungsmethode erfolgte mit Octave/Matlab sowie in
das institutseigene Numerik-Programm BEFE++. Die abschliefende numerische
Studie zeigt eine erhebliche Beschleunigung der Berechnungen. Besonders bei
FEM-Diskretisierungen, bei denen die Anzahl der Freiheitsgrade im Gebiet um
vieles groRer ist als die Anzahl der Freiheitsgrade am Interface, wird die
Berechnung beschleunigt und bedarf eines geringeren Speichers.

Schlagwéorter:

Randelemente-Methode (BEM), Finite Elemente Methode (FEM), konforme
Kopplung, statische Kondensation, Schur-Komplement
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Abstract

The combination of the boundary element method (BEM) and the finite element
method (FEM) for the numerical simulation of coupled problems has a long tradition.
It has proved to be the method of choice for several applications like soil-structure
interaction in tunnel construction.

In this work, the method of static condensation for conformal coupling of the two
methods is used. The static condensation significantly decreases the memory
requirements and calculations get faster. In order to shorten solver times, the
matrices are stored in an optimal matrix format e.g. the FEM stiffness matrices are
stored in a sparse matrix format.

In the context of this work, the implementation of this coupling method has been
carried out in Octave/Matlab and in the institute’s BEFE++ program. The concluding
numeric study shows a substantial increase of numerical efficiency in terms of
storage and calculation time, particularly with FEM discretisations where the number
of degrees of freedom in the domain is much larger than the number of degrees of
freedom on the interface.

Keywords:

Boundary Element Method (BEM), Finite Element Method (FEM), Conformal
Coupling, Static Condensation, Schur-Komplement
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1 Einleitung

In der Baustatik liegt oft das Problem vor, dass sich ein System mit Verwendung
einer einzigen Methode nur sehr aufwendig bzw. ungenau lésen Iasst. Die Kopplung
zweier oder mehrerer Methoden erlaubt eine Vereinfachung solcher
Problemstellungen. Ein Beispiel dafir ist die Simulation im Tunnelbau. Die
Spritzbetonschale und auch Zonen mit nichtlinearem Materialverhalten kdnnen
mittels der Finiten Elemente Methode (FEM) gut berechnet werden. Fur den
Untergrund eignet sich die Randelemente-Methode (Boundary Element Method,
BEM) sehr gut, da nur der Rand und nicht die vollstindige Ausdehnung des
Materials gegeben sein muss um Verschiebungen und Spannungen berechnen zu
konnen.

Eine Art zur konformen Kopplung dieser beiden Methoden ist die Verwendung von
kondensierten Steifigkeitsmatrizen (Bathe, 2002), (Przemieniecki, 1968). Unter
statischer Kondensation (Verdichtung) versteht man einen Algorithmus, der in
manchen Fallen effektiv zur Lésung der Gleichgewichtsbeziehungen verwendet
werden kann. Das globale Gleichungssystem zur Losung des gekoppelten Systems
wird dabei auf die Freiheitsgrade des Kopplungsrandes reduziert und somit der
numerische Aufwand zur Lésung des Problems verringert.

Um die Rechenzeit noch etwas zu verkurzen kdnnen die auftretenden Matrizen in
einem, fur die jeweilige Methode optimalen Matrixformat gespeichert werden. Fur
die FEM beispielsweise wird ein sparliches Matrixformat verwendet, da sich bei
klassischen Steifigkeitsmatrizen nur ein geringer Anteil der Eintrage von Null
unterscheidet. Es ist also nur noétig diese Eintrage zu speichern.

Ziel der Masterarbeit war es, die Methode zur konformen Kopplung von FEM und
BEM mittels kondensierter Steifigkeitsmatrizen in Matlab (bzw. Octave) und im
institutseigenen ~ Numerik-Programm  BEFE++ zu  implementieren.  Die
Berechnungsergebnisse sollten mit den bereits im Programm bestehenden
Berechnungsarten bzw. mit den Berechnungsergebnissen des Octave-Programms
verglichen und verifiziert werden.
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2 Einfuhrung in die

Finite Elemente Methode

2.1 Mathematische und Mechanische Grundlagen

Zur Erklarung der Finiten Elemente Methode (FEM), bedient man sich einem
einfachen Beispiel, dem eindimensionalen Dehnstab. Dieses Problem ist trivial und
die exakte Losung bekannt.

NN
!
V&
a

Abb. 2.1: Dehnstab

In der Abb. 2.1 ist dieser 1D Dehnstab dargestellt. Er hat die Lange / und die
Dehnsteifigkeit E(x)A(x). Zur Vereinfachung wird die Dehnsteifigkeit Uber die
Stablange als konstant angenommen (E£4). Nun kénnen die drei Gleichungen zur
Beschreibung des Systems aufgestellt werden.

Kinematik : elx)=u'(x) (2.1)
Materialgesetz: N (x) =FEA g(x) (2.2)
Gleichgewicht :  N'(x)=—q(x) (2.3)

Zur Erklarung der einzelnen Parameter in diesen Gleichungen:
u(x) ... stellt die axialen Verschiebungen des Stabes dar
N(x)... ist die axiale Kraft, die auf den Trager wirkt

Setzt man nun die Gleichungen gegenseitig ein, erhalt man die Differentialgleichung
des Dehnstabes.

/

—[EAu'(x)] = q(x) (2.4)
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Diese Gleichung muss fur alle Verschiebungen entlang des Dehnstabes 0<x</

erfillt sein. Dazu mussen die Randbedingungen des Systems eingehalten werden.
Diese sind in diesem Fall
ul0)=u, =0
( ) 0 (2.5)
N(l)=P

Die erste Randbedingung entspricht einer Verschiebungs- bzw. Dirichlet-
Randbedingung und die zweite einer Krafte- bzw. Neumann-Randbedingung.
Kombiniert man nun die Differentialgleichung (2.4) mit den Randbedingungen (2.5)
erhalt man die vollstandige mathematische Beschreibung des Problems.

—[EAu'(x)]’:q(x) O<x<l
RB: u(0)=0 wund N()=P

Das folgende Diagramm (Tonti-Schema) zeigt die Zusammenhange aller Parameter
in diesem Gleichungssystem.

(2.6)

, _geometrische Gleichung (2.4)
U, | “Randbedingungen | ¥ | [EAwg | = qx)” q
=& R
ER HE
5|/ & i
Sl N =
<2 2
Ol=
Materialgesetz Krifte- a
N(x) =EAeg(x) ~ N Randbedingungen” P

Abb. 2.2: Tonti-Schema fiir den Dehnstab

2.2 Einfuhrung in die Methodik

2.2.1 Exakte Losung fiir den Dehnstab

Die exakte Lésung fir den Dehnstab lasst sich aus Gleichung (2.6) berechnen. Um
das Ergebnis spater als Vergleich verwenden zu kdénnen, wird
¢(x)=0angenommen.

N'(x)=—¢(x)=0 (2.7)

N(x)=N,-[q(&) d¢ =N, (2.8)

0

Als nachstes wird die Krafterandbedingung aus der Gleichung (2.5) in die Gleichung
(2.8) eingesetzt.
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N(l)=P=N, (2.9)

N, ... Kraft, die am linken Rand wirkt

Aus dem Normalkraftverlauf N(x) lassen sich nun Uber das Materialgesetz (2.2) die
Dehnungen

&(x)= M) _ P (2.10)

berechnen.

Durch Verwenden der Gleichung (2.1) (Kinematik), erhalt man den
Verformungsverlauf.

) =u'(x) = ulx)=u,+ !xg(g) ag=u,+ L 211)

u,ist in der Gleichung (2.11) noch unbekannt, kann aber durch Einsetzen der
Verschiebungsrandbedingung (2.5) berechnet werden.

Somit ergibt sich der Verformungsverlauf zu

u(x):ax. (2.12)

2.2.2 Berechnung durch Anwendung der Finiten Elemente
Methode

Zur Erklarung wird der Dehnstab aus Abb. 2.1 in zwei finite Stabelemente geteilt.
Die Gleichlast g(x) wird null gesetzt.

A —

Abb. 2.3: Dehnstab (zwei Stabelemente)
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Betrachtet man nun ein einzelnes Element, kann man sich darauf die Beziehung
zwischen Verformungen und Belastungen erarbeiten. Das Stabelement wird nun in
urspruinglicher und verformter Lage dargestellt. An den Enden des Elements sind
jeweils die Verschiebungen und die Knotenkrafte angesetzt. Der Index i bezeichnet
die Verschiebungen bzw. Knotenkrafte des linken Knotens und der Index j die des
rechten Knotens.

u; u;
i J
e l® e [e] O-seeaS———» H
P | | F;
A -
1 1 =X
X; Xj

Abb. 2.4: Dehnstabelement

2.2.3 Lokales Koordinatensystem und Referenzelement

Es wird nun ein lokales Koordinatensystem & am Element e eingefiihrt (sieche Abb.
2.5). Dieses System hat den Ursprung in der Mitte des Elementes und in den
Knoten den Wert -1 und +1.

Ut—.

i
o

1

¢=-1 ¢

| L
I

- |

Abb. 2.5: lokales Koordinatensystem

Als Nachstes werden die lokalen Koordinaten ins globale Koordinatensystem
umgerechnet.

X +X. X —X;
x()=——"L+—- 213
()= ¢ (213)
Durch Umformung erhalt man
1 1
x(§)zz(l—§)xi +5(1+§)xj : (2.14)
Durch die Einfihrung von linearen Formfunktionen (Abb. 2.6)
1 1
Ni(§)=20-¢) und N,(£)=—(+¢) (2:15)
vereinfacht sich die (2.15) zu
x(&)=N,x,+N,x,. (2.16)
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) |

1 N ] | M ]

Abb. 2.6: lineare Formfunktionen

Die fir die spatere Integraltransformation bendétigte Ableitung d x/d& nennt man
Jacobian

dN. dN, [
J(éf)zﬂz_lxi+—lx':_lxi+lx.:—e (217)
de de g T T TN T,

2.2.4 Wahl des Finite-Elemente Ansatzes

In diesem Beispiel wurden die oben abgeleiteten linearen Formfunktionen
verwendet. Flr den Verschiebungsverlauf entlang des Stabes gilt

u(f) =N,u,+N,u,. (2.18)
Nun kann man die Dehnung im Element mit

. dN,
Szg—u:%ui+ . Lu, (2.19)
X X X

berechnen. In Matrizenform ergibt sich

€=Bu
- dN,
mit B :{% 1 f} (2.20)
X X

ui
und u:{ }
u;J.

Da die Ableitungen in globalen Koordinaten vorliegen, die Formfuktionen aber lokal
definiert wurden, erhalt man durch Anwendung der Kettenregel und Einsetzten des
Jacobian (2.17)

dvN, _dN,dx _ dN, dN, d&
dé dx dé dx d¢& dx -

(2.21)
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Werden nun die beiden Formfunktionen im lokalen Koordinatensystem abgeleitet

4 dN.
v, _ 1 bzw . L= 1 (2.22)
dé 2 dé 2
so ergibt sich B zu
1 1

B=|-—— — 2.23
[Ze J- 229

Uber das Hooke’sche Gesetz
o=Le (2.24)

kénnen durch Einsetzten von (2.20) in (2.24) die Spannungen ausgerechnet werden

6=F Bu. (2.25)

2.2.5 Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix

Fur kinematisch zulassige Verformungszustande stellt sich das Gleichgewicht fir
diejenigen Verformungen ein, welche die Summe aus innerer und aulerer
potentieller Energie IT minimieren (Zienkiewicz & Taylor, 2000).

Um die potentielle Energie zu errechnen, wird als erstes das innere Potenzial des
Stabes

int

I, L,
=—i .[ga' d)c:—é J.EEE dx (2.26)
2 x=0 2 x=0

aufgestellt.

Um das Integral in Gleichung (2.26) numerisch lI6sen zu kénnen, bedient man sich
der Gaul3-Quadratur

[ /() dx=]r&) s&) ae= 3 1) w, . (2.27)

In Gleichung (2.27) ist n;,, die Zahl der Integrationspunkte (Ordnung), §~, die
Stutzstellen, und W, die Gewichtung des /-ten Integrationspunktes.

Fir den Polynomgrad p =2n—1 kann das Integral mit der Gaul3-Quadratur der
Ordnung n exakt berechnet werden.
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Das innere Potential (2.26) kann nun numerisch berechnet werden und ergibt sich
zu

Him=le;e Bu £ Bu
(2.28)
Him:IeAe —lui+lu< E —lui+iul
2 [, I, [, [,

Far die auBere potentielle Energie gilt

I, =Fu,+Pu,. (2.29)

Somit kann die gesamte potentielle Energie

He = Hint + Hext (230)
des Tragwerkes aufgestellt werden.

Gleichgewicht zwischen den inneren und duleren Kraften herrscht nur dann, wenn
die potentielle Energie ein Minimum wird. Dies ist der Fall wenn

o, =0 und o, =0 ist. (2.31)

u; Mj

In Gleichung (2.31) kdnnen wieder alle bekannten Variablen eingesetzt

' ¢ ¢ 2.32
o, EA, EA, (2.32)
= u;, — ; uj+Pj:0

J e e

und (2.32) in Matrizenschreibweise (2.33) dargestellt werden.
Ku=P (2.33)

K wird als Elementsteifigkeitsmatrix bezeichnet.

Weiters kann die Elementsteifigkeitsmatrix Uber das Elementkonzept und den
Ansatz von Testfunktionen berechnet werden. In diesem Beispiel wurden
stlckweise lineare Testfunktionen gewahlt, die in Abb. 2.7 dargestellt sind.

Konforme Kopplung von BEM und FEM mit Hilfe statischer Kondensation 11
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Abb. 2.7: stiickweise lineare Testfunktionen

Die einzelnen Eintréage der Steifigkeitsmatrix werden mit

x;+1
Ky, = E4, fN [(x) @) (x) dox (2.34)
berechnet.

Nun kann man das Integral wieder auf das lokale Koordinatensystem transformieren.

K11 = B4, NI 0] (9) (6) 0 @59

Da die Testfunktionen in diesem Fall den Formfunktionen entsprechen, kann die
Gleichung (2.35) zu

Ky g =EA, [N/(&) N}(£) J(£) d& (2.36)

-1

vereinfacht werden.
Die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich somit zu

1 -1
K= E4 _ (2.37)
Lol-1 1

Fir den Fall, dass das Dehnstabelement nur an den Stabenden mit Kraften belastet
wird, ist das Ergebnis exakt, da die angenommene Formfunktion die Losung der
Differentialgleichung exakt abbilden kann.

Durch die Wahl eines Ansatzes hdherer Ordnung lassen sich auch andere

Belastungsfalle exakt berechnen. Hierfir muss natirlich auch die Anzahl der
Formfunktionen, der Knoten und der dazugehérigen Parameter erhéht werden.
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Ein Beispiel daflr ist der quadratische Ansatz, bei dem drei Parameter, Knoten und
Formfunktionen gebraucht werden. Der angenommene Verformungsverlauf ist

u(&)=Nu+Nu, +Nu, (2.38)
mit den Formfunktionen
1 1
N =—(1-¢)-—N
=20-9-2N,
1 ] 1
N, _5( +§)—§Nk (2.39)

Abb. 2.8: quadratische Formfunktionen

Um die Elementsteifigkeitsmatrix eines quadratischen Elementes zu berechnen,
wird derselbe Rechenvorgang wie beim linearen Element angewandt. Auch hier
mussen die Ableitungen der Formfunktionen berechnet und die B-Matrix aufgestellt
werden. Zum Schluss wird das Gleichgewicht durch Minimierung der gesamten
potentiellen Energie aufgestellt. Dies fuhrt wieder zum Gleichungssystem (2.33). Die
Elementsteifigkeitsmatrix fur den quadratischen Ansatz ist dem zufolge

Yy 7 1 -8
K= 316 1 7 -8 (2.40)
c|-8 -8 16|

2.2.6 Assemblierung

Die Zusammensetzung aller Elementsteifigkeitsmatrizen zu einer
Gesamtsteifigkeitsmatrix nennt man Assemblierung. Dabei missen an den
Elementgrenzen alle Ubergangs- und Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden.
Die Ubergangs- bzw. Vertraglichkeitsbedingung im Knoten zwischen zwei
Elementen lautet

=l =P, (2.41)

uKnoten J

Konforme Kopplung von BEM und FEM mit Hilfe statischer Kondensation 13



Die Bedingung fur das Gleichgewicht im Knoten ist
0=PN +pH. (2.42)

Die hochgestellten Ziffern in den letzten beiden Formeln bezeichnen die
Elementnummern.

Die Assemblierung erfolgt dann nach Freiheitsgraden. In 1D hat ein Knoten einen
Freiheitsgrad, die Verschiebung in x-Richtung. Die einzelnen Eintrage eines
Freiheitsgrades werden addiert. So erhalt man dann eine Gesamtsteifigkeitsmatrix
mit der GroRe n x n, wobei n der Anzahl der aller Freiheitsgrade im System
entspricht.

2.2.7 Berucksichtigung der Dirichlet-Randbedingungen

Die Dirichlet-Randbedingungen (Verschiebungsrandbedingungen) der Form u =0
werden in der Gesamtsteifigkeitsmatrix berlcksichtigt, indem der entsprechende
Freiheitsgrad, der eine Dirichlet-Randbedingung besitzt, in der Steifigkeitsmatrix
gestrichen wird (Zeile und Spalte). Die GroRe der Gesamtsteifigkeitsmatrix
verringert sich dann auf die Anzahl der freien Freiheitsgrade. Fir Dirichlet-
Randbedingung die ungleich Null sind wird der entsprechende Verschiebungswert
auf die rechte Seite des Gleichungssystems gebracht. Dabei wird dieser Wert in die
Kraft umgeformt, die nétig ist, um die Verschiebungsrandbedingung einzuhalten.

2.2.8 FEM in mehreren Dimensionen

Nachdem die Methode anhand eines 1D Beispiels erklart wurde, soll diese nun auf
das Kontinuum erweitert werden. Als Beispiel zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix
soll eine Scheibe dienen. Es wird aullerdem ein ebener Spannungszustand
angenommen, d.h. die Spannungen normal zur Scheibenebene werden in der
Berechnung vernachlassigt.

Es wird ein linearer Ansatz gewahlt. Wie beim vorhergehenden Beispiel wird ein
lokales Koordinatensystem (Abb. 2.9) eingefthrt.

%

(Xa, Yo) (X3, ¥3) €1, 1) (1, 1)

. 3 A 3

y ¢
<>
. 1 2
(X1, Y1) 2

(X2, ¥2) (1,-1) a, 1)

X

Abb. 2.9: 2D Element im globalen und lokalen Koordinatensystem
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Die Transformation vom globalen ins lokale Koordinatensystem ist

N N
x=Y'N,(&n)x, und y=>'N, (E7), | (2.43)

n=1 n=1

wobei x, und y, die Koordinaten des Knotens » und N die Anzahl der Knoten sind.

Die Formfunktionen sind

1
N, =1 1-¢)-0-)
1
No=1-(1+6)-(-n)
) (2.44)
Ny= (4 8) ()
1
Ny =(-¢)-0+n)
Durch Anwendung der Kettenregel erhalt man
ON _ON ox 8N oy
8 8 6 0
5 o § 5)/ é (2.45)
6N 6N ax 6_N 6_y
677 o 677 oy 0n
oder in Matrixschreibweise
ON | [ax ][ oN
o0& o, o0& Oox
= . (2.46)
N || || N
on on on]| Oy
Daraus ergibt sich nun die Jacobi Matrix
o o]
0§ 0&
J&n)= : (2.47)
x
on  0n|
Der Jacobian ist als Determinante der Jacobi Matrix definiert:
|J|:@.6_y_@.@ (2.48)
0§ on 0& On

Fir die Verformungen wurde derselbe Ansatz wie fur die Geometrie verwendet.
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Der Verformungsverlauf im Element ist

4
u(g.n)=3 N, (&n)u; . (2.49)
n=1
Damit kénnen die Dehnungen und Verzerrung
ou 2 ON
(9 - X — n u@
toox Z‘ ox ™
0 2 ON
€, = o = —=-u, (2.50)
dy a0y

o, O Ny e 3N,

Vi =
’ ay ax n=1 ay n=1

bestimmt werden.

Das Gleichungssystem (2.50) kann auch in Matrixschreibweise dargestellt werden.

ON, 0 ON, 0 ON, 0 ON, 0
ox Oox Ox ox
0 ON, 0 ON, 0 ON, 0 ON,
oy oy oy oy
ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON,
op Ox 0Oy ox oy ox oy ox
e=Bu

u

x1

I/lyl

ux2

My2

ux3

My3

ux4

uy4

(2.51)

(2.52)

Uber das Hooke’sche Gesetz wird der Spannungsverlauf im Element berechnet. Fir
den ebenen Spannungszustand gilt

O-le—EVZ (5 +vgy)
o, = Ez (5)+vg) (2.53)
1-v
E

v entspricht der Poissonzahl (Dehnungskoeffizient) des gewahlten Materials.
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(2.53) in Matrizendarstellung ergibt

o, I v 0 £,
E
o, |= T v 1 0 £, (2.54)
T, 0 0 1-v Vs
2
c=De¢. (2.55)

Um die innere potentielle Energie zu berechnen, wird ein infinitesimales Element der
Scheibe betrachtet (Abb. 2.10).

%; 7‘2“ jaydxt ,
BT sk e w08
SR AC T A==
. __+I ¢ e
2 : ::I-i—b ¢ ?Tr,y-dx-t
! Ly oot | ‘t L
g v *f_’.’_iﬂ.—
EREE i
dx I!,axdx dx

Abb. 2.10: infinitesimales Scheibenelement (Dehnung, Verzerrung)

Die innere potentielle Energie ergibt sich zu
1
dIT, :E [(O'x -dy-t)-(gx -dx)+(0'y -dx-t)-(gy -dy)+(z'xy -dy-t)-(}/xy -dx) (2.56)
oder
dHim:%-t-sT-c-dx-dy : (2.57)
Fir ein Scheibenelement aufintegriert ist die innere potentielle Energie somit
1 11
Hm=5.[ [e"-o-|d]-dedn-t. (2.58)
|

Setzt man nun (2.53) und (2.56) in (2.59) ein, so erhalt man

Hmt:(ue)T%t-UJlBTDB |J|d§d77J-ue. (2.59)
-1 -1
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Die Elementsteifigkeitsmatrix erhalt man durch die Ableitung der potentiellen

Energie.

und damit

dIl

11
¢=[z~HBTDB |J|d.§dnj~ue (2.60)

du®

1 -1

11
K=r-HBTDB|J|d§dn. (2.61)
-1

-1

Naheres dazu findet man in (Bathe, 2002), (Hughes, 2000) und (Zienkiewicz &

Taylor, 2000).

18
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3 Einfuhrung in die

Randelemente-Methode

Die Randelemente-Methode (Boundary Element Method, BEM) ist eine
leistungsfahige Alternative zur Finiten-Elemente-Methode, besonders wenn das
Gebiet in seiner Ausdehnung nicht klar definiert werden kann oder sehr grof} ist. Die
wichtigste Eigenschaft dieser Methode ist jedoch, dass die auftretenden
Randwertprobleme nur durch bekannte und unbekannte Randzustande beschrieben
werden kénnen (Beer, Smith, & Duenser, 2008).

3.1 Einfuhrung in die Methodik

Um das Prinzip der Randelemente-Methode einfach erklaren zu koénnen, wird
wieder das Beispiel eines 1D-Dehnstabes gewahilt.

N

X

Abb. 3.1: 1D Dehnstab

Die Darstellungsformel fir £ € Q und x eI ergibt sich zu (Antes, 2005)

u(§)=_|:du_(x) u*(.ff,x)— u(x)%} _ J'lp(j)

dx E.

w(&x)dx (31)

mit den Fundamentallésungen

u'( é,x)=—|x_2§| =§ (3.2)
ou( §,x)_ \ L B
T—t (§,x)—2 sign (x—&), (3.3)

wobei r der radiale Abstand des Beobachtungspunktes £ zu den Feldpunkten x am
Rand I ist.
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Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix wird das in Abb. 3.2 dargestellte
Randwertproblem betrachtet.

% Q

/] — XU

TN

Abb. 3.2: beidseitig eingespannter Dehnstab

Um die Steifigkeitsmatrix zu erhalten wird eine Verschiebung von 1 an beiden
Enden des Stabes aufgebracht und die daraus resultierenden Knotenkrafte
berechnet.

Die Randbedingungen fir das System sind
0)=1 0)=0
u(0) ZW . u(0) (3.4)
u(l)=0 u(l)=1.

Da in diesem Beispiel keine Gleichlast in Achsrichtung vorhanden ist, fallt das
Gebietsintegral der Gleichung (3.1) weg.

Durch Einsetzen der Grenzen in (3.1) erhalt man
w(@)==[e)u(&1)-u) ' (&,1)-(0) u* (£0)+u(0) £ (£0)]  (3.5)

Um die unbekannten Randwerte berechnen zu kénnen wird £ an den Rand
verschoben. Somit erhalt man die beiden Gleichungen

u(0)=£(0) (0, 0) — &(l) u”(0,1) — u(0)£°(0, 0) + u(?) 7 (0,)  (3.6)
u(l)= &(0)u”(1,0) — () u(, 1) — u(0)t(1,0) + ull)t*(, 7). (3.7)

Aus den Gleichungen (3.6) und (3.7) lasst sich folgendes Gleichungssystem
aufstellen:

u*(0,0) u(0,7) g(0)) [£(0,0) ¢7(0,7)] [ u(0)] [u(0)
= + (3.8)

w(l,0) w(, 1) | -el)] (1,00 @, 1)] |—uC)] |u@)
Durch Auswerten der Fundamentalldsungen kann das Gleichungssystem (3.8)
aufgestellt und durch Einsetzen der bekannten Randbedingungen gel6st werden.

Letztendlich kann fur die Anwendung der BEM in der Statik in mehreren
Dimensionen die Gleichung

U-t=T-u (3.9)

in Matrixform aufgestellt werden, wobei t die Randspannungen und u die
Verschiebungen bezeichnet.
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3.2 Berechnung der BEM-Steifigkeitsmatrix fur den
Dehnstab

Um die BEM-Steifigkeitsmatrix fir den Dehnstab zu berechnen, wahlt man an
beiden Enden des Stabes eine starre Einspannung (Abb. 3.2) und die
Randbedingungen aus (3.2). Zufolge dieser Auflagerverschiebung werden die
Knotenkrafte in den beiden Auflagern berechnet (Abb. 3.3 und Abb. 3.4).

,'=1
e
P(0) VQ q Q V. P
¥ jlé
| !
1 1

Abb. 3.3: Auflagerverschiebung links

u_,- = 1
AN
PO 7 Q 7 r R
i ivzo v
L ! L
7 7

Abb. 3.4: Auflagerverschiebung rechts

Fir den ersten Belastungsfall wird

P(0)=ETA und P(l)=—ETA, (3.10)
und fur den zweiten Belastungsfall
P(O):—% und P(l)=%. (3.11)

Werden nun die Gleichungen (3.13) und (3.14) in Matrixschreibweise dargestellt, so
ergibt sich damit die Steifigkeitsmatrix des BEM-Elementes in 1D

EA I -1
Kgenm :T {_1 1 } . (3.12)

In 1D hat die Elementsteifigkeitsmatrix die gleiche Form wie ein lineares FEM-
Element.
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3.3 Kopplung der BEM mit FEM

Um die Randelemente-Methode mit der Finiten-Elemente-Methode auch in
mehreren Dimensionen koppeln zu kbénnen missen die Randspannungen in
Knotenkrafte umgerechnet werden. Das erfolgt mit Hilfe der Massematrix, die aus
den an den Knoten angreifenden Formfunktionen berechnet wird.

Als erstes wird das Gleichungssystem so umgeformt, dass die Randspannungen auf
der einen und die Verschiebungen und Fundamentallésungen auf der anderen Seite
stehen

U'Tu=t. (3.13)

Nun werden beide Weiten mit der Massematrix multipliziert um auf der rechten Seite
Knotenkrafte zu erhalten.

MU 'Tu=Mt (3.14)

Die Gleichung (3.12) wird durch Assemblierung der einzelnen Freiheitsgrade mit
dem Gleichungssystem der Finiten-Elemente-Methode gekoppelt werden. Dies wird
in Kapitel 4 genauer erklart.

Kyem u=Pgpy

_ ., (3.15)
mt Ky =MU T und Py, =Mt
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4 Kopplung numerischer
Methoden

4.1 Uberblick

Es gibt verschiedene Arten, um FEM mit FEM bzw. FEM mit BEM zu koppeln. Die
wichtigsten werden hier kurz angefuhrt.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren wird eingesetzt, wenn sich die
Diskretisierung der zu koppelnden Gebiete am Interface unterscheiden (nicht-
konforme Kopplung) oder gleiche Diskretisierungen gewahlt wurden (konforme
Kopplung). Die Regionen werden getrennt berechnet und mit den Lagrange-
Multiplikatoren A, die physikalisch die Interface-Knotenkrafte darstellen, Uber ein
zusatzliches Gleichungssystem gekoppelt.

Der Vorteil der Methode der Lagrange-Multiplikatoren liegt darin, dass die Regionen
so berechnet werden konnen, wie sie diskretisiert wurden und es somit keiner
Anpassung der Gebiete zueinander bedarf. Aullerdem ist eine parallele Analyse
aller Regionen mdglich. Das globale Gleichungssystem bedarf keiner
eintragsweisen Assemblierung.

Alternativ kdnnen zwei Regionen iterativ miteinander gekoppelt werden. Bei dieser
Kopplungsart handelt es sich um eine indirekte Kopplung. Es ist nicht nétig, eine der
beiden Methoden umzuformen, um sie kompatibel zur anderen Methode zu machen.
Bei der iterativen Kopplung wird eine Anfangsverschiebung fur das Interface
angenommen und fir beide Regionen eingesetzt. Die getrennte Berechnung liefert
dann fir beide Regionen ein Ergebnis, das am Interface verglichen wird. Als
nachstes wird eine korrigierte Verschiebung im Interface angenommen und dieselbe
Berechnung durchgefuhrt. Diese lteration wird solange durchgefihrt, bis man ein,
bezlglich der Genauigkeit, zufriedenstellendes Ergebnis erreicht hat.

Ein Vorteil bei der iterativen Kopplung ist, dass die gekoppelten Regionen als Black-
Box behandelt werden und nur Ergebnisse miteinander verglichen werden. Der
Nachteil liegt aber darin, dass die Iteration rechenintensiver ist, je genauer man die
Ergebnisse berechnen moéchte bzw. besondere Vorkehrungen fir eine gute
Konvergenz getroffen werden mussen.

Die konforme Kopplung mittels Schur-Komplement (kondensierte
Steifigkeitsmatrizen) mit Assemblierung eines globalen Gleichungssystems zur
Lésung am Interface ist der Hauptteil dieser Arbeit und wird im folgenden Kapitel
erklart.
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4.2 Statische Kondensation

Beim Aufstellen, der in der statischen Kondensation (Przemieniecki, 1968)
verwendeten Gleichungen, wird angenommen, dass die Steifigkeitsmatrix und die
zugehdrigen Verschiebungs- und Kraftvektoren in folgender Form unterteilt sind

(')
ci cc c c_|

Dabei sind U; die Verschiebungsvektoren, die man beibehalten und U, jene, die man
hinauskondensieren mochte. Die Matrizen K;;, K;. und K., sowie die Vektoren P; und
P. werden entsprechend den Verschiebungsvektoren U; und U, aufgestellt. Der
Index i steht fur Grélken am Interface und der Index c fir Grofen in der Region die
kondensiert wird.

Das Gleichungssystem (4.1) lasst sich auch folgendermalen darstellen:

K; U, +Kic Uc =P (4.2)

Kci Ui +ch Uc = Pc (43)
Die zweite Matrixgleichung (4.3) liefert nach U, umgeformt

U =K (P.-K,U,). (4.4)

(4.4) in (4.2) eingesetzt, ergibt das Schur-Komplement System

(Kii - K, K;cl Kci) U, =P —K, K;cl P,

(4.5)
K'U =P

K" wird als Schur-Komplement bezeichnet und wandelt die Knotenverschiebungen
U; in kondensierte Knotenkréfte P* um.

4.3 Assemblierung

4.3.1 Allgemein

Durch die Assemblierung erhalt man die globale Steifigkeitsmatrix K und den
globalen Kraftevektor P . Somit ergibt sich das Gleichungssystem zu

Ku=P. (4.6)
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4.3.2 Kopplung von mehreren Regionen

Die Kopplung von mehr als 2 Regionen erfolgt prinzipiell wie in den nachfolgenden
Beispielen.

Fir jede Region wird die Steifigkeitsmatrix aufgestellt. Diese wird dann wie in (4.1) —
(4.5) umsortiert und kondensiert. Danach koénnen alle kondensierten
Steifigkeitsmatrizen, die nur mehr die Interface-Knoten-Freiheitsgrade beinhalten,
zur Gesamtsteifigkeitsmatrix assembliert werden. Derselbe Ablauf gilt auch fur die
Knotenkrafte.

Nun erhalt man das Gleichungssystem (4.6) mit der Grofe der Anzahl der Interface-
Knoten-Freiheitsgrade. Die Lésung des Gleichungssystems ergibt die
Verschiebungen in den Interface-Knoten.

Um die Verschiebungen der Knoten in den Regionen zu erhalten, werden fir jede
Region getrennt die bereits bekannten Interface-Knoten-Verschiebungen in die
Gleichung (4.4) eingesetzt.

4.4 Beispiele

4.4.1 Kopplung FEM — FEM am Beispiel eines 1D Dehnstabes

In diesem Kapitel wird die Kopplung mit statischer Kondensation anhand eines 1D
Dehnstabes gezeigt.

Dafir wird der Dehnstab in zwei Regionen (4 und Q,) geteilt und mit jeweils drei
finiten, linearen Elementen diskretisiert (Abb. 4.1). Der Knoten zwischen den beiden
Regionen (I') ist der Interface-Knoten. Die einzelnen Elemente haben die Lange h,
den Elastizitatsmodul E und die Flache A. Am Ende des Stabes greift eine Kraft P
an. Die Region 2 wird hier kondensiert und mit der Region 1 gekoppelt. Die
Berechnung erfolgt fir beide Regionen mit der Methode der finiten Elemente.

4Lh4Lh4Lh4Lh4Lh4Lh4L

Abb. 4.1: Beispiel eines 1D Dehnstabes (Kopplung FEM — FEM)
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4.4.1.1 Aufstellen der Steifigkeitsmatrizen und Kraftevektoren

Die Elementsteifigkeitsmatrix fur lineare Elemente aus der Gleichung (2.38) wird in
die globalen Steifigkeitsmatrizen fir die Region 1 (Q4) und die Region 2 ()
assembliert.

I -1 0 0
E4 | -1 2 -1 0

K! = 4.7
gl 0 -1 20 -1 @)
0 0 -1 1
1 -1 0 0
EA4 | -1 2 -1 0
K’ u=—" 4.8
e A N | (48)
0 0 -1 1
Der Kraftevektor wird ebenfalls fir die beiden Regionen getrennt aufgestellt.
0 0
. 10 , |0
P = P’ = (4.9)
0 0
0 P

4.4.1.2 Statische Kondensation

Nun wird die globale Steifigkeitsmatrix der Region 2 auf das Interface (Knoten 3)
kondensiert. Dazu teilt man diese Matrix in die vier Matrizen K;, K., K und K. auf.
In der Matrix K sind somit nur mehr Steifigkeiten des Knotens 3. Der Kraftevektor
der Region 2 wird in die beiden Vektor P; und P, aufgeteilt.

1 @ -1 0 0 | Knoten 3

K2 opa = % -1 : 2 -1 0 | Knoten 4 (4.10)
0 : -1 2 —1 | Knoten 5
0 0 -1 1 | Knoten 6
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1]

ii

h
- %-[—1 0 0]
= K'!
y 2 -1 0
K. = E— -1 2 -1
0 -1 1
(0] Knoten 3
2 Pi
P = P =| 0 | Knoten 4
¢ 0 | Knoten 5
| P Knoten 6

(4.11)

(4.12)

Als nachstes kann man nun die kondensierte Steifigkeitsmatrix K* (Schur-
Komplement) und den kondensierten Kraftevektor P* berechnen. Dazu setzt man

die einzelnen Matrizen in die Gleichungen (4.5) ein.

2 -1
K*=%-[1]—%-[—1 0 0] L
h h
0 -1
2 -1
P*:[o]—@ [-1 0 0] LN
0 -1

4.41.3 Assemblierung

0

-1

1

0

-1

1

-l

-1

EA

=20 00 |=

1o |-[o]
0

—1 O
0|=[P] 413
P

Jetzt kann die volle Steifigkeitsmatrix bzw. der Kraftevektor fur die Region 1 mit den
kondensierten Steifigkeiten bzw. Kraften der Region 2 aufgestellt werden. Dazu
werden jeweils die kondensierten Steifigkeiten bzw. die kondensierten Krafte der

Region 2 beim Knoten 3 addiert.

1 -1 0 0 | Knoten 0
IA(:E~ -1 2 -1 0 | Knoten 1
h 0 -1 2 -1 | Knoten 2
0 0 -1 1+0 | Knoten 3
0 Knoten 0
P 0 Knoten 1
0 Knoten 2
0+ P | Knoten 3
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Da der Dehnstab am linken Rand eingespannt ist, ist die Verschiebung im Knoten 0
gleich null. Diese Dirichlet-Randbedingung wird im nachsten Schritt beriicksichtigt.

4 2 -1 0 | Knoten 1
K:7~ -1 2 —1| Knoten 2
0 -1 1 | Knoten 3
(4.15)
0| Knoten 1
P=|0| Knoten 2
P | Knoten 3
4.41.4 Lodsen des Gleichungssystems
Nun kann das Gleichungssystem geldst werden.
KU'=P = U =K'P (4.16)
L2 o "o AN
T 2 B R S 0|=—-:2P|=|u, (4.17)
h EA
0 -1 1 P 3P u,

4.41.5 Rickrechnung der Verschiebungen in Region 2

Um die Knotenverschiebungen der Region 2 zu erhalten, muss das Ergebnis der
Knotenverschiebung des Knotens 3 in die Gleichung (4.4) als U; eingesetzt werden.

U =K (P.-K,U,) (4.18)
R “To R L [4P] (s
U =22 -1 2 -1 0-=—=- 0| —[3P]|=—-|5P|=|u, | (4.19)
h h EA EA
0 -1 1 P 0 6P| \u,

4.41.6 Uberpriifung der Ergebnisse

Um die Ergebnisse uberprufen zu kénnen, wird als Kontrolle das oben stehende
Beispiel ohne statische Kondensation mit nur einer Region gerechnet. Hierfir stellt
man die Gesamtsteifigkeitsmatrix und den gesamten Kréftevektor
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2 -1 0 0 0 O 0

-1 2 -1 0 0 O 0

E4 0 -1 2 -1 0 O 0
Kglobal = 7 0 O _ 1 2 _ 1 O Pglobal = 0 (420)

o 0 o0 -1 2 -1 0

L0 0 0 0 -1 1| P |

auf. Die Dirichlet-Randbedingungen wurden bei der Gesamtsteifigkeitsmatrix und
dem Kraftevektor bereits berlicksichtigt. Das Gleichungssystem kann nun wieder
wie oben geldst werden.

K U P

global

-1
= Uglobal = (Kglobal) Pglobal (421)

global global =

1P
2P

_ h | 3P
global — EA 4P
5P
6P

U (4.22)

Die Berechnung stimmt aul3erdem mit der exakten Lésung von (2.13) Uberein.

4.4.2 Kopplung BEM - FEM am Beispiel eines 1D Dehnstabes

In diesem Beispiel, das eigentlich dem Beispiel in Kapitel 4.4.1 entspricht, wird die
FEM-Region auf das Interface kondensiert und zur BEM-Steifigkeitsmatrix (aus
Kapitel 3.1) assembliert.

4|’ 3h /!,h/]\,h!h/!,

Abb. 4.2: Beispiel eines 1D Dehnstabes (Kopplung BEM — FEM)
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4.4.21 Aufstellen der Steifigkeitsmatrizen und Kréaftevektoren

Fur die FEM-Region werden die bereits kondensierte Steifigkeitsmatrix und der
kondensierte Kraftevektor aus (4.12) verwendet. Die BEM-Steifigkeitsmatrix wurde
bereits im Kapitel 3.1 hergeleitet und hat fir dieses Beispiel die Form

EA{ 1 —1:| Knoten 0
= (4.23)

BEM _3_h -1 1 Knoten 1 .

Als nachstes kann die Dirichlet-Randbedingung (Einspannung am linken Stabende)
in (4.22) berucksichtig werden.

_EA [1]

=— Knoten 1 4.24
BEM 3h ( )

Da in der BEM-Region keine Knotenkrafte auftreten, ist der Kraftevektor

P, =[0]. (4.25)

4.4.2.2 Assemblierung

Die BEM- und die kondensierte FEM-Steifigkeitsmatrix werden nun zur
Gesamtsteifigkeitsmatrix K und die Kraftevektoren zu einem Gesamtkraftevektor
P assembliert.

~ . EA
K =Koy + Ky =5~ [1] Knoten 1 (4.26)
P=P,,, +P., =[P] Knoten 1 (4.27)
4.4.2.3 Lodsen des Gleichungssystems
Die Lésung des Gleichungssystems
Ku=P = u=K'P (4.28)
ergibt
3h
u J=— P. 4.29
(u)=— (4.29)
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4.4.2.4 Riickrechnung der Verschiebung in der FEM-Region

Die Ruckrechnung der Verschiebungen in der FEM-Region erfolgt analog zu Kapitel
4.4.1.5. Man erhalt somit

u, \ 4p

us |=—-| SP 4.30
s 17 g (4.30)

U 6P

4.4.2.5 Uberpriifung der Ergebnisse

Ergebnisse stimmen mit denen des Beispiels vorher (4.16) und (4.18) bzw. (4.21)
und mit der exakten Lésung (2.13) Uberein.

4.4.3 Kopplung FEM — FEM am Beispiel eines 2D Biegebalkens

Da es beim 1D Dehnstab nur einen Kopplungsknoten gibt, missen die Matrizen
nicht umgeordnet werden. Dieses einfache 2D Beispiel mit zwei linearen Elementen
dient dazu, die Matrizen-Umsortierung bei der statischen Kondensation etwas naher
zu erklaren (Hughes, 2000).

Auch in diesem Beispiel wird nur die Region 2 auf die beiden Interface-Knoten
kondensiert. Es wird wieder die Finite Elemente Methode fir beide Regionen
angewandt.

DNMNNNN
=
N
[~]

Abb. 4.3: Beispiel eines 2D Biegebalkens (Kopplung FEM — FEM)

Fir dieses Beispiel wurden folgende Werte angenommen:

Elastizitatsmodul: E = 1,0 kN/m?
Poissonzanhl: p=0,0

Dicke: d=1,0m
Abmessungen: h=1,0m
Kraft: P =10,0 kN
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4.4.3.1 Aufstellen der Steifigkeitsmatrizen und Kraftevektoren

Fir beide Regionen wird jeweils die Steifigkeitsmatrix aufgestellt. Die
Elementsteifigkeitsmatrix erhalt man wie in Kapitel 2.2.8 beschrieben aus der
Gleichung (2.62).

4 1 -2 -1 =2 -1 0 1] Ilok.Knoten 1(x)

1 4 1 0 -1 -2 -1 -2 Iok.Knoten 1(y)

-2 I 4 -1 0 -1 -2 1 | lok. Knoten 2 (x)
K, - 1 -1 0 -1 4 1 -2 1 -2 | lok. Knoten 2 (y) (4.31)

lok. Knoten 3 (x)

-1 -2 -1 -2 1 4 1 0| lok. Knoten 3 (y)

0 -1 -2 1 -2 1 4 —1| lok.Knoten 4 (x)

1 -2 1 -2 -1 0 -1 4| lok.Knoten 4 (y)

[o¢)
|
[\
|
[
(=)
[
N
[
|
[\
|
[

Die lokalen Knoten sind Uber eine Inzidenzliste den globalen Knoten zugeordnet.

lokale Knoten-Nr. globale Knoten-Nr.

1 2
2 3
3 6
4 5

Tabelle 4.1: Zuordnung lokale — globale Knotennummern

4 3
o O

(o, O
1 2

Abb. 4.4: lokale Knotennummerierung am linearen FEM-Element in 2D
Fir die Region 2 wird die Elementsteifigkeitsmatrix in die vier Matrizen K;, K., K
und K, aufgeteilt. Dazu muss die Elementsteifigkeitsmatrix so umgeordnet werden,

dass Werte zu den Interface-Knoten 2 und 5 in K;;, und Werte der Regionsknoten 3
und 6 in K, liegen.

Somit ergibt sich die globale Steifigkeitsmatrix der Region 2 mit

2 I<ii Kic
K*= (4.32)
Kci ch
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4 1 0 1 : =2 -1 =2 =11 Knoten 2 (x)

1 4 -1 -2 : 1 0 -1 =2 Knoten 2 (y)

0o -1 4 -1 : -2 1 -2 1 Knoten 5 (x)

| 1 -2 -1 4 : 1 -2 -1 0 Knoten 5 (y)

K*? =3 : (4.33)

-2 1 -2 r: 4 -1 0 -1 Knoten 3 (x)

-1 0 1 -2 : -1 4 1 =2 Knoten 3 (y)

-2 -1 -2 -1 : 0 1 4 1 Knoten 6 (x)

| -1 -2 1 0 : -1 =2 1 4 | Knoten 6(y) .

Der Kraftevektor wird wie in (4.11) in einen Interface-Kraftevektor und einen
kondensierten Kraftevektor aufgeteilt

Knoten 2 (x)

Knoten 2 (y)

Knoten 5 (x)

P Knoten 5 (y)

Pzz{ i}: (4.34)
Knoten 3 (x)

Knoten 3 (y)

Knoten 6 (x)

-10 Knoten 6 (y) .

S O O O

4.4.3.2 Statische Kondensation

Als nachstes kann das Schur-Komplement und der kondensierte Kraftevektor
berechnet werden.

o 0 0 O Knoten 2 (x)
. 0 1 0 - Knoten 2

K =K, K, KK, =~ e 200 (439)

31 0 0 O O Knoten 5 (x)

0 -1 0 1 | Knoten 5(y)

—60 | Knoten 2 (x)
. —40 | Knoten 2

P =P-K K'P _1 noten 2 (7) (4.36)

i fe Thee Te T 45 | Knoten 5 (x)
—20 | Knoten 5 (y)
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4.4.3.3 Assemblierung

Die Steifigkeitsmatrix der Region 1 wird mit dem Schur-Komplement assembliert
und der globale Kraftevektor aufgestellt. Die Dirichlet-Randbedingungen wurden
bereits berlcksichtigt, deshalb hat die globale Steifigkeitsmatrix nur mehr die Grolle
4x4.

0.5 ~0.125 0 ~0.125
e ~0.125 05+0333 0.125 -025-0.333
) 0.125 0.5 0.125
~0.125 -025-0.333 0.125 0.5+0.333
(4.37)
—60
. 4
p_L|—40
6| 45
-20

4.4.3.4 Losen des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem entspricht dem, des Beispiels in Kapitel 4.4.1.4 (Gleichung
(4.15)).

-60 Knoten 2 (x)
- - A .~ | —81.176 | Knoten 2
KU'=P = U'=K"'P= ’ noten 2 (y) (4.38)
60 Knoten 5 (x)

—78.824| Knoten 5 (y)

4.4.3.5 Rickrechnung der Verschiebungen in Region 2

Um die restlichen Verschiebung der Knoten 3 und 6 in Region 2 zu erhalten,
mussen die bereits bekannten Verschiebung der Knoten 2 und 5 in

—-80 Knoten 3 (x)
—232.941| Knoten 3
U = K (P-K,U))= oten 3.7 (4.39)
80 Knoten 6 (x)

—247.059 | Knoten 6 (y)

eingesetzt werden.
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4.4.3.6 Uberpriifung der Ergebnisse

Um die Ergebnisse uberprifen zu kdonnen, wird als Kontrolle das oben stehende
Beispiel ohne statische Kondensation mit nur einer Region gerechnet. Hierfir stellt
man die Gesamtsteifigkeitsmatrix (4.31) und den gesamten Kraftevektor (4.32) auf.
Die Dirichlet-Randbedingungen sind bereits berlcksichtigt.

8 0 -2 -1 0 0 -2 -—11| Knoten 2 (x)
0 8 I 0 0 -4 -1 -2 | Knoten 2(y)
-2 1 4 -1 -2 1 0 -—1| Knoten 3 (x)
-1 0 -1 4 1 -2 1 -2 | Knoten 3 (y)

Kglohal =— (4.40)
8 0 0 -2 1 8 0 -2 1 | Knoten 5 (x)
0 -4 1 -2 0 8 -1 0| Knoten 5(y)
-2 -1 0 1 -2 -1 4 1 | Knoten 6 (x)
-1 -2 -1 =2 1 0 1 4| Knoten 6 (y)
[ 0] Knoten 2 (x)
0 | Knoten 2 (y)
0 | Knoten 3 (x)
0 | Knoten 3
Pyiobar = poten 3. (4.41)
0 | Knoten 5 (x)
0 | Knoten 5 (y)
0 | Knoten 6 (x)
| —10 | Knoten 6 (y)
Die L6sung des Gleichungssystems ergibt
Kglobal Uglobal = Pglobal = Uglobal = (I<global)_1 Pglobal (442)
[ —60 1 Knoten 2 (x)
—-81.176 Knoten 2 (y)
-80 Knoten 3 (x)
—232.941 Knoten 3
Uyt = noten 3. (4.43)
& 60 Knoten 5 (x)
—78.824 Knoten 5 (y)
80 Knoten 6 (x)
| —247.059 | Knoten 6 (y)

und stimmt mit der gekoppelten Berechnung in (4.29) und (4.30) Uberein.

Konforme Kopplung von BEM und FEM mit Hilfe statischer Kondensation 35



36

Konforme Kopplung von BEM und FEM mit Hilfe statischer Kondensation



5 Numerische Losung des

Gleichungssystems

Wie schon in Kapitel 2 hergeleitet, hat das FEM-Gleichungssystem die Form
Ku=P. (5.1)

In der Berechnung sind die Steifigkeitsmatrix und der Kraftevektor bekannt. Somit
kann man sich durch Umformen die Verformungen u berechnen.

u=K'P (5.2)

Fir die symbolische Loésung des Gleichungssystems ist die Inverse der
Systemmatrix in Gleichung (5.2) nétig. Der numerische Aufwand zur Berechnung
der Inversen (siehe Abb. 5.1) hat die asymptotische Ordnung O(n’), wobei n die
Anzahl der Spalten bzw. Zeilen ist (Meister, 2008).

Lineare Gleichungssysteme konnen mit Hilfe von iterativen Losungsalgorithmen
(0(’)) bzw. mit Matrix-Faktorisierung (O@’)) gelést werden. Eine Mdglichkeit der
Matrix-Faktorisierung fur symmetrische FEM-Systemmatrizen ist die Cholesky-
Zerlegung (Meister, 2008).

Aufwand
1E+09
100000000
10000000
1000000
,—-—'___.-
100000
10000 —iterative
/ Lésungsalgorithmen
1000 / — —Matrix-
100 — | Faktorisierung
/ numerische
10 / Berechnung
1
0,1
0,01

0 200 400 600 800 1000 Freiheitsgrade

Abb. 5.1: Asymptotischer Rechenaufwand zur Lésung des Gleichungssystems
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5.1 Losung mittels Cholesky-Zerlegung

Bei der Cholesky-Zerlegung handelt es sich um ein direktes Verfahren zur Lésung
eines linearen Gleichungssystems (Meister, 2008). Unter Vernachlassigung von
Rundungsfehlern kann die Ldosung in endlich vielen Schritten exakt berechnet
werden. Die Cholesky-Zerlegung wird nur fir symmetrische, positiv definite Matrizen
angewandt.

Die zu invertierende Matrix K (€ R"") wird daher in folgender Form (5.3) dargestellit.
K=LL" (5.3)

L (¢ R7™) wird als untere Dreiecksmatrix bezeichnet und wird mittels Cholesky-

Faktorisierung ermittelt. Der nachste Schritt zur Lésung des Gleichungssystems ist
die Vorwartselimination. Dabei wird ein Hilfsvektor y als Zwischenlésung eingefuhrt.

LP=y (5.4)

Durch Rickwartselimination (5.5) erhalt man die unbekannten Verschiebungen u
und somit die Losung des Gleichungssystems.

L'u=y (5.5)

Durch die Wahl eines geeigneten Matrix-Formats kann der numerische Aufwand fur
die bendtigten Matrix-Operationen sowie der Speicherbedarf reduziert werden. Bei
der Implementierung in BEFE++ wurde die Matrix-Bibliothek CHOLMOD flr
sparliche Matrizen und der dazugehérigen Algebra verwendet. Diese Bibliothek
kommt auch im Programm Octave zur Anwendung.

5.2 Losung des Block-Systems

5.2.1 Losung des FEM-Block-System

Um die Gleichungen (4.4) und (4.5) I6sen zu kdnnen, wird eine Hilfsmatrix bzw. ein
Hilfsvektor zur Berechnung von Zwischenldsungen eingefuhrt. Der linke Teil der
Gleichung (4.5), das Schur-Komplement, wird mit

K" = Kii -K ic K ;cl K ci (5.6)

berechnet.
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Far das Matrix-Matrix-Produkt (5.7) wird die Hilfsmatrix H, eingefuhrt.

K. K,;=H, (5.7)
Durch Umformen erhalt man

K. .H =K,. (5.8)
Die Matrix

K, =LL" (5.9)

wird faktorisiert (Kapitel 5.1) und H; durch Vorwarts- und Rickwartseinsetzen
berechnet.

Danach erfolgt die Berechnung der rechten Seite des kondensierten Kraftevektors
aus (4.5).

P'=P,-K,K_P, (5.10)
Fur das Matrix-Vektor-Produkt wird ein Hilfsvektor H, eingefihrt.
K_!P ,=H, (5.11)
Durch Umformen erhalt man
K.H,=P, (5.12)

und H, kann berechnet werden.

Um die Verschiebungen in der Region berechnen zu kénnen (4.4) wird wiederum
die Einfuhrung eines Hilfsvektors bendtigt. Da es sich hier wieder um ein Matrix-
Vektor-Produkt handelt, kdnnen die Schritte der Gleichungen (5.11) und (5.12)
wiederholt und somit das Gleichungssystem geldst werden.

5.2.2 Loésung des gekoppelten Gesamtsystems

Das gekoppelte Gesamtsystem ist in Gleichung (4.6) dargestellt. Die
Gesamtsteifigkeitsmatrix am Interface ist bei der Kopplung von FEM mit FEM voll
besetzt und symmetrisch. Zur Lésung des Gleichungssystems kann die Cholesky-
Zerlegung angewendet werden (Kapitel 5.1).

Bei der Kopplung von BEM mit FEM ist die assemblierte Gesamtsteifigkeitsmatrix
voll besetzt jedoch unsymmetrisch. Um das Gleichungssystem l6sen zu koénnen,
wird die Systemmatrix in eine untere und eine obere Dreiecksmatrix zerlegt (LU-
Faktorisierung) (Meister, 2008).

K=LU (5.13)

Die Losung des Gleichungssystems erfolgt analog zur Lésung mit Cholesky-
Zerlegung in (5.4) und (5.5). Die ober Dreiecksmatrix U ersetzt dabei die Matrix L.
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6 Beispiele

6.1 Kragtrager und Vergleich mit dem Bernoulli-
Balken

Die numerische Studie wurde anhand eines Kragtragers mit verschiedenen
Kopplungen und Diskretisierungen durchgefiihrt und mit der analytischen Losung
des Bernoulli-Balkens verglichen. Die Abmessungen (L 6,40m; B 0,30m; H 0,80m),
die Belastung von 40 kN und das Material (Stahl) wurden immer gleich gehalten.
Folgende Beispiele wurden gewahilt:

a) Einzelregion: BEM (BE)
b) Einzelregion: FEM (FE)
c) Zwei Regionen: FEM — FEM (FEFE)
d) Zwei Regionen: BEM — FEM (BEFE)

Der Kragtrager wurde mit einem groben (Abb. 6.1) und einem feinen Netz (Abb. 6.2)
bzw. mit linearen und quadratischen Elementen diskretisiert (Tabelle 6.1).

Diskretisierung | Unterteilung Elementtyp

grob 32x4x2 linear
grob 32x4x2 quadratisch
fein 64x8x4 linear
fein 64x8x4 quadratisch

Tabelle 6.1: Diskretisierungen

i

Abb. 6.2: feine Diskretisierung
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Die Ergebnisse der Berechnungen der vier Beispiele (BE, FE, FEFE und BEFE) mit
quadratischen Elementen und grober Diskretisierung werden in Abb. 6.3 gezeigt.

0
I -0.00014368
-0.00028735

- -0.00043103

- -0.0005747
-0.00071838

- -0.00086205
-0.0010057
-0.00114%4

-0.0012831

0

l -0.00014589

! 0.00029179

£ -0.00043768

- -0.00058357

| -0.00072847

- -0.00087536
-0.0010213
-0.0011671

-0.001313

0
l -0.00014589
! 0.00029179
--0.00043768
- -0.00058357
| -0.00072947
- -0.00087536
-0.0010213
-0.0011674

-0.001313

0

l -0.00014574

! -0.00029149

£ -0.00043723

- -0.00058297

| -0.00072872

- -0.00087446
-0.0010202
-0.0011659

-0.0013117

Abb. 6.3: graphische Berechnungsergebnisse (Durchbiegungen: Faktor x500)

In Tabelle 6.2 werden die maximalen Durchbiegungen der vier Beispiele, die in Abb.
6.3 dargestellt sind, mit dem Bernoulli-Balken verglichen.

Beispiel Abweichung
BE -0,54%
FE 1,00%

FEFE 1,00%
BEFE 0,85%

Tabelle 6.2: Abweichungen der Biegelinien vom Bernoulli-Balken
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0 1 2 3 4 5 6 Linge [m]

-0,0002 \\

-0,0004 BE
\ FE

-0,0006 \ J—

-0,0008 - - BEFE

\ —DBernoulli
-0,001 \
-0,0012

N

-0,0014

Durchbiegung [m]

Abb. 6.4: Vergleich der Biegelinien (linear 32x4x2)

In Abb. 6.4 ist zu erkennen, dass alle Biegelinien gut mit dem Bernoulli-Balken
Ubereinstimmen.

Im nachsten Diagramm (Abb. 6.5) werden die verschiedenen Diskretisierungen am
Beispiel der Kopplung FEFE dargestellt.

0 . . . T Lénge [m]

-0,0002

-0,0004 \ —linear 32x4x2
\ —linear 64x8x4

-0,0006

quadratisch

-0,0008 \ 32x4x2
\ quadratisch
-0,001 b4x8x4

— Bernoulli

-0,0012

-0,0014
Durchbiegung [m]

Abb. 6.5: Vergleich der Diskretisierungen anhand des FEFE Beispiels

In Abb. 6.5 sieht man, dass die Diskretisierung mit linearen Elementen bereits mit
einem groben Netz eine gute Naherung der Biegelinie an die des Bernoulli-Balkens
ergibt. Alle Abweichungen der maximalen Durchbiegung zur Bernoulli-Theorie sind
kleiner als 3%. Die Implementierung der Kopplung in BEFE++ liefert also richtige
Ergebnisse.
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6.2 Performance-Test

Eine weitere numerische Studie wurde beziglich der Rechenzeiten durchgefihrt.
Hierflir wurde die Anzahl der Kopplungen je Beispiele (Abb. 6.6) folgend gewahit:

a) BEM-FEM
b) BEM-—2x FEM
c) BEM - 4x FEM

AN
E
E

3% | a2 |

R

NN
B
B
E

/!’ 1o /l|, 180 /l|, 180 /lL
7
Z [=][=]=[=]'
/ BEM M | e | FEm | A l 8
7

4L 320 4L 080 4L 080 4L 080 41, 080 4L

Abb. 6.6: Beispiele fiir Performance-Test

Diese Beispiele wurden mit verschiedenen Diskretisierungen berechnet und
ausgewertet. Alle Berechnungen wurden am Rechenserver des Instituts mit nur
einer CPU durchgeflhrt.

Die ersten beiden Vergleiche (Abb. 6.7 und Abb. 6.8) zeigen die Veranderung der
Berechnungszeit der Faktorisierung von K. Die Rechenzeiten der einzelnen
Regionen wurden jeweils zusammengezahlt. Da die grobe Diskretisierung (32x4x2
Elemente) nur Rechenergebnisse im Millisekunden-Bereich lieferte wurde diese
nicht in dieser Auswertung berlcksichtigt. Stattdessen wurde das FE-Netz nochmals
verfeinert (128x16x8 Elemente).
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Zeit [sec]
2,5
*
2
-
1,5 + mittlere
Diskretisierung
(64x8x4)
1 *+
0,5
0 T T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12
Interface Dofs / Region Dofs

Abb. 6.7: Faktorisierung von K. bei mittlerer Diskretisierung

Zeit [sec]
500
450
\|
400
u feine

350 Diskretisierung

= (128x16x8)
300
250 =
200 T T T T T 1

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
Interface Dofs / Region Dofs

Abb. 6.8: Faktorisierung von K. bei feiner Diskretisierung

Die Rechenzeit zur Faktorisierung von K. nimmt also bei ansteigender Anzahl der
Freiheitsgrade am Interface ab. Da die Anzahl der Freiheitsgrade gesamt gleich
bleibt und sich die Anzahl der Freiheitsgrade am Interface je Beispiel vergroRert,
wird die K. Matrix einer einzelnen FEM-Region kleiner und der Aufwand fir die
Faktorisierung geringer.
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Nun wird die Faktorisierung der assemblierten Gesamtsteifigkeitsmatrix verglichen.

Zeit [sec]

0,5

0,45

0,4

0,35

0,3

0.25 + mittlere
Diskretisierung
0,2 (64x8x4)

0,15

0,1

0,05 *

O h T @ T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Interface Dofs / Region Dofs

Abb. 6.9: Faktorisierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix bei mittlerer Diskretisierung

Zeit [sec]
20

18 -

16

14

12

u feine
10 Diskretisierung
(128x16x8)

0 - = . :

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Interface Dofs / Region Dofs

Abb. 6.10: Faktorisierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix bei feiner Diskretisierung

Wenn sich die Anzahl der Interface-Knoten vergréRert, nimmt die Zeit zur
Faktorisierung der assemblierten Gesamtsteifigkeitsmatrix mit der Ordnung O(’) zu.
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Abschliel3end wurde ein Vergleich der gesamten Rechenzeit durchgefihrt.

400

350

300

250

200

150

100

50

Zeit [sec]

+ mittlere
Diskretisierung
64x8x4

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Interface Dofs / Region Dofs

Abb. 6.11: gesamte Rechenzeit bei mittlerer Diskretisierung

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

0

Zeit [sec]

+ feine
Diskretisierung
(64x8x4)

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
Interface Dofs / Region Dofs

Die gesamte Rechenzeit (fur eine CPU) schwank maximal um 1-9% und ergibt also
keine wesentliche Beschleunigung der Berechnung. Da die einzelnen Schur-
Komplemente aber parallel berechnet werden kdnnen und die Losung des globalen
Gleichungssystems mit einem parallelen Blockldser erfolgen kdnnte, wirde sich die

Berechnung

Abb. 6.12: gesamte Rechenzeit bei feiner Diskretisierung

unter Verwendung mehrerer CPUs beschleunigen.
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7 Zusammenfassung und
Ausblick

Die Kopplung der Randelemente-Methode mit der Finiten Elemente Methode zeigt
sich in der Praxis fur viele Problemstellungen als sehr sinnvoll. Durch Anwendung
der Methode der statischen Kondensation verkleinert sich das globale
Gleichungssystem auf die Anzahl der Freiheitsgrade am Interface. Wahlt man fir
die jeweilige Methode ein geeignetes Matrixformat fir das Schur-Komplement, so
optimiert sich der numerische Aufwand. Die globale Systemmatrix ist immer voll
besetzt.

Je mehr Gebiete gekoppelt werden und je groRer das Interface wird, desto grof3er
ist die globale Gesamtsteifigkeitsmatrix. Damit erhoht sich der numerische Aufwand
fur die Faktorisierung. Die statische Kondensation auf das Interface wird daftr aber
schneller. Die gesamte Rechenzeit bleibt fir die gewahlten Beispiele bei einer CPU
annahernd gleich.

Um die Berechnung zu beschleunigen kénnen die Schur-Komplemente der
einzelnen Regionen parallel berechnet werden. Durch Anwenden eines parallelen
Blocklésers kann die Gesamtrechenzeit unter Verwendung mehrerer CPUs verklrzt
werden.
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Octave: http://www.gnu.org/software/octave/ (18.01.2010)

Matlab: http://www.mathworks.com/index.html (18.01.2010)

Cholmod:  http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/cholmod/ (18.01.2010)
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