Erlauterungen zu den vorstehenden Fragmenten
von R. Dedekind.

Die Entstehungszeit (September 1852) des ersten der beiden Frag-
mente macht es wahrscheinlich, dass Riemann darauf ausging, fiir
die Abhandlung iiber die trigonometrischen Reihen Beispiele von
Functionen zu finden, die unendlich oft in jedem Intervall unstetig
werden, und es ist moglich, dass die zweite Untersuchung, welche sich
auf einem kaum leserlichen Blatt findet, demselben Zwecke dienen sollte.
Die hier von Riemann benutzte Methode zur Bestimmung des Ver-
haltens der in der Theorie der elliptischen Functionen auftretenden
Modulfunctionen fiir den Fall, dass das complexe Periodenverhiltniss

sich einem rationalen Werthe nithert, gestattet aber eine sehr inter-
essante Anwendung auf die sogenannte Theorie der unendlich vielen
Formen der #-Functionen, nemlich auf die Bestimmung der bei der
Transformation erster Ordnung auftretenden Constanten, welche be-
kanntlich von Jacobi und Hermite auf die Gauss’schen Summen,
also auf die Theorie der quadratischen Reste zuriickgefiihrt ist. Da
ich diese Bemerkung erst in den letzten Tagen vor dem Abdruck ge-
macht habe, so ist keine Zeit iibrig geblieben, die Correctheit der -
Riemann’schen Formeln in den reellen Theilen genau zu priifen; da
sie sich aber siimmtlich aus der im Folgenden angedeuteten Unter-
suchung ergeben miissen, so wird hoffentlich ihre Mittheilung auch ohne
diese Priifung gerechtfertigt erscheinen.

Den Mittelpunkt der Theorie dieser Modulfunctionen, welche man
auch ganz unabhiingig von der der elliptischen Functionen aufstellen
kann, bildet gewissermaassen die Function

@ 1
(@) =111 — 1*) = ¢" I(1 — ¢*)
wo zur Abkiirzung
iz — 1%
gesetzt ist, und wo.das Productzeichen sich auf alle positiven ganzen
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Zahlen v erstreckt. Da diese Function der complexen Variablen
© = z -+ yi, deren Ordinate y stets positiv ist, im Innern des hier-
durch begrenzten, einfach zusammenhingenden Gebietes nirgends Null
oder unendlich gross wird, so sind auch alle Potenzen von (@) mit
beliebigen Exponenten, und ebenso log#n(®) durchaus einwerthige
Functionen von ®, sobald ihr Werth an einer bestimmten Stelle fest-
gesetzt ist. Die Function log (@) soll dadurch definirt werden, dass,

wenn ¥y iiber alle Grenzen wiichst, also ¢ = 1% unendlich klein wird,

[0 2%

logn(0) — 45 =0
wird. Nun ist bekanntlich (Fundam. nova §. 36.)

120) 7(2) 7 (A12) = 1% (@),

yE— 1% yg 1ea)

A(52)
VE_ s
i 7@

aléo nach der obigen Festsetzung:

i

1 ® -
logn(2w) +}ogn(%) 5= logn(—“;—--) =7, + 3logn(e)
logh — logd 4+ = + 4logy (2@) — 4logy(112) -

- 3 ® 1
logk=%’+4logn(?)—4logn( -}2-.») i

log = — %i-|— 410gn(1tm) — 2logn(w)

-

wo die Logarithmen linker Hand (wie in den Fund. nova §. 40) als
einwerthige Functionen von o so definirt sind, dass

logk — log4 — 2™ —logk — log4 V4,

(M

log k' und log 2%

mit ¢ unendlich klein werden.

Aus diesem Verhalten der Functionen -ergiebt sich nun mit Hiilfe
der Transformation erster Ordnung der &-Functionen ihr Verhalten
bei Anniiherung von @ an einen reellen rationalen Werth, also bei
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Anniherung von ¢ an eine bestimmte Einheitswurzel g, (die irratio-
nalen reellen Werthe gehoren in gewissem Sinne gar nicht mit zur
Begrenzung des Gebietes der Variablen ®). Setzt man

AR S e+ FHEHD )

— 0
w

= 29(@) sin 2z (1 — 127 +5)(1 — 127—%)

so wird, wenn man die nach z genommene Derivirte durch einen Accent
bezeichnet,
910, ) = 2z n(w)’.
Sind nun e, B, p, 0 vier der Bedingung
ad — By=1
geniigende ganze Zahlen, so ist bekanntlich

! (z’ z_—t gﬁ) — oVt Bo 11T, ((“ e ﬁw)z,w) )

wo ¢ eine von «, 3, 7, 0 und der Wahl der Quadratwurzel abhiingige
achte Einheitswurzel bedeutet, deren Bestimmung von Hermite auf
‘die Gauss’schen Summen zuriickgefiithrt ist. (Liouville’s Journal,
Série II. T. III. 1858.) Fiir z = O ergiebt sich hieraus

(0,2 jfr ‘;“’) — o + o)t 9100, 0)

also

n(FEga) = ¢ (@ + Ba)n(a).

Man kann da,her, wenn 20 ist,

hmi

setzen, wo die einwerthige Function

Tog Sort— ':;ﬁ = Iog(y— %6_%)

so definirt werden soll, dass ihr imaginirer Theil zwischen den Grenzen

+ % liegt, withrend logf* reell zu nehmen ist; dann wird % eine

durch e, B, y, 0 vollstindig bestimmte ganze Zahl sein, welche die-
selbe bleibt, wenn diese vier Zahlen mit (— 1) multiplicirt werden.
Die vollstindige Bestimmung dieser ganzen Zahl £ leistet offenbar noch
sehr viel mehr, als die Bestimmung der obigen Einheitswurzel c.

Um dies zu erreichen, lasse man @ = z -} y7 dem rationalen, in

kleinsten Zahlen ausgedriickten Werthe :pﬁ sich so annihern, dass mit
y auch
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(e + pz)*
Yy
unendlich klein wird, so wird
r 9+ 0o ) 1
T at+po B Pletpfo)
1

der Art unendlich gross, dass ¢' =

@

unendlich Klein, und folglich

log n (e’

wird. Bei dieser Anniherung wird n:uthm
1 !/ oni
0 =logn(@) + 3log“ T2 + Jlogh* + e s + 1 — 13

und da alle Glieder mit Ausnahme der beiden letzten nur von den
beiden Zahlen @, # abhingen, so kann man

B — o — &=2(—a, f)
setzen, wo 2(— e, ) und, wie sich leicht zeigen liesse, auch (— ¢, )
selbst eine lediglich von den beiden relativen Primzahlen ¢, § abhiingende

ganze Zahl bedeutet, durch deren Einfithrung der Anniiherungssatz die
Form

2 1 —m
(Im) 0 =10g7(0) + frme—m T+ 3108 o

i 2 2(m,n)—m
— Zlogn =+ st

annimmt, wo m und » z 0 zwei beliebige relative Primzahlen bedeuten,

und angenommen wird, dass @ = z 4 y% in der angegebenen Weise

sich dem Werth l'i nithert, nemlich so, dass mit y auch

(i s

Y
* unendlich klein wird. Ersetzt man m, n durch — m, — n, so er-
giebt sich
(1) (—m, —n)=— (m, n)
ausserdem folgt aus der obigen Definition des Symbols (— «, ), weil
h eine ganze Zahl und «d = 1 (mod. ) ist, allgemein
(Iv) 2m(m, n) =m*+ 1 (mod. n).

Zugleich nimmt die obige Gleichung fiir die Transformation erster
Ordnung der Function logn(@) die folgende Form an:

4
® e
= i — % 6
o)+ g5 g 4 Ao e
Die Fundamentaleigenschaften des Symbols (m, n) ergeben sich
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nun auf folgende Weise. Aus der Definition von log#n(w) folgt un-
mittelbar

logn(1 + @) = logy(0) + 35

. - m . .
Bei Amniiherung von @ an —- nihert sich nun 1 + @ dem Werth
m-+n
n

, welcher gleichfalls in den kleinsten Zahlen ausgedriickt ist, und
folglich wird nach dem obigen Anniherungs-Satze

2 1 ne —m
et logn(l + co) + 12n(nw — m) P Elog A

nv

1 2 2m+n,m) —m —mn _.
+ g logn® + s Wi,

woraus durch Vergleichung

(m + n, n) = (m, n)

also allgemein
(V1) (m', n) = (m, n) wenn m' = m (mod. n)
folgt. Aus dem allgemeinen Transformations-Satze (V) ergiebt sich

ferner
0, 1) =e 1) n ¢

logy (—Tl) = log () + %log( o) o e
oder, da fiir @ =1
(VID) (0, 1)=(m, 1)=0
folgt,
logn( )—10"’7("’) + 3 log(— wi);
nithert sich nun hierin @ dem Werth 7, also _T dem Werth —,
so ergiebt sich, wenn m ebenfalls von O verschieden ist, aus dem

Anniherungs-Satze (II)
—1 [°F 71 e nw—m
0 =logy (T) + 12mme — m) ~H Elog ;

wome

1 2 2(—n, m)+n_ .
o 4 ]Ogm + 12m x4

durch Vergleichung mit dem urspriinglichen Anniiherungs-Satze (II)
unter genauer Beriicksichtigung der iiber die Logarithmen gemachten
Festsetzungen ergiebt sich das Resultat

(VIII) 2m(m, n) — 2n(— n,m) =1 4+ m* + n* + 3mn

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem mn
positiv oder negativ ist. Dasselbe ist nur ein specieller Fall des
folgenden, welches man erhiilt, wenn man in dem allgemeinen Trans-

formations-Satze (V), die Variable o sich dem Werth % annihern

lisst: Sind m, n und ', n’, zwei Paare von relativen Primzahlen, so
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wird, wenn = ; 9

W =nm — mn
gesetzt und m” durch die Congruenzen

mm’' =m, wm' =n (mod. n")
bestimmt wird,
2w (m”, 0") — 20’0 (m, n) + 2nn0" (w', W)
=n*+n'?4 0" 3nn'n”

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem
nw'n” positiv oder negativ ist. Aber offenbar ist der Werth des Sym-
bols (m, n) schon durch die Sitze (VI), (VII), (VIII) vollstindig be-
stimmt, und man findet denselben durch eine Art Kettenbruch-Ent-
wicklung.

Es ergiebt sich ausserdem, dass allgemein

(— m, n)=— (m, n); (m’ —n)= (m; n)
ist; der erstere dieser beiden Sitze kann auch daraus abgeleitet wer-
den, dass logn(— @,) mit log %(@) conjugirt ist, wenn @, die mit @
conjugirte complexe Grosse bedeutet.

Man kann ferner ohne Verletzung dieser Siitze die Bedeutung des
Symbols (m, n) auch auf den Fall » = 0 ausdehnen, woraus, da m
stets relative Primzahl zu » sein soll, m = |- 1 folgt, und es er-
giebt sich

(£1,0)==+1.
Es ist endlich allgemein
(m', n) = (m, n) wenn mm' =1 (mod. n).

Diese Zahlen (i, n), deren Theorie die Untersuchungen von Her-
mite iiber die von ihm mit ¢(®), ¥ (@), x(@) bezeichneten Functionen
in sich schliesst (Sur la théorie des équations modulaires. 1859), be-
sitzen die merkwiirdigsten zahlentheoretischen Eigenschaften; aber es
ist nicht leicht, einen allgemeinen Ausdruck fiir dieselben zu finden.
Mit Hiilfe der von Riemann in dem zweiten Fragmente angewandten
Methode gelingt es aber einen solchen Ausdruck in Form einer end-
lichen Summe aufzustellen.

Bedeutet » einen positiven echten Bruch, der sich der Einheit

. . - m
nihert, so kann man bei normaler Anniherung von @ an =

mi R S ogy 2 b 5
@ n—-yz—-2m., Qg =rg, =re
1 27i

n

setzen, wo logr reell und ¢ =1" = e " ist. Gleichzeitig wird

log 7(0) = 5~ + Zlog(l —¢) =3+ Zlog(l — ran?)
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wo die Logarithmen rechter Hand fiir » = O verschwinden, oder nach
der Umformung von Jacobi (Fund. nova §. 39)

oni 1 o™

1 - -
og n(m) v 1 T‘l’ a‘"lll
wo v wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss. Nihert

sich nun » dem Werthe 1, so wird nach dem Anniherungs-Satze (II)

1 S e w? 1 1
)= — —; : o —I— 1 + E ].Og log-;
RRULS 6n*log —
n? (m, n)me
+ g1t 6n 4

wo alle Logarithmen reell zu nehmen sind; durch den Uebergang zur
conjugirten Grosse erhilt man gleichzeitig

S T w? 1 1
0= — . - v_"”—|— 1+'§'10g10g7
bl 8 6n*log —
¢ l (m, m)ms
+ 1 ’34_7;‘ TS
folglich wird fiir r =1
R i g 1 rlos ™Y (m, n)mwi
v 1 — o™ $ 4 Par™. - 38
oder
ay (m, m)mi
R =
wo zur Abkiirzung
i 1
i == TR 7 1— o™

gesetzt ist. Es ldsst sich nun beweisen, dass die Reihe
a,

=)
v

wenn ihre Glieder nach wachsenden v geordnet werden, auch
noch fiir » =1 convergirt und an dieser Stelle stetig ist, d. h. dass

sie sich dem Grenzwerth
ay

v

nithert, wo @) den aus a, fiir » = 1 hervorgehenden Coefficienten be-
deutet. Durch Vereinigung von je zwei Gliedern a@,, welche den In-

dices v = sn + 6 und v = (s + 1)n — ¢ entsprechen, wo 0 <6 < %,
ergiebt sich nemlich leicht, dass der Modul der Summe
4, =a +a,+ -+ a

fiir alle Werthe von » einschliesslich » = 1 unterhalb einer von » und
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v unabhiingigen, endlichen Constanten bleibt, woraus die obige Be- -
hauptung nach einem Satze folgt, den ich durch Verallgemeinerung
der Abel’schen Principien gefunden habe (Dirichlet, Vorlesungen
iiber Zahlentheorie, 2. Aufl., §. 143. Anm.). Es ist daher

(m, m) ms ay
7 B v’
und die Summe rechter Hand lisst sich nach der von Riemann an-
gewandten, von Dirichlet herrilhrenden Methode (Recherches sur
diverses applications ete. §. 1 in Crelle’s Journal Bd. 19) in Form
einer endlichen Summe bestimmen, weil
Gy = Qyn
und (wenn % positiv vorausgesetzt wird)

a +a;+---4a =0
ist. Durch Anwendung der Gleichung

i 4
1 .
— =J 2=1dp
v
0

“ ergiebt sich auf diese Weise

1
mm)=i [ f(x) dz
3n =0 o e
0
wo
. it .
f(x) = 2 a) x
1,n

gesetzt ist. Durch Auflosung in Partialbriiche und Ausfithrung der
Integration folgt

(m n)n:z Zf(“_m) log (1 e~ u”“)
wo t ein vollstiindlges Restsystem (mod. #) mit Ausschluss von £ =0

durchliuft, und der imaginiire Theil der Logarithmen zwischen -+ ’g,

=m§< ?’_‘_t_l))
n 2 -

zn nehmen ist, wenn der Deutlichkeit halber der von z um eine ganze -
Zahl abstehende, zwischen -;— liegende Werth nicht mit (#), sondern

mit ((#)) bezeichnet wird. Durch Anwendung der Transformation

also
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erhiilt man den auch fiir » = »n geltenden Ausdruck

— l E'Ga—nn'a 200 i Eyﬁamrn
n n

und hieraus folgt leicht
ey = Satemr =[—1 — [1 = — 2n((% — 3))

wenn allgemein mit [£] der in der Rethe 6 =0,1, 2...(n — 1) be-
findliche Rest der Zahl ¢ nach dem Modul 7 bezeichnet wird. Man
erhilt daher, wenn, wie oben vorausgesetzt wurde, n positiv ist,

e Sm—-0 (5F—3) =2 (G- (G~

wo t ein vollstindiges Restsystem (mod. #) zu durchlaufen hat. Dieser
Ausdruck fiir (m, ) in Form einer endlichen Summe lisst sich noch
umformen und bedeutend vereinfachen, was aber hier unterbleiben soll.
Es sollen hier nur noch zum Schluss die Formeln zusammengestellt
werden, die sich aus dem Hauptsatze II. und dem Formelsystem I. fiir

. . m . »
die Anniherung von @ an den Werth - ergeben, woraus die Riemann’-

schen Resultate folgen miissen. In demselben ist zur Abkiirzung ge-
setzt

L 1 no — m 1
4 = 2Unme —m)’ B Elog ni 7 Zlogfﬁ.
Es folgt dann:
0=logn(@) +24+B + = {2(m, n)—m}
0=logn2w) + A+4+B41log24 2 {(2m, n) —m}

0—logy(2w) +44+ B o g .4
i ; »
0—logn() + 4+B +ii

wenn m =1

{

{
O=logn(%) —I—-4A+B——10g2+1”—l {2(!;_1, n) _g}

3

»

wemn m =0

2(m ~+n, 2n) —m n}
wenn m -+ n =1 (mod. 2)
O=logn(l¥)+4A+B_%1og2+%l2(m—2|—n’ n) _m—2|-n}
wenn m -+ n =0 (mod. 2)

0=logn(*f)+ 4+ B + o

-
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und hieraus:
I. wenn m =n=1 (mod. 2)

2(2m, n) + (m, 2n)+2(

mmi

logh — 124 — 2log2 + ™

m —+ n, ) e 6(m n)

— (2m, n) }

2
(3

{2 '11——" n — (m, 'n)}
A

logh’ =124 = 2log 2

a wia w|

log>X— — 124—2B+2log2 + =- [(m, n)—2 = n)}

S n
Il. wenn m =0, n=1 (mod. 2)

2(2m, n) + 2(',’:, n) + (m -|- n, 2n) = 6(m, n)

loghk = % -35 1(m + n, 2n) — 2(2m, n)}

logh' = — 124 + 2log 2 +g% {(m—f—n, 211).—2(%, n)}
K i .

log%: — 2B + 5—; {(m, n) — (m + n, 2n)}

III. wenn m =1, n=0 (mod. 2)
4(m, i) + (m, 2n) 4+ (m + n, 2n) = 6(m, n)
loghk = —12A+2log2+mm :—; {(m—I—n, 2n)—4(m, —Z—)}

logh’ = -+ 13‘—; {(m + n, 2n) — (m, 2n)} "

logi—K= — 2B + ;—‘% {(m, n) — (m + n, 2n)}
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