XL

Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen.

(Aus Borchardt’s Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 1865.)

Die zweite Abtheilung meiner im 54. Bande des mathematischen
Journals erschienenen Theorie der Abel’schen Functionen enthilt den
Beweis eines Satzes iiber das Verschwinden der ©-Functionen, welchen
ich sogleich wieder anfithren werde, indem ich dabei die in jener Ab-
handlung angewandten Bezeichnungen als dem Leser bekannt voraus-
setze. Alles in der Abhandlung noch Folgende enthilt kurze Andeu-
tungen iiber die Anwendung dieses Satzes, welcher bei unserer Methode,
die sich auf die Bestimmung der Functionen durch ihre Unstetigkeiten
und ihr Unendlichwerden stiitzt, wie man leicht sieht, die Grundlage
der Theorie der Abel’schen Functionen bilden muss. Bei dem Satze
selbst und dessen Beweis. ist jedoch der Umstand nicht gehorig be-
riicksichtigt worden, dass die &-Function durch die Substitution der
Integrale algebraischer Functionen FEiner Veriinderlichen identisch,
d. h. fiir jeden Werth dieser Veriinderlichen, verschwinden kann.
Diesem Mangel abzuhelfen ist die folgende kleine Abhandlung bestimmt.

Bei der Darstellung der Untersuchungen iiber &-Functionen mit
einer unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das Bediirfniss
einer abkiirzenden Bezeichnung einer Reihe, wie

Oy Vs ey On
geltend, so bald der Ausdruck von v, durch » complicirt ist. Man
konnte dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen
bilden; eine solche Bezeichung wiirde aber zu viel Raum wegnehmen

und innerhalb der Functionszeichen unbequém fiir den Druck sein; ich
ziehe es daher vor

m
Vpy Vs <5 v3 O durch (111 (v.))

zu bezeichnen, also

P
& (v, U3y oy Up) durch & (v (v,)) 4
1
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i

Wenn man in der Function & (v, v,, ..., v,) fiir die p Verinder-
lichen v die p Integrale w, — ¢, u, —e,, ..., u, — ¢, algebraischer
wie die Fliche 7' verzweigter Functionen von z substituirt, so erhilt
man eine Function von z, welche in der ganzen Fliche 7 ausser den
Linien b sich stetig @ndert, beim Uebertritt von der negativen auf die

positive Seite der Linie b, aber den Factor ¢ W — w420 erlangt.
Wie im §. 22 bewiesen worden ist, wird diese Function, wenn sie
nicht fiir alle Werthe von 2z verschwindet, nur fiir p Punkte der Fliche
T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte wurden
durch %, 15, ..., 7, bezeichnet, und der Werth der Function u, im
Punkte 7, durch . Xs ergab sich dann nach den 2p Modul-

systemen der &-Function die Congruenz

P y 4 y
7
() (e o) =( D e + Ky, Do+ Ky D) + Ky,
i [ ) 1

worin die Grossen K von den bis dahin noch willkiirlichen additiven
Constanten in den Functionen % abhingen, aber von den Grossen e
und den Punkten 7 unabhiingig waren.

Fiihrt man die dort’ angegebene Rechnung aus, so findet sich

u=p

(2.) 2K, = Z%L/.(u;l- + ") duy — &mi — 2 e;‘ Gu,ve

: =
In diesem Ausdrucke ist das Integral f (u,© + w,”)du, positiv durch
b, auszudehnen, und in der Summe sind fiir »" alle Zahlen von 1 bis
p ausser v zu setzen; & = -+ 1, je nachdem das Ende von /, auf der
positiven oder negativen Seite von a, liegt, und &, = -+ 1, je mach-
dem dasselbe auf der positiven oder negativen Seite von b, liegt. Die
Bestimmung der Vorzeichen ist iibrigens nur nothig, wenn die Grossen
¢ nach den in § 22 gegebenen Gleichungen aus den Unstetigkeiten
von log & vollig bestimmt werden sollen; die obige Congruenz (1.)
bleibt richtig, welche Vorzeichen man wihlen mag.

Wir behalten zuniichst die dort gemachte vereinfachende Voraus-
setzung bei, dass die additiven Constanten in den Functionen u so
bestimmt werden, dass die Griossen K simmtlich gleich Null sind. Um
die so gewonnenen Resultate schliesslich von dieser beschrinkenden
~ Voraussetzung zu befreien, hat man offenbar nur néthig, iiberall in den
#-Functionen zu den Argumenten — K,, — K, ..., — K, hinzuzufiigen.

Wenn also die Function & (w, — ¢, u, — €,, ..., u, — ¢,) fiir die
p Punkte v, %,, ..., 4, verschwindet und nicht identisch fiir jeden Werth
von z verschwindet, so ist
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P
(85 i pa ) == ( Z al), Z o), . E ) )
1

Dieser Satz gilt fiir ganz beliebige Werthe der Grossen ¢, und
wir haben hieraus, indem wir den Punkt (s, z) mit dem Punkte 7,
zusammenfallen liessen, geschlossen, dass

p—1 p—1
,ﬂ- (_2 a(,“) | Py E a(.“) Lt 2 a(,") ) _ ()’
1 4

oder da die 9-Function gerade ist,

»—1 l
( E’ o, E oo, aw) ) =0
o] g :
welches auch die Punkte n,, 7., ..., 9,1 seien.
2.

Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollstindigung
wegen des Umstandes, dass die Function

(U — €, Uy — Gy o ey Uy — €p)
identisch verschwinden kann (was in der That bei jedem System von
gleich verzweigten algebraischen Functionen fiir gewisse Werthe der
Grossen e eintritt).

Wegen dieses Umstandes muss man sich begniigen, zunichst zu
zeigen, dass der Satz richtig bleibt, wihrend die Punkte » unabhingig
von einander innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage iindern. Hieraus
folgt dann die allgemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Principe,
dass eine Function einer complexen Grisse nicht innerhalb eines end-
lichen Gebiets gleich Null sein kann, ohne iiberall gleich Null zu sein.

Wemn z gegeben ist, so konnen die Grossen e, ¢,, ..., ¢, immer
so gewihlt werden, dass

Ty — e, Uy — gy ooy Uy — )
nicht verschwindet; denn sonst miisste die Function & (v, v,, ..., v,)
fiir jedwede Werthe der Grossen v verschwinden, und folglich miissten

in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen von e2v‘, 62%, Sated §r
simmtliche Coefficienten gleich Null sein, was nicht der Fall ist. Die
Grissen ¢ konnen sich dann von emander unabhiingig innerhalb end-

licher Grossengebiete iindern, ohne dass die Function

B(uy— e, U — 6, ..., thy —€p)
fiir diesen Werth von z verschwindet. Oder mit anderen Worten:
man kann immer ein Grossengebiet £ von 2p Dimensionen angeben,
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innerhalb dessen sich das System der Griossen ¢ bewegen kann, ohne
dass die Function

Dl —e, U — 6, ...; 0 — )
fiir diesen Werth von z verschwindet. Sie wird also nur fiir p Lagen

von (s, z) unendlich klein von der ersten Ordunung, und bezeichnet man
diese Punkte durch n,, 5, .. ., %y, so ist

» » y
(1) R ep)E(Z o, D a, ..., D) a0 )
1 1 1

Jeder Bestimungsweise des Systems der Grossen e inunerhalb F oder
jedem Punkte von F entspricht dann eine Bestimmungsweise der
Punkte 7, deren Gesammtheit ein dem Grissengebiete F entsprechen-
des. Grissengebiet H bildet. In Folge der Gleichung (1.) entspricht
jedem Punkte von H aber auch nur ein Puukt von Z; hitte also H
nur 2p — 1, oder weniger Dimensionen, so wiirde ¥ nicht 2p Dimen-
sionen haben konnen. Hs hat folglich # 2p Dimensionen. Die Sehliisse,
auf welche sich unser Satz stiitzt, bleiben daher anwendbar fiir be-
liebige Lagen der Punkte # innerhalb endlicher Gebiete, und die
Gleichung

p—1 p—1 2-1
'3'(— E'a?‘), S E' R E ag‘)) =0
1 1 i

gilt fiir beliebige Lagen der Punkte %, %, ..., 7,1 innerhalb end-
licher Gebiete und folglich allgemein.
8.

Hieraus folgt, dass sich das Grissensystem (e, €3y « .., €,) immer

und nur aunf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form

4 p
(v (ﬁ’ ag‘)) ) setzen lisst, wenn & (v (uy — cy)) nicht fiir jeden
R ' 1

Werth von z verschwindet; denn liessen sich die Punkte %, %,,..., 7,
auf mehr als eine Weise so bestimmen, dass der Congruenz '

P P, &
v (e,f)) = (v ( al ))
(@)=(GE
geniigt wiire, so wiirde nach dem eben bewiesenen Satze die Function
» :
8(1/ (uy — c,.)) fiir mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch
§ '

gleich Null zu sein, was unmoglich ist.
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r e :
Wenn & | v (uy — ¢,) | identisch verschwindet, muss  man, um
1

P
(v (e,)) in die obige Form zu setzen,
1 .

»
by (v (6, Fla 20N = e.v)>
1

betrachten, und wenn diese Function identisch fiir jeden Werth z, §, 2
verschwindet, die Function

DL 2 2
i (v (-u,. -+ Y e = Ul e,«) )
b

Wir nehmen an, dass

1) m m—1
) (11, (2 a£p+2—#) i 217 '”(;"_#) _ c,->>

1
(1) identisch verschwindet,

p 11 m
5y (1; (2 a£P+2—Il) . u("P"‘,‘l) — g,‘))
: 3

1
aber nicht identisch verschwindet.

Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von &, be-
trachtet, fiir &_1, éy—s, .2 ., &—n, ausserdem also noch fiir p —m
Punkte, und bezeichnet man diese mit %, 7y, ..., %p—u; so ist

P » P p—m 3
vi{— AL cy)) = (11 ( ol ))
HE R Rt
und diese Punkte 7., 75, ..., ,—, konnen nur auf eine Weise so
bestimmt werden, dass diese Congruenz erfiillt wird, weil sonst die
Function fiir mehr als p Punkte verschwinden wiirde. Dieselbe Function

verschwindet, als Function von z,_; betrachtet, ausser fiir

Np+15 Mpy » « =5 Np—m—+t1
noch fiir p — # — 1, Punkte und bezeichnet man diese durch

$15 &3y <oy Ep—m—1,

GBS -)-((Fe)

p—m

so ist

und die Punkte ¢, &, ..., &§_si—1 sind durch diese Congruenz vollig
bestimmt.
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Unter der gemachten Voraussetzung (1.) konnen also, um den
Congruenzen

R

1
und

5 ()66

zu geniigen, m von den Punkten % und m — 1 von den Punkten ¢

~ beliebig gewihlt werden, dadurch aber sind die iibrigen bestimmt.
Offenbar gelten diese Sitze auch umgekehrt, d. h. die Function ver-
schwindet, wenn eine dieser Bedingungen erfiillt ist. Wenn also die -
Congruenz (2.) auf mehr als eine Weise losbar ist, so ist auch die
Congruenz (3.) losbar, und wenn von den Punkten n m, aber nicht
mehr, beliebig gewiihlt werden konnen, so kinnen von den Punkten &
m — 1 beliebig gewihlt werden und dadurch sind die iibrigen bestimmt,
und umgekehrt.

Auf ganz ihnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn

(1) )
lv (r) =0
1
ist, die Congruenzen
4 P p—1
(4.) <1{ (r,)) — (11} (Z a(:l) )) 5
r P p=1 ]
(5.) (11/ (— )) - (111 (2 U ))

immer loshar sind; und zwar konnen sowohl von den Punkten » als
von den Punkten & m beliebig gewiihlt werden, und es sind dadurch
die iibrigen p — 1 — m bestimmt, wenn

1) m m )
”(”( Tue — Baw 4 ))

identisch gleich Null ist,

I) m-11 m—-1
(S~ S 4 1)
! B 1

aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = 0 nicht aus-
geschlossen ist. Dieser Satz lisst sich auch umkehren. Wenn also
von den Punkten % m und nicht mehr beliebig gewiihlt werden konnen,
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so ist die Voraussetzung desselben erfiillt; und es konnen folglich auch
von den Punkten & m und nicht mehr beliebig gewiihlt werden.

4,
Bezeichnen wir die Derivirte von
; (V5 Vgylswsy?
(1.) (l’ 2 ;] P)

nach », mit &, die zweite Derivirte nach », und v, mit

L AP TN T A
P
v @ — o + 7,)
/|

identisch fiir jeden Werth von 2z, und ¢ verschwindet, simmtliche

so sind, wenn

p
Functionen 9 (1/ (1,)) gleich Null. In der That geht die Gleichung
i Sy

/1)
8(1} (ud — a® 4 r.)) =0,
1

wemn s; und 2z, unendlich wenig von 6, und § verschieden sind, iiber

in die Gleichung
2, (P
2 P (’u (r.)) deld = 0.
T 1

Nehmen wir an, dass
. —9u(s,2)dz
du, = 5T

s
sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors

P in
0F (g, &)

06, o (P

By ’1" () ) @u(0y, &) = 0;
1 \

und da zwischen den Functionen ¢ keine lineare Gleichung mit con-

stanten Coefficienten stattfindet, so folgt hieraus, dass simmtliche

erste Derivirten von & (v, v,, ..., %,) fir » (v, = »,) verschwinden
1

miissen.

Um den umgekehrten Satz zu beweisen, nehmen wir an, dass
P r
v (v, =) und v (v, =1t,) zwei Werthsysteme seien, fiir welche die
1 1
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p ‘
Function @ verschwindet, ohne fiir » (v, = u®® — &® + 7,) und

P
v (v, =ul — & 4 ) identisch zu verschwinden, und bilden den
Ausdruck

p p
8(1/ (u®d — o 4 1',))%(1/ (e — u® r.))
1 1

» 3 (p '
{)(v (u® — o 4 f,.)>8<1; (& — u® t,))
1 1

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von z,, so ergiebt
sich, dass er eine algebraische Function von 2, und zwar eine rationale
Function von s, und z ist, da Nenner und Zihler in 7" stetig sind
und an den Querschnitten dieselben Factoren erlangen. Fiir z, = ¢
und s, =6, werden Nenner und Ziihler unendlich klein von der zweiten
Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; die iibrigen Werthe aber,
fiir welche Nenner oder Zihler verschwinden, sind, wie oben bewiesen,
durch die Werthe der Grissen » und der Grissen ¢ vollig bestimmt,
also von § ganz unabhingig. Da nun eine algebraische Function
durch die Werthe, fiir welche sie Null und unendlich wird, bis auf
einen constanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer
rationalen von ¢ unabhiingigen Function von s, und 2, %(s;, ),
multiplicirt in eine Constante, d. h. eine von z, unabhingige Grosse.
Da der Ausdruck symmetrisch in Bezug auf die Grossensysteme (s, #,)
und (6,, §) ist, so ist diese Constante gleich y(o,, § ), multiplicirt in
eine auch von § unabhiingige Grisse 4. Setzt man nun

VZ 1(s,2) =o0(s, 2)7
so erhiilt man fiir unsern Ausdruck (2.) den Werth
- (3) o(s, ) e(oy, &)

wo ¢ (s, 2) eine rationale Function von s und z ist.
Um diese zu bestimmen, hat man nur nothig § =2, und ¢, = s,
werden zu lassen; es ergiebt sich dann

[ s, (5 (n)) du '

# 1

(9 (81 Zl))2 e p
l 2«‘),‘ (11 (ty)) du:) ]
« 1

@)

2
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oder mach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors
dz,
OF (s, %)

. (P ;
o8, g 28,, (v (r,.)) ®u (815 2,)
) o(s, 2) =: g :
28!' ( () ) Pu (81, 21)

Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung

(1{ () — o + n)) (Ii () —u + >)

;’ B (’,“1, (r,)) i (515 %) 2 9, G’ <n>> @i (0, &)
% > (’1’ (to) P (51 %) ' > B (11 m) oh
A -

Aus dieser Gleichung folgt, dass

r
9 (w uf:) — a(:) + 7 ))
1

fiir jeden Werth von z, und § gleich Null sein muss, wenn die ersten

p
Derivirten der Function & (v,, v,, ..., v,) fiir v (v, = r,) simmtlich ver-
I

schwinden.

5.
‘Wenn

(1) ( (2«1‘"’ - “w) + r))

m m
identisch, d. h. fiir jedwede Werthe von g (6., &) und w (s., 2.), ver-
1 1

schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zuniichst,
indem man §, = 2., 6, = S, werden lisst, dass die ersten Derivirten
der Function

m—1 m—1

& (v, 0 -« - 1,,) fiir » (v, E'a‘f" E ul) 4 1',)
1
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simmtlich verschwinden, dann, indem man §,— 1 — 2z,—1, Gu—1 — Sn—1
unendlich klein werden lisst, dass fiir

m-—2 m—2
(o= S — S+ 1)
!

anch die zweiten Derivirten siimmtlich verschwinden; und offenbar er-
giebt sich allgemein, dass die Derivirten nter Ordnung siimmtlich ver-
schwinden fiir

]) m—

111 (v,, —2416") — Z'W‘) -+ r,)

welche Werthe auch die Grossen z und die Grissen & haben mégen.
Es folgt hieraus, dass unter der gegenwiirtigen Voraussetzung (1.)

P
fiir » (v, =1r,) die ersten bis mten Derivirten der Function

& (v, Vg, « - -y Vp)
simmtlich gleich Null sind.
Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen
wir zuniichst, dass wenn

( (mz—l’law gk m_luw + r,))

p

identisch verschwindet und die Grossen & (v (1‘,)) simmtlich gleich
1

Null sind, auch

(b3~ S +0)

identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke
die Gleichung §. 4, (5.).
Wir nehmen an, dass

( (Zuw o mgam o r))

identisch verschwinde,

( (Zuw “ acu) + r))

aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug auf die Grossen ¢
die friihere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck
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o (S Serr) o (3(Zr— Zno4n) )

H (v (u(") u(" -, )> (v(a“” a“” +t*))
(2)
( H> (v (@@ — af,‘”—l—t,)) (fz(a(") u(f")-{—t,,)>
1

In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl fiir ¢, als
fiir ¢" simmtliche Werthe von 1 bis m zu setzen, im Zihler aber die
Fiille, wo ¢ = ¢ wiirde, wegzulassen.

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von 2, so ergiebt
sich, dass er -an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich
eine algebraische Function von z, ist. Fiir 2z, — § und s, =6, wer-
den Nemner und Zihler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der
Bruch bleibt also endlich; die iibrigen Werthe aber, fiir welche Zihler

m
und Nenner verschwinden, sind durch die Grossen w (s., 2,.), die Grossen
4

» und die Grossen f, wie oben (§. 3.) bewiesen, vollig bestimmt, und
folglich von den Grossen { ganz unabhingig. Da der Ausdruck nun
eine symmetrische Function von den Grossen z ist, so gilt dasselbe
fiir jedes beliebige z,: er ist eine algebraische Function von z,, und
die Werthe dieser Grosse, fiir welche er unendlich gross oder unend-
lich klein wird, sind von den Grossen { unabhiingig. Er ist daher
gleich einer von den Grissen ¢ unabhiingigen algebraischen Funection
der Grossen z, g (2, 2, ..., Zx), multiplicirt in einen von den Grissen z
unabhiingigen Factor. Da er aber ungeiindert bleibt, wenn man die
Grossen z mit den Grossen ¢ vertauscht, so ist dieser Factor gleich
% (&, &, - .., &), multiplicirt mit einer von den Grossen z und den
Grossen ¢ unabhiingigen Constanten A4; und wir konnen daher, wenn
wir VA 3 (2, %ay -+ #n) =¥ (2, 2%, - -, #n) setzen, unserm Aus-
drucke (2.) die Form

3. ¥ (205 20 o0 os 20) ¥ (65 Gy oo vs Bn)

geben, wo ¥ (2, 2,, ..., 2,) eine algebraische von den Grossen { unab-
hiingige Function der Grossen z ist, welche in Folge ihrer Verzwei-

m
gungsart sich rational in w (s,; 2,) ausdriicken lassen muss. Liisst
1

man nun die Punkte  mit den Punkten & zusammenfallen, so dass
die Grossen §, — 2, und die Grossen 6, — s, simmtlich unend-



XI. Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen. 209

lich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten von
(v, v,5 ..., v,) wie oben (§. 4, (1.)) bezeichnet,

P P
" o (m) : m 7 () (m)
( E ) ﬁv,, o (g (r@) du,, dit,, ... duy,

1
(4) v(2, 2y 80) =2 : pu=m v=p p 4
l ] 2&, (g (r(,)) duﬁf‘)
=1 ve=1 1
wo die Summationen im Zihler sich auf »,, »,, ..., v, beziechen. Es

ist kaum nothig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleich-
giiltig ist, da sie auf den Werth von % (2, 2, .« ., &m) ¥ (&, &+ -+, En)
keinen Einfluss hat, und dass statt der Grossen du{’, dul’, ..., dul
auch, im Zihler und Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen

Grossen @, (Su, Zu)s P2 (Suy 2u); -+ -5 Pp(Su, 2.) eingefithrt werden
konnen.

Aus der in (2., (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche fiir
den Fall bewiesen ist, dass

(1) m—1 m—1
-2

gleich Null und

(G - o)

von Null verschieden ist, folgt, dass
i
U w( i o) r,,>
0 [ty 1 /

P
nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen '3("’)(1} (r,.))
simmtlich gleich Null sind.
: p
Wenn also- die Functionen & +1 (v (r,.)) siimmtlich gleich Null
2 1

sind, so folgt aus der Giiltigkeit der Gleichung

]) n n : /
) (1}‘ E i — E’a‘y-“) - r,')) =10
13 1

fiir » = m ihre Giiltigkeit fiir » = m 4 1. Gilt daher die Gleichung
y

fiir n =0, oder ist & (v (),)) = 0, und verschwinden die ersten his
1

RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. I. 14
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P P
mten Derivirten der Function & (1/ (v,)) fiir » (v, =1, ) simmtlich, die
' 1

(m -+ 1)ten aber nicht simmtlich, so gilt die Gleichung auch fiir alle
grosseren Werthe von n bis n = m, aber nicht fiir n = m -+ 1; denn

p 1 m—4-1
aus 8(1}‘ jZ:u?O — ?ay‘) + r,) = 0 wiirde, wie wir vorher
s e 1

N
' p
schon gefunden hatten, folgen, dass die Grossen &@™+1 (v (r,)) siimmt-
. 1

lich verschwinden miissten.

6.

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Friiheren zusammen, so
erhalten wir folgendes Resultat:

Ist & (ry, 7y, ..., 1) =0, so lassen sich (p — 1) Punkte 9, 5,,..., 7,—1
80 bestimmen, dass

p—1 »p—1 p—1
@i Moy o by ) = ( E al), E'ag“), e E ') );
1 1 1

und umgekehrt.

Wenn ausser der Function & (v, v, ..., v,) auch ihre ersten bis
mten Derivirten fiir v, =n», v,=1,, ..., v, =1, simmtlich gleich
Null, die (m + 1) ten aber nicht simmtlich gleich Null sind, so kinnen
m von diesen Punkten %, ohne dass die Grossen r sich féindern, beliebig
gewithlt werden und dadurch sind die iibrigen p — 1 — m vollig
bestimmt.

Und umgekehrt:

Wenn m und nicht mehr von den Punkten %, ohne dass sich die
Grossen 7 iindern, beliebig gewiihlt werden konnen, so sind ausser der
Funetion & (v, v,, ..., v,) auch ihre ersten bis mten Derivirten fiir
Uy =1y, Vg =Ty, ..., U =1, sammtlich gleich Null, die (m 4 1)ten
aber nicht simmtlich gleich Null -

Die vollstindige Untersuchung aller besonderen Fiille, welche bei
dem Verschwinden einer &-Function eintreten kénnen, war weniger
nothig wegen der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen
Functionen, fiir welche diese Fille eintreten, als vielmehr desshalb,
weil ohne diese Untersuchung Liicken in dem Beweise der Siitze ent-
stehen wiirden, welche auf unsern Satz iiber das Verschwinden einer
©-Function gegriindet werden.
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