X.

Ein Beitrag zu den Untersuchungen iiber die Bewegung eines
fliissigen gleichartigen Ellipsoides.

(Aus dem neunten Bande der Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen. 1861.)

Fiir die Untersuchungen iiber die Bewegung eines gleichartigen
flissigen Kllipsoides, dessen Elemente sich nach dem Gesetze der
Schwere anziehen, hat Dirichlet durch seine letzte von Dedekind
herausgegebene Arbeit auf iiberraschende Weise eine neue Bahn ge-
brochen. Die Verfolgung dieser schonen Entdeckung hat fiir den
Mathematiker ihren besondern Reiz, ganz abgesehen von der Frage
nach den Griinden der Gestalt der Himmelskorper, durch welche diese
Untersuchungen veranlasst worden sind.” Dirichlet selbst hat die
Losung der von ihm behandelten Aufgabe nur in den einfachsten
_Fillen vollstiindig durchgefiihrt. Fiir die weitere Ausfithrung der Unter-
suchung ist es zweckmissig, den Differentialgleichungen fiir die Be-
wegung der fliissigen Masse eine von dem gewiihlten Anfangszeit-
punkte unabhiingige Form zu geben, was z. B. dadurch geschehen kann,
dass man die Gesetze aufsucht, nach welchen die Grosse der Haupt-
axen des Ellipsoides und die relative Bewegung der fliissigen Masse
gegen dieselben sich #ndert. Indem wir hier die Aufgabe in dieser
Weise behandeln, werden wir zwar die Dirichlet’sche Abhandlung
voraussetzen, miissen aber dabei zur Vermeidung von Irrungen gleich
bevorworten, dass es nicht moglich gewesen ist, die dort gebrauchten
Zeichen unverindert beizubehalten.

1.

Wir bezeichnen durch @, b, ¢ die Hauptaxen des Ellipsoides zur
Zeit t, ferner durch 2, y, z die Coordinaten eines Elements der fliissigen
Masse zur Zeit ¢ und die Anfangswerthe dieser Grissen durch An-
hiingung des Index O und nehmen an, dass fiir die Anfangszeit die
Hauptaxen des Ellipsoides mit den Coordinatenaxen zusammenfallen.
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Den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung Dirichlet’s bildet be-
kanntlich die Bemerkung, dass man den Differentialgleichungen fiir
die Bewegung der Fliissigkeitstheile geniigen kann, wenn man die
Coordinaten #, y, # linearen Ausdriicken von ihren Anfangswerthen
gleichsetzt, in denen die Coefficienten blosse Functionen der Zeit sind.
Diese Ausdriicke setzen wir in die Form :
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Bezeichnet man nun durch £, %, { die Coordinaten des Punktes (z, y, 2)
in Bezug auf ein bewegliches Coordinatensystem, dessen Axen in jedem
Augenblicke mit den Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so
sind bekanntlich & 7, { gleich linearen Ausdriicken von z, ¥, 2

E=eax + By + 2
@) n—dz 4By + vz

=+ fy+7s
worin die Coefficienten die Cosinus der Winkel sind, welche die Axen
des einen Systems mit den Axen des andern bilden, a = cos £z,
B = cos £y ete., und zwischen diesen Coefficienten finden sechs Be-

dmgungsglemhungen statt, welche sich daraus herleiten lassen, dass
durch die Substitution dleser Ausdriicke
B te=2+y+ 4
werden muss.
Da die Oberfliche stets von denselben Fliissigkeitstheilchen ge-
bildet wird, so muss
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d. h. bezeichnet man in den Ausdriicken von i 5 % = durch x", ;" - :°
0

welche man durch Einsetzung der Werthe (1) in d1e Gleichungen 2
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erhiilt, die Coefficienten durch «, 8, ..., 7, so bilden diese Grossen
a,B, ...,y ebenfalls die Coefficienten einer orthogonalen Coordinaten-
transformation: sie kionnen betrachtet werden als die Cosinus der
Winkel, welche die Axen eines beweglichen Coordinatensystems der
£, m, & mit den Axen des festen Coordinatensystems der z, y, 2
bilden. Driickt man die Grissen z, y, z mit Hiilfe der Gleichungen

(2) und (3) in 2o, %o Z gug s0 ergiebt sich

oy by 2 e,
=aae, + bad'a + ca”a)’
m =aap, +ba'p + ca’ )
n =aey, + b’y + ca’y/”

U =afea, +bf'a + cf'e’
4) m = app, + bﬁ'ﬂ,’ + ¢f’B,”
W =apy, + by, +cf'y

U'=aye, +bya +cy'a)
m” = ayB,+by'B, + ¢’ B’

it 4

w =ayy, + b7y +cy’y,

Wir konnen daher die Lage der Fliissigkeitstheilchen oder die Werthe
der Grossen I, m, ..., n” zur Zeit ¢ als abhingig betrachten von den
Grossen a, b, ¢ und der Lage zweier beweglichen Coordinatensysteme
und konnen zugleich bemerken, dass durch Vertauschung dieser beiden
Coordinatensysteme in dem Systeme der Grossen [, m, n die Horizontal-
reihen mit den Vertikalreihen vertauscht werden, also I, m/, #” un-
geiindert bleiben, wiihrend von den Grissen m und 7, % und ", #'
und m” jede in die andere iibergeht. Es wird nun unser niichstes
Geschiift sein, die Differentialgleichungen fiir die Veriinderungen der
Hauptaxen und die Bewegung dieser beiden Coordinatensysteme aus
den in der Dirichlet’schen Abhandlung (§. 1, 1) angegebenen Grund-
gleichungen fiir die Bewegung der Fliissigkeitstheilchen abzuleiten.

2.

Offenbar ist es erlaubt, in jenen Gleichungen, statt der Derivirten
nach den Anfangswerthen der Grossen z, y, z, welche dort durch
a, b, ¢ bezeichnet sind, die Derivirten nach den Grossen &, %, { zu
setzen; denn die hiedurch gebildeten Gleichungen lassen sich als Aggre-
gate von jenen darstellen und umgekehrt. Wir erhalten dadurch, wemn

oz oy 3_; ihre Werthe einsetzen

wir fiir E,ﬂ,..
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worin V das Potentml, P den Druck im Punkte z, y, 2 zur Zeit ¢ und
¢ die Constante bezeichnet, welche die Anziehung zwischen zwei Massen-
einheiten in der Entfernungseinheit aunsdriickt.

Es handelt sich nun zuniichst darum, die Grossen links vom Gleich-
heitszeichen in die Form linearer Functionen von den Grossen & 7, §
zu setzen, wozu einige Vorbereitungen nothig sind.

Durch Differentiation der Gleichungen 2) erhilt man, wenn man
zur Abkiirzung
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und'wenn man hierin z, 9, # wieder durch & 7, § ausdriickt
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Nun giebt aber die Differentiation der bekannten Gleichungen
@+ + =1, ad + pf + ¥ =0, ete.
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und es wird folglich, ‘wenn man diese letzteren drei Grossen durch
P, q, r bezeichnet,

, Vi
g= 2

4) N = r%-l————pé
é’=—q§+1"2+€—§-

Durch ein ganz ihnliches Verfahren ergiebt sich aus den Glei-
chungen (2)
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und aus den Gleichungen Art. 1. 3), wenn p, ¢, r, die Grossen be-
zeichnen, welche von den Functionen «, B, ..., 3" ebenso abhingen,
wie die Grossen p, ¢, » von den Functionen e, §, ..., "

o &
0—.
a1 e £
ey L
oL
6 | DR ol £
(6) g P e s
¢
¢ e
¢ § n
WE T La TR
Setzt man die Werthe a—g oa %— aus (6) in (4) ein, so erhilt man
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£ =225 4 (ar,—b) L (cq—ag) £

) 7 = (ar — br) % -+ ZI; Z + (bp, — cp)——

¢ = (cq,—aq) & +@p—ep) L+ 5L
Was die O'eometnsche Bedeutung dieser Grossen betrifft, so sind, wie
leicht ersichtlich ist, &, %, ¢ die Greschwmdlgkeltscomponenten des
o8 \aniat
ot’ ogt’ ot
die ebenso zerlegten relativen Geschwindigkeiten gegen das Coordi-
natensystem der £, 7, §; ferner in den Gleichungen (1) die Grissen
auf der linken Seite die Beschleunigungen und die auf der rechten
die beschleunigenden Kriifte parallel diesen Axen; endlich sind p, ¢, »
die augenblicklichen Rotationen des Coordinatensystems der & %, § um
seine Axen und p,, ¢, 7, haben dieselbe Bedeutung fiir das Coordinaten-
system der §, 5, §

.

Punktes 2, y, z der fliissigen Masse parallel den Axen & 7, &;

3.

Wenn man nun die Werthe der Grossen &, %, {’ aus (7) in die
Gleichungen (5) substituirt und mit Hiilfe der Gleichungen (6) die
S Lo
@ bt
so nehmen die Grossen auf der linken Seite der Gleichungen (1) die
Form linearer Ausdriicke von den Grossen &, 5, § an. Auf der rechten

Seite hat 7" die Form
H— A& — By — C¢

worin H, A, B, C auf bekannte Weise von den Grissen a, b, ¢ ab-
hiingen; und man geniigt ihnen daher, wenn an der Oberfliche der
Druck den constanten Werth @ hat, indem man

&3 7 '
P=Q+“(1—?*F—?)

Derivirten von wieder durch die Grossen &, 5, ¢ ausdriickt,

setzt und die zehn Functionen der Zeit a, b, ¢; p, q, 7; »,, q,, v, und
6 so bestimmt, dass die neun Coefficienten der Grossen §, 7, § auf
beiden Seiten einander gleich werden und zugleich die aus der Incom-
pressibilitit folgende Bedingungsgleichung abe = a,b,¢, befriedigt wird.

Durch Gleichsetzung der Coefficienten von %, %7—, in der ersten und

von % in der zweiten Gleichung ergiebt sich
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T 4 2brr, 4 2cqq, —a(P+ 72+ 4 4) =22 —2:ad

d d d b
e — b2 — 25, +opg+bpg, — 2epg, =0

d d; d db
agi— b+ 2qr. — 25T +opg +bpg—2epg=0
Aus diesen Gleichungen erhiilt man die sechs iibrigen durch cyclische
Versetzung der Axen, oder auch durch beliebige Vertauschungen, wenn
man nur dabei beachtet, dass durch Vertauschung zweier Axen nicht
bloss die ihnen entsprechenden Grissen vertauscht werden, sondern
zugleich die sechs Grossen p, g, ..., r, ihr Zeichen indern.

Man kann diesen Gleichungen eine fiir die weitere Untersuchung

bequemere Form geben, wenn man statt der Grossen p, p; ¢, q,; 7, 7,
ihre halben Summen und Differenzen

it B f 2 g i A e
U = B} v = 2 w = P
T nawy S et o i),
w 2 v 2 w 3

als unbekannte Functionen einfiihrt.
Dadurch wird das System von Gleichungen, welchen die zehn
unbekannten Functionen der Zeit geniigen miissen

(a — c)'v2+(a+c)v’2-|-(a—b)wz+(a+b)w’2—a}%(:,= eaA—%
(b—a) 1?4 (b4-0) w0 4 (b — ) w4 (b )u* —§ 70 = hB— %
(e—b)u?+(c+b)u? 4 (c—a)v* + (c—l—a)v'?—a}g—;—f—=ecC—i

c

(® —c)% —l—2d(bdjc)uﬂ—(b—{—c—2a)vw—|—(b+c+2a)v’w'=0
b+)% 4280+ 4 et 20y 4 (b— c— 2a) =0
dt dat

(c—a) % +2d(cd7 a)v+(c+a—2b)wu+(c—-|—a+2b)w'u'=0

(c+a) % 424t D (ot 2B)uw 4 (c—a—2B)wu=0

(a—) % 1 27C=D 1 (@ b—20)ur+ (a+b+ 26005 =0

(a—l—b)‘%; —I—?li(ad_i— b)20'+(a—b+20)1tv'+(a—b—26)u'v==0

abe = a,b,c,.

Die Werthe von 4, B, C ergeben sich aus dem bekannten Ausdrucke
fir V
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Nach ausgefiihrter Integration dieser Differentialgleichungen hat
man noch, um die Functionen e, 8, ..., ¥ zu bestimmen, die all-
gemeine Losung 6, &', 6” der Differentialgleichungen

do ’ ’r (ZG' 77 dO” ’
B ;=r0—q8, —-=—1r0+4pe’, —-=q0—pb
zu suchen, — von welchen, wie aus Art. 2, (3) hervorgeht, «, ¢, «”;

B, B, B”; v, ¥, ¥ die drei particularen Auflésungen sind, die fiir
t =0 die Werthe 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 annehmen, — und zur Be-
stimmung der Functionen «, 8, ..., »” die allgemeine Losung der
simultanen Differentialgleichungen

ae ’ b de” wis @e” :
(7/) d_t‘ %S rlel g qlel ? W T /r/e; + pze/ b d—lt == q/el 7 p/el’

4.

~ Es fragt sich nun, welche Hiilfsmittel fiir die Integration dieser
Differentialgleichungen («), (8), (p) die allgemeinen hydrodynamischen
Principien darbieten, aus denen Diriehlet sieben Integrale erster Ord-
nung der durch die Functionen 7, m, ..., n” zu erfiillenden Differential-
gleichungen (§. 1. (a)) schopfte. Die aus ihnen fliessenden Gleichungen
lassen sich mit Hiilfe der oben fiir £, 4/, { gegebenen Ausdriicke leicht
herleiten.

Der Satz von der Erhaltung der Flichen giebt

O—cfu+ @O+ =g=cg"+1+y ¥
(1) (c—aPy+(c+a)w =h=d g+ g4k

(@ —Bfw+ (a+ b =k =o'’ + 10+ K
worin die Constanten ¢°, %, k°, die Anfangswerthe von g, k, k, mit den
Constanten &, &, & in der Abhandlung von Dirichlet iiberein-
kommen; er liefert also das aus den sechs letzten Differentialgleichungen
(@) leicht zu bestitigende Resultat, dass 6 =g, 6’ =&, 6" =k eine
Losung der Differentialgleichungen () ist.

Aus dem Helmholtz’schen Princip der Erhaltung der Rotation

folgen die Gleichungen
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b—cu —b+cu =9,=e,9°+8, 1"+ 7, k°
@ (C—av—(C+a =h=0a/g’+8h"+7k

(a— 0w — (a4 bfwd —k, —a"g® + B/h2 + 3k
in welchen die Constanten ¢° 1’ k° den Grossen BCU, CAB, ABE
der genannten Abhandlung ‘gleich sind.

Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft endlich giebt
ein Integral erster Ordnung der Differentialgleichungen (e)

PG+ B + G
® + (b — O + (¢ — a)® + (a — b)Pw® | = 2&H + const.’
+ (b + ¢*u? + (¢ + a)** 4 (a + b)*w”

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgen zunichst noch zwei In-
tegrale der Gleichungen («)

(Im 9 + 1 + I = const. = o®
(11II) 9+ h:+ k! =const. = w2
Ferner lassen sich von den Gleichungen () zwei Integrale
(Iv) 6 4+ 02 4 6" = const.
Q%) 8g + 6'h + 6"k = const.

angeben, wodurch ihre Integration allgemein auf eine Quadratur zuriick-
. gefithrt wird. Zur Aufstellung ihrer allgemeinen Losung ist es jedoch,
da sie linear und homogen sind, nur n6thig, noch zwei von der Losung
g, h, k verschiedene particulare Liosungen zu suchen, fiir welchen Zweck
man die willkiirlichen Constanten in diesen beiden Integralgleichungen
so withlen kann, dass sich die Rechnung vereinfacht. Giebt man beiden
den Werth Null, so hat man

(3) Oh 4+ 0"k = — g6,
und ferner erhilt man, wenn man diese Gleichung quadrirt und dazu
die Gleichung

oy er2 e 902 £ 62
multiplicirt mit A* 4 %%, addirt

— (0'k — 0"h)* = w*0?

folglich
(4) o'k — 0"h — 0ib

Durch Auflosung dieser beiden linearen Gleichungen (3) und (4)
findet sich
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y __ — gh+ kei

(5) e i
/I__gk—'hmi

(6) eapre ¢

und durch Einsetzung dieser Werthe in die erste der Gleichungen (B)

sirs
1de gdt+rk+qh
o dt MR T R

) log 6 = § log (A* + &*) + coil/.qh’: i 25 dt 4 const.

Aus dieser in (5), (6) und (7) enthaltenen Losung der Differential-
gleichungen (B) erhilt man eine dritte, indem man fiir J/— 1 fiiberall

— ¥ — 1 setzt, und es ist dann leicht aus den gefundenen drei par-
ticularen Losungen die Ausdriicke fiir die Functionen «, 8, ..., 3"
zu bilden.

Die geometrische Bedeutung jeder reellen Losung der Differential-
gleichungen (B) besteht darin, dass sie, mit einem geeigneten con-
stanten Factor multiplicirt, die Cosinus der Winkel ausdriickt, welche
die Axen der & #, { zur Zeit ¢ mit einer festen Linie machen. Diese
feste Linie wird fiir die erste der drei eben gefundenen Liésungen
durch die Normale auf der unverinderlichen Ebene der ganzen be-
wegten Masse gebildet, fiir den reellen und den imaginiren Bestand-
theil der beiden andern durch zwei in dieser Ebene enthaltene und

auf einander senkrechte Linien. Die Cosinus der Winkel zwischen den

h k -
;L, —; die Lage der

Axen und jener Normalen sind demmach % .

Axen gegen diese Normale ergiebt sich also nach Auflosung der
Gleichungen (@) ohne weitere Integration und zur vollstindigen Be-
stimmung ihrer Lage geniigt eine einzige Quadratur, z. B. die Integration

t

® j : %}:—i—;{f dt, welche die Drehung der durch die Normale und die
0
Axe der £ gehenden Ebene um die Normale giebt.
Ganz Aehnliches gilt von den Differentialgleichungen (). Man

kann auf demselben Wege aus den beiden Integralen

(VI) 02 + 6/ + 6"* = const.
(VII) 0,9,+ 6,h, + 6"k, = const.

ihre allgemeine Losung und folglich auch die Werthe der Grossen
@, B,..., p zur Zeit ¢ ableiten, und es wird dabei nur eine Qua-
dratur erforderlich sein. Es ergiebt sich dann schliesslich der Ort eines

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. I 12
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beliebigen Fliissigkeitstheilchens zur Zeit ¢ aus den oben (Art. 1, 1
und 4) fiir die Grossen z, y, # und die Functionen 7, m, ..., n” ge-
gebenen Ausdriicken.

5.

Wir wollen uns jetzt Rechenschaft dariiber geben, was durch die
Zuriickfithrung der Differentialgleichungen zwischen den Functionen
I, m, ..., n" (der Differentialgleichungen (a) § 1 bei Dirichlet) auf
unsere Differentialgleichungen fiir das Geschiift der Integration ge-
wonnen ist. Das System der Differentialgleichungen (a) ist von der
sechszehmten Ordnung, und man kennt von denselben sieben Integrale
erster Ordnung, wodurch es auf ein System der neunten Ordnung,
zuriickgefithrt wird. Das System («) ist nur von der zehnten Ord-
nung, und man kennt von demselben noch drei Integrale erster
Ordnung. Durch die hier bewirkte Umformung jener Differential-
gleichungen ist also die Ordnung des noch zu integrirenden Systems
von Differentialgleichungen um zwei Einheiten erniedrigt, und man
hat statt dessen nur schliesslich noch zwei Quadraturen auszufiihren.
Diese Umformung leistet also dasselbe, wie die Auffindung von zwei
Integralen erster Ordnung.

‘Wir bemerken indess ausdriicklich, dass hierdurch unsere Form
der Differentialgleichungen nur fiir die Integration und die wirkliche
Bestimmung der Bewegung einen Vorzug erhiilt. Fiir die allgemein-
- sten Untersuchungen iiber diese Bewegung ist dagegen diese Form der
Differentialgleichungen weniger geeignet, micht bloss, weil ihre Her-
leitung weniger einfach ist, sondern auch desshalb, weil der Fall der
Gleichheit zweier Axen eine besondere Betrachtung erfordert. Bei’
Gleichheit zweier Axen tritt niimlich der besondere Umstand ein, dass
die ihnen zu gebende Lage durch die Gestalt der fliissigen Masse nicht
vollig bestimmt ist; sie hingt dann im Allgemeinen auch von der
augenblicklichen Bewegung ab und bleibt nur dann willkiirlich, wenn
diese Bewegung so beschaffen ist, dass die Axen fortwiihrend einander
gleich bleiben. Die Untersuchung dieses Falles ist zwar immer leicht
und bedarf daher keiner weiteren Ausfiihrung, kann aber in speciellen
Fillen noch wieder besondere Formen annehmen, und die allgemeinen
Untersuchungen, wie z. B. der allgemeine Nachweis der Méglichkeit
der Bewegung (§. 2 bei Dirichlet), wiirden daher wegen der Menge
von besonders zu behandelnden Fillen ziemlich weitliufig werden.

Ehe wir zur Behandlung von speciellen Fillen schreiten, in wel-
chen sich die Differentialgleichungen («) integriren lassen, ist es zweck-
miissig, zu bemerken, dass in einer Losung dieser Differentialgleichun-
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gen, wie unmittelbar aus der Form dieser Gleichungen hervorgeht,
jede Zeicheniinderung der Functionen u, v, ..., w’ zulissig ist, bei
welcher uvw, uv'w’, W' v, w'v'w ungeéindert bleiben. Es kinnen also
erstens die Zeichen der Functionen ', v, %’ gleichzeitig gefindert wer-
den, und dadurch werden die Grossen e, f8, ..., »” mit den Grissen
a,f,..., 7], also in dem System der Grossen I, m, ..., n” die
Horizontalreihen mit den Verticalreihen vertauscht. Zweitens konnen
gleichzeitig zwei der Grossenpaare w,u’; v,2"; w,% mit den entgegen-
gesetzten Zeichen versehen werden, und diese Aenderung lisst sich
auf eine Aenderung in dem Zeichen einer Coordinatenaxe zuriickfiihren,
wobei die Bewegung in eine ihr symmetrisch gleiche iibergeht. In
dieser Bemerkung ist der von Dedekind gefundene Reciprocitiitssatz
enthalten.

6.

Wir wollen nun den Fall untersuchen, in welchem eins der
Grossenpaare u, '; v,%'; w,w fortwihrend gleich Null ist, also z B.
u =o' = 0; die geometrische Bedeutung dieser Voraussetzung ist
diese, dass die Hauptaxe a stets in der unveriinderlichen Ebene der
ganzen bewegten Masse liegt und die augenblickliche Rotationsaxe
auf dieser Hauptaxe senkrecht steht.

Aus den sechs letzten Differentialgleichungen (&) folgt sogleich,
dass in diesem Falle die Grissen

(@) (¢ — a)*v, (¢ + a)*v, (a —b)Pw, (a + b)*w
constant sind und die Gleichungen
) b+¢c—2a)vw+ b+c+ 2a)v'w =0

b—c+2a)vw +b—c—2a)v'w=0

stattfinden miissen.

"Bei der weiteren Untersuchung ist zu unterscheiden, ob noch ein
zweites der drei Grossenpaare Null ist oder nicht, und wir konnen im
Allgemeinen nur noch bemerken, dass in Folge der Gleichungen (u)
die Grossen h, k, h,, k, constant sind und folglich auch die Winkel
zwischen den Hauptaxen und der unverinderlichen Ebene der ganzen
bewegten Masse, und dass dann ferner aus den Differentialgleichungen
(B) und (p) die Verhiltnissgleichungen

g h ik =p:qzur
g9, h:k=mp:q,:"r

’

folgen, wodurch die Liosungen dieser Gleichungen sich vereinfachen.
12*
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Erster Fall. Nur eins der drei Grissenpaare w,u’; v,v"; w,w st gleich Null.
Wenn weder zugleich » und v’, noch zugleich w und %" Null sind,
folgt aus den Gleichungen (u) und (v)

'v'a__(2a—b—c)(2a,+b_c)— P [ N
1 u_*_(2a+b+c)(2a—-b+c)—<a+c> const.
() 'w"l_(?a——b—c)(ga_b_i_c)— N g .

wz—(2a+b+c)(2a+b—-c)_"(a+b) const.

woraus sich mit Hinzuziehung von

abec = const.

ergiebt, dass @, b, ¢ und folglich auch »,v', w,w" constant sind.
Setzen wir nun

v? 1 v 2 o
9 @a+bdb+c¢)Ra—b+c) (@Ra—b—c)(2a+bdb—c)
) w? w’? Ry

Ra—+b+0 (2a+b—c)=(2a—b—c) 2a— b+ ¢
so erhalten wir aus den drei ersten Differentialgleichungen («) die drei
Gleichungen

L g A G

3) 4 — 1 — 3N 8+ (4a® — 3B — ) T =" — %5

9 B G

€y {(b‘—cz)T=?_W
9 C

@~ 8 =55

-Um hieraus die Werthe von S, 7' und ¢ abzuleiten, bilde man aus

den Gleichungen (4) die Gleichungen
em v sds

b2T+c2S=7L/A(b2+sS @ F9

0

@

3 gt ds
T+S=2b*c”—7‘/A(b"_+ s) (¢* + s)
o

und substituire diese Werthe in der Gleichung (3)
(4a* — B — &) (T4 8) — 2T + #8) =2 —

24
wodurch man
“ De &= (*ds (284 4a*—b*—¢* 1
(®) 2a%b2c? _T"/ A ( &%+ 5)(c® + ) +a2+s)
0 j
erhélt, wenn zur Abkiirzung
(6) da*t —a* (P + A+ V=D

gesetzt wird.
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Durch Einsetzung des Werthes von ¢ in die Gleichungen (4)
findet sich dann

b — ¢® & sds 4a® — ¢* 4 b2 b?
(7) b2 — a2 a? DS = ’_‘— ( 3 e s)
0

A (D% + 9 s ) a® -+

¢ — b? LoiEm . sds 4a* — b® + ¢* e
8) mDT‘TIA(cz-;-s) b+ s _a2+s)'
0

Es bleibt nun noch zu untersuchen, welchen Bedingungen @, b, ¢
geniigen miissen, damit sich aus den Gleichungen (7) und (8) und den
Gleichungen (2) fiir v, v/, w,2" reelle Werthe ergeben.

Damit ("7)8 und (%)2 nicht negativ werden, ist es nothwendig

und hinreichend, dass die Grosse
(40 — (b4 ¢)) 4 — (b —0¢?*) >0

sei. Es muss also a® entweder > (b + c) oder < (b = 0)2 sein.

Wenn a > % , miissen die Grossen S und 7' beide > O sein,
damit die Gleichungen (2) fiir v,v", w, w" reelle Werthe liefern. Man

kann nun aber leicht zeigen, dass, wenn a > ) + ¢ D und die beiden

Integrale auf der rechten Seite der Glelchungen (7) und (8) immer
positiv sind. Man hat dazu nur néthig, D in die Form zu setzen

a* (46® — (b + ¢)*) + be (2a® + be)
und das in (7) enthaltene Integral in die Form

2—(”,"—0]%3 ((4a — &) s + & (4a* + B — &) — 1°¢%)
0
und dann zu bemerken, dass aus a > + die folgenden Ungleich-

heiten fliessen, 4a* — (b + ¢)* > 0, 4a* — c’ > 0, ferner
4@+ —E>0F )P+ —2=2b(0+ ¢
und folglich
AR+ —A)>20b+)a*>4b(b+ ) > b
Aus diesen Ungleichheiten folgt, dass sowohl D, als das betrachtete
Integral nur positive Bestandtheile hat, und dasselbe gilt auch von

dem Integral auf der rechten Seite der Gleichung (8), welches aus
diesem durch Vertauschung von b und ¢ erhalten wird. Lassen wir
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b+e
2

T immer positiv bleiben, S aber nur so lange @ <b. Die Bedingungen
fiir diesen Fall sind also, wenn b die grossere der beiden Axen b und ¢
bezeichnet,

M asanb

nun a die Werthe von

bis co durchlaufen, so wird, wenn b > ¢,

Fiir die Untersuchung des zweiten Falles, wenn a® < (b; 6)2:

wollen wir annehmen, dass b die grossere der beiden Axen b und ¢

b—e¢
2

S<0 und 7 >0 sein. Da aus den Ungleichheiten

B> 2a+cP>4a+ ¢

hervorgeht, dass das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (8)
in unserm Falle stets negativ ist, so wird die letztere Bedingung 7'> 0
a*(b* — 4a®
TP —a ?
oder > a* ist. Dieser Fall spaltet sich also wieder in zwei Fille, und
a2§l:’: :;‘—) < @® durch einen endlichen Zwischenraum
getrennt, so dass von einem zum andern kein stetiger Uebergang
stattfindet. Da das Integral in der Gleichung (7), so lange ¢* <a?

ist, wegen der beiden Ungleichheiten ¢* 4 s <a®+s, 40 — ¢ 4 0* > b*

sei, so dass a <

Es muss dann, damit »,v’, w, %" reell werden,

nur erfiillt werden, wenn D (¢* — a®) >0, also ¢ entweder <

diese sind, da

. nur positiv sein kann, so reduciren sich die zu erfiillenden Bedingungen

im ersten dieser Fille auf a < : - © oder
o _a*(b? —4a?)
(1) ¢<b—2a md & < —5——
und im zweiten auf
b—e¢ g sds 4a® — ¢* 4 b b*
(]II) a S 5 undJ AQ® +9) P —— ;;_,'_*T*‘s S 0.
0

Es ist leicht zu sehen, dass das Integral auf der linken Seite der
letzten Ungleichheit, wenn a die Werthe von O bis ¢ durchliuft,

negativ bleibt, so lange a < % ist, wihrend es fiir @ = ¢ einen posi-
tiven Werth annimmt; die genaue Bestimmung der Grenzen aber,
innerhalb deren diese Ungleichheit erfiillt ist, hiingt, wie man sieht,
von der Auflosung einer transcendenten Gleichung ab.

In Bezug auf das Zeichen von 6, welches bekanntlich entscheidet, ob

die Bewegung ohne #ussern Druck méglich ist, kénnen wir bemerken,
dass sich der oben gefundene Werth dieser Grisse in die Form
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&w c;D.’}s*‘ + 6a’s + D
DAfraz A% -
0
setzen lisst, :md also in den Fillen I und III, wo D> 0, jedenfalls
positiv ist, fiir einen negativen Werth von D aber, wenigstens so
lange dieser Werth absolut genommen unter einer gewissen Grenze
liegt, negativ wird.

s

v

I
Zweiter Fall. Zwei der Grossenpaare w, ' ; v,v"; w,w’ sind gleich Null.

Wir haben nun noch den Fall zu behandeln, wenn zwei der
Grossenpaare u, u'; v, v'; w, w’ fortwithrend Null sind, und also nur um
eine Hauptaxe eine Rotation stattfindet.

Wenn ausser % und «” auch v und ¢" fortwiihrend Null sind, so
reduciren sich die Gleichungen (@) und (v) auf

(@ — b)*w = const. = v (@ + b)*w = const. =7’

und die ersten drei Differentialgleichungen (&) liefern daher die Glei-
chungen

2 x ! d*a G

(@a—b)?° L G fom = da0d = =

1) P e
| oo torar tam— ;

d*c y G
RS i 7 s
welche verbunden mit
abec = ayb, ¢,

die Grossen a, b, ¢ und ¢ als Functionen der Zeit bestimmen. Das
Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft giebt fiir diese Differential-
gleichungen das Integral erster Ordnung

@ % ((:%)2 i (%’)2 i (:ll—:)?) T6 f wta fll-zb)z = 2¢ H + const.

woraus unmittelbar hervorgeht, dass wenn z nicht Null ist, die Haupt-
axen ¢ und b nie einander gleich werden konnen.

Ausser den schon von Mac-Laurin und Dirichlet untersuchten
Filllen, wenn @ = b, lisst noch der Fall, wenn die Grossen a, b, ¢
constant sind, eine Bestimmung der Bewegung in geschlossenen Aus-
driicken zu. In diesem Falle erhiilt man aus (1) durch Elimination
von ¢ die beiden Gleichungen
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2 2 em ffds @ —cDs
trarTo—o 1) aFio@ETs X
(3) :

@

z 2 % &= [ds (a®* — %) s 0
G+ G—a o) B@F)EEF

0

worin die Integrale auf der rechten Seite durch K und L bezeichnet
werden mogen; sie lassen sich auch in die Form setzen

R e w@ 3 s+ ab A e
4 w Gl (v m s 2fA ((a2+s) ® + 9) ab(c”~|—s)>
0

@

9 ot emw [*ds s —ab e?
6 w=5Zm=7 [ 2l@ToorFe T weEn)
0

Nehmen wir an, dass b, wie in den frither betrachteten Fillen,
die grossere der beiden Axen @ und b bezeichne, so liefern diese bei-
den Gleichungen dann und auch nur dann fiir z* und ¢ positive Werthe,
wenn K positiv und abgesehen vom Zeichen grosser als L ist; und
es ist klar, dass die erste Bedingung erfiillt ist, solange ¢ <b. Der
zweiten Bedingung wird geniigt, wenn ¢=a also L =0 ist, und
folglich auch, da K und L sich mit ¢ stetig #ndern, innerhalb -eines
endlichen Gebiets zu beiden Seiten dieses Werthes. Dieses erstreckt
sich aber nicht bis zu den Werthen b und 0O; denn fiir c =5 wiirde

7'? negativ werden, fiir ein unendlich kleines ¢ aber 7% da dann

B als j" ds L m‘/? ds
e e e e o S
. y satata gt C J satata+ 5ot

und folglich L > K wird. Wiichst b, wiihrend ¢ und ¢ endlich blei-
ben, in’s Unendliche, so kann L nur dann kleiner als K bleiben,
wenn zugleich a® — ¢ in’s Unendliche abnimmt; beide Grenzen fiir ¢
sind also dann nur unendlich wenig von @ verschieden. Wenn da-
gegen b seiner unteren Grenze a unendlich nahe kommt, so conver-
girt die obere Grenze fiir ¢, wo 7'* =0 wird, gegen a, die untere
Grenze aber gegen einen Werth, fiir welchen das Integral auf der
rechten Seite von (5) verschwindet. Zur Bestimmung dieses Werthes

erhilt man, wenn man % = sin ¢ setzt, die Gleichung

(—5~+2c0s2¢ 4 cosdv) (r — 2¢) 4 10sin2¢ 4 2sindyp =0,

und diese hat zwischen ¥ =0 und ¢ = % nur eine Wurzel, welche
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2 —0,3033217 ..
a

giebt. Fiir b — a kann freilich ¢ jeden Werth zwischen O und b an-
nehmen, da dann z° wegen des Factors b — a immer Null wird. Man
erbilt dann den von Mac-Laurin untersuchten Fall, wiithrend sich
fiir w* = w’? die beiden von Jacobi und Dedekind gefundenen
Fille ergeben. '

Der eben behandelte Fall fillt fiir b = a mit dem Falle (I) des
vorigen Artikels zusammmen und, wenn

w? i 0 VY
b+c+2a) b—c+2a) @GB+c—=2a) b—c—2a)’

mit dem Falle (III). Von den bisher gefundenen vier Fillen, in denen
das fliissige Ellipsoid wihrend der Bewegung seine Form nicht findert,
hiingen also diese drei Fille stetig unter einander zusammen, wihrend

der Fall (IT) isolirt bleibt.

8.

Die Untersuchung, ob ausser diesen vier Fillen noch andere vor-
handen sind, in denen die Hauptaxen wihrend der Bewegung constant
bleiben, fithrt auf eine ziemlich weitliufige Rechnung, welche wir nur
kurz andeuten wollen, da sie nur ein negatives Resultat liefert.

Aus der Voraussetzung, dass @, b, ¢ constant sind, kann man zu-
nichst leicht folgern, dass ¢ constant ist, indem man die drei ersten
Differentialgleichungen («), multiplicirt mit @, b, ¢, zu einander addirt
und dann die Integralgleichung I, also den Satz von der Erhaltung
der lebendigen Kraft, benutzt.

Durch Differentiation dieser drei Gleichungen erhilt man dann
au v
dt’ dat’ "’ ds
letzten Differentialgleichungen () einsetzt, die drei Gleichungen

b—cuvw—vw)+bF+c)u @w—vw)=0
(1) (¢ —a)v (wu — w )+ (¢c+ a)v" (w'u—wu')=0

(@a—b)wwv —uv)+(@+b)w (wv—u)=0,
von denen eine eine Folge der iibrigen ist.

I. Wenn nun keine von den sechs Grossen u, %, ..., w" Null
ist, folgt aus diesen Gleichungen die Gleichheit der folgenden drei
Grossenpaare, deren Werthe wir durch 2a’, 20, 2¢” bezeichnen wollen

@—0m+@+or=@a—0b + (a+b) =24
C—) 5+ O+ L= 0—0)y + O+ 0 Y —2v
(c—b)“i,+(c+b)%'=(c-—a)%+(c+a)%' = .Ppf

ferner, wenn man die Werthe von aus den sechs
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Es ergiebt sich dann @2 — b ?=a? — V%, '? — ¢? =1*— ¢, so dass wir

; aa —a'a’ =bb—b'b =cc—c'¢'=0

setzen konnen, und aus den drei ersten Differentialgleichungen («)
2na’ = const., 2yb’ = const., 2¢c¢’ = const.

wenn wir vv’ 4 ww’, ww’ + uw', wnw’ 4 vv’ zur Abkiirzung durch

7, 4, 0 bezeichnen. Aus diesen Gleichungen und der aus den Integral-
gleichungen II und IIT leicht herzuleitenden Gleichung

@ — 1) @ — At @ — @) O — D g + (@ — o) (¢ — e
— (@ — o))

folgt, wenn nicht @ = = ¢, dass 6 und folglich u, «/, ..., w’ con-
stant sein miissen. Hs ergiebt sich aber leicht, dass dann die sechs
letzten Differentialgleichungen (&) nicht erfiillt werden kinnen; und
hierdurch ist, wenn nicht alle drei Axen einander gleich sind, die Un-
zuliissigkeit der Annahme, dass u, #/, ..., ' simmtlich von Null ver-
schieden sind, erwiesen.

Die Amnahme @ = b = ¢ wiirde auf den Fall einer ruhenden
Kugel fithren; u’, v', w’ ergeben sich =0, u, v, w aber bleiben ganz
willkiirlich, was davon herriihrt, dass die Lage der Axen in jedem
Angenblicke willkiirlich geéindert werden kann.

IL. Es bleibt also nur die Anmahme iibrig, dass eine der Grossen
, ¥, ..., w Null ist, und diese zieht, wie wir gleich sehen werden,
immer die frither untersuchte Voraussetzung nach sich, dass eins der
-drei Grossenpaare wu,u’; v,2"; w,w’ verschwinde.

1. Wenn eine der Grossen u', v’, w’, z. B. u’ = 0 ist, folgen aus
(1) die Gleichungen .

b—cuvw=0, @G—cuv'w =0
und diese lassen nur eine von den folgenden Annahmen zu: erstens
die frither untersuchte Voraussetzung, zweitens b = ¢, drittens v = 0
und @ = 0 oder v" = 0 und w = 0, was nicht wesentlich verschie-
den ist.

Wenn b = ¢, bleibt # ganz willkiirlich und kann also auch =0
gesetzt werden, wodurch der frither untersuchte Fall eintritt.

Wenn v =0 und %" =0, erhilt man aus den Differentialglei-
chungen («)
b—c—2a)uvw=0, (c+a—2b)uvw=0, (a—b+2cuv'w=0,
und, wenn man die erste dieser Gleichungen zur zweiten addirt,

& — (@ + b) uv'w = 0;
es muss also ausser den Grdssen u’, v, w’ noch eine der Grossen u, v, w
Null sein, wodurch wieder der frither untersuchte Fall eintritt.
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2. Wenn endlich eine der Gréssen u, v, w, z. B. u = 0 ist, folgt

aus den Gleichungen (1)

wovw=0, wow =0
und diese Gleichungen filhren entweder zu unserer fritheren Voraus-
setzung, oder zu der Annahme, v = v" = w" = 0, welche von der eben
untersuchten #" = v = w" = 0 nicht wesentlich verschieden ist, oder
endlich zu der Annahme = v = w = 0. Unter dieser Voraussetzung
aber geben die Differentialgleichungen (&) v'w’ =w'u" =u'v' =0,
und es miissen also noch zwei von den Grissen ', v’, w" Null sein,
was wieder den frither behandelten Fall liefert.

Es hat sich also ergeben, dass mit der Bestiindigkeit der Gestalt
nothwendig eine Bestiindigkeit des Bewegungszustandes verbunden ist,
d. h., dass allemal, wenn die fliissige Masse fortwithrend denselben
Korper bildet, auch die relative Bewegung aller Theile dieses Korpers
immerfort dieselbe bleibt. Die absolute Bewegung im Raume kann
man sich in diesem Falle aus zwei einfacheren zusammengesetzt denken,
indem man sich zuerst der fliissigen Masse eine innere Bewegung er-
theilt denkt, bei welcher sich die Fliissigkeitstheilchen in #hnlichen,
parallelen und auf einem Hauptschnitte senkrechten Ellipsen bewegen,
und dann dem ganzen System eine gleichformige Rotation um eine in
diesem Hauptschnitte liegende Axe. Wenn dieser Hauptschnitt, wie
oben angenommen, senkrecht zur Hauptaxe a ist, so sind die Cosinus

der Winkel zwischen der Umdrehungsaxe und den Hauptaxen 0, — Z
und die Umdrehungszeit ———_. Ferner sind 0, b - b ek die auf

V g
die Hauptaxen bezogenen Coordma.ten des Endpunkts der augenbhck—
lichen Rotationsaxe, und bei der innern Bewegung sind die elliptischen
Bahnen der Fliissigkeitstheilchen der in diesem Punkte an das Ellipsoid
gelegten Tangentialebene parallel, so dass ihre Mittelpunkte in dieser
Rotationsaxe liegen. Die Theilchen bewegen sich in diesen Bahnen
so, dass die nach den Mittelpunkten gezogenen Radienvectoren in
gleichen Zeiten gleiche Flichen durchstreichen, und durchlaufen sie in

der Zeith ———— .
q‘2+r/‘l

9.

Wir kehren jetzt zuriick zur Betrachtung -der Bewegung der
fliissigen Masse in dem Falle, wenn u, «’; v, v" fortwiihrend Null sind
und also nur um eine Hauptaxe eine Rotation stattfindet, und bemer-
ken zuniichst, dass sich den Gleichungen (1) Art. 7., nach welchen
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sich die Hauptaxen in diesem Falle indern, noch eine andere anschau-
lichere mechanische Bedeutung geben lisst. Man kann sie ndmlich
betrachten als die Gleichungen fiir die Bewegung eines materiellen
Punktes (a, b, ¢) von der Masse 1, der gezwungen ist auf einer durch
die Gleichung abc = const. bestimmten Fliche zu bleiben und von
Kriiften getrieben wird, deren Potentialfunction der Grisse

2eH

= T
@—o Ty

dem Werthe nach gleich und dem Zeichen nach entgegengesetzt ist.

Bezeichnen wir diese Grosse mit G, so lassen sich die Gleichun-
gen fiir beide Bewegungen in die Form setzen:

2 2 2
(1) o PREL | Ay PR [
fiir alle unendlich kleinen Werthe von da, 00, d¢, welche der Bedin-
gung abec = const. geniigen; und der Satz von der Erhaltung der
mechanischen Kraft giebt

da\? db\? de\?
: ((W) o (ﬁ) 4 (d_t)) + G = const.,
wonach der von der Forminderung der fliissigen Masse unabhiingige

Theil der mechanischen Kraft = G ist.

Damit a, b, ¢ und folglich Form und Bewegungszustand des fliissigen
da av de
dt’ dt’ dt
" bar nothwendig und hinreichend, dass die Variation erster Ordnung
der Function G' von den veriinderlichen Grissen a, b, ¢, zwischen wel-
chen die Bedingung abc = const. stattfindet, verschwinde, was auf die
Gleichungen (3.) oder (4.) und (5.) des Art. 7. fithrt. Diese Bestin-
digkeit des Bewegungszustandes wird aber nur eine labile sein, wenn
der Werth der Function kein Minimumwerth ist; es lassen sich dann
immer beliebig kleine Aenderungen des Zustandes der fliissigen Masse
angeben, welche eine villige Aenderung desselben zur Folge haben.

Die directe Untersuchung der Variation zweiter Ordnung fiir den
Fall, wenn die Variation erster Ordnung der Function G verschwindet,
wiirde sehr verwickelt werden; es lésst sich jedoch die Frage, ob die
Function fiir diesen Fall einen Minimumwerth habe, auf folgendem
Wege entscheiden.

Zuniichst liasst sich leicht zeigen, dass die Function immer, welche
Werthe auch 7% z'* und abc haben miégen, fiir ein System von
Werthen der unabhiingig veriinderlichen Grossen ein Minimum haben
miisse; es folgt dies offenbar aus den drei Umstinden, dass erstens
die Function G fiir den Grenzfall, wenn die Axen unendlich klein oder

Ellipsoids constant bleiben, wenn Null sind, ist es offen-



iiber die Bewegung eines fliissigen gleichartigen Ellipsoides. 189

unendlich gross werden, sich einem Grenzwerth nihert, der nicht
negativ ist, dass zweitens sich immer Werthe von @, b, ¢ angeben
lassen, fiir welche G negativ wird und dass drittens G nie negativ un-
endlich werden kann. Diese drei Eigenschaften der Function G er-
geben sich aber aus bekamnten Eigenschaften der Function H. Die
Function H erhiilt ihren grossten Werth in dem Fall, wenn die fliissige
Masse die Gestalt einer Kugel ammimmt, nimlich den Werth 2mg?

wenn ¢ den Radius dieser Kugel also 13/ abe bezeichnet; ferner wird H
unendlich klein, wenn eine der Axen unendlich gross und folglich
wenigstens Eine andere unendlich klein wird, jedoch so, dass, wenn b
in’s Unendliche wichst, Hb nicht unendlich klein wird, und folglich
in der Function G, wenn nicht zugleich a in’s Unendliche wiichst, der
negative Bestandtheil schliesslich immer den positiven iiberwiegt.

Wenn z* nicht Null ist, muss schon unter den Werthen von
a, b, ¢, welche der Bedingung » > a geniigen, ein Werthensystem ent-
halten sein, fiir welches die Function ein Minimum wird; denn dann
sind die obigen drei Bedingungen, aus welchen die Existenz eines
Minimums folgt, schon fiir dieses Grissengebiet erfiillt, da G auch fiir
den Grenzfall @ = b nicht negativ wird.

Man kann nun ferner untersuchen, wie viele Losungen die Glei-
chungen (3.) Art. 7 zulassen, welche das Verschwinden der Variation
erster Ordnung bedingen. Diese Untersuchung lisst sich leicht fithren,
wenn man die Werthe der aus ihnen sich ergebenden Ausdriicke fiir
72 und 7’ auch fiir complexe Werthe der Grissen g, b, ¢ in Betracht
zieht. Wir konnen jedoch diese Untersuchung in die gegenwiirtige
Abhandlung nicht aufnehmen und miissen uns begniigen das Resultat
derselben anzugeben, dessen wir in der Folge bediirfen.

Wenn 7% nicht Null ist, lassen die Gleichungen (3.) auf jeder
Seite von b — @ nur Eine Losung zu; die Variation erster Ordnung
verschwindet also auf jeder Seite dieser Gleichung nur fiir ein Werthen-
system, und die Function G muss fiir dieses ihr Minimum haben,
welches wir durch G* bezeichnen wollen.

Wenn 72 Null ist, verschwindet die Variation erster Ordnung
immer fir b = a und einen Werth von ¢, der fir z'* =0 gleich a
ist und mit wachsendem z’? bestiindig abnimmt. Die Variation zweiter
Ordnung lisst sich fiir dieses Werthensystem leicht in die Form eines
Aggregats von (da 4 00)° und (da — 0b)* setzen, und hierin ist der
Coefficient von (da - 0b)° immer positiv, da die Function, wie aus
den fritheren Untersuchungen bekannt ist, unter allen Werthen, die sie
fiir b — @ annehmen kann, hier ihren kleinsten Werth hat.
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Der Coefficient von (da — 0b)* aber ist

£ ds s—ab %
f ((a+s><b2+s>+ab«c2+s>)

also nur positiv, wenn E > 0,303327 ... und folglich 72 < emg*.8,64004 ...,

aber negativ, wenn 2 diesen Werth iiberschreitet.

Die Function G hat also fiir dieses Werthensystem nur im ersten
Falle ein Minimum (G¥), und die Untersuchung der Gleichungen (3)
zeigt, dass die Variation erster Ordnung dann nur fiir dieses Werthen-
system verschwindet; im letztern Falle aber hat sie einen Sattelwerth;
sie muss dann nothwendig noch fiir zwei Werthensysteme ein Mini-
mum (G*) haben, und aus der Untersuchung der Gleichungen (3)
folgt, dass die Variation erster Ordnung nur noch fiir zwei Werthen-
systeme verschwindet, welche durch Vertauschung von b und a aus
einander erhalten werden.

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also, dass in dem schon
seit Mac-Laurin bekannten Falle der Rotation eines abgeplatteten
Umdrehungsellipsoids um seine kleinere Axe die Bestindigkeit des Be-
wegungszustandes nur labil ist, sobald das Verhiltniss der kleinern
Axe zu den andern kleiner ist als 0,303327 ...; bei der geringsten
Verschiedenheit der beiden andern wiirde in diesem Falle die fliissige
Masse Form und Bewegungszustand vollig findern und ein fortwihren-
‘des Schwanken um den Zustand eintreten, welcher dem Minimum der
Function G entspricht. Dieser besteht in einer gleichférmigen Um-
drehung eines ungleichaxigen Ellipsoids um seine kleinste Axe ver-
bunden mit einer gleichgerichteten innern Bewegung, bei welcher die
Theilchen sich in einander #hnlichen zur Umdrehungsaxe senkrechten
Ellipsen bewegen. Die Umlaufszeit ist dabei der Umdrehungszeit gleich,
so dass jedes Theilchen schon nach einer halben Umdrehung des
Ellipsoids in seine Anfangslage zuriickkehrt.

10.

Wenn die mechanische Kraft des Systems,

s (@) + @)+ @)+ 6 =2

welche offenbar nicht klemer als G* sein kann, negativ ist, so kann
die Form des Ellipsoids nur innerhalb eines endlichen durch die Un-
gleichheit G < & begrenzten Gebiets fortwiithrend schwanken.
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Fiir den Fall, dass & — G* als unendlich klein hetrachtet werden

kann, kinnen wir diese Schwankungen leicht untersuchen.

Denken wir uns in der Function G fiir ¢ seinen Werth aus der
Gleichung abe = aybyc, substituirt, so giebt die Gleichung (1) des
vorigen Artikels

d*a eLatcae nol ab c dc , dG

@ aartnu- % wrwmta—0
Die Werthe von a, b, ¢ konnen nun stets nur unendlich wenig von den
Werthen, die dem Minimum von G entsprechen, abweichen, und wenn
wir die Abweichungen zur Zeit ¢ mit da, 0b, dc¢ bezeichnen und die
Glieder hoherer Ordnung vernachlissigen, so erhalten wir zwischen
diesen die Gleichungen

da b de
o e

d*a ¢ d’dc 2G G
(1) 7, sty e e L g ULt

b e dide . A*G G

i et T Skl i

2

welchen man bekanntlich geniigen kann, wenn man g d‘:,a= — ppda,
2 2
%‘:Tb = — uwuob, also auch ddff = — pwuoc setzt und dann die Con-

stante pp so bestimmt, dass Eine eine Folge der iibrigen wird. Die
letztere Bedingung fiir wp kommt mit der Bedingung iiberein, den
Ausdruck zweiten Grades von den Grossen da, db

20°G — pu(d0a® 4 00* + o¢*)
zu einem Quadrat eines linearen Ausdrucks von diesen Grossen zu
machen; und dieser geniigen, da 0*G und da® 4 0b* 4 d¢* wesentlich
positiv sind, immer zwei positive Werthe von wu, welche einander
gleich werden, wenn 0°G und da® + 0b* 4 d¢* sich nur durch einen
constanten Factor unterscheiden. Diese beiden Werthe von uu geben
zwei Losungen der Differentialgleichungen (1), bei denen sich da, db, dc
einer periodischen Function der Zeit von der Form sin(u¢ - const.)
proportional iindern, und aus denen sich ihre allgemeine Losung zu-
sammensetzen lisst.

Jede einzeln genommen liefert periodische unendlich kleine Oscil-
lationen der Gestalt- und des Bewegungszustandes. Hieraus wiirde
freilich nur folgen, dass es zwei Arten von Oscillationen giebt, welche
sich desto mehr periodischen niihern, je kleiner sie sind; es ergiebt
sich jedoch die Existenz von endlichen periodischen Schwingungen aus
folgender Betrachtung. :

Wenn £ negativ ist, muss offenbar @ einen und denselben Werth
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mehr als einmal annehmen, und betrachten wir die Bewegung von
dem Augenblicke an, wo @ einen solchen Werth zum erstenmal an-

da db
a, % und b

vollig bestimmt sein; es sind also auch die Werthe, welche diese
Grossen erhalten, wenn a spiter wieder diesen Werth annimmt,
Functionen von ihren Anfangswerthen. Diese Functionen wollen wir
zusammengenommen durch y bezeichnen. Die Bewegung wird periodisch
sein, wenn ihre Werthe den Anfangswerthen gleich sind. In Folge
der Gleichung abc = const. und des Satzes von der lebendigen Kraft

nimmt, so wird die Bewegung durch die Anfangswerthe

= da . 2
miissen aber, wenn b und Elg ihre Anfangswerthe wieder annehmen,

; Z—? und % wieder ihren Anfangswerthen gleich werden. Es

sind also hierzu nur zwei Bedingungen zu erfiillen; und man kann, indem
man die Derivirten der Functionen y fiir den Fall unendlich kleiner
Schwingungen bildet, zeigen, dass diese Bedingungsgleichungen sich
nicht widersprechen und innerhalb eines endlichen Gebiets reelle Wur-
zeln haben.

Die Griossen a, b, ¢ lassen sich fiir diesen Fall periodischer
Schwingungen als Function der Zeit durch Fourier’sche Reihen aus-
driicken, in welchen freilich simmtliche Constanten, den von Dirichlet
behandelten Fall ausgenommen, nur niherungsweise bestimmt werden
konnen. Dieses kann z. B. dadurch geschehen, dass man die oben fiir
den Fall unendlich kleiner Schwingungen gemachte Entwicklung auf
“Glieder hoherer Ordnung ausdehnt.

Es schien uns der Miihe werth, diese Bewegungen, welche den
Bewegungen, bei denen Gestalt und Bewegungszustand constant sind,-
an Einfachheit zunichst stehen, wenigstens einer oberflichlichen Be-
trachtung zu unterwerfen. Wir wollen nun die Untersuchung, welche
wir im vorigen Artikel fiir den Fall, wenn nur um eine Hauptaxe
eine Rotation stattfindet, ausgefiihrt haben, auf alle der Dirichlet’schen
Voraussetzung geniigenden Bewegungen ausdehnen.

11.

Um fiir diesen Zweck die Differentialgleichungen («) in eine iiber-
sichtlichere Form zu bringen, wollen wir statt der Grossen u, v, ..., w'
die Grossen g, h, ..., k, einfiilhren und die Bedeutung von G dahin
verallgemeinern, dass wir dadurch den Ausdruck

(%%”)2 + (’:i};)e s & (tt@)gl g - ay by ¢y ds
(i 19,)2 5% (hJ—rh,y i (L :r IZ) ] J V@+9®+5(E+9)
(1 c a a

auch ¢
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also auch’ jetzt den von der Formiinderung unabhiingigen  Theil der
mechanischen Kraft bezeichnen.
Es wird dann

_6 6 26
ingl v o anty s SRS anle
A G CAGIe Sl
p'—?)g,’ q,_g—h"’;’,-"Tl

~

und die letzten sechs Differentialgleichungen
~die Form setzen

«) lassen sich daher in

09 _ 06 406G dg,__, 06 06
R SoR b dit S gk “oh>
dh oG oG dh . 0G oG
(1) w Mo 4 o mhay U
oy o pels & o g s AR s LR L, |
at I " "ag @™ %am Moy

wiithrend die drei ersten in

d’a G d%b ¢ a? oG
Biwta it @tn—t— %@ tu 20
iibergehen. Wir bemerken zugleich, dass aus der Integralgleichung IT,
wenn @ = 0, drei Integralgleichungen, g =0, h =0, k = 0, folgen,
d. h., dass diese Griossen immer Null bleiben, wenn sie anfangs Null
sind. Dasselbe gilt natiirlich auch von den Grossen g, h, I,

Aus den Differentialgleichungen (1.) und (2.) ist nun leicht er-
sichtlich, dass das Verschwinden der Variation erster Ordnung der
Function G von den neun veriinderlichen Grossen a, b, ..., &, zwischen
welchen die drei Bedingungen

abc=const, @+ rM+ =0 g’+h+l'=0}
stattfinden, nothwendig und hinreichend ist, damit
dte "d% d'c ‘dg ax;
At d? ) e’ dat’ "t d
Null werden und also Gestalt und Bewegungszustand des Ellipsoids

6;—:, ‘% $ 3—: Null sind. Die Fille, in denen
dieses stattfindet, haben wir frither vollstindig ertrtert. Es ergiebt
sich nun aber auch hier wieder leicht, dass die Function G- wenigstens
fiir Ein System von Werthen der unabhingig veriinderlichen Grossen
ein Minimum haben miisse, da sie fiir den alleinigen Grenzfall, wenn
die Axen unendlich gross oder unendlich klein werden, gegen einen
Grenzwerth convergirt, der nicht negativ ist, und, wie wir schon ge-
sehen haben, immer fiir gewisse Werthe der unabhiingig veréinderlichen
Grossen negativ wird, ohne je negativ unendlich zu werden. Fiir den
einem solchen Minimum entsprechenden constanten Bewegungszustand

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. I. 13

constant bleiben, wenn
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folgt aus dem Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, dass jede
der Dirichlet’schen Voraussetzung geniigende unendlich kleine Ab-
weichung von demselben nur unendlich kleine Schwankungen zur
Folge hat, wihrend in jedem andern Falle die Bestindigkeit der Ge-
stalt und des Bewegungszustandes nur labil ist. Die Aufsuchung der
einem Minimum von G entsprechenden Bewegungszustiinde ist micht
bloss fiir die Bestimmung der moglichen stabilen Formen einer be-
wegten fliissigen und schweren Masse wichtig, sondern wiirde auch fiir
die Integration unserer Differentialgleichungen durch unendliche Reihen
die Grundlage bilden miissen; wir wollen daher jetzt untersuchen, in
welchen von den Fillen, wo ihre Variation erster Ordnung verschwindet,
die Function G ein Minimum hat. Aus jedem von den friiher ge-
fundenen Fillen, in denen das Ellipsoid seine Form behilt, erhilt man
zwar durch Vertauschung der Axen und Aenderungen in den Zeichen
der Grossen g, h, ..., k, mehrere Systeme von Werthen der Grissen
a,b, ..., k, welche das Verschwinden der Variation erster Ordnung
der Function G bewirken; wir kinnen aber diese hier zusammenfassen,
da die Function G fiir alle denselben Werth hat und in Bezug auf
unsere Frage von allen dasselbe gilt.

Ehe wir die.einzelnen Fille betrachten, miissen wir ferner noch
bemerken, dass die Untersuchung, wenn @ oder @, Null ist, eine be-
sondere einfachere Gestalt annimmt, indem damn g, k, & oder g, L, k,
aus der Function G ganz herausfallen. Die frithere Untersuchung der
- constanten Bewegungszustinde giebt nur zwei wesentlich verschiedene
Fiille, in denen eine dieser beiden Grossen Null wird. In dem im
Art. 6. behandelten Falle kann dies nur eintreten, wenn

'z£=(2a—b—c)(2a—b+c)=(a—b)4
w* (2a¢ +b+c¢)(2a 4 b —¢) a—+b
also der Ausdruck
(3.) b*e* + a*b* + a*c — 3a*
den wir durch F bezeichnen wollen, Null ist; und dann ergiebt sich
in der That ® oder @, gleich Null. Die Gleichung E = O liefert aber

nach @ aufgelost nur eine positive Wurzel, die zwischen = _2'_  und b

- liegt, und kann also nur im Falle (L) erfiillt werden. Ausser diesem
Falle giebt noch der im Art. 7. untersuchte Fall @ oder o, gleich Null,
wenn 72 = 7>

Es lisst sich nun zuniichst zeigen, dass in den Fillen (1), (IL)
und (IIL) die Function G keinen Minimumwerth haben kann, weil
sich immer, wihrend a, b, ¢ constant bleiben, die Grossen g, k,..., k,
so iindern lassen, dass der Werth der Function noch abnimmt. Da
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g und g, Null und %, %, k,k, den Fall E = 0 ausgenommen, nicht
Null sind, so finden zwischen den Variationen dieser Grossen die Be-
dingungen statt
09° + 2h0h + 2kdk =0, 09?4+ 20,0k, -+ 2k,0k =0
und die Variation von G wird
6g+5g dg — dg,\? oG CREST G G ey
;;( eS| b+c)9>—|——3’:6h+ﬁ67~+ﬁ6h,+;&7161.

oder da

G 4G . ;' 9@ 10 5 e
il el I Pl
dg + dyg, dg — dg)\* 106 o5 LUQGE IS
(4) P i'(( h — ¢ )+(7b+c) —ﬁﬁag—2ls @h, dg,.

Bildet man die Determinante dieses Ausdrucks zweiten Grades‘
von dg und dgy, und substituirt darin die aus Art. 6. (1.) sich ergeben-
den Werthe :

=4 ¢ — 26 4y (4a*— (0 + ) (40— (0 — )

(B
: e 22 F y (40— (b + o) (402 — b — oY)
und folglich M = FE, so findet sich diese
__3(a*—10%) (@® —¢)
AEQ® — o

Sie ist also positiv im Falle (I.), wenn E < 0, und im Falle (h].), aber
negativ im Falle (I.), wenn £ > 0, und im Falle (IL). In den beiden
ersteren Fillen kann daher der Ausdruck (4.) sowohl positive, als
negative Werthe annehmen, in den beiden andern aber entweder nur

positive, oder nur negative. Kr erhilt aber fiir dg = — dg den
Werth ‘
1 b* 4 ¢* — 2a°
Wilora 5 )

welcher unter den in diesen Fillen geltenden Voraussetzungen immer
negativ ist, wie man leicht sieht, wenn man ihn in die Form setzt

_ (@ 4-c*—2a") 0+ 4bcfc* - 2a%) 4 (40— (b +0)*) (4a*— (b—0)?) dg®
4(b + o)*E

und bemerkt, dass b® + ¢* — 24a” stets positiv ist, wenn E > 0.
Wenn eine der beiden Grossen @ oder ®,, z. B. @, = 0 ist, wird
die Bedingungsgleichung zwischen dg,, 0k , OF,
392+ 012 4 0k? =0;

der Ausdruck der Variation von G reducirt sich folglich anf
13*
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gk UDY Sriat q
96 =t (gr—ep — 1) 07
und aus (5.) erhiilt man, da gq—h' =0,

b b te—2e

q
Durch Einsetzung dieses Werthes ergiebt sich
30 o O e — B 4 ) O (B iabe o) 3

10— D) (0 + & — 209
also negativ, da »® 4 ¢ — 24 und 4a* — (b 4 ¢)* in diesem Falle
positiv sind.

In allen diesen Fillen hat also die Function G keinen Minimum-
werth, und wir haben nun nur noch den Fall des Art. 7. zn betrachten,
wobei wir den singuliren Fall, wo b =« und 7'* > smp*. 8,64004...,
ganz ausschliessen konnen. Wenn eine der beiden Grossen o® oder @ *
Null ist, liefert dieser Fall fiir jeden gegebenen Werth der andern
Grosse nur Einen constanten Bewegungszustand, fiir welchen 7* = 7%
und die Function G muss dann fiir diesen ihr Minimum haben. Fiir
je zwei gegebene von Null verschiedene Werthe von @* und @? aber
liefert dieser Fall zwei constante Bewegungszustinde der fliissigen
Masse, die durch Vertauschung von z* und 7z in einander iibergehen;
denn man kann, um 7* und 7* aus ©® und ®* zu bestimmen,

. ,=m_v_25_&,,'=‘°2m,
setzen und dabei die Zeichen von @ und @, beliebig wiihlen.

Man kann aber leicht zeigen, dass in dem einen Falle, wenn @
und ®, gleiche Zeichen haben und also z* den grosseren Werth hat,
kein Minimum von G stattfindet. Die Bedingungen aus den Variationen
der Grossen g, h, ..., k, sind jetzt

09> + 01* + 2kok =0, &g+ 0h?+ 2k 0k =0,
und die Variation von G wird daher

[(Cgtiny o () |<;ii";)-+(aW)«w—wl

dg — dg\? 0h — 00 )\? w
( b+c) ( c+a ) @ b)’+(a+b)2 (0g2+0h%)
Diese _erhiilt aber einen negativen Werth, wemn @ und @, gleiche
Zeichen haben und 0k = 0k, =0, dg, = — 0y angenommen wird;
denn es ergiebt sich
T ke Lpdics il (@ + o) 2
0¢ = oo —oxot GFa o) iwa )
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Ll a.'uch - da fir
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¢<amach Art. T. (3) _’:a)s > o, folglich 7> ¢* ist und also

z? nur grosser als v'? sein kann, wenn ¢ > a.

Die Function hat also auch in diesem Falle kein Minimum und
muss folglich in dem allein noch iibrig bleibenden Falle ihr Minimum
haben.

Dieses findet demmnach statt fiir die im Art. 7. betrachtete Be-
wegung, wenn 72 <7'? (den oben angegebenen singuliren Fall aus-
genommen); und in diesem Falle wiirde daher, wihrend in allen an-
dern Fillen die Bestiindigkeit der Gestalt und des Bewegungszustandes
nur labil ist, jede der Dirichlet’schen Voraussetzung geniigende unend-
lich kleine Aenderung in der Gestalt und dem Bewegungszustande der
fliissigen Masse nur unendlich kleine Schwankungen zur Folge haben.

Hieraus folgt freilich nicht, dass der Zustand der fliissigen Masse in
diesem Falle stabil ist. Die Untersuchung, unter welchen Bedingungen
dieses stattfindet, wiirde sich wohl, da sie auf lineare Differential-
gleichungen fiihrt, mit bekannten Mitteln ausfiihren lassen. Wir miissen
jedoch auf die Behandlung dieser Frage in dieser Abhandlung ver-
zichten, die nur der weiteren Entwicklung des schonen Gedankens ge-
widmet ist, mit welchem Dirichlet seine wissenschaftliche Thitigkeit
gekront hat.

und hierin ist
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