Anmerkungen.

(1) (zu Seite 3.) In Riemann's Papieren findet sich der folgende an diese Stelle

gehorige Zusatz:

pUnter dem Ausdruck: die Grosse w dndert sich stetig mit 7z zwischen den
Grenzen 7z = @ und z = b verstehen wir: in diesem Intervall entspricht jeder
unendlich kleinen Aenderung von z eine unendlich kleine Aenderung von w
oder, greiflicher ausgedriickt: fiir eine beliebig gegebene Grosse & lisst sich
stets die Grisse « so annehmen, dass innerhalb eines Intervalls fiir z, welches
kleiner als « ist, der Unterschied zweier Werthe von w nie grésser als & ist.
Die Stetigkeit einer Function fihrt hiernach, anch wenn dies nicht besonders
hervorgehoben ist, ihre bestindige Endlichkeit mit sich.«

(2) (zu Seite 18.) Zur Erliuterung dieser im Ausdruck etwas dunkeln Stelle kann

folgendes Beispiel dienen:

In der beistehenden Figur ist 7'
eine dreifach zusammenhiingende
Fliiche. (ab) sei.der ersteQuerschnitt
q,, (cd) der zweite ¢,. Man hat hier
drei verschiedene constante Werth-
differenzen der Function
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zu unterscheiden. Diese seien: an der
Strecke (ac): A, an der Strecke (¢b): B,
an der Strecke (c¢d): C. Durchlinft
man also zuerst (cd), so kann hier ¢
irgend einen Werth haben. Durchliiuft man hierauf (bc), so kann hier B
einen andern beliebigen Werth haben. An (ac) ist aber hiernach die constante
Werthdifferenz 4 der Function Z vollig bestimmt, niimlich (wenn die Vor-
zeichen passend bestimmt werden) 4 = B -} C. Axuf fihnliche Weise schliesst
man allgemein, dass, so oft beim Rickwirtsdurchlanfen des Querschnitt-
systems ein schon durchlaufener Querschnitt einmiindet, die Aenderung, welche
die constante Werthdifferenz der Function dadurch erfihrt, vollkommen be-
stimmt ist.

(8) (zu Seite 33.) Die folgenden Bemerkungen sind fast wortlich den in Riemann’s

handschriftlichen Nachlass gefundenen Entwiirfen zu Art. 17. entnommen und
dienen theils zur Erliuterung, theils zur Ergiinzung der Untersuchung.

Von den Werthen P, und P, kann auch einer iiberall = 0 genommen
werden, wenn nur 7 eine endliche Breite behiilt, wodurch unser Beweis
auf den Fall anwendbar wird, wo die Unstetigkeit léings eines Theils der Be-
grenzung eintriite, oder durch Abinderung von y lings einer Linie im Innern
entstanden wiire. Fiir m ist deshalb nicht geradezu der kleinste Werth von
(yy — ¥5)* in dem angegebenen Intervall von p, und p, gesetzt, damit der

" Beweis auch auf den Fall anwendbar ist, wo y unendlich viele Maxima und

Minima, also z. B. in der Nihe der Unstetigkeitslinie den Werth sin %, hiitte.

In dhnlicher Weise liisst sich zeigen, dass L iiber alle Grenzen wiichst, wenn
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1 sich einer Function y unbegrenzt nihert, die in einem Punkt O’ so unstetig
wird, dass in einem Theil einer mit dem Radius ¢ um O’ beschriebenen
Kreislinie ¢ }0}%’ o Z;» fir ein unendlich kleines o sich einer endlichen Grenze

nithern oder unendlich werden. 3
Es lisst sich in diesem Fall ein Werth R von ¢ so annehmen, dass unter-

halb desselben
on
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nicht 0 wird. Bezeichnen wir den kleinsten Werth dieser Grisse in diesem
Intervall durch @, so wird der Beitrag eines zwischen ¢ = R und ¢ = » (wo
r < R) enthaltenen Kreisrings zu L
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und folglich, wenn man » = Re “ annimmt > €. Wihlt man also zur
(4]

Begrenzung von T’ einen Kreis, wo ¢ < Re “, so wird der aus dem iibrigen
T stammende Theil von L und folglich L selbst, wic auch 2 im Iunern des
Kreises angenommen werden moge, ~> C.

(Diese Untersuchung bezieht sich zwar zuniichst auf einen Punkt, der kein
Windungspunkt und kein Begrenzungspunkt ist, erleidet aber eine wesent-
liche Aenderung nur fiir einen Begrenzungspunkt, wo die Fliche eine Spitze,
d. h. ihre Begrenzung einen Riickkehrpunkt hat. Die Bestimmung eines
Grades der Unstetigkeit, welchen 1 nicht erreichen kann, beruht indess auch
hier auf denselben Principien und wir begniigen uns daher mit der Andeu-
tung dieses Falles.)

Es liefert also, wenn der Fliichentheil, wo 1 und y verschieden sind, nn-
endlich klein wird, im Fall einer Unstetigkeitslinie 7 selbst, im Fall eines
Unstetigkeifspunktes der iibrige Theil von 7' einen unendlichen Beitrag zun L,
und unsere Behauptung ist daher, wenn die Unstetigkeit den hier voraus-
gesetzten Grad erreicht, gerechtfertigh. Thre Giiltigkeit in diesem Umfang
geniigt fiir uns und in der That wird sie fiir leichtere Unstetigkeiten unrichtig,
wie z. B. wenn y in der Entfernung ¢ des Punktes O vom Unstetigkeitspunkt

= (log %)ﬂ und g < 4 ist. Wir geben daher dem ersten Theil des Satzes

“im Art. 16. folgende Beschriinkung: Das Integral & hat, @ = & | 1 gesetat,
entweder fiir eine der Functionen 1 ein Minimum, oder 2 nimmt, wihrend 2
sich emem kleinsten Grenzwerth nithert doch nur in einzelnen Punkten eine

Unstetigkeit an, bei welcher die Ordnung von 3-1:5, ‘%,
werden, die Einheit nicht erreicht.

Eine Unstetigkeit der Function o, die durch Abiinderung eines Werthes in
einem Punkt hebbar ist, muss z B. eintreten, wenn in der Fliche irgendwo
ein Stich, also ein einzelner Begrenzungspunkt, wo 1 = 0 sein miisste, an-
genommen wiirde.

wenn sie unendlich
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