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Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Functionen einer
verinderlichen complexen Grosse.

(Inauguraldissertation, Gottingen, 1851.)

I

Denkt man sich unter z eine veriinderliche Grisse, welche nach
und nach alle moglichen reellen Werthe annehmen kann, so wird,
wenn jedem ihrer Werthe ein einziger Werth der unbestimmten Grisse
w entspricht,  eine Function von z genannt, und wenn, wiihrend 2
alle zwischen zwei festen Werthen gelegenen Werthe stetig durch-
liuft, 2 ebenfalls stetig sich indert, so heisst diese Function inner-
halb dieses Intervalls stetig oder continuirlich. (")

Diese Definition setzt offenbar zwischen den einzelnen Werthen
der Function durchaus kein Gesetz fest, indem, wenn iiber diese
Function fiir ein bestimmtes Intervall verfiigt ist, die Art ihrer Fort-
setzung ausserhalb desselben ganz der Willkiir iiberlassen bleibt.

Die Abhiingigkeit der Grosse w von z kann durch ein mathe-
matisches Gesetz gegeben sein, so dass durch bestimmte Grossen-
operationen zu jedem Werthe von 2z das ihm entsprechende «w gefunden
wird. Die Fihigkeit, fiir alle innerhalb eines gegebenen Intervalls
liegenden Werthe von z durch dasselbe Abhiingigkeitsgesetz bestimmt
zu werden, schrieb man frither nur einer gewissen Gattung von
Functionen zu (functiones continuae nach Euler’s Sprachgebrauch);
neuere Untersuchungen haben indess gezeigt, dass es analytische Aus-
driicke giebt, durch welche eine jede stetige Function fiir ein gege-
benes Intervall dargestellt werden kann. Es ist daher einerlei, ob
man die Abhiingigkeit der Grisse w von der Grosse z als eine will-
kiirlich gegebene oder als eine durch bestimmte Grossenoperationen
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bedingte definirt. Beide Begriffe sind in Folge der erwiihnten Theoreme
congruent.

Anders verhiilt es sich aber, wenn die Veriinderlichkeit der Grosse
z nicht auf reelle Werthe beschrinkt wird, sondern auch complexe

von der-Form z 4 y¢ (wo i = }/— 1) zugelassen werden.

Es seien z 4 yi und 2 4 yi + dz 4 dyi zwei unendlich wenig
verschiedene Werthe der Grosse z, welchen die Werthe u + »i und
u + vi + du + dvi der Grosse w entsprechen. Alsdann wird, wenn
die Abhiingigkeit der Grosse w von # eine willkiirlich angenommene

du + dvi

ist, das Verhiltniss T ayi sich mit den Werthen von dz und dy
allgemein zu reden indern, indem, wenn man dz -+ dyi = ee%’ setat,
S du + dvi
dx + dyi
ou , 0v ov ou\ .
~HEtn) H16E-5)
ou Ov v ow\ .| dx — dyi
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wird. Auf welche Art aber auch w als Function von z durch Ver-
bindung der einfachen Grossenoperationen bestimmt werden mbge,

immer wird der Werth des Differentialquotienten 2%0 von dem beson-

dern Werthe des Differentials dz unabhiingig sein®). Offenbar kann
also auf diesem Wege nicht jede beliebige Abhiingigkeit der complexen
Grisse w von der complexen Grosse z ausgedriickt werden.

Das eben hervorgehobene Merkmal aller irgendwie durch Grissen-
operationen bestimmbaren Functionen werden wir fiir die folgende
Untersuchung, wo eine solche Function unabhiingig von ihrem Aus-
drucke betrachtet werden soll, zu Grunde legen, indem wir, ohne jetzt
dessen Allgemeingiiltigkeit und Zulinglichkeit fiir den Begriff einer
durch Grossenoperationen ausdriickbaren Abhiingigkeit zu beweisen,
von folgender Definition ausgehen:

#) Diese Behauptung ist offenbar in allen Fillen gerechtfertigt, wo sich aus
dem Ausdrucke von w durch z mittelst der Regeln der Differentiation ein Aus-
druck von ‘.ll_l_o' durch z finden liisst; ihre streng allgemeine Giiltigkeit bleibt fiir

dz
jetzt dahin gestellt.
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Eine veriinderliche complexe Grisse w heisst eine Function einer
andern veriinderlichen complexen Grisse z, wenn sie mit ihr sich so

indert, dass der Werth des Differentialquotienten ;—g’ unabhéngig von
dem Werthe des Differentials dz ist.

2.

Sowohl die Grosse z, als die Grosse w werden als verinderliche
Grossen betrachtet, die jeden complexen Werth annehmen konnen.
Die Auffassung einer solchen Veriinderlichkeit, welche sich auf ein
zusammenhiingendes Gebiet von zwei Dimensionen erstreckt, wird
wesentlich erleichtert durch eine Ankniipfung an riumliche Anschau-
ungen. 3

Man denke sich jeden Werth x + yi der Grisse z reprisentirt
durch einen Punkt O der Ebene A, dessen rechtwinklige Coordinaten
z, 1, jeden Werth u -} v¢ der Grosse w durch einen Punkt @ der
Ebene B, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind. Eine jede Ab-
hiingigkeit der Grosse w von z wird sich dann darstellen als eine
Abhiingigkeit der Lage des Punktes @ von der des Punktes 0. Ent-
spricht jedem Werthe von z ein bestimmter mit z stetig sich findern-
der Werth von w, mit andern Worten, sind « und » stetige Functionen
von z, 9, so wird jedem Punkte der Ebene 4 ein Punkt der Ebene B,
jeder Linie, allgemein zu reden, eine Linie, jedem zusammenhingenden
Flichenstiicke ein zusammenhiingendes Fliachenstiick entsprechen. Man
wird sich also diese Abhiingigkeit der Grisse w von z vorstellen kénnen
als eine Abbildung der Ebene A4 auf der Ebene B.

3.

Es soll nun untersucht werden, welche Eigenschaft diese Abbil-
dung erhiilt, wenn w eine Function der complexen Grosse z, d. h.

dw Sl e
wenn o— von dz unabhingig ist.

Wir bezeichnen durch o einen unbestimmten Punkt der Ebene A
in der Nithe von O, sein Bild in der Ebene B durch ¢, ferner durch
z + yi + dv + dyi und uw 4+ vi + du + dvi die Werthe der
Grossen z und w in diesen Punkten. Es kénnen dann dz, dy und
du, dv als rechtwinklige Coordinaten der Punkte o und ¢ in Bezug
auf die Punkte O und ¢ als Anfangspunkte angesehen werden, und
wenn man dz + dyi = ee9" und du -+ dvi = ne”’ setzt, so werden
die Grissen & ¢, 7, ¥ Polarcoordinaten dieser Punkte fiir dieselben



6 I. Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie

Anfangspunkte sein. Sind nun o" und o” irgend zwei bestimmte
Lagen des Punktes o in unendlicher Nihe von O, und driickt man die
von ihmen abhiingigen Bedeutungen der iibrigen Zeichen durch ent-
sprechende Indices aus, so giebt die Voraussetzung

du' 4 dv'i _ du” + dv”¢

de' +dy'i dz” +dy”e

und folglich

du’ 4 dv'i n'i oW — Wi dz' 4+ dy's

8' ) T
== =g s — 7 ¢ —9")i
s raya ot ’

du” Fdv”i o
woraus gﬁ e : und ¢ — 9" = ¢" — ¢”, d. h. in den Dreiecken
000" und ¢’ Qq” sind die Winkel ¢'O0” und ¢ @Q¢” gleich und die
sie einschliessenden Seiten einander proportional.

Es findet also zwischen zwei einander entsprechenden unendlich
kleinen Dreiecken und folglich allgemein zwischen den kleinsten Thei-
len der Ebene A4 und ihres Bildes auf der Ebene B Aehnlichkeit
Statt. Eine Ausnahme von diesem Satze tritt nur in den besonderen
Fillen ein, wenn die einander entsprechenden Aenderungen der Grissen
z und w nicht in einem endlichen Verhilltnisse zu einander stehen,
was bei Herleitung desselben stillschweigend vorausgesetzt ist®).

4.
Bringt man den Differentialquotienten Z: ::: g;—: in die Form
ou , 0v . § oY . 0N g

de + dyt

so erhellt, dass er und zwar nur dann fiir je zwei Werthe von dz
und dy denselben Werth haben wird, wenn

ow 6w GE_ ‘fu

A/ BR0 G —

dx 0y ox oy
ist. Diese Bedingungen sind also hinreichend und nothwendig, damit
w=u -+ vi eine Function von z= z + yi sei. Fiir die einzelnen
Glieder dieser Function fliessen aus ihnen die folgenden:

#) Ueber diesen Gegenstand sehe man:

»Allgemeine Auflosung der Aufgabe: die Theile einer gegebenen Fliche so
abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich
wird, von C. F. Gauss. (Als Beantwortung der von der koniglichen Societit der
Wissenschaften in Copenhagen fiir 1822 aufgegebenen Preisfrage*, abgedruckt in:
»Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Drittes Heft.
Altona. 1825.) (Ganss Werke Bd. IV, p. 189.)
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welche fiir die Untersuchung der Eigenschaften, die Einem Gliede
einer solchen Function einzeln betrachtet zukommen, die Grundlage
bilden. Wir werden den Beweis fiir die wichtigsten dieser Eigen-
schaften einer eingehenderen Betrachtung der vollstindigen Function
voraufgehen lassen, zuvor aber noch einige Punkte, welche allgemei-
neren Gebieten angehiren, erortern und festlegen, um uns den Boden
fir jene Untersuchungen zu ebenen.

*

i

Fiir die folgenden Betrachtungen beschrinken wir die Verinder-
lichkeit der Grissen z, y auf ein endliches Gebiet, indem wir als Ort
des Punktes O° nicht mehr die Ebene A selbst, sondern eine iiber
dieselbe ausgebreitete Fliche 7' betrachten. Wir wiihlen diese Ein-
kleidung, bei der es unanstissig sein wird, von auf einander liegenden
Fliichen zu reden, um die Moglichkeit offen zu lassen, dass der Ort
des Punktes O iiber denselben Theil der Ebene sich mehrfach er-
strecke, setzen jedoch fiir einen solchen Fall voraus, dass die auf
einander liegenden Fliichentheile nicht lings einer Linie zusammen-
hiingen, so dass eine Umfaltung der Fliche, oder eine Spaltung in auf
einander liegende Theile nicht vorkommt.

Die Anzahl der in jedem Theile der Ebene auf einander liegen-
den Flichentheile ist alsdann vollkommen bestimmt, wenn die Begren-
zung der Lage und dem Sinne nach (d. h. ihre innere und iussere
Seite) gegeben ist; ihr Verlauf kann sich jedoch noch verschieden
gestalten.

In der That, ziechen wir durch den von der Fliche bedeckten
Theil der Ebene eine beliebige Linie /, so éindert sich die Anzahl der
iiber einander liegenden Flichentheile nur beim Ueberschreiten der
Begrenzung, und zwar beim Uebertritt von Aussen nach Innen um
-+ 1, im entgegengesetzten Falle um — 1, und ist also iiberall be-
stimmt. Liings des Ufers dieser Linie setzt sich nun jeder angrenzende
Flichentheil auf ganz bestimmte Art fort, so lange die Linie die Be-
grenzung nicht trifft, da eine Unbestimmtheit jedenfalls nur in einem
einzelnen Punkte und also entweder in einem Punkte der Linie selbst
oder in einer endlichen Entfernung von derselben Statt hat; wir kion-
nen daher, wenn wir unsere Betrachtung auf einen im Innern der
Fliche verlaufenden Theil der Linie ! und zu beiden Seiten auf einen
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hinreichend kleinen Flichenstreifen beschriinken, von bestimmten
angrenzenden Flichentheilen reden, deren Anzahl auf jeder Seite gleich
ist, und die wir, indem wir der Linie eine bestimmte Richtung bei-
legen, auf der Linken mit a,, a,, ... a,, auf der Rechten mit a,’, @,’,... @',
bezeichnen. Jeder Flichentheil ¢ wird sich dann in einen der Flichen-
theile @ fortsetzen; dieser wird zwar im Allgemeinen fiir den ganzen
Lauf der Linie ! derselbe sein, kann sich jedoch fiir besondere Lagen
von [ in einem ihrer Punkte éindern. Nehmen wir an, dass oberhalb
eines solchen Punktes ¢ (d. h. lings des vorhergehenden Theils von 1)
mit den Flichentheilen o', a',,... a’, der Reihe nach die Flichen-
theile a,, a,,... a, verbunden seien, unterhalb desselben aber die
Flichentheile @.,, @y, ... @4,, WO &, @, ... ¢, nur in der Anordnung
von 1, 2, ... n verschieden sind, so wird ein oberhalb ¢ von @, in a’,
eintretender Punkt, wenn er unterhalb ¢ auf die linke Seite zuriick-
tritt, in den Flichentheil @,, gelangen, und wenn er den Punkt ¢ von
der Linken zur Rechten umkreiset, wird der Index des Flichentheils,
in welchem er sich befindet, der Reihe nach die Zahlen

1, ey Qagy o vo @y Quy o -

durchlaufen. In dieser Reihe sind, so lange das Glied 1 nicht wieder-
kehrt, nothwendig alle Glieder von einander verschieden, weil einem
beliebigen mittlern Gliede «, nothwendig w und nach einander alle
fritheren Glieder bis 1 in unmittelbarer Folge vorhergehen; wenn aber
nach einer Anzahl von Gliedern, die offenbar kleiner als » sein muss
und = m sei, das Glied 1 wiederkehrt, so miissen die iibrigen Glieder
in derselben Ordnung folgen. Der um 6 sich bewegende Punkt kommt
alsdann nach je m Umldufen in denselben Flichentheil zuriick und
ist auf m der auf einander liegenden Klichentheile eingeschrinkt,
welche sich iiber ¢ zu einem einzigen Punkte vereinigen. Wir nennen
diesen Punkt einen Windungspunkt m — 1ster Ordnung der Fliche 7.
Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die iibrigen » — m Flichen-
theile werden diese, wenn sie nicht gesondert verlaufen, in Systeme
von My, My, ... Flichentheilen zerfallen, in welchem Falle auch noch
Windungspunkte m, — 1ster, m, — 1ster Ordnung in dem Punkte ¢
liegen.

Wenn die Lage und der Sinn der Begrenzung von 7' und die
Lage ihrer Windungspunkte gegeben ist, so ist 7' entweder vollkom-
men bestimmt oder doch auf eine endliche Anzahl verschiedener Ge-
stalten beschriinkt; Letzteres, in so fern sich diese Bestimmungsstiicke

auf verschiedene der auf einander liegenden Flichentheile beziehen
konnen.
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Eine veriinderliche Grisse, die fiir jeden Punkt O der Fliche 7,
allgemein zu reden, d. h. ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und
Punkten*) auszuschliessen, Einen bestimmten mit der Lage desselben
stetig sich findernden Werth annimmt, kann offenbar als eine Function
von z, y angesehen werden, und iiberall, wo in der Folge von Functionen
von z, y die Rede sein wird, werden wir den Begriff derselben auf
diese Art festlegen.

Ehe wir uns jedoch zur Betrachtung solcher Functionen wenden,
schalten wir noch einige Erdrterungen iiber den Zusammenhang einer
Fliche ein. Wir beschriinken uns dabei auf solche Flichen, die sich
nicht lings einer Linie spalten.

6.

Wir betrachten zwei Flichentheile als zusammenhingend oder
Einem Stiicke angehorig, wenn sich von einem Punkte des einen durch
das Innere der Fliiche eine Linie nach einem Punkte des andern ziehen
lisst, als getrennt, wenn diese Moglichkeit nicht Statt findet.

Die Untersuchung des Zusammenhangs einer Fliche beruht auf
ihrer Zerlegung durch Querschnitte, d. h. Linien, welche von einem
Begrenzungspunkte das Innere einfach — keinen Punkt mehrfach —
bis zu einem Begrenzungspunkte durchschneiden. Letzterer kann auch
in dem zur Begrenzung hinzugekommenen Theile, also in einem
frithern ‘Punkte des Querschnitts, liegen.

Eine zusammenhingende Fliche heisst, wenn sie durch jeden
Querschnitt in Stiicke zerfillt, eine einfach zusammenhingende, andern-
falls eine mehrfach zusammenhiingende.

Lehrsatz 1. Eine einfach zusammenhiingende Fliche A zerfillt
durch jeden Querschnitt ab in zwei einfach zusammenhingende Stiicke.

Gesetzt, eins dieser Stiicke wiirde durch einen Querschnitt cd
nicht zerstiickt, so erhielte man offenbar, je nachdem keiner seiner
Endpunkte oder der Endpunkt ¢ oder beide Endpunkte in ab fielen,
durch Herstellung der Verbindung liings der ganzen Linie ab oder
lings des Theils ¢b oder des Theils ¢d derselben eine zusammen-

*) Diese Beschriinkung ist zwar nicht durch den Begriff einer Function an
sich geboten, aber um Infinitesimalrechnung auf sie anwenden zu kénnen erfor-
derlich: eine Function, die in allen Punkten einer Fliche unstetig ist, wie z. B.
eine Function, die fiir ein commensurables z und ein commensurables y den
Werth 1, sonst aber den Werth 2 hat, kann weder einer Differentiation, noch
einer Integration, also (unmittelbar) der Infinitesimalrechnung iiberhaupt nicht un-
terworfen werden. Die fiir die Fliche 7' hier willkiirlich gemachte Beschriinkung
wird sich spiter (Art. 15.) rechtfertigen.
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hiingende Fliche, welche durch einen Querschnitt aus A entstinde,
gegen die Vorraussetzung.

Lehrsatz II. Wenn eine Fliche 7' durch n,#) Querschnitte ¢, in
ein System 7 von m, einfach zusammenhiingenden Flichenstiicken
und durch n, Querschnitte g, in ein System 7}, von m, Flichenstiicken
zerfillt, so kann n, — m, nicht > »n, — m, sein.

Jede Linie g, bildet, wenn sie nicht ganz in das Querschnitt-
system ¢, fillt, zugleich einen oder mehrere Querschnitte ¢, der
Fliiche 7,. Als Endpunkte der Querschnitte ¢,” sind anzusehen:

1) die 2n, Endpunkte der Querschnitte ¢,, ausgenommen, wenn ihre
Enden mit einem Theil des Liniensystems ¢, zusammenfallen,
2) jeder mittlere Punkt eines Querschnitts ¢,, in welchem er in

einen mittlern Punkt einer Linie ¢, eintritt, ausgenommen, wenn
er sich schon in einer andern Linie ¢, befindet, d. h. wenn ein
Ende eines Querschnitts ¢, mit thm zusammenfillt.

Bezeichnet nun @, wie oft Linien beider Systeme wihrend ihres
Laufes zusammentreffen oder auseinandergehen (wo also ein einzelner
gemeinsamer Punkt doppelt zu rechnen ist), »,, wie oft ein Endstiick
der ¢, mit einem mittlern Stiicke der ¢,, »,, wie oft ein Endstiick
der ¢, mit einem mittlern Stiicke der ¢, endlich »;, wie oft ein End-
stiick der ¢, mit einem KEndstiicke der ¢, zusammenfillt, so liefert
Nr. 1 2%, — v, — »;, Nr. 2 u — », Endpunkte der Querschnitte ¢’,;
beide Fille zusammengenommen aber umfassen simmtliche Endpunkte
und jeden nur einmal, und die Anzahl dieser Querschnitte ist daher

2n, — vy — ¥, —
2 ) 23+F" l=11«2+8-

giebt sich die Anzahl der Querschnitte ¢, der Fliche 7}, welche durch
die Linien ¢, gebildet werden, = i b _;3 ki , also=n, +s.
Die Fliche 7, wird nun offenbar durch die », + s Querschnitte ¢, in
dieselbe Fliche verwandelt, in welche 7, durch die »n, 4+ s Querschnitte
¢, zerfillt wird. Es besteht aber 7' aus m, einfach zusammenhiin-
genden Stiicken und zerfillt ‘daher nach Satz 1. durch n, 4+ s
Querschnitte in m, 4+ n, + s Flichenstiicke; folglich miisste, wire
my < my -+ n, — n,, die Zahl der Flichenstiicke 7, durch », 4 s Quer-
schnitte um mehr als », + s vermehrt werden, was ungereimt ist.
Zufolge dieses Lehrsatzes ist, wenn die Anzahl der Querschnitte

unbestimmt durch #, die Anzahl der Stiicke durch m bezeichnet wird,

Durch ganz #hnliche Schliisse er-

#) Unter einer Zei:legung durch mehrere Querschnitte ist stets eine successive
zu verstehen, d. h. eine solche, wo die durch einen Querschnitt entstandene
Fliche durch einen neuen Querschnitt weiter zerlegt wird.
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n — m fiir alle Zerlegungen einer Fliche in einfach zusammenhingende
Stiicke constant; denn betrachten wir irgend zwei bestimmte Zer-
legungen durch %, Querschnitte in m, Stiicke und durch », Quer-
schnitte in m, Stiicke, so muss, wenn erstere einfach zusammenhéingend
sind, n, — m, < n, — m,, und wenn letztere einfach zusammenhiin-
gend sind, n, — m, < n, — m,, also wenn Beides zutrifft, n, — m,
= n, — m, sein.

Diese Zahl kann fiiglich mit dem Namen ,Ordnung des Zusam-
menhangs“ einer Fliche belegt werden; sie wird

durch jeden Querschnitt um 1 erniedrigt — mnach der Definition —,

durch eine von einem innern Punkte das Innere einfach bis zu
einem Begrenzungspunkte oder einem frithern Schnittpunkte durch--
schneidende Linie nicht geiindert und

durch einen innern allenthalben einfachen in zwei Punkten endenden
Schnitt um 1 erhoht,

weil erstere durch Einen, letztere aber durch zwei Querschnitte in
Einen Querschnitt verwandelt werden kann.

Endlich wird die Ordnung des Zusammenhangs einer aus mehreren
Stiicken bestehenden Fliche erhalten, wenn man die Ordnungen des
Zusammenhangs dieser Stiicke zu cinander addirt.

Wir werden uns indess in der Folge meistens auf eine aus Einem
Stiicke bestehende Fliche beschriinken, und uns fiir ihren Zusammen-
hang der kunstloseren Bezeichnung eines einfachen, zweifachen ete.
bedienen, indem wir unter einer nfach zusammenhiingenden Fliche
eine solche verstehen, die durch » — 1 Querschnitte in eine einfach
zusammenhiingende zerlegbar ist.

In Bezug auf die Abhiingigkeit des Zusammenhangs der Begren-
zung von dem Zusammenhang einer Fliche erhellt leicht:

1) Die Begrenzung einer einfach zusammenhingenden Fliche be-
steht nothwendig aus Einer in sich zuriicklaufenden Linie.

Bestiinde die Begrenzung aus getrennten Stiicken, so wiirde ein
Querschnitt ¢, der einen Punkt eines Stiicks ¢ mit einem Punkte eines
andern b verbiinde, nur zusammenhingende Flichentheile von einander
scheiden, da sich im Innern der Fliche lings a eine Linie von der
einen Seite des Querschnitts ¢ an die entgegengesetzte fiihren- liesse;
und folglich wiirde ¢ die Fliche nicht zerstiicken, gegen die Voraus-
setzung.

2) Durch jeden Querschnitt wird die Anzahl der Begrenzungsstlicke
entweder um 1 vermindert oder um 1 vermehrt.

Ein Querschnitt ¢ verbindet entweder einen Punkt eines Begren-
zungsstiicks ¢ mit einem Punkte eines andern b, — in diesem Falle
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bilden alle diese Linien zusammengenommen in der Folge @, ¢, b, ¢
ein einziges in sich zuriicklaufendes Stiick der Begrenzung —

oder er verbindet zwei Punkte Eines Stiicks der Begrenzung, —
in diesem Falle zerfillt dieses durch seine beiden Endpunkte in zwei
Stiicke, deren jedes mit dem Querschnitte zusammengenommen ein in
sich zuriicklaufendes Begrenzungsstiick bildet —

oder endlich, er endet in einem seiner fritheren Punkte und kann
betrachtet werden als zusammengesetzt aus einer in sich zuriicklaufen-
den Linie o und einer andern /, welche einen Punkt von o mit einem
Punkte eines Begrenzungsstiicks @ verbindet, — in welchem Falle o
eines Theils, und @, I, o, I andern Theils je ein- in sich zuriicklaufen-
des Begrenzungsstiick bilden.

Es treten also entweder — im erstern Falle — an die Stelle
zweier Ein, oder — in den beiden letzteren Fillen — an die Stelle
Eines zwei Begrenzungsstiicke, woraus unser Satz folgt.

Die Anzahl der Stiicke, aus welchen die Begrenzung eines nfach
zusammenhiingenden Flichenstiicks besteht, ist daher: entweder = »n
oder um eine gerade Zahl kleiner.

Hieraus ziehen wir noch das Corollar:

Wenn die Anzahl der Begrenzungsstiicke éiner nfach zusammen-
hiingenden Fliche = n ist, so zerfillt diese durch jeden iiberall ein-
fachen im Innern in sich zuriicklaufenden Schnitt in zwei getrennte
Stiicke.

Denn die Ordnung des Zusammenhangs wird dadurch nicht ge-
indert, die Anzahl der Begrenzungsstiicke um 2 vermehrt; die Fliche
wiirde also, wenn sie eine zusammenhiingende wiire, einen %fachen
Zusammenhang und » -+ 2 Begrenzungsstiicke haben, was unmoglich ist.

It

Sind X und Y zwei in allen Punkten der iiber A ausgebreiteten
Fliche 7' stetige Functionen von z, y, so ist das iiber alle Elemente
dT dieser Fliche ausgedehnte Integral

2K 10X ¢
J(—Ej—l——é? = —J»(Xcosg—{— Ycosn)ds,

wenn in jedem Punkte der Begrenzung die Neigung einer auf sie nach
Innen gezogenen Normale gegen die z-Axe durch &, gegen die y-Axe
durch % bezeichnet wird, und sich diese Integration auf simmtliche
Elemente ds der Begrenzungslinie erstreckt.

Um das Integral J1%—fd T zu transformiren, zerlegen wir den
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von der Fliche 7' bedeckten Theil der Ebene A durch ein System der
z-Axe paralleler Linien in Elementarstreifen, und zwar so, dass jeder
Windungspunkt der Fliche 7" in eine dieser Linien fillt. Unter dieser
Voraussetzung besteht der auf jeden derselben fallende Theil von 7'
aus einem oder mehreren abgesondert verlaufenden trapezformigen
Stiicken.  Der Beitrag eines unbestimmten dieser Flichenstreifen,
welcher aus der y-Axe das Element dy ausscheidet zu dem Werthe

von ./ —dT wird dann offenbar = dy '/ dx, wenn diese TInte-

gration durch diejenige oder diejenigen dér Fliche 7' angehdrigen
geraden Linien ausgedehnt wird, welche auf eine durch einen Punkt
von dy gehende Normale fallen. Sind nun die unteren Endpunkte
derselben (d. h. welchen die kleinsten Werthe von z entsprechen)

=0 ()m, .. ., die oberen 0’, 0", 0, ... und bezeichnen wir mit
Xl, X,.... X, X", .... die Werthe von X in diesen Punkten,
mit ds,, ds ;s ee..ds’,ds”, . ... die entsprechenden von dem Flichen-
streifen aus der Begrenzung ausgeschledenen Elemente, mit §, § , . .
£, t" .... die Werthe von £ an diesen Elementen, so wird

J‘g:‘ gt GBS0

+ X 4+ X"+ X"....
Die Winkel £ werden offenbar spitz an den unteren, stumpf an den
oberen Endpunkten, und es wird daher
dy= cos§ds,= cos§ds, ....
= —cos £ds = —cos E'ds” ....

Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich
dy‘/.% dz = — ZX cos &ds,

wo sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, welche
in der y-Axe dy zur Projection haben.

Durch Integration iiber siimmtliche in Betracht kommende dy
werden offenbar simmtliche Elemente der Fliche 7' und siimmtliche
Elemente der Begrenzung erschipft, und man erhilt daher, in diesem
Umfange genommen,

X
!/‘b—sz=-—chos Eds.

Durch ganz iihnliche Schliisse findet man

j IT———'/ Y cos yds
(I/



14 1. Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie
und folglich

f )dT —‘/.(Xcosg—l— Y cos n) ds, w. z. b. w.

8.

Bezeichnen wir in der Begrenzungslinie, von einem festen Anfangs-
punkte aus in einer bestimmten spiter festzusetzenden Richtung ge-
rechnet, die Linge derselben bis zu einem unbestimmten Punkte O,
durch s, und in der in diesem Punkte O, errichteten Normalen die
Entfernung eines unbestimmten Punktes O von demselben und zwar
nach Innen zu als positiv betrachtet durch p, so konnen offenbar die
Werthe von # uud y im Punkte O als Functionen von s und p an-
gesehen werden, und es werden dann in den Punkten der Begrenzungs-
linie die partiellen Differentialquotienten

i 0y | 0 . oy  —
a—i—cosg, op — o8, 55 = cosy, == =+cos§,

wo die oberen Zeichen gelten, wenn die Richtung, in welcher die
Grosse s als wachsend betrachtet wird, mit p einen gleichen Winkel
einschliesst, wie die z-Axe mit der y-Axe, wenn einen entgegen-
gesetzten, die unteren. Wir werden diese Richtung in allen Theilen
der Begrenzung so annehmen, dass

22 % und folglich 2 — 22

0s op s op
ist, was die Allgemeinheit unserer Resultate im Wesentlichen nicht
beeintriichtigt.

Offenbar konnen wir diese Bestimmungen auch auf Linien im
Innern vorf 7' ausdehnen; nur haben wir hier zur Bestimmung der
Vorzeichen von dp und ds, wenn deren gegenseitige Abhiingigkeit wie
dort festgesetzt wird, noch eine Angabe hinzuzufiigen, welche entweder
das Vorzeichen von dp oder von ds festsetzt; und zwar werden wir
bei einer in sich zuriicklaufenden Linie angeben, von welchem der
durch sie geschiedenen Flichentheile sie als Begrenzung gelten solle,
wodurch das Vorzeichen von dp bestimmt wird, bei einer nicht in
sich zuriicklaufenden aber ihren Anfangspunkt d h. den Endpunkt,
wo s den kleinsten Werth annimmt.

Die Einfithrung der fiir cos £ und cos 5 erhaltenen Werthe in die
im vorigen Art. bewiesene Gleichung’ giebt, in demselben Umfange wie
dort genommen,

s e ¢ , 0% -91/ ,E'y 0%
S G+ ar=—[(x% + v E)as— [ (x5 - 1) as
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9.

Durch Anwendung des Satzes am Schlusse des vorigen Art. anf
den Fall, wo in allen Theilen der Fliche

0X oY
% Tyl
ist, erhalten wir folgende Siitze:

I. Sind X und Y zwei in allen Punkten von 7 endliche und
stetige und der Gleichung

dx Ey =

geniigende Functionen, so ist, durch die ganze Begrenzung von 7' aus-

gedehnt,
e ox cy e
J (Xa)-—l— Ya—ﬁ) ds = o.

Denkt man sich eine beliebige iiber 4 ausgestreckte Fliche 7} in
zwei Stiicke 7, und 7}, auf beliebige Art zerfillt, so kann das Integral

fa 0x ,?y
/ (X% + ¥ ;ﬁ) ds
in Bezug auf die Begrenzung von 7}, betrachtet werden als die Differenz
der Integrale in Bezug auf die Begrenzung von 7, und in Bezug auf
die Begrenzung von 7}, indem, wo 7 sich bis zur Begrenzung von
T, erstreckt, beide Integrale sich aufheben, alle iibrigen Elemente aber

einem Elemente der Begrenzung von 7, entsprechen.
Mittelst dieser Umformung ergiebt sich aus I.:

II. Der Werth des Integrals

ox L0y ¢
f(X717+ ] ?13) ds,

durch die ganze Begrenzung einer iiber 4 ausgebreiteten Fliche er-
streckt, bleibt bei beliebiger Erweiterung oder Verengerung derselben
constant, wenn nur dadurch keine Flichentheil eein- oder austreten,
innerhalb welcher die Voraussetzungen des Satzes I. nicht erfiillt sind.

Wenn die Functionen X, Y zwar in jedem Theile der Fliche 7'
der vorgeschriebenen Differentialgleichung geniigen, aber in einzelnen
Linien oder Punkten mit einer Unstetigkeit behaftet sind, so kann man
Jede solche Linie und jeden solchen Punkt mit einem beliebig kleinen
Flichentheil als Hiille umgeben und erhiilt dann durch Anwendung
des Satzes II.:
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III. Das Integral

e

in Bezug auf die ganze Begrenzung von 7' ist gleich der Summe der

Integrale
3 0x oy
J (X o+ Y50)ds

in Bezug auf die Umgrenzungen aller Unstetigkeitsstellen, und zwar
behiilt in Bezug auf jede einzelne dieser Stellen das Integral denselben
Werth, in wie enge Grenzen man sie auch einschliessen moge.

Dieser Werth ist fiir einen blossen Unstetigkeitspunkt nothwendig
gleich 0, wenn mit der Entfernung ¢ des Punktes O von demselben
zugleich o X und o ¥ unendlich klein werden; denn fiihrt man in Be-
zug auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt und eine beliebige An-
fangsrichtung Polarcoordinaten ¢, ¢ ein und withlt zur Umgrenzung
einen um denselben mit dem Radius ¢ beschriebenen Kreis, so wird
das auf ihn beziigliche Integral durch

2n

J (Xca, Sis le

ausgedriickt und kann folglich nicht einen von Null verschiedenen
Werth % haben, weil, was auch x sei, o immer so klein angenommen

werden kann, dass abgesehen vom Zeichen (I& -+ Y r_y) o fiir jeden

Werth von ¢ < é‘{, und folglich
2n

J(Xdl_{_ lr;;)gd(p<%

v
wird.

IV. Ist in einer einfach zusammenhiingenden iiber 4 ausgebrei-
teten Fliche fiir jeden Flichentheil das durch dessen ganze Begrenzung

erstreckte Integral
‘/ ( X 2w ) ds

J‘(YZ—f - X%—g) ds=opo,

so erhilt fiir irgend zwei feste Punkte O, und O dies Integral in
Bezug auf alle von O, in derselben nach O gehende Linien denselben
Werth.

oder
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Je zwei die Punkte O, und O verbindende Linien s, und s, bilden
zusammengenommen eine in sich zuriicklaufende Linie s;. Diese Linie
besitzt entweder selbst die Eigenschaft, keinen Punkt mehrfach zu
durchschneiden, oder man kann sie in mehrere allenthalben einfache
in sich zuriicklaufende Linien zerlegen, indem man von einem belie-
bigen Punkte aus dieselbe durchlaufend jedesmal, wenn man zu einem
friihern Punkte zuriickgelangt, den inzwischen durchlaufenen Theil
ausscheidet und den folgenden als unmittelbare Fortsetzung des vor-
hergehenden betrachtet. Jede solche Linie aber zerlegt die Fliche in
eine einfach und eine zweifach zusammenhingende; sie bildet daher
nothwendig von Einem dieser Stiicke die ganze Begrenzung, und das
durch sie erstreckte Integral

o ox oy
j (Ya—s — XY ds

wird also der Voraussetzung mnach = o. Dasselbe gilt folglich auch
von dem durch die ganze Linie s; erstreckten Integrale, wenn die
Grosse s iiberall in derselben Richtung als wachsend betrachtet wird;
es miissen daher die durch die Linien s, und s, erstreckten Integrale,
wenn diese Richtung ungeiindert bleibt, d. h. in einer derselben von
0, nach O und in der andern von O nach O, geht, einander aufheben,
also, wenn sie in letzterer geiindert wird, gleich werden.
Hat man nun irgend eine beliebige Fliche 7, in welcher allgemein

zu reden g

3 ,

9z T oy —°
ist, so schliesse man zuniichst, wenn nbthig, die Unstetigkeitsstellen aus,
so dass im iibrigen Flichenstiicke fiir jeden Flichentheil

) ’am ay oy
L/(IE_S_— ST ds =o

ist, und zerlege dieses durch Querschnitte in eine einfach zusammen-

hiingende Fliche 7*. Fiir jede im Innern von 7'* von einem Punkte

0, nach einem andern O gehende Linie hat dann unser Integral den-

selben Werth; dieser Werth, fiir den zur Abkiirzung die Bezeichnung
0

i ox > 01
J (Y X a‘f) ds
i
gestattet sein moge, ist daher, O, als fest, O als beweglich gedacht,
fir jede Lage von O abgesehen vom Laufe der Verbindungslinie ein
bestimmter und kann folglich als Function von z, y betrachtet werden.
Die Aenderung dieser Function wird fiir eine Verriickung von O lings

eines beliebigen Linienelements ds durch
Rrema~NN’s gesammelte mathematische Werke. L 2
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y2&__ x29) 4
0s 08

ausgedriickt, ist in 7% iiberall stetig und lings eines Querschnitts von
T zu beiden Seiten gleich;

V. das Integral
0
Z=J (Y?—’”—X@)ds
0s 0s
0,

bildet daher, O, als fest gedacht, eine Function von z, 9, welche in 7'*
iiberall sich stetig, beim Ueberschreiten der Querschnitte von 7' aber
um eine lings derselben von einem Zweigpunkte zum andern constante
Grosse iindert, und von welcher der partielle Differentialquotient

07 0z

oz oy

Die Aenderungen beim Ueberschreiten der Querschnitte sind von

einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl von einander unab-
hiingiger Grossen abhiingig; denn wenn man das Querschmittsystem
iickwiirts — die spiteren Theile zuerst — durchliuft, so ist diese
Aenderung iiberall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes
Querschnitts gegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander
unabhiingig. (*)

¥, — X ist.

10.
Setzt man fiir die bisher durch X bezeichnete Function
ow , Ou ouw , Ou
W——u — und u———u’ —
ox e oy oy

fiir Y, so wird
X oY 02w o2 , (0 a2
o tay = (@ toy) — (@t )
wenn also die Functionen « und «” den Gleichungen

*u cu o o

- s =0, v~ A3
220 oyt ) Pt + 2y

geniigen, so wird

X oY

B L9500
und es finden auf den Ausdruck

/(XS_ ¥ 3—”) ds,

cp op

welcher
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_—j( du__ ,au s

wird, die Sitze des vorigen Art. Anwendung.

Machen wir nun in Bezug auf die Function » die Voraussetzung,
dass sie nebst ihren ersten Differentialquotienten etwaige Unstetig-
keiten jedenfalls nicht lings einer Linie erleidet, und fiir jeden Un-
stetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung ¢ des Punktes O von

demselben o g—: und o g—: unendlich klein werden, so konnen die Un-

stetigkeiten von # in Folge der Bemerkung zu III. des vorigen Art.
ganz unberiicksichtigt bleiben. .

Denn alsdann kann man in jeder von einem Unstetigkeitspunkte
ausgehenden geraden Linie einen Werth R von ¢ so annehmen, dass

du__  oudx ou oy

Ge— ®ozde T ®ayde
unterhalb desselben immer endlich bleibt, und bezeichnet U den Werth
von u fiir ¢ = R, M abgesehen vom Zeichen den grossten Werth der
Funetion ¢ 3_1; in jenem Intervall, so wird, in derselben Bedeutung
genommen, stets u — U < M (log ¢ — log R) sein, folglich o (U — U)
und also auch gu mit ¢ zugleich unendlich klein werden; dasselbe
gilt aber der Voraussetzung nach von o %1: und ¢ 2—; und folglich,
wenn u” keiner Unstetigkeit unterliegt, auch von

0 (u g: —u ;i; und o (u 21—; — ?%),

der im vorigen Art. erirterte Fall tritt hier also ein.

Wir nghmen nun ferner an, dass die den Ort des Punktes O
bildende Fliche 7 allenthalben einfach iiber A ausgebreitet sei, und
denken uns in derselben einen beliebigen festen Punkt 0,, wo u, z, y
die Werthe u,, ,, y, erhalten. Die Grosse

;[mg(@_x,,sﬂy_ya)z):log,-,'

als Function von #, y betrachtet, hat alsdann die Eigenschaft, dass

d%logr , 0*logr
ox* Y2 et

wird, und ist nur fiir 2 = z,, ¥y = ¥,, also in unserm Falle nur fiir
Einen Punkt der Fliche 7' mit einer Unstetigkeit behaftet.
Es wird daher nach Art. 9., IIL, wenn wir log » fiir u’ setzen

j (u oo il log » g‘i—‘> ds
s ' cp ap
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in Bezug auf die ganze Begrenzung von 7' gleich diesem Integrale in
Bezug auf eine beliebige Umgrenzung des Punktes O, und also, wenn
wir dazu die Peripherie eines Kreises, wo » einen constanten Werth
hat, withlen und von einem ihrer Punkte in einer beliebigen festen
Richtung den Bogen bis O in Theilen des Halbmessers durch ¢ be-

zeichnen, gleich
T a1 5
o8 ¥ Y i
—fu 7r rdq;—logffap ds,
0

2 Ve
a—;ds=oist, =—Jud¢p,
0

oder da

L ¥

welcher Werth, wenn # im Punkte O, stetig ist, fiir ein unendlich
kleines » in — u,2x iibergeht.

Unter den in Bezug auf w und 7' gemachten Voraussetzungen
haben wir daher fiir einen beliebigen Punkt O, im Innern der Fliiche,
in welchem u stetig ist,

uo=§1; /(logr%—-ualgir) ds

in Bezug auf die ganze Begrenzung derselben und

2z

= ude

i 2n
0
in Bezug auf einen um O, beschriebenen Kreis. Aus dem ersten dieser
Ausdriicke ziehen wir folgenden
Lehrsatz. Wenn eine Function % innerhalb einer die Ebene
A allenthalben einfach bedeckenden Fliche 7' allgemein zu reden der
Differentialgleichung

B

2

D
=
%)
E

|
|

D

D)
<

[

geniigt und zwar so, dass

1.) die Punkte, in welchen diese Differentialgleichung nicht erfiillt
ist, keinen Flichentheil,

2.) die Punkte, in welchen u, g—:, % unstetig werden, keine Linie
stetig erfiillen, :

3.) fiir jeden Unstetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung o
des Punktes O von demselben die Grissen g%, 0 f—z unend-

lich klein wérden und
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4.) bei u eine durch Abinderung ihres Werthes in einzelnen
Punkten hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen ist,
so ist sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten fiir alle
Punkte im Innern dieser Fliche endlich und stetig.
In der That, betrachten wir den Punkt O, als beweglich, so in-
dern sich in dem Ausdrucke

J (logr% —u cgofr) ds

nur die Werthe log », 3_159‘_;;_1', 2 1805 ”. Diese Grissen aber sind fiir jedes
Element der Begrenzung, so lange O, im Innern von 7' bleibt, nebst
allen ihren Differentialquotienten endliche und stetige Functionen von
Z,, Yo, da die Differentialquotienten durch gebrochene rationale
Functionen dieser Grissen ausgedriickt werden, die nur Potenzen von
r im Nenner enthalten. Dasselbe gilt daher auch fiir den Werth
unsers Integrals und folglich fiir die Function u,. Denn diese kénnte
unter den fritheren Voraussetzungen nur in einzelnen Punkten, indem
sie unstetig wiirde, einen davon verschiedenen Werth haben, welche
Mbglichkeit durch die Voraussetzung 4.) unsers Lehrsatzes wegfillt.

11.

Unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf  und 7, wie am
Schlusse des vorigen Art. haben wir folgende Siitze:

I. Wenn lings einer Linie u = o und ?)—; =0 ist, so ist u
iiberall = o.

Wir beweisen zuniichst, dass eine Linie 4, wo » = 0 und z—; =0
ist, nicht die Begrenzung eines Flichentheils @, wo w positiv ist,
bilden kénne.

Gesetzt, dies finde statt, so scheide man aus a ein Stiick aus,
welches eines Theils durch 1, andern Theils durch eine Kreislinie be-
grenzt wird und den Mittelpunkt dieses Kreises nicht enthiilt, welche
Construction allemal moglich ist. Man hat dann, wenn man die Polar-

coordinaten von O in Bezug auf O, durch », ¢ bezeichnet, durch die
ganze Begrenzung dieses Stiicks ausgedehnt

o o a7 [ (P g
flogra—p ds ——Ju 7D ds = o,

also in Folge der Annahme auch fiir den ganzen ihr angehorigen
Kreishogen

J.udtp -+ log ’J% ds = o,
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oder da
‘0u
%ds—o
ist,

*

J ude =o,

was mit der Voraussetzung, dass » im Innern von a positiv sei, un-
vertriiglich ist.

Auf #hnliche Art wird bewiesen, dass die Gleichungen u = o0 und

%'—; == 0 nicht in einem Begrenzungstheile eines Flichenstiicks &, wo u

negativ ist, stattfinden kéonne.
Wenn nun in der Fliche 7' in einer Linie v = 0 und % = ¢ ist

und in irgend einem Theile derselben » von Null verschieden wiire,
so miisste ein solcher Flichentheil offenbar entweder durch diese Linie
selbst oder durch einen Flichentheil, wo u = o wiire, also jedenfalls

« durch eine Linie wo % und g-; = o0 wire, begrenzt werden, was noth-
wendig auf eine der vorhin widerlegten Annahmen fiihrt.
II. Wenn der Werth von » und g—“ lings einer Linie gegeben
b

ist, so ist « dadurch in allen Theilen von 7' bestimmt.

Sind %, und u, irgend zwei bestimmte Functionen, welche den der
Funection u auferlegten Bedingungen geniigen, so gilt dies auch, wie
sich durch Substitution in diesen Bedingungen sofort ergiebt, fiir ihre
Differenz u, — u,. Stimmten nun #, und u, lings einer Linie nebst
ihren ersten Differentialquotienten nach p iiberein, in einem andern
Flichentheile aber micht, so wiirden lings dieser Linie #, — u, =0
0 (uy — u,)

op
zuwider.

- III. Die Punkte im Innern von 7, wo w einen constanten Werth
hat, bilden, wenn wu nicht iiberall constant ist, nothwendig Linien,
welche Flichentheile, wo u grosser ist, von Flichentheilen, wo u kleiner
ist, scheiden.

Dieser Satz ist aus folgenden zusammengesetzt:

# kann nicht in einem Punkte im Inmern von 7' ein Minimum oder
ein Maximum haben;

u kann nicht nur in einem Theile der Fliche constant sein;

die Linien, in denen u = @ ist, konnen nicht beiderseits Flichen-
theile begrenzen, wo u — a dasselbe Zeichen hat;

und = ¢ sein, ohne iiberall = 0 zu sein, dem Satze I.
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Sitze, deren Gegentheil, wie leicht zu sehen, allemal eine Verletzung
der im vorigen Art. bewiesenen Gleichung

2
1 -
Uy == E] wde
0

oder
Z‘It
J (w—uy) dp=o0
0
herbeifiihren miisste und folglich unméglich ist.

12.

Wir wenden uns jetzt zuriick zur Betrachtung einer veriinderlichen
complexen Grosse w==u - vi, welche, allgemein zu reden (d. h. ohne
eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten auszuschliessen), fiir
jeden Punkt O der Fliiche 7" Einen bestimmten mit der Lage desselben

stetig und den Gleichungen ’
ou_ 00 0w _ _ o0
ox Qyl oy ox

gemiiss sich findernden Werth hat, und bezeichnen diese Eigenschaft
von w nach dem frither Festgestellten dadurch, dass wir w eine
Function von z = 2 + y7 nennen. Zur Vereinfachung des Folgenden
setzen wir dabei im Voraus fest, dass bei einer Function von z eine
durch Abiinderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte hebbare
Unstetigkeit nicht vorkommen solle.

Der Fliiche 7' wird vorerst ein einfacher Zusammenhang und eine
allenthalben einfache Ausbreitung iiber die Ebene A beigelegt.

Lehrsatz. Wenn eine Function w von z eine Unterbrechung der
Stetigkeit jedenfalls nicht lings einer Linie erleidet und ferner fiir
jeden beliebigen Punkt O der Fliche, wo 2z =2 sei, w:(z—2") mit
unendlicher Anniiherung des Punktes O unendlich klein wird, so ist
sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten
im Innern der Fliche endlich und stetig.

Die iiber die Verinderungen der Griosse w gemachten Voraus-
setzungen zerfallen, wenn z — 2 — ge”’ gesetzt wird, fiir » und v in
die folgenden:

ou cv
1.) E -7 a—!/ = 0
und
‘ ou ov
‘) et s
£) oy oz °
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fiir jeden Theil der Fliche 7; 3.) die Funktionen » und » sind nicht
liings einer Linie unstetig; 4.) fiir jeden Punkt ' werden mit der Ent-
fernung ¢ des Punktes O von demselben ¢# und g% unendlich klein;
5.) fiir die Functionen u und o sind Unstetigkeiten, die durch Ab-
inderung ihres Werthes in einzelnen Punkten gehoben werden konnten,
ausgeschlossen.

In Folge der Voraussetzungen 2.), 3.), 4.) ist fiir jeden Theil der
Fliche 7 das iiber dessen ganze Begrenzung ausgedehnte Integral

S5 —o5) o
nach Art. 9, IIl. = o und das Integral

0

J .(u ‘;—i: — v ) ds

0o
erhiilt daher (nach Art. 9., IV.) durch jede von O, nach O gehende
Linie erstreckt denselben Werth und bildet, O, als fest gedacht, eine
bis auf einzelne Punkte nothwendig stetige Function U von z, ¥, von

welcher (und zwar nach 5.) in jedem Punkte) der Differentialquotient

%—Z=u und %L; = — o ist. Durch Substitution dieser Werthe fiir «

und v aber gehen die Voraussetzungen 1.), 3.), 4.) in die Bedingungen
des Lehrsatzes am Schlusse des Art. 10. iiber. Die Function U ist
daher nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten von 7’
endlich und stetig und dasselbe gilt folglich auch von der complexen

Function w = %I %? 4 und ihren nach z genommenen Differential-

quotienten.

13.

Es soll jetzt untersucht werden, was eintritt, wenn wir unter
Beibehaltung der sonstigen Voraussetzungen des Art. 12. annehmen,
dass fiir einen bestimmten Punkt O’ im Innern der Fliche (z — 2) w
— 0¢? w bei unendlicher Anniiherung des Punktes O nicht mehr

unendlich klein wird. In diesem Falle wird also w bei unendlicher
Anniiherung des Punktes O an (' unendlich gross, und wir nehmen

an, dass, wenn die Grosse w nicht mit %)— von gleicher Ordnung bleibt,

d. h. der Quotient beider sich einer endlichen Grenze nihert, wenig-
stens die Ordnungen beider Grossen in einem endlichen Verhiltnisse
zu einander stehen, so dass sich eine Potenz von ¢ angeben lisst,
deren Product in  fiir ein unendlich kleines ¢ entweder unendlich
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klein wird oder endlich bleibt. Ist w der Exponent einer solchen

Potenz und n die niichst grossere ganze Zahl, so wird die Grosse

(2—2)" w=9"¢"" w mit ¢ unendlich klein, und es ist daher
A n—1

(z— Z)"""w eine Function von z (da (}A(?:—Zl——ﬂ von dz unabhingig

ist), welche in diesem Theile der"Fliiche den Voraussetzungen des Art. 12.

geniigt und folglich im Punkte O endlich und stetig ist. Bezeichnen
wir ihren Werth im Punkte O’ mit @,_,, so ist (.z—.z")"—1 W— Gp—

eine Function, die in diesem Punkte stetig und = o ist und folglich
mit @ unendlich klein wird, woraus man nach Artikel 12. schliesst, dass
(e—2)""% w— ","—__zi eine im Punkte O stetige Function ist. Durch

Fortsetzung dieses Verfahrens wird offenbar w mittelst Subtraction
eines Ausdruckes von der Form

a, a an—1

Z—z’ + (_Zﬁ')g Ko P i "(’2—;75;:”
in eine Function verwandelt, welche im Punkte O endlich und stetig
bleibt.

Wenn daher unter den Voraussetzungen des Art. 12. die Aenderung
eintritt, dass bei unendlicher Anniherung von O an einen Punkt O’
im Innern der Fliche 7' die Function w unendlich gross wird, so ist
die Ordnung dieses unendlich Grossen (eine im verkehrten Verhiiltnisse
der Entfernung wachsende Grosse als ein unendlich Grosses erster
Ordnung betrachtet) wenn sie endlich ist, nothwendig eine ganze Zahl;
und ist diese Zahl = m, so kann die Function w durch Hinzufiigung
einer Function, welche 2m willkiirliche Constanten enthiilt, in eine in
diesem Punkte O stetige verwandelt werden.

Anm. Wir betrachten eine Function als Eine willkiirliche Constante ent-

haltend, wenn die moglichen Arten, sie zu bestimmen, ein stetiges Gebiet von
Einer Dimension umfassen.

14.

Die im Art. 12. und 13. in Bezug auf die Fliche 7' gemachten
Beschriinkungen sind fiir die Giiltigkeit der gewonnenen Resultate nicht
wesentlich. Offenbar kann man jeden Punkt im Innern einer beliebigen
Fliche mit einem Stiicke derselben umgeben, welches die dort voraus-
gesetzten Eigenschaften besitzt, mit alleiniger Ausnahme des Falles,
wo dieser Punkt ein Windungspunkt der Fliche ist.

Um diesen Fall zu untersuchen, denken wir uns die Fliche 7' oder
ein beliebiges Stiick derselben, welches einen Windungspunkt n-1ster
Ordnung O, wo 2z =2 = 2’ 4 4 i sei, enthilt, mittelst der Funection
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-

1

§=(2—Z)" auf einer andern Ebene 4 abgebildet, d. h. wir denken
uns den Werth der Function { = £ + 5 ¢ im Punkte O durch einen
Punkt @, dessen rechtwinklige Coordinaten & % sind, in dieser Ebene
vertreten, und betrachten @ als Bild des Punktes 0. Auf diesem Wege
erhiillb man als Abbildung dieses Theils der Fliche 7' eine zusammen-
hiingende iiber 4 ausgebreitete Fliiche, die im Punkte @', dem Bilde
des Punktes (O keinen Windungspunkt hat, wie sogleich gezeigt wer-
den soll.

Zur Fixirung der Vorstellungen denke man sich um -den Punkt O
in der Ebene 4 mit dem Halbmesser R einen Kreis beschrieben und
parallel mit der z-Axe einen’ Durchmesser gezogen, wo also z— &
reelle Werthe annehmen wird. Das durch diesen Kreis ausgeschiedene
den Windungspunkt umgebende Stiick der Fliche 7' wird dann zu
beiden Seiten des Durchmessers in #, wenn R hinreichend klein ge-
withlt wird, abgesondert verlaufende halbkreisformige Flichenstiicke
zerfallen. Wir bezeichnen auf derjenigen Seite des Durchmessers, wo
y — y positiv ist, diese Flichenstiicke durch a,, a, . ... a,, auf der
entgegengesetzten Seite durch o', , .... @’,, und nehmen an, dass
fiir negative Werthe von z — ¢ a,, a, .... @, der Reihe nach mit
ay, @y .... &,, fir positive dagegen mit a’,, a’; ..... @,y ver-
bunden seien, so dass ein den Punkt O° (im erforderlichen Sinue)
umkreisender Punkt der Reihe nach die Flichen a,, a', a,,d;....a,,d,
durchliuft und durch @', wieder in @, zuriickgelangt, welche Annahme
offenbar gestattet ist. Fithren wir nun fiir beide Ebenen Polarcoordi-
naten ein, indem wir z — 2 — ge?’, £ = o¢”" setzen, und wiihlen zur
Abbildung des Flichenstiicks @; denjenigen Werth von

23 S 2

n n n

(z—2)"=p"¢ l, welchen letzterer Ausdruck unter der Annahme
1

0< @ < m erhiilt, so wird fiir alle Punkte von a, 621\57 und
0 Y <%, die Bilder derselben in der Ebene 4 fallen also simmtlich

. . . w . 3 .
in einen von ¥ == 0 bis ¢ = = sich erstreckenden Sector eines um @’
1

mit dem Radius R" beschriebenen Kreises, und zwar entspricht jedem
Punkte von a, Ein zugleich mit demselben stetig fortriickender Punkt
dieses Sectors und umgekehrt, woraus folgt, dass die Abbildung der
Fliche @, eine zusammenhiingende einfach iiber diesen Sector aus-
gebreitete Fliche ist. Auf iihnliche Art erhiilt man fiir die Fliche o, als

Abbildung einen von ¥ = % bis ¢ = 2-;, fiir @, einen von ¢ = 27” bis
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3n

3 o ¢ 2n—1
¢ = ==, endlich fiir @, einen von ¥ =

z bis ¥ = 2=z sich
erstreckenden Sector, wenn man ¢ fiir jeden Punkt dieser Flichen der
Reihe nach zwischen 7 und 27, 27 und 37 .... (2n—1)x und 2nx
withlt, was immer und nur auf eine Weise moglich ist. Diese Sectoren
schliessen sich aber in derselben Folge an einander, wie die Flichen
a und @', und zwar so, dass den hier zusammenstossenden Punkten
auch dort zusammenstossende Punkte entsprechen; sie konnen daher
zu einer zusammenhiingenden Abbildung eines den Punkt O ein-
schliessenden Stiickes der Fliche 7' zusammengefiigt werden, und diese
Abbildung ist offenbar eine iiber die Ebene 4 einfach ausgebreitete
Fliche.

Eine veriinderliche Grosse, die fiir jeden Punkt O einen bestimmten
Werth hat, hat dies auch fiir jeden Punkt ® und umgekehrt, da jedem
O nur ein ® und jedem @ nur ein O entspricht; ist sie ferner eine

. : Lot 2 dw
Function von z, so ist sie dies auch von §, indem, wenn —; von dz,

auch ‘;—2’ von df unabhingig ist, und umgekehrt. Es ergiebt sich

hieraus, dass auf alle Functionen w von z auch im Windungspunkte

0" die Siitze der Art. 12. und 13. angewandt werden konnen, wenn
1

man sie als Functionen von (2 — z')7 betrachtet. Dies liefert folgen-
den Satz:

Wenn eine Function w von z bei unendlicher Anniherung von O
an einen Windungspunkt n-1ster Ordnung O unendlich wird, so ist
dieses unendlich Grosse nothwendig von gleicher Ordnung mit einer

Potenz der Entfernung, deren Exponent ein Vielfaches von —‘,1&— ist, und

4 m . & %
kann, wenn dieser Exponent — — 5, ist, durch Hinzufiigung eines

Ausdrucks von der Form

a, @y am
1 + BN % m?

@—2)*  (@—N*  (@—)"

WO @, d, . .. .a, willkiirliche complexe Grossen sind, in eine im Punkte
O stetige verwandelt werden.
Diéser Satz enthiilt als Corollar, dass. die Function w im Punkte
1
O stetig ist, wenn (2 — ) " w bei unendlicher Annihernng des Punktes
O an O unendlich klein wird.
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15:
Denken wir uns jetzt eine Function von 2z, welche fiir jeden Punkt
O der beliebig iiber A ausgebreiteten Fliche 7' einen bestimmten Werth
hat und nicht iiberall constant ist, geometrisch dargestellt, so dass ihr
Werth w = u + vi im Punkte O durch einen Punkt ¢ der Ebene B
vertreten wird, dessen rechtwinklige Coordinaten u, » sind, so ergiebt
sich Folgendes:

I. Die Gesammtheit der Punkte ¢ kann betrachtet werden, als
eine Fliche S bildend, in welcher jedem Punkte Ein bestimmter mit
ihm stetig in 7' fortriickender Punkt O entspricht.

Um dieses zu beweisen, ist offenbar nur der Nachweis erforderlich,
dass die Lage des Punktes ¢ mit der des Punktes O sich allemal (und
zwar allgemein zu reden stetig) éindert. Dieser ist in dem Satze ent-
halten:

Eine Function w = u + »¢ von z kann nicht lings einer Linie
constant sein, wenn sie nicht iiberall constant ist.

Beweis: Hitte w« lings einer Linie einen constanten Werth a - b4,

so wiren u—a wd 2% =% welches — 2%, fiir diese Linie und

op ’ 0s’

o*(u—a) 0*(u—a)
2z % ay*

iiberall = o0; es miisste also nach Art. 11., I. u—a und folglich, da

U SR A L

ox 0y 0y ox?
auch »—p iiberall = o sein, gegen die Voraussetzung.

IL. In Folge der in I. gemachten Voraussetzung kann zwischen
den Theilen von S nicht ein Zusammenhang Statt finden ohne einen
Zusammenhang der entsprechenden Theile von 7 umgekehrt kann
iiberall, wo in 7' Zusammenhang Statt findet und w stetig ist, der
Fliche S ein entsprechender Zusammenhang beigelegt werden.

Dieses vorausgesetzt entspricht die Begrenzung von S einestheils
der Begrenzung von 7, anderntheils den Unstetigkeitsstellen; ihre inneren
Theile aber sind, einzelne Punkte ausgenommen, iiberall schlicht iiber
B ausgebreitet, d. h. es findet nirgends eine Spaltung in auf einander
liegende Theile und nirgends eine Umfaltung Statt. 3

Ersteres konnte, da 7 iiberall einen entsprechenden Zusammen-
hang besitzt, offenbar nur eintreten, wenn.in 7' eine Spaltung vor-
kime — der Annahme zuwider —; Letzteres soll sogleich bewiesen
werden.
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Wir beweisen zuvorderst, dass ein Punkt @'; wo lfi—l: endlich ist,
nicht in einer Falte der Fliche S liegen kann.

In der That, umgeben wir den Punkt O, welcher ' entspricht,
mit einem Stiicke der Fliche 7' von beliebiger Gestalt und un-
bestimmten Dimensionen, so miissen (nach Art. 3.) die Dimensionen
desselben stets so klein angenommen werden kionnen, dass die Gestalt
des entsprechenden Theils von S beliebig wenig abweicht, und folg-
lich so klein, dass die Begrenzung desselben ‘aus der Ebene B ein ¢
einschliessendes Stiick ausscheidet. Dies aber ist unmboglich, wenn
in einer Falte der Fliche S liegt.

dw . 4 :
Nun kann 75 s Functien von 2, nach I nur in einzelnen

Punkten = 0, und, da w in den in Betracht kommenden Punkten von
T stetig ist, nur in den Windungspunkten dieser Fliche unendlich
werden; folglich ete. w. z. b. w.

III.  Die Fliche S ist folglich eine Fliche, fiir welche die im Art. 5.
fiir 7' gemachten Voraussetzungen zutreffen; und in dieser Fliche hat
fiir jeden Punkt @ die unbestimmte Grosse z Einen bestimmten Werth,

welcher sich mit der Lage von @ stetig und so #ndert, dass 3—; von

der Richtung der Ortsiinderung unabhiingig ist. Es bildet daher in
dem frither festgelegten Sinne z eine stetige Function der veriinder-
lichen complexen Grosse w fiir das durch S dargestellte Grossengebiet.
Hieraus folgt ferner:
Sind O nnd @ zwei entsprechende innere Punkte der Flichen 7'
und S und in denselben 7z = Z, w = w’, so nihert sich, wenn keiner
von ihnen ein Windungspunkt ist, bei unendlicher Anniherung von

0 an O w_:,’: einer endlichen Grenze, und die Abbildung ist daselbst

eine in den kleinsten Theilen @hnliche; wenn aber ¢ ein Windungs-
punkt -1 ster, O ein Windungspunkt m-1ster Ordnung ist, so nihert

1

h("’__

sic bei unendlicher Annaherung von O an O einer endlichen

(e — &)™
Grenze, und fiir die anstossenden Flichentheile findet eine Abbildungs-
art Statt, die sich leicht aus Art. 14. ergiebt.

E3 #*
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16.

Lehrsatz. Sind ¢ und B zwei beliebige Functionen von z, v,
fiir welche das Integral

‘I (O 0p\2 da d
JIGE-5)+ @ +5)] o7

durch alle Theile der beliebig iiber A ausgebreiteten Fliche 7' aus-
gedehnt einen endlichen Werth hat, so erhiilt das Integral bei Aenderung
von « um stetige oder doch nur in einzelnen Punkten unstetige
Functionen, die am Rande = 0 sind, immer fiir eine dieser Functionen
einen Minimumwerth und, wenn man durch Ab#inderung in einzelnen
Punkten hebbare Unstetigkeiten ausschliesst, nur fiir Eine.

Wir bezeichnen durch 4 eine unbestimmte stetige oder doch nur
in einzelnen Punkten unstetige Function, welche am Rande = o ist
und fiir welche das Integral

= (@) + @) o

iiber die ganze Fliiche ausgedehnt einen endlichen Werth erhilt, durch
® eine unbestimmte der Functionen « - 1, endlich das iiber die ganze
Fliiche erstreckte Integral

[z — Y+ (o +2)] ar

durch 2. Die Gesammtheit der Functionen 1 bildet ein zusammen-
hiingendes in sich abgeschlossenes Gebiet, indem jede dieser Functionen
stetig in jede andere iibergehen, sich aber nicht einer lings einer
Linie unstetigen unendlich annithern kann, ohne dass L unendlich wird
(Art. 17.); fiir jedes 4 erhiilt nun, @ = &« 4 1 gesetzt, & einen end-
lichen Werth, der mit Z zugleich unendlich wird, sich mit der Gestalt
von A stetig éindert, aber nie unter Null herabsinken kann; folglich
hat © wenigstens fiir Eine Gestalt der Function @ ein Minimum.

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, sei « eine der
Functionen @, welche £ einen Minimumwerth ertheilt, % eine un-
" bestimmte in der ganzen Fliche constante Grisse, so dass u - %4 den
der Function ® vorgeschriebenen Bedingungen geniigt. Der Werth
von & fiir @ = u -+ hi, welcher

= 16~ G+
raf (-8 + G )5 o

€ Iz?J (({ ) ¥ C—;> ) dT— M4 2Nh 4 Lh® wird,
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muss alsdann fiir jedes 4 (nach dem Begriffe des Minimums) grisser
als M werden, sobald % nur hinreichend klein gemommen ist. Dies
erfordert aber, dass fiir jedes 4 N = o0 sei; denn andernfalls wiirde

2 Nh + Lh* —= Lk® (1 +2LLZ)
negativ werden, wenn 4 dem N entgegengesetzt und abgesehen vom
Zeichen < %é! angenommen wiirde. Der Werth von Q fiir w=u-1,

in welcher Form offenbar alle moglichen Werthe von ® enthalten sind,
wird daher = M -+ L, und folglich kann, da L wesentlich positiv
ist, & fiir keine Gestalt der Function @ einen kleinern Werth erhalten,
als fiir @ = u.

Findet nun fiir eine andere «" der Functionen ® ein Minimum-
werth M’ von & Statt, so muss von diesem offenbar dasselbe gelten,
man hat also M'< M und M< M, folglich M = M’'. Bringt man
aber « auf die Form u -4 4/, so erhilt man fir M’ den Ausdruck
M+ I, wenn L' den Werth von L fiir 2 = 4" bezeichnet, und die
Gleichung M = M’ giebt L' = o. Dies ist nur moglich, wenn in
allen Flichentheilen

o or

ol
ist, und es hat daher, so weit A‘ stetig ist, diese Function nothwendig
einen constanten und folglich, da sie am Rande = o und nicht liings
einer Linie unstetig ist, hochstens in einzelnen Punkten einen von
Null verschiedenen Werth. Zwei der Functionen @, welche & einen
Minimumwerth ertheilen, konnen also nur in einzelnen Punkten von
einander verschieden sein, und wenn in der Function w alle durch
Abiinderung in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten beseitigt
werden, ist diese vollkommen bestimmt.

. 11.

Es soll jetzt der Beweis nachgeliefert werden, dass 2 unbeschadet
der Endlichkeit von I sich nicht einer lings einer Linie unstetigen
Function p unendlich anniihern kionne, d. h. wird die Function 4 der
Bedingung unterworfen, ausserhalb eines die Unstetigkeitslinie ein-
schliessenden Flichentheils 7" mit p iibereinzustimmen, so kann 7”
stets so klein angenommen werden, dass L grisser als eine beliebig
gegebene Grisse C werden muss.

Wir bezeichnen, s und p in Bezug auf die Unstetigkeitslinie in
der gewohnten Bedeutung genommen, fiir ein unbestimmtes s die
Kriimmung, eine auf der Seite der positiven p convexe als positiv be-
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trachtet, durch %, den Werth von p an der Grenze von 7" auf der
positiven Seite durch p,, auf der negativen Seite durch p, und die ent-
sprechenden Werthe von p durch p, und p,. Betrachten wir nun
irgend einen stetig gekriimmten Theil dieser Linie, so liefert der
zwischen den Normalen in den Endpunkten enthaltene Theil von 77,
wenn er sich nicht bis zu den Kriimmungsmittelpunkten erstreckt, zu .
L den Beitrag

S Jawomm [+ @) )

der kleinste Werth des Ausdrucks

J( )(l—xp)dp

bei den festen Grenzwerthen 7, und p, von 1 findet sich aber nach
bekannten Regeln
T E @ — 1:)°%
log (1 — % p,) —log (1 —xp,)’
und folglich wird jener Beitrag nothwendig, wie auch 4 innerhalb 7”
angenommen werden moge,

> (i 72)2""13
log (1 —%p,) — log (1 —=xp,)

Die Function y wiire fiir p = o stetig, wenn der grosste Werth, den
(py — 9o)? fiir m, > p, > 0 und =, < p, < 0 erhalten kann, mit », — =,
unendlich klein wiirde; wir konnen folglich fiir jeden Werth von s eine
endliche Grosse m so annehmen, dass, wie klein auch =, —=, an-
genommen werden moge, stets innerhalb der durch =, > p, > 0 und
7y, < py < 0 (wo die Gleichheiten sich gegenseitig ausschliessen) aus-
gedriickten Grenzen Werthe von p, und p, enthalten sind, fiir welche
(p — 92)* > m wird. Nehmen wir ferner unter den fritheren Be-
schriinkungen eine Gestalt von 7" beliebig an, indem wir p, und p,
bestimmte Werthe P, und P, beilegen, und bezeichnen den Werth des
durch den in Betracht gezogenen Theil der Unstetigkeitslinie aus-

gedehnten Integrals A
muxds
flog 1—=Py)—log(1—=P,)

durch @, so kibnnen wir offenbar

“»

(71 - 72\)2 nds
J log (1 — % py) — log (1 —=p,) gk

machen, indem wir p, und p, fiir jeden Werth von s so annehmen,
dass den Ungleichheiten
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@ a

1 e P)C P,)°¢
%; P> —,‘;2) und (p; —9,)* > m
geniigt wird. Dies aber hat zur Folge, dass, wie auch 1 innerhalb
T’ angenommen werden moge, der aus dem in Betracht gezogenen
Stiicke von 7" stammende Theil von L und folglich um so mehr L
selbst > C wird, w. z. b. w. ().

<

18.

Nach Art. 16. haben wir fiir die dort festgelegte Function # und
fir irgend eine der Functionen 1

v [[E- 9%+ G DI o

durch die ganze Fliche 7' ausgedehnt — 0. Aus dieser Gleichung
sollen jetzt weitere Schliisse gezogen werden.

Scheidet man aus der Fliche 7' ein die Unstetigkeitsstellen von
w, B, 4 einschliessendes Stiick 7 aus, so findet sich der von dem
iibrigen Stiicke 7 herriihrende Theil von N mit Hiilfe des Art. 7.,

Wenn man (fm 0ﬁ> A fir X und ( —}—g—x A fiir Y setzt,

ox ay

=_/ ( )dT f(i—:-{-‘;—s; Ads.

In Folge der der Function 4 auferlegten Grenzbedingung wird der auf
das mit 7' gemeinschaftliche Begrenzungsstiick von 7" beziigliche -

Theil von
* 0w , OB
j <B_p A %) Ads

gleich o, so dass N betrachtet werden kann als zusammengesetzt aus

dem Integral
o°u
fr (e
* in Bezug auf 7 und

SIE-3)8+ G+ 5] er G+ )

in Bezug auf 7.

"r:

s 9%u
Offenbar wiirde nun, wenn 72 —|-—

oy*
Fliche T von o verschieden wire, N ebenfalls einen von o verschie-
denen Werth erhalten, so bald man i, was frei steht, innerhalb 7"
0%u |, 0w

gleich 0 und innerhalb 7” so wiihlte, dass 4 ( §—,) iiberall

in irgend einem Theile der

757 T 79

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. I 3



34 I. Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie

dasselbe Zeichen hitte. Ist aber 223 —|~ 3 > in allen Theilen von 7=

so verschwindet der von 7" herruhrende Bestandtheil von N fiir Jedes
A, und die Bedingung N = o ergiebt dann, dass die aunf die Unstetlg-
keltsstellen beziiglichen Bestandtheile = o werden.

ou 0f ou
Fiir die Funectionen ~—— 55 Ty Oy

erstere = X und letztere — Y setzen, nicht bloss allgemein zu reden
die Gleichung

o8 haben wir daher, wenn wir
a b

X oY
+

“ - = 0,
ox cy

sondern es wird auch durch die ganze Begrenzung irgend eines Theils

von 7T erstreckt
J(\”’ “’) ds = o,

in so fern dieser Ausdruck iiberhaupt einen bestimmten Werth hat.

Zerlegen wir also (nach Art. 9., V.) die Fliiche 7', wenn sie einen
mehrfachen Zusammenhang besitzt, durch Querschnitte in eine einfach
zusammenhiingende 7%, so hat das Integral

— / (; e T) ds
fir jede im Innern von 7 von O, nach O gehende Linie denselben
Werth und bildet, O, als fest gedacht, eine Function von «, y, welche
in T™* iiberall eine stetige und lings eines Querschnitts beiderseits
eine gleiche Aenderung erleidet. Diese Function » zu f hinzugefiigt,

liefert uns eine Function » = f + v, von welcher der Differentialquotient

Y = ?—uundov fl‘it
oz - QJy oy gz ¥

Wir haben daher folgenden

Lehrsatz. Ist in einer zusammenhiingenden, durch Querschnitte
in eine einfach zusammenhiingende 7'* zerlegten Fliche 7' eine com-
plexe Function &« fi von z, y gegeben, fiir welche

JIGE &)+ G+ ey ]

durch die ganze Fliche ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so
kann sie immer und nur auf Eine Art in eine Function von 2 ver-
wandelt werden durch Hinzufiigung einer Function w-»i7 von z, y,
welche folgenden Bedingungen geniigt:
1) @ ist am Rande = o0 oder doch nur in einzelnen Punkten
davon verschieden, » in Einem Punkte beliebig gegeben,
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2) die Aenderungen von g sind in 7, von » in 7'* nur in ein-
zelnen Punkten und nur so unstetig, dass

JLC)+ )] arme [+ E)] o7

durch die ganze Fliiche erstreckt endlich bleiben, und letztere
lings der Querschnitte beiderseits gleich.

Die Zulinglichkeit der Bedingungen zur Bestimmung von p -+ v
folgt daraus, dass g, durch welches » bis auf eine additive Constante
bestimmt ist, stets zugleich ein Minimum des Integrals £ liefert, da,
uw = & -+ w gesetzt, offenbar fiir jedes 4 N = o wird; eine Eigenschaft,
die nach Art. 16. nur Einer Function zukommen kann.

19

Die Principien, welche dem Lehrsatze am Schlusse des vorigen
Art. zu Grunde liegen, erdffnen den Weg, bestimmte Functionen
einer veriinderlichen complexen Grisse (unabhiingig von einem Aus-
drucke fiir dieselben) zu untersuchen.

Zur Orientirung auf diesem Felde wird ein Ueberschlag iiber den
Umfang der zur Bestimmung einer solchen Function innerhalb eines
gegebenen Grossengebiets erforderlichen Bedingungen dienen.

Halten wir uns zuniichst an einen bestimmten Fall, so kann, wenn
die iiber A ausgebreitete Fliiche, durch welche dies Griossengebiet dar-
gestellt wird, eine einfach zusammenhingende ist, die Function
w=u-vi von z folgenden Bedingungen gemiiss bestimmt werden:

1) fiir « ist in allen Begrenzungspunkten ein Werth gegeben,

der sich fiir eine unendlich kleine Ortsinderung um eine un-
endlich kleine Grosse von derselben Ordnung, iibrigens aber
beliebig indert®);

2) der Werth von v ist in irgend einem Punkte beliebig ge-

geben; : .

3) die Function soll in allen Punkten endlich und stetig sein.

Durch diese Bedingungen aber ist sie vollkommen bestimmt.

In der That folgt dies aus dem Lehrsatze des vorigen Art., wenn
man, was immer moglich sein wird, « 4 B4 so bestimmt, dass ¢ am
Rande dem gegebenen Werth gleich und in der ganzen Fliche fiir
Jede unendlich kleine Ortsiinderung die Aenderung von « -+ i unend-
lich klein von derselben Ordnung ist.

#) An sich sind die Aenderungen dieses Werthes nur der Beschriinkung unter-
worfen, nicht lings eines Theils der Begrenzung unstetig zu sein; eine weitere
Beschriinkung ist nur gemacht, um hier unnothige Weitliufigkeiten zu vermeiden.

3*
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Es kann also, allgemein zu reden, » am Rande als eine ganz
willkiirliche Function von s gegeben werden, und dadurch ist » iiberall
mit bestimmt; umgekebhrt kann aber auch » in jedem Begrenzungs-
punkte beliebig angenommen werden, woraus dann der Werth von «
folgt. Der Spielraum fiir die Wahl der Werthe von w am Rande um-
fasst daher eine Mannigfaltigkeit von Einer Dimension fiir jeden Be-
grenzungspunkt, und die vollstindige Bestimmung derselben erfordert
fiir jeden Begrenzungspunkt Eine Gleichung, wobei es indess nicht
wesentlich sein wird, dass jede dieser Gleichungen sich auf den Werth
Eines Gliedes in Einem Begrenzungspunkte allein bezieht. Es wird
diese Bestimmung auch so geschehen konnen, dass fiir jeden Begren-
zungspunkt Eine mit der Lage dieses Punktes ihre Form stetig
iindernde, beide Glieder enthaltende Gleichung gegeben ist, oder fiir
mehrere Theile der Begrenzung gleichzeitig so, dass jedem Punkte
eines dieser Theile » — 1 bestimmte Punkte, aus jedem der iibrigen
Theile einer, zugesellt und fiir je » solcher Punkte gemeinschaftlich »
mit ihrer Lage stetig veriinderliche Gleichungen gegeben sind. Diese
Bedingungen, deren Gesammtheit eine stetige Mannigfaltigkeit bildet
und welche durch Gleichungen zwischen willkiirlichen Functionen aus-
gedriickt werden, werden aber, um fiir die Bestimmung einer im Innern
des Grossengebiets iiberall stetigen Function zuliissig und hinreichend
zu sein, allgemein zu reden, noch einer Beschrinkung oder Erginzung
durch einzelne Bedingungsgleichungen — Gleichungen fiir willkiirliche
Constanten — bediirfen, indem bis auf diese sich die Genauigkeit un-
serer Schiitzung offenbar nicht erstreckt.

Fiir den Fall, wo das Gebiet der Veriinderlichkeit der Grosse z
durch eine mehrfach zusammenhingende Fliche dargestellt wird, erlei-
den diese Betrachtungen keine wesentliche Abiinderung, indem die An-
wendung des Lehrsatzes im Art. 18. eine bis auf die Aenderungen
beim Ueberschreiten der Querschnitte ebenso wie vorhin beschaffene
Funection liefert — Aenderungen, welche = 0 gemacht werden konnen,
wenn die Grenzbedingungen eine der Anzahl der Querschnitte gleiche
Anzahl verfiigharer Constanten enthalten.

Der Fall, wo im Innern- lings einer Linie auf Stetigkeit ver-
zichtet wird, ordnet sich dem vorigen unter, wenn man diese Linie
als einen Schnitt der Fliche betrachtet.

Wenn endlich in einem einzelnen Punkte eine Verletzung der
Stetigkeit, also nach Art. 12. ein Unendlichwerden der Function, zuge-
lassen wird, so kann unter Beibehaltung der sonstigen in unserm
Anfangsfalle gemachten Voraussetzungen fiir diesen Punkt eine Function
von z, nach deren Subtraction die zu bestimmende Function stetig
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werden soll, beliebig gegeben werden; dadurch aber ist sie vollig be-
stimmt. Denn nimmt man die Grosse « 4 B¢ in einem beliebig klei-
nen um den Unstetigkeitspunkt beschriebenen Kreise gleich dieser
gegebenen Function, iibrigens aber den fritheren Vorschriften gemiiss
an, so wird das Integral

S (@) G+ ) yor

iiber diesen Kreis erstreckt — o, iiber den iibrigen Theil erstreckt
einer endlichen Grosse gleich, und man kann also den Lehrsatz des
vorigen Art. anwenden, wodurch man eine Function mit den verlang-
ten Eigenschaften erhiilt. Hieraus kann man mit Hiilfe des Lehr-
satzes im Art. 13. folgern, dass im Allgemeinen, wenn in einem
einzelnen Unstetigkeitspunkte die Function unendlich gross von der
Ordnung »n werden darf, eine Anzahl von 2n Constanten verfiigbar wird.

Geometrisch dargestellt liefert (nach Art. 15.) eine Function w
einer innerhalb eines gegebenen Grissengebiets von zwei Dimensionen
veriinderlichen complexen Grisse # von einer gegebenen A4 bedecken-
den Fliiche 7' ein ihr in den kleinsten Theilen, einzelne Punkte aus-
genommen, iihnliches, B bedeckendes Abbild S. Die Bedingungen,
welche so eben zur Bestimmung der Function hinreichend und noth-
wendig befunden worden sind, beziehen sich auf ihren Werth entweder
in Begrenzungs- oder in Unstetigkeitspunkten; sie erscheinen also
(Art. 15.) simmtlich als Bedingungen fiir die Lage der Begrenzung
von S, und zwar geben ‘sie fiir jeden Begrenzungspunkt Eine Bedin-
gungsgleichung. Bezieht sich jede derselben nur auf Einen Begren-
zungspunkt, so werden sie durch eine Schaar von Curven reprisentirt,
von denen fiir jeden Begrenzungspunkt Eine den geometrischen Ort
bildet. Werden zwei mit einander stetig fortriickende Begrenzungs-
punkte gemeinschaftlich zwei Bedingungsgleichungen unterworfen, so
entsteht dadurch zwischen zwei Begrenzungstheilen eine solche Ab-
hiingigkeit, dass, wenn die Lage des einen willkiirlich angenommen
wird, die Lage des andern daraus folgt. Aehnlicher Weise ergiebt
sich fiir andere Formen der Bedingungsgleichungen eine geometrische
Bedeutung, was wir indess nicht weiter verfolgen wollen.

20.

Die Einfilhrung der complexen Grossen in die Mathematik hat
ihren Ursprung und nichsten Zweck in der Theorie einfacher®) durch

*) Wir betrachten hier als Elementaroperationen Addition und Subtraction,
Multiplication und Division, Integration und Differentiation, und ein Abhiingigkeits-
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Grossenoperationen ausgedriickter Abh#ngigkeitsgesetze zwischen ver-
inderlichen Grossen. Wendet man néimlich diese Abhiingigkeitsgesetze
in einem erweiterten Umfange an, indem man den verinderlichen
Grossen, auf welche sie sich beziehen, complexe Werthe giebt, so tritt
eine sonst versteckt bleibende Harmonie und Regelmiissigkeit hervor.
Die Fille, in denen dies geschehen ist, umfassen zwar bis jetzt erst
ein kleines Gebiet — sie lassen sich fast simmtlich auf diejenigen
Abhingigkeitsgesetze zwischen zwei veriinderlichen Grossen zuriick-
filhren, wo die eine entweder eine algebraische*) Function der an-
dern ist oder eine solche Function, deren Differentialquotient eine
algebraische Function ist — aber beinahe jeder Schritt, der hier ge-
than ist, hat nicht bloss den ohne Hiilfe der complexen Grossen
gewonnenen Resultaten eine einfachere, geschlossenere Gestalt gegeben,
sondern auch zu neuen Entdeckungen die Bahn gebrochen, wozu die
Geschichte der Untersuchungen iiber algebraische Functionen, Kreis-
oder Exponentialfunctionen, elliptische und Abel’sche Functionen den
Beleg liefert.

Es soll kurz angedeutet werden, was durch unsere Untersuchung
fiir die Theorie solcher Functionen gewonnen ist.

Die bisherigen Methoden, diese Functionen zu behandeln, legten
stets als Definition einen Ausdruck der Function zu Grunde, wodurch
ihr Werth fiir jeden Werth ihres Arguments gegeben wurde; durch
unsere Untersuchung ist gezeigt, dass, in Folge des allgemeinen
Charakters einer Function einer veriinderlichen complexen Grisse, in
einer Definition dieser Art ein Theil der Bestimmungsstiicke eine Folge
der iibrigen ist, und zwar ist der Umfang der Bestimmungsstiicke auf
die zur Bestimmung nothwendigen zuriickgefiihrt worden. Dies ver-
einfacht die Behandlung derselben wesentlich. Um z. B. die Gleichheit
zweier Ausdriicke derselben Function zu beweisen, musste man sonst
den einen in den andern transformiren, d. h. zeigen, dass beide fiir
jeden Werth der verinderlichen Grosse iibereinstimmten; jetzt geniigt
der Nachweis ihrer Uebereinstimmung in einem weit geringern Umfange.

Eine Theorie dieser Functionen auf den hier gelieferten Grund-
lagen wiirde die Gestaltung der Function (d. h. ihren Werth fiir jeden
Werth ihres Arguments) unabhiingig von einer Bestimmungsweise der-
selben durch Grossenoperationen festlegen, indem zu dem allgemeinen
Begriffe einer Function einer veriinderlichen complexen Grosse nur die

gesetz als desto einfacher, durch je weniger Elementaroperationen die Ab-

hiingigkeit bedingt wird. In der That lassen sich durch eine endliche Anzah]

dieser Operationen alle bis jetzt in der Analysis benutzten Functionen definiren.
*) D. h. wo zwischen beiden eine algebraische Gleichung Statt findet.
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zur Bestimmung der Function nothwendigen Merkmale hinzugefiigt
wiirden, und dann erst zu den verschiedenen Ausdriicken deren die
Function fihig ist iibergehen. Der gemeinsame Charakter einer Gat-
tung von Functionen, welche auf @ihnliche Art durch Grossenoperationen
ausgedriickt werden, stellt sich dann dar in der Form der ihnen auf-
erlegten Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Wird z. B. das Gebiet
der Veriinderlichkeit der Grisse z iiber die ganze unendliche Ebene 4
einfach oder mehrfach erstreckt, und innerhalb derselben der Function
nur in einzelnen Punkten eine Unstetigkeit, und zwar nur ein Unend-
lichwerden, dessen Ordnung endlich ist, gestattet (wobei fiir ein un-
endliches 2 diese Grosse selbst, fiir jeden endlichen Werth z” derselben

aber -z—:—z, als ein unendlich Grosses erster Ordnung gilt), so ist die

Function nothwendig algebraisch, und umgekehrt erfiillt diese Bedin-
gung jede algebraische Function. )

Die Ausfithrung dieser Theorie, welche, wie bemerkt, einfache
durch Griossenoperationen bedingte Abhingigkeitsgesetze ins Licht zu
setzen bestimmt ist, unterlassen wir indess jetzt, da wir die Betrach-
tung des Ausdruckes einer Function gegenwiirtig ausschliessen.

Aus demselben Grunde befassen wir uns hier auch nicht damit,
die Brauchbarkeit unserer Siitze als Grundlagen einer allgemeinen
Theorie dieser Abhingigkeitsgesetze darzuthun, wozu der Beweis er-
fordert wird, dass der hier zu Grunde gelegte Begriff einer Function
einer veriinderlichen complexen Grisse mit dem einer durch Grissen-
operationen ausdriickbaren Abhiingigkeit®) vollig zusammenfillt.

21.

Es wird jedoch zur Erliuterung unserer allgemeinen Sitze ein
ausgefiihrtes Beispiel ihrer Anwendung von Nutzen, sein.

Die im vorigen Artikel bezeichnete Anwendung derselben ist, ob-
wohl die bei ihrer Aufstellung zuniichst beabsichtigte, doch nur eine
specielle. Denn wenn die Abhiingigkeit durch eine endliche Anzahl
der dort als Elementaroperationen betrachteten Grossenoperationen be-
dingt ist, so enthiilt die Function nur eine endliche Anzahl von Para-
metern, was fiir die Form eines Systems von einander unabhiingiger
Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen, die zu ihrer Bestimmung hin-

*) Es wird darunter jede durch eine endliche oder unendliche Anzahl der
vier einfachsten Rechnungsoperationen, Addition und Subtraction, Multiplication
und Division, ausdriickbare Abhiingigkeit begriffen. Der Ausdruck Grdssenopera-
tionen soll (im Gegensatze zu Zahlenoperationen) solche Rechnungsoperationen
andeuten, bei denen die Commensurabilitit der Grossen nicht in Betracht kommt.
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reichen, den Erfolg hat, dass unter ihnen lings einer Linie in jedem
Punkte willkiirlich zn bestimmende Bedingungen gar nicht vorkommen
konnen. Fiir unsern jetzigen Zweck schien es daher geeigneter, nicht
ein dorther entnommenes Beispiel zu wihlen, sondern vielmehr ein
solches, wo die Function der complexen Veriinderlichen von einer will-
kiirlichen Funetion abhingt. :

Zur Veranschaulichung und bequemeren Fassung geben wir dem-
selben die am Schlusse des Art. 19. gebrauchte geometrische Einklei-
dung. Es erscheint dann als eine Untersuchung iiber die Moglichkeit,
von einer gegebenen Fliche ein zusammenhiingendes in den kleinsten
Theilen iihnliches Abbild zu liefern, dessen Gestalt gegeben ist, wo
also, in obiger Form ausgedriickt, fiir jeden Begrenzungspunkt des Ab-
bildes eine Ortscurve, und zwar fiir alle dieselbe, ausserdem aber
(Art. 5.) der Sinn der Begrenzung und die Windungspunkte desselben
gegeben sind. Wir beschrinken uns anf die Losung dieser Aufgabe
in dem Falle, wo jedem Punkte der einen Fliche nur Ein Punkt der
andern entsprechen soll und die Flichen einfach zusammenhingend
sind, fiir welchen Fall sie in folgendem Lehrsatze enthalten ist.

Zwei gegebene einfach zusammenhiingende ebene Flichen konnen
stets so auf einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen
Ein mit thm stetig fortriickender Punkt der andern entspricht und
ihre entsprechenden kleinsten Theile @hnlich sind; und zwar kann zu
Einem innern Punkte und zu Einem Begrenzungspunkte der entspre-
chende beliebig gegeben werden; dadurch aber ist fiir alle Punkte die
Beziehung bestimmt.

Wenn zwei Flichen 7' und R auf eine dritte S so bezogen sind,
dass zwischen den entsprechenden kleinsten Theilen Aehnlichkeit Statt
findet, so ergiebt sich daraus eine Beziehung zwischen den Flichen 7'
und R, von welcher offenbar dasselbe gilt. Die Aufgabe, zwei belie-
bige Flichen auf einander so zu beziehen, dass Aehnlichkeit in den
kleinsten Theilen Statt findet, ist dadurch auf die zuriickgefiihrt, jede
beliebige Fliche durch Eine bestimmte in den kleinsten Theilen #ihn-
lich abzubilden. Wir haben hiernach, wenn wir in der Ebene B um
den Punkt, wo w = o ist, mit dem Radius 1 einen Kreis K beschrei-
ben, um unsern Lehrsatz darzuthun, nur nothig zu beweisen: Eine
beliebige einfach zusammenhingende A bedeckende Fliche 7' kann
durch den Kreis K stets zusammenhiingend und in den kleinsten Thei-
len #hnlich abgebildet werden und zwar nur auf Eine Art so, dass
dem Mittelpunkte ein beliebig gegebener innerer Punkt O, und einem
beliebig gegebenen Punkte der Peripherie ein beliebig gegebener Be-
grenzungspunkt O° der Fliche 7' entspricht.
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Wir bezeichnen die bestimmten Bedeutungen von z, @ fiir die
Punkte O,, O" durch entsprechende Indices und beschreiben in 7' um
0, als Mittelpunkt emen beliebigen Kreis ®, welcher sich nicht bis
zur Begrenzung von T erstreckt und keinen Windungspunkt enthilt.
Fithren wir Polarcoordinaten ein, indem wir z — 2, = re?’ setzen, so
wird die Function log (# — 2,) = log » 4 @7. Der reelle Werth iindert
sich daher im ganzen Kreise mit Ausnahme des Punktes O,, wo er
unendlich wird, stetig. Der imaginiire aber erhilt, wenn iiberall unter
den moglichen Werthen von ¢ der kleinste positive gewihlt wird,
lings des Radius, wo # — 2, reelle positive Werthe annimmt, auf der
einen Seite den Werth o, auf der andern den Werth 2z, indert sich
aber dann in allen {ibrigen Punkten stetig. Offenbar kann dieser Ra-
dius durch eine ganz beliebige vom Mittelpunkte nach der Peripherie
gezogene Linie ! ersetzt werden, so dass die Function log (2 — z,)
beim Uebertritt des Punktes O von der negativen (d. h. wo mnach
Art. 8. p negativ wird) auf die positive Seite dieser Linie eine plotz-
liche Verminderung um 2z erleidet, iibrigens aber sich mit dessen
Lage im ganzen Kreise @ stetig iindert. Nehmen wir nun die com-
plexe Function « 4 B¢ von z, y im Kreise ® = log (# — 2,), ausser-
halb desselben aber, indem wir ! beliebig bis an den Rand verlingern,
so an, dass sie

1) an der Peripherie von ® = log (2 — 2,), am Rande von T
bloss imaginir wird,

2) beim Uebertritt von der negativen auf die positive Seite der
Linie ! sich um — 2=, sonst aber bei jeder unendlich klei-
nen Ortsinderung um eine unendlich kleine Grosse von der-
selben Ordnung findert,

was immer moglich sein wird, so erhiilt das

& 0w 0p4\?2 0o 0p\?
JOE—5) +@+5) )
iiber ® ausgedehnt den Werth Null, iiber den ganzen iibrigen Theil
erstreckt einen endlichen Werth, und es kann daher « 4 i durch
Hinzufiigung einer bis auf einen bloss imaginiiren constanten Rest
bestimmten stetigen Function von x, 5, welche am Rande bloss imaginiir
ist, in eine Function ¢ — m - ni von z verwandelt werden. Der reelle
Theil m dieser Function wird am Rande = o, im Punkte 0, = — oo
und &ndert sich im ganzen iibrigen 7' stetig. Fiir jeden zwischen o
und — oo liegenden Werth a von m zerfillt daher 7' durch eine Linie,
Wo m = @ ist, in Theile, wo m < a ist und die O, im Innern enthal-
ten, einerseits und andererseits in Theile, wo m > a ist und deren
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Begrenzung theils durch den Rand von 7, theils durch Linien, wo
m = a ist, gebildet wird. Die Ordnung des Zusammenhangs der
Fliche 7 wird durch diese Zerfillung entweder nicht geiindert oder
erniedrigt, die Fliche zerfillt daher, da diese Ordnung — — 1 ist,
entweder in zwei Stiicke von der Ordnung des Zusammenhangs o und
— 1, oder in mehr als zwei Stiicke. Letzteres aber ist unmiglich,
weil dann wenigstens in Einem dieser Stiicke m iiberall endlich und
stetig und in allen Theilen der Begrenzung constant sein miisste,
folglich entweder in einem Flichentheil einen constanten Werth, oder
irgendwo, — in einem Punkte oder lings einer Linie — einen Maxi-
mum- oder Minimumwerth haben miisste, gegen Art. 11, III. Die
Punkte, wo m constant ist, bilden also in sich zuriicklaufende allent-
halben einfache Linien, welche ein den Punkt O, einschliessendes Stiick
begrenzen, und zwar nimmt 7 nach Innen zu nothwendig ab, woraus
folgt, dass bei einem positiven Umlaufe (wo nach Art. 8. s wiichst) #,
soweit es stetig ist, stets zunimmt, und also, da es nur beim Ueber-
tritt von der negativen auf die positive Seite der Linie / eine plotz-
liche Aenderung um — 2x*) erleidet, jedem Werth zwischen o und
2x Einmal von einem Vielfachen von 2z abgesehen gleich wird.
Setzen wir nun ¢’ = w, so werden ¢ und n Polarcoordinaten des
Punktes @ in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises K. Die Ge-
sammtheit der Punkte @ bildet dann offenbar eine iiber K allenthalben
einfach ausgebreitete Fliche S; der Punkt @, derselben fiillt auf den
Mittelpunkt des Kreises; der Punkt @" aber kann vermittelst der in »
noch verfiigharen Constante auf einen beliebig gegebenen Punkt der
Peripherie geriickt werden, w. z. b. w.

In dem Falle, wo der Punkt O, ein Windungspunkt #-1ster Ord-

nung ist, gelangt man, wenn nur log (2 — z,) durch % log (¢ — 2,)

ersetzt wird, durch ganz #ahnliche Schliisse zum Ziele, deren weitere
Ausfiithrung man indess aus Art. 14. leicht ergiinzen wird.

22.

Die vollstiindige Durchfiihrung der Untersuchung des vorigen
Artikels fiir den allgemeinern Fall, wo Einem Punkte der einen Fliche

*) Da die Linie I von einem im Innern des Stiicks gelegenen Punkte bis zu
einem #dussern fithrt, so muss sie, wenn sie dessen Begrenzung mehrmals schneidet,
Einmal mehr von Innen nach Aussen, als von Aussen nach Innen gehen, und die
Summe der plotzlichen Aenderungen von » wihrend eines positiven Umlaufs ist
daher stets = — 2.
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mehrere Punkte der andern entsprechen sollen, und ein einfacher Zu-
sammenhang fiir dieselben nicht vorausgesetzt wird, unterlassen wir
hier, zumal da, aus geometrischem Gesichtspunkte aufgefasst, unsere
ganze Untersuchung sich in einer allgemeinern Gestalt hiitte fiihren
lassen. Die Beschrinkung auf ebene, einzelne Punkte ausgenommen,
schlichte Flichen, ist niimlich fiir dieselbe nicht wesentlich; vielmehr
gestattet die Aufgabe, eine beliebig gegebene Fliche auf einer andern
beliebig gegebenen in den kleinsten Theilen ihnlich abzubilden, eine
ganz ihnliche Behandlung. Wir begniigen uns, hieriiber auf zwei
Gauss’sche Abhandlungen, die zu Art. 3. citirte und die disquis. gen.
circa superf. art. 13. zu verweisen.
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. Eine veriinderliche complexe Grisse w = u -} v1 heisst eine Function einer

andern veriinderlichen Grisse z — x - %1, wenn sie mit ihr sich so findert,
dass 3_1: von dz unabhiingig ist. Diese Definition wird begriindet durch
die Bemerkung dass dies immer stattfindet, wenn die Abhingigkeit der
Grosse w von z durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist.

Die Werthe der veriinderlichen complexen Grissen # und w werden dar-
gestellt durch die Punkte O und @ zweier Ebenen A und B, ihre Ab-
hiingigkeit von einander als eine Abbildung der einen Ebene auf die andere.

. Ist die Abhiingigkeit eine solche (Art. 1.) dass (—h—avon d z unabhiingig ist,

dz
so findet zwischen dem Original und seinem Bilde Aehnhchkelt in den
kleinsten Theilen statt . R P D, o e Pt

. Die Bedingung, dass i von dz unabhiingig ist, ist identisch mit fol-

dz

ou Ov Ou ov : 0w
genden: im0 Aus ihnen folgen T —+ a—y,— ==
o | 9% _
arti oy -

Als Ort des Punktes O wird fiir die Ebene A eine begrenzte iiber die-

selbe ausgebreitete Fliche 7' substituirt. Wmdungspunkte dieser Fliche.

Ueber den Auaa.mmenha.ng einer Fliche.
0

. Dag Integral T + dT durch die ganze Fliche T' erstreckt,
= 6 x ' Oy

Y

ist gleich — /(X cos & 4+ Y cos ) ds durch ihre ganze Begrenzung, wenn
X und Y beliebige in allen Punkten von T stetige Functionen von z
und y sind . .

Einfithrung der Coo@naten s und P des Punktes U in Bezng auf eine
beliebige Linie. Die gegeunseitige Abhiingigkeit des Vorzeichens von ds
und dp wird so festgesetzt, dass 2_:_: -2 ist

Anwendung des Satzes im Art. 7., wenn in allen Flichentheilen

0X oY _,

dx ' oy
T T s e e Sy L TR e p A
Bedingungen, unter welchen im Innern einer A einfach bedeckenden
Fliche T eine Function %, welche, allgemein zu reden, der Gleichung

2
2;: -+ 3? = 0 geniigt, nehst allen ihren Differentialquotienten iiberall

endlich und stetig ist

#) Diese Inhaltsiibersicht rithrt fast vollstindig von Riemann her.

Seite

12

14

15

18



)
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20,

22.

Inhalt.

Eigenschaften einer solchen Function. h 2250
Bedingungen, unter welchen im Innern einer A emfach bedeckenden ein-
fach znsammenhiingenden Fliche 7' eine Function w von z iiberall nebst
allen ihren Differentialquotienten endlich und stetig ist .
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Begriindung eines im vorigen Art. vorausgesetzten Satzes mittelst der
Grenzmethode .
Ist in einer beliebigen zusa.mmenhﬁ.ngenden, durch Querschmtte in eine
einfach zusammenhiingende 7'* zerlegten ebenen Fliche 7' eine Function
« |- B¢ von @, y gegeben, fir welche

we - <g8x" g
J[GE-2) ++a8) | o
durch die ganze Fliche endlich ist, so kann sie immer und nur auf eine
Art in eine Function von z verwandelt werden durch Hinzufiigung einer
Function g + »i von x, y welche so bedingt ist: 1.) u ist am Rande = 0,

» in Einem Punkte gegeben. 2.) Die Aenderungen von u sind in 7,
die von » in 7% nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig, dass

. - - A ~ g
J [(S—;;) +(2—;"] 4T wnd J [i’i + ‘f—’ ] AT durch die
ganze Fliche endlich bleiben und letztere an den Qnersehmtten beider-
seits gleich .

Ueberschlag iiber dxe hmrelchenden und nothwendlgen Bedmgungen zur
Bestimmung einer Function com-plexen Arguments innerhalb eines gege-
benen Grossengebiets. ‘ :
Die friihere Bestimmungsweise einer Functxon durch Grﬁssenopemtxonen
enthiilt {iberfliissige Bestandtheile. Durch die hier durchgefiihrten Betrach-
tungen ist der Umfang der Bestimmungsstiicke einer Function auf das
nothwendige Mass zuriickgefihrt . . . -

- Zwei gegebene einfach znsammenhangende Flachen kﬁnnen stet.s S0 a.nf

einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen Ein mit ihm stetig
fortriickender Punkt der andern entspricht und ihre entsprechenden klein-
sten Theile #ihnlich sind; und zwar kann zu Einem inneren Punkt und zu

Einem Begrenzungspunkt der entsprechende beliebig gegeben werden. -

Dadurch ist fiir alle Punkte die Beziehung bestimmt .
Schlussbemerknngen - : 2 )
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